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INTRODUCTION

Les variétés algébriques affines sont considérées dans plusieurs lecons antérieures,
par exemple dans les lecons 7-9 de Bernard Teissier, Dominique Cerveau et Fabien
Morel. Pour différents sujets de la géomeétrie affine voir e.g., les cours [Nay|, [Nay],
[Miy,], [vdE], et [Frq]. Il existe des résumés sur la géométrie des variétés affines, par
exemple celui de Hanspeter Kraft dans le séminaire Bourbaki [Kr| et (plus récent)
celui de Masayoshi Miyanishi [Miys|; voir aussi e.g., [Bal, [Kag], [Ru], [Zas].

La géométrie algébrique affine est distinguée par la multitude de ses idées et des
approches, venues souvent de domaines voisins ou encore ¢éloignés. Le souci d’illus-
trer cette diversité des techniques explique notre choix des deux sujets suivants : le
théoréme d’unicité de Pakovich pour des couples de polyndémes d’une variable, et le
théoréme (de Lin-Zaidenberg) qui dit que toute courbe plane affine rationnelle cuspi-
dale, ayant une seule place & 'infini, s’écrit comme z* — y' = 0 dans des coordonnées
appropriées. La preuve du premier théoréme repose sur un (nouveau) résultat dans
la théorie de 'approximation, tandis que celle du second fait appelle a la théorie ana-
lytique des espaces de Teichmiiller due & Ahlfors et Bers, et a la théorie de Milnor de
singularités, entre autres choses.

1. VARIETES ALGEBRIQUES AFFINES

Cette section contient une bréve introduction ‘amicale’ dans le sujet. Pour le lecteur
qui connait déja les définitions de base, elle est inutile.

L’objet d’étude. En géomeétrie algébrique affine, on classifie les variétés algébriques
affines & isomorphisme prés (il s’agit donc de la classification biréguliére). On classifie
aussi leurs plongements fermés dans les espaces affines X < A"™ modulo les actions des
groupes Aut(X) sur X resp., Aut(A”) sur A". On s’intéresse également a la structure
de leur groupes d’automorphismes Aut(X).

Dans cette section nous précisons la terminologie puis nous comparons la géométrie
affine a la géométrie algébrique projective. Pour simplifier 'exposition, nous ne faisons
pas ici de distinction entre les ensembles algébriques et les variétés algébriques. Donc,
sans précision contraire, les variétés algébriques considérées sont supposées réduites.

1.1. Premiéres définitions. Toute variété algébrique affine X définie sur un corps
k est située dans un espace affine A" = A7. Par définition, X est le lieu des zéros
communs d’une famille F (finie ou infinie) de polynémes & n variables définis sur k& :

X={zxeA"|p(x)=0Vpe F}.
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L’ideal I engendré par les éléments de F :

I={pekfry,...,z,)|p= Zaipi ou a; € klxy,...,z,), pi € F}
i=1
définit la méme variété X. D’aprés le Théoréme des zéros de Hilbert (Nullstellensatz)
le radical de I,

VI={qeklz,.. . x,]|FkeN, ¢ el},

coincide avec I’ensemble des polynomes qui s’annulent sur X. C’est donc le plus grand
idéal qui définit X. Le Théoréme de la base de Hilbert dit qu’il existe une sous-famille
finie 7' de la famille F qui engendre I et donc définit la méme variété X.

La variété X est dite irréductible si v/T est un ideal premieri.e., uv € VI = u € /I
ou bien v € /1. Dans ce cas 'algébre quotient

O(X) = kl[z1, ..., 2, /VI

(constituée des traces q|X de polynémes g € k[z,...,x,]) est un domaine intégre
dit l'algebre structurale ou bien ["anneau de coordonnées de X. C’est une algébre de
type fini : un systéme fini de générateurs de O(X) est donné par les restrictions
1] X, . x| X

Soit désormais k = C. On dit qu'un point x € X est [isse si le rang r de la matrice
Jacobienne de la famille " en x est maximal et singulier sinon. D’aprés le théoréme
des fonctions implicites, dans un voisinage d’un point lisse x € X, X constitue une
sous-variété complexe de A" de dimension complexe

dimc X =n—r.

Le lieu sing X des points singuliers de X est une sous-variété algébrique propre de X.

1.2. Exemples. Pour donner un exemple, toute partie finie de A™ est une variété
affine. Une telle variété est compacte et de dimension zéro. Par contre, une variété
affine de dimension (strictement) positive n’est jamais compacte et ne contient aucune
sous-variété algébrique compacte de dimension (strictement) positive.

Une courbe algébrique plane affine C C A? est le lieu des zéros d’'un polyndme p &
deux variables. Si ce polynome est irréductible alors la courbe C' 'est encore. Dans ce
cas le degré de la courbe C' est par définition le degré du polynome p. C’est un tout
premier invariant numeérique de la courbe plongée. Le degré change, en général, quand
on change le plongement C' < A? en appliquant un automorphisme non-linéaire du
plan. Le lieu des zéros d’'un polynéme a trois variables dans I’espace affine A3 est une
surface algébrique affine, et ainsi de suite.

Toute droite du plan affine A? est une courbe affine irréductible lisse. Les couples
de droites sécantes correspondent aux coniques planes singuliéres, et les couples de
droites paralléles correspondent aux coniques planes lisses réductibles. Une parabole
et une hyperbole sont des coniques planes lisses irréductibles.
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Une cubique irréductible C' C A? peut étre singuliére de deux maniéres, soit comme
la cubique cuspidale d’équation x? —y3 = 0, soit comme la cubique nodale % — y*(y —
1) = 0. Dans les deux cas, la courbe C est irréductible et posséde un seul point
singulier, & I'origine a = 0 dans nos exemples. Pour distinguer les cas, il faut considérer
le polynome correspondant p comme étant élément de 'anneau local C{x, y} des séries
convergentes aux voisinages de 0 € A?. Dans le premier cas, p est irréductible dans
cet anneau, le point singulier 0 € C' est donc unibranche et présente un cusp. Dans le
second cas, les deux branches locales lisses de C' en 0 correspondent aux deux facteurs
irréductibles de p dans Panneau C{z, y}.

1.3. Morphismes et automorphismes. Soient maintenant X C A" et Y C A™
deux variétés affines. Un morphisme (ou bien une application réguliere) f : X — Y
est la restriction a X d’une application polynomiale f = (fy,..., fm) : A" — A™
telle que f(X) C Y, ou f; € klxy,...,z,], i = 1,...,m. Un isomorphisme (ou bien
une application biréguliére) f : X — Y est un morphisme qui posséde un morphisme
inverse g : Y — X tel que go f = idx et f o g = idy. Un isomorphisme X — X
est dit automorphisme. Les automorphismes de X forment un groupe noté Aut(X)
et appelé le groupe d’automorphismes de X.

Par exemple, un automorphisme de ’espace affine A" est une application polyno-
miale f = (f1,..., fn) : A" — A" possédant un inverse polynomial. En effet, toute
bijection polynomiale f : A — A" est un automorphisme. Le déterminant jacobien
Jac(f) d’un tel automorphisme f étant un polynéme qui ne s’annule nulle part, il est
constant. La fameuse Conjecture Jacobienne dit que, réciproquement, toute applica-
tion polynomiale f : A — A™ dont le jacobien Jac(f) est une constante non-nulle,
est un automorphisme. Cette conjecture reste ouverte méme pour n = 2; voir e.g.,

les résumeés [BCW, Wr.

1.4. L’adhérence projective d’une variété affine. En géométrie algébrique pro-
jective, l'objet principal d’études est une variété projective V' C P}, ou P} est un
espace projectif sur un corps k donné. Une telle variété est définie comme le lieu des
zéros communs d’une famille de polynémes homogénes & n + 1 variables. Les théo-
rémes de Hilbert cités plus haut ont des analogues homogénes. Toute variété projective
s’obtient par recollement de cartes affines, donc de variétés affines. Cependant, pour
k = C les variétés projectives dans P"* = P¢ sont des parties fermées donc compactes.
On se restreint dans la suite au cas k = C.

L’adhérence dans I'espace projectif P* O A™ d’une variété algébrique affine X C A"
est une variété projective X C P". En fait on a X = X \9X ot le bord 90X = X NP~}
est I'intersection de X avec I’hyperplan ‘a4 l'infini’. Ce bord 90X est une sous-variété
projective de X de codimension 1, donc une hypersurface (ou encore un diviseur de
Cartier effectif). D’aprés le Théoréme de Lefschetz de section hyperplane, si X est
irréductible de dimension complexe dim(X) > 2 alors son bord 0X est connexe. Par
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conséquent, A?\ {0} n’est pas isomorphe a aucune variété affine, tandis que A'\ {0}
est.

Par contre, pour toute courbe projective irréductible lisse C' et pour tout point
x € C, X = C\{z} est une courbe affine. Pour une courbe affine X C A" quelconque,
le bord 0X consiste en un nombre fini de points. Un tel point x € X pourrait étre le
centre commun de plusieurs branches locales de X en z. Toute branche locale définit
une place de X a l'infini. La courbe X a une seule place a Uinfini si 0X = {z} est
constitué d’un seul point et X a une seule branche locale en z. Dans ce cas X est
évidemment irréductible.

Par exemple, une parabole a une seule place & l'infini, et une hyperbole a deux
places a l'infini. De plus, une parabole est isomorphe a la droite affine A! tandis
qu’une hyperbole est isomorphe a la droite privée de 'origine A\ {0} .

Parmi les hypersurfaces D d’une variété projective Y il y a celles qui portent un
diviseur ample, c’est a dire celles qui sont des sections hyperplanes pour un plongement
Y — P", et donc pour lesquelles le complémentaire X =Y \ D est une variété affine.
Pour les courbes lisses et les surfaces projectives lisses la réciproque est aussi valable :
si X =Y \ D est affine alors D porte un diviseur ample.

1.5. La géométrie affine et la géométrie projective : une comparaison naive.
Dans la géométrie algébrique projective, on utilise deux genres de classification, a sa-
voir la classification biréguliére des variétés projectives a isomorphisme prés, et la
classification birationnelle des mémes variétés a isomorphisme birationnel prés. Par
rapport a ces deux classifications, la géométrie affine occupe une place intermédiaire
assez spéciale. Pour donner une idée, pour une variété projective Y, on considére
le groupe d’automorphismes biréguliers Aut(Y’) et le groupe d’automorphismes bira-
tionnels Bir(Y) D Aut(Y). Soit maintenant X =Y \ D une variété affine ot D C Y
est un diviseur. Alors on a

Bir(Y) 2 Aut(X) 2 Aut(Y, D).

En effet, tout automorphisme de X s’étend en une transformation birationnelle de Y.
En outre, tout automorphisme de Y qui préserve D se restreint en un automorphisme
de X.

En général, les inclusions ci-dessus sont strictes :

Bir(Y) # Aut(X) # Aut(Y, D).

En effet, une transformation birationnelle de Y n’est pas forcément biréguliére sur X.
En outre, le groupe d’automorphismes Aut(Y) d’une variété projective Y n’est pas
forcement un groupe algébrique car il peut avoir un nombre infini de composantes
connexes ; voir e.g., [ZLs] pour un exemple classique d’une telle surface algébrique.
Cependant, d’aprés le Théoréme de Matsusaka [Ma| (voir aussi [Rag|) la composante

1. Méme si A' \ {0} n’est pas une sous-variété affine de Al, c’est une variété quasi-projective
isomorphe & une sous-variété affine de A2, & savoir & une hyperbole.
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neutre du groupe Aut(Y") (et donc, aussi celle du groupe Aut(Y, D)) est un groupe
algébrique, c’est a dire un groupe qui est en méme temps une variété algébrique et
dont la multiplication et I'inversion sont des morphismes. Tandis que la composante
neutre du groupe d’automorphismes Aut(X) d’une variété affine X pourrait étre un
groupe topologique de dimension infinie, qui alors n’est pas un groupe algébrique.

2. UN PROBLEME ELEMENTAIRE SUR DES COUPLES DE POLYNOMES D’UNE
VARIABLE

2.1. Le probléme. Voici le probléme :

Eriste-t-il un couple de polynomes (p,q) € (C[z])? différent des couples (p, p) et (p, —p)
tel que :

(1) deg(p) = deg(q) ;
(2) pil({L _1}) = q71<{1v _1}) ¢

J’ignore l'origine de ce probléme. Il est probable que George Polya le connaissait. Le

probléme figure dans quelques listes de problémes ouverts, par exemple dans [Ya].
La réponse est ‘Non’; la premiére preuve a été trouvée en 1995 par F. Pakovitch

dans |Pa;], voir aussi [Pay|. On présente ici une autre démonstration suivant [OPZ].

2.2. Polynémes de meilleure approximation. D’aprés I'idée originale de Pako-
vitch, la preuve fait appel & la notion de polynome de meilleure approximation au
sens de Chebyshev (Tchebychev). Etant donnée une partie compacte K C C et un
polynome unitaire

p(2) =2"+an 12" '+ ... +ag=2"—p € C[2],

on dit que p est un polynéme de meilleure approximation sur K de degré n, ou encore
un polyndéme de degré n de moindre écart par rapport a zéro sur K, si, parmi tous les
polynoémes unitaires de degré n, la norme

|Ip| K[| = sup {|p(2)[} = [[2" = p1llx
zeEK

est minimale. Donc p; représente une des meilleures approximations de 2" sur K
parmi les polynomes de degré au plus n — 1. En 1908 Vallée-Poussin [VP] a montré
que, lorsque card(K) > n, il existe un unique polynéme de meilleure approximation
sur K de degré n.

Par définition, le disque de Chebyshev A(K) de K est 'unique disque de rayon
minimal qui contient K. Son centre est dit le centre de Chebyshev de K.? Nous allons
déduire le résultat de Pakovitch du théoréme suivant.

2. Voici un exemple, provenant des activités de 'TREM de Grenoble. Supposons qu’on cherche
& placer un centre de secours en montagne, de sorte que la distance maximale entre les stations de
ski voisines et ce centre soit minimale. Alors le meilleur emplacement est au centre de Chebyshev de
I’ensemble des stations.
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Théoréme 2.1. Soit K une partie compacte de C de cardinal card(K) > 2 ayant
son centre de Chebyshev a 'origine. Alors pour tout polynome unitaire p € Clz] de
degré n, p est un polynome de meilleure approrimation de degré n sur le compact
p Y(K) CC, et il est unique.

Preuve. Soient p,q € C|z] deux polynomes unitaires de degré n. On considére la
moyenne g, de ¢ selon p :

n

L3 o N = (GG,

Gp(z) =

ot les (; sont écrits autant de fois que leur multiplicité. Alors g,(2) = z4+cotu c € C. En
effet, pout tout £ = 1,...,n—1 la moyenne (;k\)p = 1/nX", CF est une constante qui
s’exprime en fonction des coefficients a,,_1,...,a,_ de p(z) = a2V . Ha.
En outre, p,(z) = z et 1,(z) = 1, donc §, = p, + (q/—\p)p =z+couceC, doule
résultat.

Soit K = p~(K). Alors on a :

Ipllz = llzllx =7
ou r est le rayon du disque de Chebyshev de K. D’aprés notre hypothése, ce disque
est centré & l'origine. En utilisant les résultats précédents on obtient les inégalités
(1) Ipllz =r=llzllx < Iz +cllx = llGllx < llallz -
Ainsi p est un polynome de meilleure approximation de degré n sur le compact K=
p~H(K). O
Dans la situation du théoréme, I'unicité est aussi facile a établir.

Preuve du théoreme de Vallée-Poussin dans notre cas particulier. Supposons mainte-
nant que g € Clz] est un polynéme unitaire de degré n de meilleure approximation
sur le compact K. Alors dans (1) on a des égalités. Ainsi ¢ = 0 et alors g,(z) = 2.

Puisque card(K) > 2, le cercle |z| = r contient au moins deux points distincts a; et
as de K. Soit p~'(a;) = {¢1,- -+, Cin}, i = 1,2. Comme

(2) Gp(ai) = 1/”261(@') =
=1
ot |¢(Gij)| <7r = |lqllz = lai| Vj=1,...,n,i=1,2, (2) impliquent les égalités
q(Gij) = a;i =p(Gy) Vi=1,....n, i=12
Puisque deg(p) = deg(q) = n et que la réunion p~'(a;) U p~!(ay) contient au moins

n + 1 points deux & deux distincts?, cela implique que ¢ = p. 0]

3. La vérification de cette derniére assertion est laissée au lecteur.
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2.3. Retour au probléme. Le théoréme 2.1 a pour corollaire le résultat suivant,
qui généralise le résultat de Pakovitch.

Théoréme 2.2. Soit K une partie compacte de C qui contient deux points distincts
au moins, et soient p,q € C[z]| deux polynomes de méme degré n > 1 pour lesquels
p Y K) = ¢ Y(K). Alors on a : ¢ = aop ou a est une rotation de C telle que
a(K) =K.

En particulier, si K = {1, —1} alors a = £id¢ et donc g = +£p.

Preuve. Soit A(K) le disque de Chebyshev de K de centre zy € C et de rayon r > 0.
En remplacant K, p,q resp. par K — zy,p — 20, et ¢ — 29, nOUS pouvons supposer que
2o = 0 et donc A(K) = Ag,. Solent p = ap et ¢ = bg ol P resp. ¢ sont les polynémes
unitaires associés. Alors on a

p~H(K) =p ' (K/a) resp. ¢ '(K)=q '(K/b).

D’aprés le théoréeme 2.1, p et ¢ sont tous deux des polynémes de degré n de meilleure
approximation sur le compact p~!(K) = ¢ !(K). D’aprés le théoréme classique de
Vallée-Poussin, un tel polynome est unique. Ainsi 'on a p = ¢. Donc p(p~ (K /a)) =
G(GYH(K/b)), d’ott aK = bK. Par conséquent |a/b| = 1i.e., a/b = € et donc p = €'%q
ol ¢ € R est tel que K = K. O

2.4. Interprétation géométrique. Un couple des polynémes non-constants (p, q) €
(C[2])? définit un morphisme A' — A% ¢ —— (p(t), ¢(t)). Son image T" est une courbe
plane algébrique affine unicursale ayant une seule place a l'infini. En fait elle est
rationnelle, ¢’est & dire birationnelle & la droite affine Al

Soit encore T la configuration de quatre droites z = 41,y = &1 du plan affine A2
Ces droites s’intersectent deux a deux aux quatre points (£1,4+1) € A% Le couple
(p,q) veérifie la condition (2) p~*({1,—1}) = ¢ *({1,—1}) du probléme initial si et
seulement si les courbes I' et T ne se croisent nulle part en dehors de ces quatre
points :

'NnT C{(£1,£1)}.

La représentation A' = P!\ {oo} induit un plongement naturel du plan affine
A? dans le produit P! x P! (vue comme une complété de A?). Le complémentaire
P! x P!\ A? est la réunion de deux droites projectives

Dy = (P' x {o0}) et Dy = ({0} xP'),

qui se croisent en un seul point P = {oo} x {oo}. On peut réaliser le produit P! x P!
comme la quadrique lisse Q C P? d’équation zy = wuv, et la réunion de ces deux
droites comme la section de () par le plan y = 0, D; étant donnée par les équations
=u=0et Dypary=v=0.
Si deg(p) = deg(q) alors le seul point de la courbe I' & I'infini s’identifie avec le
point P € P! x PL. Donc P est le seul point de I'\ T, ot T est "adhérence de I' dans
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P! x P'. De plus, les indices d’intersection en P de I' et de chacune des droites D; et
D, sont égaux. Réciproquement, si ces deux indices sont égaux alors deg(p) = deg(q).
Notons

S=TU (P x {oo})U ({oo} x P
la réunion de deux triplets de droites projectives paralléles sur la surface P! x P!, et

notons par M I’ensemble des cing points doubles {(£1,+1), (00, 00)} de S. On déduit
du théoréme 2.2 le fait géométrique suivant.

Corollaire 2.3. Soit I' C A? une courbe irréductible rationnelle ayant une seule place
a Uinfini. Supposons que ladhérence I' C P! x P! de T wérifie les conditions suivantes :
() TNSCM, et
(ii) indp (T, P! x {oo}) = indp(T, {oo} x P1).
Alors T' est l'une des deux diagonales Ay = {x —y =0} ou Ay = {z+y =0}.

Il manque toujours une démonstration géométrique directe de ce corollaire. On
termine cette section par une question ouverte.

Probléme. Décrire tous les couples de polynomes (p,q) € (C[z])? ou p # +q pour
lesquels p~' ({1, —1}) = ¢~ ' ({1, —1}).

3. COURBES PLANES AFFINES SIMPLEMENT CONNEXES

Cette section est consacrée a la classification des courbes planes affines dans A? =
AZ qui sont homéomorphes a la droite affine A' = Af. Une telle courbe I est ration-
nelle avec une seule place a l'infinie.

3.1. Plongements de la droite dans le plan : le théoréme d’épimorphisme.

On a les critéres suivants pour qu'une courbe plane affine soit isomorphe a la droite
1
affine A",

Proposition 3.1. Soit un morphisme o : A' — A%, 2z — (p(2),q(2)), ot p,q € Clz],
et soit T' = o(A') C A? son image. Alors les condition suivantes sont deur a deuz
équivalentes.

(1) ¢ est un plongement i.e., un isomorphisme entre A' et T';

(2) Les polynémes p et q séparent les points de la droite A*. De plus, en tout point
z € A leur dérivées ne s’annulent pas simultanément : (p'(z),q'(z)) # (0,0) ;

(3) L’algeébre Clz] est engendrée par p et par q : C[z] = C[p,q] ;
(4) 1l existe un polynome f € Clx,y] tel que f(p(z),q(z)) = z.
Nous laissons la preuve en exercice.

Abhyankar et Moh [AM;], [AMs] et, indépendamment, Suzuki [Su;| ont établi le
fait remarquable suivant, dit théoréme d’épimorphisme.
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Théoréme 3.2. Soit un plongement ¢ = (p(2),q(2)) : A — A2 ou p,q € C[z] et
deg(p) < deg(q). Alors deg(p)|deg(q). En conséquence, il existe un automorphisme
polynomial o € Aut(A?) tel que ao o : A' — A% 2 —— (0,2) est un plongement
linéaire sur l’aze vertical.

Il est facile de déduire la seconde assertion de la premiére. En effet, I’action usuelle
du tore T = (C*)? sur le plan affine A? :

(3) (A ) = (2,y) — (Az, py)

permet de réduire le couple (p,q) & un couple de polynomes unitaires de mémes
degrés. D’aprés la premiére partie, quitte & permuter p et ¢, on a deg(p) = a resp.
deg(q) = da, on a,d € N*. Ensuite on baisse le bi-degré (a,ad) en remplacant le
couple (p,q) par (p1,q1) = (p,q — p?). Aprés quelques iterations on arrive de cette
maniére & un couple de polynémes (p,, ¢,) de bi-degré (0,1) (quitte & permuter p,, et
¢n). Finalement, & partir d’un tel couple (p,,¢,) on obtient le couple (0, z) par une
transformation linéaire.

Voici un corollaire immédiat du théoréme d’épimorphisme 3.2.

Corollaire 3.3. Soit I' C A? une courbe plane affine donnée par une équation poly-
nomiale f(x,y) = 0, ou le polynéme f € Clz,y] est irréductible. Si T = Al alors il
eziste un automorphisme o € Aut(A?) tel que foa ' (z,y) = x et donc a(T') = (OY).

En fait, 'automorphisme a du théoréme est le méme que celui du corollaire. Par la
construction ci-dessus, cet automorphisme est composé des transformations linéaires
du plan A2, de translations, des permutations (x,y) — (y, x), et des transformations
dites de Jonquiéres, ou bien triangulaires, de la forme (z,y) — (x,y — 2¢). D’aprés
le fameux théoréme de Jung [Ju|, le groupe d’automorphismes Aut(A?) est engendré
par le sous groupe affine et le sous groupe de Jonquiéres (comme produit amalgamé).
Ce théoréme montre que les deux assertions du théoréme d’épimorphisme ci-haut
sont équivalentes. Notons que, d’aprés van der Kulk [VDK], le théoréme de Jung
est également valable pour n’importe quel corps k; voir aussi une demonstration
élémentaire dans [MKW].

Il existe plusieurs démonstrations alternatives du théoréme d’épimorphisme 3.2
d’Abhyankar-Moh-Suzuki, basées sur diverses idées. Une liste de références se trouve
dans [Miys] (voir e.g., [AB], [ACO], [Sat], [SatSt], [Wii], e.a.).

Le théoréme suivant (en dimension supérieure) est dii & Jelonek [Je], Kaliman [Kao],
Nori et Srinivas |Sr].

Théoréme 3.4. Soit X une variété affine lisse irréductible. Alors ¥Vn > 2dim X + 2
tous les plongements X — A" sont équivalents sous laction du groupe Aut(A™). En
particulier, tout plongement A < A" est rectifiable si n > 4.

Cependant, on a le probléme suivant.
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Probléme (Abhyankar-Sathaye). Est-ce que tout plongement A¥ — A™ peut étre
rectifié a l'aide d’un automorphisme de A™ ¢

La réponse reste inconnue méme pour les plongements Al < A3 et A? — A3. Pour
certaines classes de plongements, il y a quelques résultats positifs, voir e.g. Russell-
Sathaye [RS]|, Russell [Ru|, Kaliman-Vénéreau-Zaidenberg [KVZ]|, Vénéreau [Ve,],
Freudenburg [Frs], e.a.

3.2. Courbes planes affines simplement connexes. Cette classe des courbes ad-
met les caractérisations suivantes.

Lemme 3.5. Soit I' C A% une courbe plane affine irréductible. Alors les conditions
sutvantes sont deux & deuz équivalentes :

(i) [ est simplement conneze i.e., le groupe fondamental m (') est trivial;

(ii) T est homéomorphe a la droite affine A';

)

)

(v) T' admet une paramétrisation polynomiale t — (p(t), q(t)) o les polynémes
p,q € C[t] séparent les points de la droite Al

(iii) e(I') =1, o e est le caractéristique d’Euler;

(iv) T est une courbe rationnelle cuspidale® ayant une seule place & Uinfinie ;

On dit qu’un polynome p(x,y) € Clz,y| est quasihomogéne de poids (I, k) et de
degré n si pour tous A € C, (x,y) € A2, on a p(Az, \oy) = \'p(x,y) avec n € N*. Si
p est quasihomogéne alors la courbe plane p(x,y) = 0 est aussi dite quasihomogeéne.
Toute courbe quasihomogeéne est simplement connexe. Par exemple, la courbe I'y; =
{z¥ —y' = 0} ou k,l € N* sont premiers entre eux, est irréductible et simplement
connexe. Elle est lisse (et donc isomorphe a la droite affine A') si et seulement si
min {k,[} = 1. Si k,1 > 2 alors I'y; a un seul point singulier & l'origine. Le théoréme
suivant [ZL;] généralise le théoréme d’épimorphisme 3.2.

Théoréme 3.6. Soit I' = {f = 0} C A? une courbe simplement conneze, ol f €
Clz,y] est un polynéme irréductible. Alors il existe un automorphisme o € Aut (A?)
tel que foa t(x,y) = 2% —y' on k1 € N* sont premiers entre euz. En particulier

OZ(F) = FkJ-

Corollaire 3.7. Toute courbe irréductible plane affine singuliére simplement connexe
a un unique point singulier.

Plus précisément, on a le résultat suivant.

Corollaire 3.8. Soit I' une courbe plane affine simplement connexe paramétrée par
un couple de polynémes (p,q) € C[t]. Alors on a Clp,q] = C[(t — c)*, (t — ¢)'] pour un
certain ¢ € C et pour un certain couple (k,l) d’entiers naturels premiers entre eux.

4. Cela veut dire que les points singuliers de I" sont localement irréductibles.
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Par conséquent, on a le corollaire suivant.

Corollaire 3.9. Soit (p,q) € C[t] un couple de polynomes. Si il existe deux points
distincts t1,ty € A pour lesquels p'(t;) = ¢ (t;) = 0, i = 1,2, alors il eziste deuz
points distincts t3,ty € A pour lesquels

(p(t3), q(t3)) = (p(ts), q(ts)) -

En outre, ce dernier corollaire appliqué a la projection plane d’une courbe gauche,
donne le résultat suivant.

Corollaire 3.10. (V. Lin) Soit A' — A3 un plongement dont l’image est notée T.
Si les droites tangentes T AL, Tgl' en deux points distincts A, B € T' sont paralléles
alors il existe une droite sécante (CD), ou C,D € T, C # D, paralléle aux tangentes
TAL, Tgl'.

Il existe plusieurs démonstrations alternatives du théoréme 3.6, voir e.g., [INR], [Ne],
[GM], [Ko|, [ASa], [AsSa], [Za;]. Pour des analogues locaux voir |Zar|, [Sai], et [LJM].

La preuve du théoréme 3.6 dans |ZL;| comprend plusieurs ingrédients, dont les
suivants :

e Le théoréme de Gutwirth sur la linéarisation d’action du groupe multiplicatif
C* sur le plan affine A?;

e La relation entre les caractéristiques d’Euler des membres d’un pinceau de
courbes ;

e La fibre de Milnor d’un point singulier d’une courbe plane;
e Les modéles minimaux de surfaces projectives rationnelles ;

e La structure complexe analytique des espaces de Teichmiiller (d’aprés Ahlfors
et Bers) ;

e Le fibré universel au dessus de I’espace de Teichmiiller (d’aprés Grothendieck,
Earle, et Engber).

Si la courbe Iy est lisse alors I'y = A! et donc 'assertion du théoréme 3.6 provient
du théoréme d’épimorphisme 3.2. Donc on suppose désormais que la courbe I’y est
singuliére. Les étapes principales de la preuve donnée dans [ZL;] sont décrites plus
bas. Nous donnons tout d’abord quelques rappels, définitions et énoncés nécessaires.

3.3. Linéarisation d’une action de C* sur le plan affine. Grace au théoréme de
Gutwirth [Gut|, toute action de C* réguliére sur le plan affine est équivalente a une
action de C* linéaire.

Quel est le rapport avec le théoréme 3.6 7

Soit I' = {f = 0} une courbe plane affine irréductible équivalente & une courbe
[, c’est-a-dire

foaYa,y)=a2"—9" o ac Aut(A?).
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Alors le polynéme quasihomogéne g = foa ™! est quasi-invariant sous I’action linéaire
0 de C* sur le plan A% donnée par

A (I,y) = ()\l%)\ky),

ie.,
gof=\"-g ou n=kl.
En conséquence, le polynome f est quasi-invariant sous laction conjuguée (non-
linéaire, en général)
§=a 'fa.

Réciproquement, si f est quasi-invariant sous une action réguliere C* — Aut (A?)
non-triviale alors I' = {f = 0} est équivalente & une courbe I'y;. En effet, d’aprés le
théoréme de Gutwirth sur la linéarisation, f est équivalent & un polynéme quasiho-
mogéne g. De plus, é¢tant irréductible, f est équivalent & un polynéme z* — 3!, d’ou
I’assertion.

Il reste donc & construire une action réguliere C* — Aut (A?) sous laquelle f est
quasi-invariant. La construction procéde en plusieurs étapes.

3.4. Factorisation de Stein. Soient S une surface affine lisse, C' une courbe lisse, et
f S — C un morphisme surjectif. Alors S et C' admettent des complétés projectifs
lisses S resp. C tels que f s’étend en un morphisme f : S — C. Il suffit de prendre
pour S la résolution minimale de singularités du graphe de f. L’existence d’une telle
résolution remonte aux travaux de Jung au début du XX¢ siécle.

D’aprés le théoréme d’Ehresmann, en dehors d’une certaine partie finie A de la
base C, les deux familles f et f vues comme des familles de variétés lisses, sont loca-
lement triviales. Les fibres générales de ces familles ne sont pas forcement connexes.

Cependant, il y a un diagramme commutatif de morphismes dit factorisation de Stein
[Ha] :

(4) { v

C

ou C" est une courbe lisse, tel que les fibres générales de la famille 7’ soient irréduc-
tibles. On dit alors que 7’ est un morphisme primitif. Par exemple, tout polynéme
f € Clx,y] admet une factorisation de Stein f = pog on p € C[t] et g € Clz,y]
est primitif i.e., les fibres générales g = ¢ de g sont des courbes affines irréductibles
[Fu|. Comme l'anneau C[z,y| est factoriel, si f est irréductible alors le morphisme
f:A? — Al est primitif.
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3.5. Pinceaux de courbes et la caractéristique d’Euler. Soit désormais f :
S — (' un morphisme primitif, avec S et C' comme ci-dessus. Désignons par I, la
fibre de f au-dessus d’un point ¢ € C, par I" une fibre générale de f, et soit A C C'
le discriminant de f i.e., 'ensemble de points de C' dont les fibres correspondantes de
f sont dégénérées. Alors I' est une surface de Riemann de genre g > 0 privée d'un
nombre fini n > 1 de points. Ainsi e(I') =2 —2g —n < 1. On a la formule de Suzuki
[Suy| suivante® :

> (e(Te) —e(I) = e(S) — e(Ie(C).

ceEA
De plus, pour tout ¢ € A, on a e(I',) > e(I") excepté dans le cas ou les deux courbes
I et T'. sont isomorphes soit a A, soit & Al = C* (dans ce dernier cas T, est une fibre
multiple). On montrera plus bas que, sous nos hypothéses, g = ¢g(I') > 1. Donc le cas
exceptionnel ne se présente pas.

Par conséquent, si pour un polynoéme irréductible f € C[z,y], la courbe 'y = f~1(0)
est simplement connexe, alors on a A C {0}. En effet, d’aprés le théoréme de Suzuki
la famille f: S = A2\ Ty — C = A'\ {0} vérifiant e(S) = e(C) = 0, n’a pas de fibres
dégénérées.

3.6. La fibre de Milnor. Soit P un point singulier de la courbe Ty = f~*(0). Cette
courbe T’y étant irréductible et simplement connexe, elle est localement irréductible
en P, c¢’est-a-dire qu’elle posséde une seule branche locale en P. Autrement dit, P est
un cusp de I'y.

Soit B = B(P,¢) la boule ouverte de A? centrée en P de rayon € > 0. Soit w = {t €
C||t| < 8} le disque ouvert de rayon ¢ > 0 centré en 0, et soit T = f~'(w) C A% son
image réciproque. Considérons louvert IT =1II;. 5 = TN B C A% D’aprés la théorie
de Milnor [Mil, 10.2|, lorsque £ > 0 est suffisamment petit et 0 > 0 est suffisamment
petit par rapport a ¢, la restriction

fIOI\Ty) : I\ 'y — w \ {0}

définit un fibré lisse.

La fibre de Milnor de la singularité (I'g, P) est la fibre générale M de ce fibré. C’est
une surface de Riemann a bord connexe, de genre g(M). Le nombre de Milnor de
(T, P) est Ventier pn = 2g(M). D’aprés le théoréme de Milnor, p = 0 si et seulement
si P est un point lisse de I'y. Donc sous nos hypotheses g(M) > 0. Ainsi e(M) =
1 —2g(M) < 0. De méme

e(’'\M)=1-29g('\M)—-—n<0.
La caractéristique d’Euler étant additive on obtient

e()=e(M)+e(T'\M)=2-2(g(M)+gIT\M)) —n=2-29(I') —n <0.

5. Voir aussi [Zaz], [Gu]. Cette formule était connue auparavant pour les pinceaux de courbes
projectives.
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En particulier, g(I') = g(M) + g(I'\ M) > g(M) > 1.

Une surface de Riemann R est dite hyperbolique si son revétement universel R est
biholomorphe au disque unité. Pour toute surface de Riemann hyperbolique R, la
métrique de Poincaré provient de celle du disque unité, et donc de courbure négative
constante. D’aprés le théoréme de Gauss-Bonnet et la classification des surfaces de
Riemann, e(R) < 0 si et seulement si R est hyperbolique.

Par conséquent, pour tout ¢ # 0 la courbe I'. = f~!(c) représente une surface de
Riemann hyperbolique de type fini (g,n), on g,n > 1. (On dit qu'une surface de
Riemann est de type fini si c’est une surface compacte privée d’'un nombre fini de
points.)

3.7. Espaces de Teichmiiller : la théorie d’Ahlfors-Bers. Soit R une surface
de Riemann de type fini (g,n). On dit que R est marquée lorsqu’on fixe un choix
de générateurs du groupe fondamental 7;(R). L'espace de Teichmiiller T'(g,n) est
par définition I'espace topologique des classes d’équivalence des surfaces de Riemann
marquées de type (g,n). D’aprés la théorie d’Ahlfors-Bers [Ah|, [AhBe|, [Bey|, [Bes],
I'espace T'(g,n) posséde une unique structure complexe “naturelle”. Muni de cette
structure, Pespace T(g,n) est biholomorphe a un ouvert borné de C3973t" (qui, a
son tour, est homéomorphe a la boule ouverte de C*~3%"). La preuve donnée dans
[Bes| évoque I'inégalité de Nehari [Neh| pour les fonctions univalentes d’une variable
complexe.

Application : Vespace T'(g,n) étant borné, d’aprés le théoréme de Liouville toute
application holomorphe C — T'(g,n) est constante.

3.8. Familles analytiques de surfaces de Riemann. Une famille analytique de
surfaces de Riemann de type fini (g, n) est une surjection holomorphe 7 : X — B ou :

(1) X et B sont des variétés complexes et dim X = dim B + 1;
(2) il existe une extension holomorphe propre 7 : X — B pour laquelle :
(a) X D X est une variété complexe ;
(b) le rang de la différentiel d7 est maximal en tout point ;
c¢) toute fibre de 7 est une surface de Riemann compacte de genre g;
g g
(d) X \ X est la réunion de n sections deux & deux disjointes.

On dit que 7 est marquée si toute fibre de 7 l'est, et le marquage est continue sur B.

D’aprés les travaux de Grothendieck [Gr|, Earle |[Eal|, et Engber |En| (voir aussi
Hubbard [Hul) il existe une famille universelle 7, : V(g,n) — T(g,n) de surfaces
de Riemann de type fini (g,n) marquées. Etant donnée une famille quelconque 7 :
X — B de surfaces de Riemann de type fini (g,n) marquées, il y a une application
holomorphe naturelle ¢ : B — T'(g,n) qui & tout point b € B associe le point de
'espace de Teichmiiller T'(g,n) correspondant a la fibre de 7 au dessus de b. De plus,
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la famille au-dessus de B obtenue a partir de la famille universelle par “le changement
de base" ® ¢, est isomorphe 4 la famille 7.

Réciproquement, toute application holomorphe ¢ : B — T'(g,n) correspond a une
famille 7 : X — B qui s’obtient a partir de la famille universelle par le changement
de base .

3.9. Familles isotriviales de courbes. Soit maintenant 7 : X — A! une famille
de surfaces de Riemann hyperboliques de type (g,n) au dessus de la droite affine.
Puisque la base est topologiquement contractible, cette famille est topologiquement
triviale, et donc elle admet un marquage. Par conséquent, elle s’obtient de la famille
universelle par un changement holomorphe de base ¢ : A' — T(g,n). Cependant,
d’aprés le théoréme de Bers cité plus haut, ¢ est constante. Ainsi la famille 7 est
analytiquement triviale, et donc il existe un diagramme commutatif

(07

[ x A X
(5) Pra s
Al ld Al

ou I' est une surface de Riemann de type fini (¢g,n) et @ un biholomorphisme.

Soit encore I'y € A? une courbe irréductible simplement connexe. On suppose que
[y est singuliére, et donc I'y est la seule fibre dégénérée de la famille f : A2 — Al. Sa
fibre générale I' est une surface de Riemann de genre g > 1.

Par le changement de base exp : Al — Al on obtient, a partir de la famille f :
A2\ Ty — Al une famille f : X — A'. D’apres le résultat de la section précédente,
cette famille induite est analytiquement triviale. En particulier, toutes ses fibres sont
isomorphes & une méme surface de Riemann I'. Comme les deux familles f et f
sont localement isomorphes, la famille originale f : A%\ Ty — Al est localement
analytiquement triviale, et toutes ces fibres sont isomorphes a I'. On dit alors que la
famille f est isotriviale.

3.10. Construction d’une action de C*. Dans un premier temps, on construit une
action réguliére effective du groupe multiplicatif C* sur la surface affine A%\ Ty de
sorte que le polynome f soit quasi-invariant par cette action.

On fixe une fibre I' = Iy = f~'(1). A partir du point 1 € Al  on fait un tour
autour de 0, et on le suit par des trivialisations locales de f. On revient alors avec un
automorphisme p : I' — I' dit monodromie de f.

6. C’est a dire par la construction “produit croisé".
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Or pour une surface de Riemann hyperbolique R de type fini, le groupe d’auto-
morphismes Aut (R) = Auty (R) est fini. Donc p est d’ordre fini : ™ = id, ou
m € N*.

On effectue maintenant le changement de base
Ut AL — ALt — ™

Cela trivialise la monodromie. Ainsi la monodromie de la famille induite f,, : X,, —
Al est I'identité. Par conséquent, cette famille f,, est triviale. On a alors le diagramme
commutatif de morphismes

Pxal %m  x _ Pm - X = A2\ I,

(6) pTy fm f

id t——t™

A; - A, - A,
ol av, est un isomorphisme et 3, un revétement non-ramifié galoisien cyclique d’ordre
m.

Grace au carré de gauche du diagramme (6), le groupe C* agit sur la surface X,
de sorte que le morphisme f,, devient équivariant par rapport a I’action standard de
C* sur la base AL. De plus, il existe des actions effectives réguliéres de C* sur la base
et sur Pespace total de la famille f qui rend le diagramme (6) équivariant.

En effet, action du groupe de Galois de # commute avec 'action du groupe C*
sur la surface X,,. Pour voir cela, on remarque que I'action galoisienne sur la surface-
produit ' x Al est engendrée par une transformation y' = (7v,4), o v € Aut (),
§ € Aut (Al), et v™ = id, ™ = id. Par construction, I'action réguliére de C* sur la
surface I' x Al est donnée par A - (x,t) = (z, A\t). Ainsi ces deux actions commutent.
D’ou l'existence d'une descente de I'action de C* sur la famille quotient

fiA*\Ty=X,,/{(i) — Al

de sorte que f devient quasi-invariant (voir [Zas)).

3.11. Comment étendre I’action de C* sur A?. Notons 6 1'action de C* sur la
surface A? \ Ty construite dans la section précédente. Pour étendre cette action 6
sur A2, il suffit de trouver une orbite de 6 qui n’est pas fermée dans A2 En effet,
soit O = C* une telle orbite. Alors I'adhérence O contient un point Q € I'y. Soit
O ={g=0}, ot g €Clz,y]. On a f(Q) = g(Q) = 0. Soit le polyédre

W ={(z,y) € A?||f(z,y)| <e,|g(z,y)| <e}.

Lorsque € > 0 est suffisamment petit, la composante connexe Wy du polyédre W
contenant le point ) est relativement compacte dans A% Les polynomes f et g sont
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quasi-invariants par #, et donc il existe a,b € Z, a,b # 0 tels que, pour tout A € C*,
on a

(7) foby=X"-f et goby=X-g.

Par conséquent, pour tout A € C avec |A| = 1, Pouvert W \ I'g est stable par 'action
0\. Comme W, est borné, d’aprés le théoréme de Riemann les fonctions-coordonnées
de 0,|W, s’étendent sur Wy. Cela permet de conclure que 6 s’étend sur A

3.12. Existence d’une orbite non-fermée : retour a la fibre de Milnor. L’ex-
position dans cette partie suit [Zay|; voir aussi [Zas| pour une preuve alternative.

Il existe une courbe lisse projective I' contenant I" comme ouvert de Zariski, et une
surface projective lisse V' contenant le plan A% comme ouvert de Zariski, telle que le
morphisme f : A2 — A' s’6tend en un morphisme f : V — P! ayant [ comme fibre
générale.

Le revétement étale cyclique

Bmoay: T x Al — A%\ Ty

dans le diagramme (6) s’étend en une application rationnelle équivariante p : I'x P! —
V. On obtient alors le diagramme commutatif suivant :

(8) pra f

t—— t™"

P! P!

Soit Pi,..., P, € I' x {0} (k > 0) 'ensemble (éventuellement vide) des points dans
lesquels p n’est pas bien défini. La restriction p|(I' x {0}) s’étend en un morphisme
p:T — f710). Il y a trois cas :

(1) p(F> = Q € FO?
(2) P(D =T,

(3) p(I)NTo = 0.

Dans les deux premiers cas, 'orbite générale p(z x Al) de Paction 6 (on z € T') n’est
pas fermée dans A?, ce qu'on cherche & montrer. Donc il reste a exclure la troisiéme
possibilité.

Soit alors p(I') N Ty = ), et donc toute orbite p({z} x Al) de @ est fermée dans
A?. Fixons une fibre générale I' = Ty = f71(&), ou |¢| est suffisamment petit. Les
orbites p({P} x A}), i = 1,...,k, croisent la fibre I'¢ dans un ensemble fini 7' de
points. Soit w C I une réunion finie de disques deux a deux disjoints centrés dans les
points de I'ensemble fini 7 U (I'\ T'). Alors K = I' \ w est une surface de Riemann
compacte, a bord, de genre g(K) = g(I') > 0. Soit B une boule centrée en P, ou P
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est un point singulier de I'y, de rayon suffisamment petit. D’aprés notre hypothése,
ona - KNB =0 pour tout A € C* suffisamment proche de 0. Ainsi TNA™'-B Cw
est une réunion disjointe de surfaces de Riemann de genre zéro. D’autre part,

PNA - BEAN-TNB=TwNB
est la fibre de Milnor M de la singularité (I'g, P). Cela contredit le fait que g(M) > 0.

3.13. Retour a la linéarisation de P’action de C*. Cette section nous permet
de remplacer la référence sur le théoréme de Gutwirth par un argument direct. Soit
f l'action de C* étendue a A% La courbe I'y est stable par §. Dans le cas (1) cette
courbe coincide avec 'adhérence d’une orbite de @, tandis que dans le cas (2) elle
correspond aux points fixes de 6. En particulier le point singulier P € Ty est fixé par
6.

Dans le cas (2), U'ensemble des point fixes doit étre une courbe lisse. Comme la
courbe Iy est singuliére, ce cas ne se produit pas.

Ainsi I'action 6 posséde le seul point fixe attractif P. Cette action définit une
graduation

A=Clz,yl =P A ot Ay={fe€A|foly=\"-f}et Ay=C.
keN

Il existe alors un systéme fini de générateurs f1,..., f; de A, ou f; € Ag,, qui détermine
donc un plongement équivariant

T=(f1,..., fs) : A — A®
ou A® est équipé de I'action de C* linéaire
M(xy, . xg) = (N g, M)

On peut s’arranger pour que le morphisme 7 envoie le point P sur I'origine 0 € A%,

Soit X = 7(A?) C A%, et soit T' = TyX le plan tangent & X en l'origine. Il existe
une projection linéaire équivariante 7 : A® — T'. Il est facile de voir que la restriction
7| X donne un isomorphisme équivariant X = A% ot le plan A? est muni d’une action
de C* linéaire

M(z,y) — (Mo, \y) on ged(k, 1) =1.

En effet, 'origine est un point fixe attractif pour ces deux actions C*.

L’image par 7 de la courbe I'y dans le plan 7' = A? est I’adhérence d’une orbite.

Cette image ne peut pas étre un axe car [y est singuliére. Ainsi c’est une courbe

az® — By' =0 ol a, B € C*. Cela achéve la démonstration du théoréme 3.6.

4. COURBES SIMPLEMENT CONNEXES TRACEES SUR DES SURFACES

Le Théoréme 3.6 et sa démonstration incitent & étudier :

e les courbes simplement connexes tracées sur des surfaces affines qui ressemblent
au plan affine, par exemple les surfaces Q-acycliques;
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e les courbes planes projectives rationnelles n’ayant que des singularités irré-
ductibles ;

e les surfaces affines portant une action de groupe algébrique.
D’autre part, on peut essayer d’obtenir
e une classification similaire pour d’autres classes de courbes planes affines.

Dans ce qui suit nous donnons un bref résumé le long de chacune de ces quatre
“orandes lignes".

4.1. Surfaces (Q-acycliques et courbes simplement connexes. Une surface al-
gébrique irréductible X est dite Q-acyclique (ou bien un plan de Q-homologie) si
H;(X;Q) = 0 Vi > 1, et acyclic (ou bien un plan d’homologie) si H;(X;Z) = 0
Vi > 1. Clairement, une surface Q-acyclique est une surface ouverte. Comme exemple
d’une telle surface lisse, on peut considérer le complémentaire P2 \ ' d’une courbe
rationnelle cuspidale I' C P2, Les surfaces affines Q-acycliques ont été beaucoup étu-
diées, voir e.g., [Ray]|, [Miya|, [Fu], [FZ4], [DP], [Orz]. L'invariant numérique principal
d’une telle surface X est la dimension de Kodaira logarithmique k(X) (voir [Ii] pour
la définition). On a k(X) € {—00,0,1,2}. Si k(X) = 2 alors on dit que X est de type
général ; sinon X est dite spéciale. Toute surface Q-acycliques lisse (ou bien n’ayant
que de singularités “modérées") est rationnelle |GPS]. Il existe une classification des
surfaces affines Q-acycliques lisses spéciales, voir e.g., [Miyz| ou [FZy].

En ce qui concerne les courbes simplement connexes irréductibles I' tracées sur des
surfaces affines Q-acycliques lisses X, une classification de tels couples (X,T), est
donnée dans [Zay|. Elle intégre de nombreux résultats antérieurs de plusieurs auteurs
(voir e.g., [GM], [GP], [GMMR], [KK]), et utilise I'invariant (k(X),k(X \ T)) du
couple. En particulier, on a ’analogue suivant du Théoréme 3.6 [Zay].

Théoréme 4.1. Soit I' une courbe simplement conneze irréductible singuliére tracée
sur une surface affine Q-acyclique lisse X. Alors il existe un isomorphisme X = A2
qui transforme T en une courbe Ty, d’équation z* —y' =0, ou k,1 > 1 sonl premiers
entre euzr.

Par contre, le théoréme d’Abhyankar-Moh-Suzuki 3.2, 3.3 n’admet pas une telle
généralisation. En effet, il existe des exemples de surfaces lisses proches du plan affines
ol on peut plonger la droite affine A' de deux fagons non-équivalentes ; voir [GMMR|
ou |[KK]. Cependant, une telle surface lisse ne peut pas étre acyclique. En effet, on
peut trouver une courbe I' & A sur une surface acyclique lisse X 2 A? si et seulement
si k(X) = 1. Dans ce dernier cas une telle courbe I' C X est unique [Zay)].

4.2. Courbes planes projectives simplement connexes. Ce sont les courbes
planes rationnelles cuspidales, voir e.g., [Yo]. On dit qu’une telle courbe T' C P? est
de type (d,m) si deg(I") = d et la multiplicité maximal des points singuliers de I" est
égale a m. Les courbes rationnelles cuspidales de type (d, d—2) et (d, d—3), ayant trois
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cusps au moins, sont décrites dans [FZ;|, [FZs|. Elles forment deux suites infinies, a
équivalence projective prés. On dit que deux courbes I'y, 'y dans P? sont projective-
ment équivalentes si I'y, = o(T';) pour un automorphisme a € Aut(P?) = PSL(3,C).
Fenske [Fe;|, [Fey| et Sakai-Tono [ST| (voir aussi e.g., |[Yo|, [Tos|, [Ory], [SS|) ont
étendu cette classification pour les courbes de mémes types ayant un ou deux cusps,
et également pour les courbes de type (d,d — 4) ayant trois cusps au moins, dont
les déformations sont non-obstructives. Cela donne une base solide a la conjecture
suivante [FZs)] :

Conjecture de la rigidité. Pour une courbe rationnelle cuspidale ' C P? ayant trois
cusps au moins, toute déformation plongée équisinguliere est triviale modulo ’action
du groupe projectif sur le plan P?, et non-obstructive.

Cela veut dire, en particulier, que toute courbe rationnelle cuspidale IV proche de I,
ayant les mémes invariants numériques des cusps, est en fait I'image de I' par une
transformation projective. Cette conjecture a provoqué une activité forte intéressante.
Dés qu’on Paccepte, on sait d’aprés [OrZ] que le nombre de points singuliers (dont
des cusps) ne peut pas excéder 9. En fait, d’aprés un résultat di a Tono [Toy|, toute
courbe plane rationnelle cuspidale n’a que 8 cusps au plus. Dans une série d’articles,
Fernandez de Bobadilla, Luengo, Melle-Hernandez, et Némethi ont obtenu de nou-
veaux résultats autour de la conjecture de rigidité, en se servant de la théorie de
singularités superisolées de surfaces (voir le résumé [FBLMHN]). Plusieurs simula-
tions numériques ont été entreprises confirmant la conjecture, voir e.g., [Pi].

4.3. Actions de groupes sur les surfaces affines. Beaucoup d’efforts se sont
concentrés autour de la question suivante proposée par Kambayashi [Kam]| :

Est-ce que l’analogue du théoréme de Gutwirth est valable dans les dimensions supé-
rieures ¢

En effet, sous certaines circonstances, une action d’un groupe réductible sur I'espace
affine est linéarisable |[BB|, [KaR|, [KP], [Pan|, [Po]. La linéarisabilité d’une action C*
sur I'espace affine A3 est un théoreme difficile dit & Koras et Russell [KoR;]-[KoRs],
avec une participation de Kaliman et Makar-Limanov [KML|, [KKMLR]. L’existence
d’une action C* non-linéarisable sur A"” pour n > 4 reste un probléme ouvert. Ce-
pendant, toute groupe réductible connexe non-abélien G admet une action réguliére
non-linéarisable sur un certain espace affine A" [Kn|. Le tout premier exemple concret
a été proposé par Schwarz [Sc|, voir également Kraft-Schwarz [KS]. Voir aussi Masuda-
Moser-Jauslin-Petrie [MMJP], Freudenburg-Moser-Jauslin [FMJ] pour des exemples
d’actions non-linéarisables de groupes finis non-abéliens, et voir Gurjar-Koras-Russell
[GKR| & propos de la structure de I'espace quotient sous 'action d’un groupe réduc-
tible sur A",
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Le théoréme de Jung sur la structure de produit amalgamé du groupe Aut(A?)
n’a pas d’analogue dans les dimensions supérieures. En effet, Nagata a proposé un
contre-exemple conjectural d’un automorphisme de I'espace affine A® qui ne posséde
aucune décomposition en produit d’automorphismes linéaires et triangulaires. Dans
une série d’articles [SU;|, [SU,|, Shestakov et Umirbaev ont confirmé cette conjecture
de Nagata; voir aussi [Ku], [Vey], [BV], [Ki] pour quelques approches alternatives.

En ce qui concerne les actions du groupe multiplicatif C* ou du groupe additif C,
sur les surfaces affines autres que le plan affine, la situation est devenue récemment
plus nette.

Etant donnée une surface affine normale V et une action du groupe C* sur V,
il existe une présentation “orbifolde", appelée présentation de Dolgachev-Pinkham-
Demazure dans |FZ|, |[FZs], et qui permet d’exprimer la géométrie de V', ainsi que
celle de 'action de C* sur V, en termes de couple de diviseurs rationnels (D4, D_)
sur une courbe lisse C. A partir de cette description, on peut décrire les complétées
de telles surfaces et leur transformations birationnelles [FKZ,|, [FKZ,]. Ceci permet,
dans certains cas, d’établir 'unicité pour actions de C* sur V' a conjugaison prés dans
le groupe d’automorphismes Aut(V') [FZs], [FKZs|. Ce dernier groupe est souvent de
dimension infinie. Par exemple, c’est le cas pour le plan affine A2, ainsi que pour les
surfaces de Gizatullin. Une telle surface V' peut étre complétée par une chaine de
courbes rationnelles d’autosections (0,0, wy,...,w,), ot w; < —2 Vi. Si w; = —2 Vi
alors une telle surface V' =V, est dite surface de Danilov—Gizatullin. En fait, V,, est
le complémentaire d’'une section ample dans une surface de Hirzebruch, c’est-a-dire,
dans une surface lisse rationnelle réglée. D’aprés Danilov et Gizatullin [DG], le groupe
Aut (V},) posséde une structure du produit amalgamé, exactement comme dans le cas
du plan affine A? (d’aprés le théoréme de Jung).

Si w; = —2 pour tout ¢ sauf pour une valeur de ¢, alors nous appelons une telle
surface de Gizatullin spéciale. En ces termes le résultat principal de [FKZ,| est le
suivant.

Théoréme 4.2. Les surfaces affines lisses V' admettant une action C* sont reparties
en 4 classes :
(1) les surfaces affines toriques;
(2) les surfaces de Danilov-Gizatullin V,, (n > 2);
(3) les surfaces de Gizatullin spéciales ;
(4) toutes les autres surfaces,
de sorte que ’ensemble des classes de conjugaison des actions C* sur V est :
dénombrable et infini dans le cas (1);
fini de cardinal n pour V,, dans le cas (2);

dépend de 1 0w 2 parametres conlinues dans le cas (3);
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contient seulement 1 ot 2 éléments dans le cas (4).

Pour des théorémes analogues concernant les actions du groupe additif C, sur de
surfaces affines lisses, voir e.g., [Re|, [Fi], [Duy], [Dug|, [MM], [FKZ;], [FKZ,]. En
dimension supérieure, voir e.g., [Da] et |Li|]. Ce dernier article traite les actions du
groupe additif C, sur les variétés affines toriques ou les variétés affines proches des
toriques. Voir également [BPV], [CL], [CNR], [De|, [Fu|, [ML;]-[MLj3], e.a.

4.4. Sur quelques classes de courbes planes affines. On déduit facilement du
théoréme 3.7 le corollaire suivant.

Corollaire 4.3. Toute courbe plane affine irréductible simplement connexe n’admet
qu’un seul plongement dans le plan affine A2, & Uaction du groupe d’automorphismes

Aut(A?) pres.

Donc la question se pose :

Pour quelles courbes planes affines ' l’ensemble C(T') des classes d’équivalence des
plongements T' — A% modulo action du groupe Aut(A?) est “petit” ?

Voici une premiére réponse due & Abhyankar et Singh [ASi].

Théoréme 4.4. card(C(I')) < 400 pour toute courbe plane irréductible I' ayant une
seule place a linfini.

Soit T'g une courbe donnée par I'équation p(x,y) = 0, ou p € C[x, y] est irréductible.
D’aprés Ganong [Ga|, si G a une seule place a 'infini, alors toute courbe I', =
{p(z,y) = ¢} (c € C) a une seule place a U'infini, elle aussi.

Le théoréme 4.4 d’Abhyankar-Singh n’est plus valable pour les courbes ayant deux
places a I'infini au moins, voir e.g., [BZ]. Cependant, d’aprés W. Neumann [Ne], tous
les plongements de la courbe rationnelle nodale d’équation y? — 23 — 2% = 0 dans le
plan affine A% sont équivalents (voir aussi [BZ], [Miy4], |Ok|, [FSY1], [FSY3], [Sus],
[Too], [Wii], [Wis]).

Le théoréme 3.7 reste valable sans aucune hypothése d’irréductibilité, avec I’énoncé
suivante [ZLq] :

Théoréme 4.5. Toute courbe simplement connexre I' C A? est quasi-homogéne par
rapport & un systéme de coordonnées du plan affine A? bien choisi.

De méme, on peut décrire de maniére explicite toutes les courbes planes affines I' ayant
la caractéristique d’Euler e(I") = 1 [Za;]. On peut aussi décrire tous les polynomes
p € Clz,y] isotriviaux i.e., tels que les fibres generales G. = {p(x,y) = ¢} sont deux
a deux isomorphes (voir |Kay| et [Zas]), en particulier, tous les polynémes ayant une
seule fibre dégénérée [Bo|. Enfin, il y a de nombreuse études des polynoémes en deux
variables dont les fibres générales sont des courbes rationnelles, voir e.g., [MS], [Kay],
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[Zas], [NN], [Sas|. Cela a été utilisé par Lé Dung Trang pour la Conjecture Jacobienne

[LDT].
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