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INTRODUCTION

1. Remarques générales

Ce cours polycopié est un ensemble de notes du cours de la licence de mathé-
matiques de I’'Université de Grenoble 1, intitulé Calcul différentiel et optimisation
(LOG6) enseigné de 97 a 99.

Comme le lecteur le découvrira vite, les sujets sont traités avec une profondeur
tres variable et le temps consacré au cours oral n’a été en rien proportionnel a la
longueur des notes.

Les étudiants ont été avertis que ces notes ne se substituent pas au cours oral,
mais sont complémentaires, permettant en particulier de retrouver des énoncés
précis, les notations utilisées ou des compléments et exemples non traités orale-
ment.

Les prérequis sont essentiellement I’algebre linéaire (et bilinéaire !) du premier
cycle et la topologie des espaces métriques et des espaces vectoriels normés. Bien
que le cadre naturel soit plutot les espaces affines que les espaces vectoriels, jai
ignoré ce détail, parlant suivant les cas de points ou de vecteurs d'un espace
vectoriel.

J’espere développer ces notes pour en faire un texte plus utilisable et serai donc
tres reconnaissant pour toutes suggestions ou remarques qui pourraient m’étre
faites (yves.colin-de-verdiere @Qujf-grenoble.fr).

2. Introduction historique et motivations

Le calcul différentiel (CD) ou infinitésimal, inventé par Newton (1642-1727)
et Leibniz ( 1646-1716) a la fin du 17eme siecle, est souvent considéré comme une
des grandes découvertes de 'humanité. Cette invention est en fait double : un
concept mathématique (la différentielle d'une fonction), et une notation (dz).

Le CD permet en particulier de formuler un grand nombre de lois de la
physique et de la mécanique en termes d’équations différentielles (EDO) (mécanique
du point matériel et du solide, optique géométrique) et aux dérivées partielles
(EDP) (propagation de la chaleur, des ondes, mécanique quantique et relativiste,
mécanique des fluides). La raison en est que les EDO et les EDP ne font in-
tervenir que le comportement a 1’échelle infinitésimale qui est donné par les lois
fondamentales de la physique. La résolution de ces équations permet de déduire
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8 INTRODUCTION

F1cure 0.1. Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) et Sir
Isaac Newton (1643-1727)

des conséquences macroscopiques et quantitatives de ces lois physiques micro-
scopiques (lois de Képler et attraction universelle, propagation de la chaleur dans
les solides (travaux de Fourier), etc...).

Aujourd’hui le développement d’algorithmes numériques et ’acces aux ordi-
nateurs permettent souvent une résolution numérique a grande échelle (prévisions
météo, évolution a tres long terme du systeme solaire).

Le CD permet aussi de traiter les problemes d’optimisation : il s’agit de trou-
ver le minimum (ou le maximum) d’une fonction numérique f : X — R ou X
peut étre une partie de R™ ou un espace de fonctions ou de courbes. Par exemple
trouver la forme d’une boite cylindrique d’aire minimum contenant un volume
donné (boite de conserve !) ou la courbe fermée plane de longueur minimale en-
tourant un domaine de surface donnée. On sait aujourd’hui qu'un grand nombre
de lois de la physique se formulent en termes d’optimisation, ’exemple le plus
classique étant la formulation variationnelle des équations de Newton

d*x

My = —gradV |

c’est le principe dit de moindre action da a Hamilton et Jacobi (un principe
analogue pour l'optique avait déja été découvert par Fermat). L’intérét d'une
formulation variationnelle d'une équation n’est pas purement accadémique : du
point de vue théorique il permet par exemple souvent de montrer des théoremes
d’existence (perpendiculaire commune a 2 droites, géodésiques joignant 2 points
d’une surface), de trouver les symétries (invariance Lorentzienne des équations
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de Maxwell) et aussi de quantifier la théorie (intégrale de Feynman) ; il conduit
aussi a des algorithmes numériques efficaces, par exemple méthodes de gradient
et méthodes d’éléments finis.

Les outils de calcul différentiel utilisés pour résoudre ces problemes (en parti-
culier calcul différentiel d’ordre supérieur) donnent acces a d’autres branches des
mathématiques, par exemple la topologie ou la géométrie différentielle.

3. Contenu

Le cours se compose de 7 chapitres

Chapitre 1 : différentielles.

Chapitre 2 : dérivées d’ordre > 2.

Chapitre 3 : systemes d’équations non-linéaires.

Chapitre 4 : extrémas des fonctions numériques.

Chapitre 5 : convexité.

Chapitre 6 : calcul des variations.

Chapitre 7 : quelques problemes.

Comme on le voit sur l'intitulé des chapitres, apres les préliminaires sur les
différentielles, le cours est centré sur les problemes d’optimisation.

Le chapitre 1 s’inspire du livre [14] en utilisant les dx; comme de vraies
variables (linéaires) qui sont les coordonnées vues a travers un microscope de
grossissement infini : il y a donc les coordonnées macroscopiques (x;) et les
microscopiques (dz;).

Le chapitre 2 est consacré aux dérivées d’ordre supérieur. La définition de
la différentielle seconde n’est pas la définition usuelle comme différentielle de la
dérivée premiere ; elle a I'avantage de faire apparaitre directement une forme
bilinéaire symétrique.

Le chapitre 3 contient le théoreme des fonctions implicites présenté sous forme
d’un théoréme de stabilité pour les systemes d’équations non-linéaires (systemes
de Cramer non-linéaires). Il contient aussi une introduction aux sous-variétés de
R™. La méthode de Newton y est présentée.

Le chapitre 4 contient les conditions classiques pour les extrémas. Elles per-
mettent de caractériser les points ot la fonctionnelle atteint son maximum ou son
minimum. Il contient aussi la théorie des multiplicateurs de Lagrange.

Le chapitre 5 contient les fonctions convexes, les algorithmes de relaxation
et de gradient a pas fixes pour la minimisation des fonctions convexes et un
paragraphe sur les polyedres convexes et polytopes et la programmation linéaire.

Le chapitre 6 contient les équations d’Euler-Lagrange, le théoreme de Hilbert
(condition suffisante de minimisation & l'aide de l'invariant intégral) et de nom-
breux exemples : brachistochrone, géodésiques, surfaces minimas de révolution,
fil pesant, probleme de Dirichlet pour les fonctions harmoniques. Sur cet exem-
ple, il est facile de décrire une méthode d’éléments finis et de la comparer a une
méthode de différences finies.
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Le chapitre 7 contient des exercices proposés en TD et les problemes d’examen
des 2 années 96-97 et 97-98. Je remercie Gérard Vinel de m’avoir fourni les
fichiers de ses exercices que j’ai pu incorporer a l’ensemble.

4. Notations

E| F, G sont des espaces vectoriels normés (evn) ou normés complets (eb). xg
ou m un point courant de E, F'.

La différentielle (voir la section 2 du chapitre 1):

UCE, f:U— F: x9 € U, un point intérieur, f'(z9) € L(E,F) la
différentielle de f en xg. y = f(x), dy € F, dz € E, dy = f'(zo)dx.

V € E, 0y f(x) la dérivée directionnelle (voir la section 3 du chapitre 1).

E=RP, F=R, y= f(x1, - ,1,), g—i les dérivées partielles (voir la section
3.2 du chapitre 1).

flzr, - xp) = (fi(x), -, fylx)) : RP — R, Jy(zo) = (gg; (x0)) la matrice
jacobienne de f (p colonnes et ¢ lignes) (voir la section 5 du chapitre 1).

(E, < .. >) euclidien de dimension finie, f: £ — R, y = f(x),

dy =< grad f(xo)|dz > ,

(voir la section 2.2 du chapitre 1).
f:I—EICR,y=f(z),dy= f'(z)dz et % = f'(x) est le vecteur vitesse.
(21,29, - xn) €U, f:U — R, q;(x) = ggfi (x), la linéarisée de la relation
f =0 au point = est

Z a;(xz)dz; =0 .

)

Les dérivées partielles :

olel f
aVGCO[:(O[h--- 7an)7 |a|:a1++0[n

La différentielle seconde (voir la section 2 du chapitre 2) :

To € Ua ‘/aWEEa f”(l’o)(‘/,W) :

.ﬁl]iaﬂfj

. o*f
[ @) (VW) =) 5—=—ViW; .
i7j
La matrice hessienne de f au point x est notée Hesss(x).

5. Annexe 1 : normes d’applications linéaires et bilinéaires

Soient E, F,G des evn. On définit la norme de A € L(E,F) et de B €
Ly(E x F,G) (B est une application bilinéaire continue de E x F' dans G) par :

[4ll = sup JlAz, 1Bl =~ suw _[I1B(z.9)l -

ll=lI< =<1, flyll<1
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Si A e L(E,L(F,G)) et B(z,y) = (A(z))(y) est I'application bilinéaire as-
sociée, on a :
[All = 1IB] -
Cas euclidien : si E et I’ sont euclidiens, on a :

|A|?> = sup < A'Ax|z >,

[l=]|<1

et la matrice symétrique positive A = A'A est diagonalisable dans une base
orthonormée de E, soit 0 < A\; < --- < \,40 Ses valeurs propres, on a alors :

HAH =V Amaz -

Si A est inversible, on a :

1A =

R
5

6. Annexe 2 : rappels sur les formes quadratiques

6.1. Formes bilinéaires symétriques. Soit F un espace vectoriel réel de
dimension finie. Une forme bililéaire symétrique B sur E est une application
(x,y) — B(z,y) de E x E dans R qui est linéaire par rapport a x et a y et
telle que Va,y € E, B(z,y) = B(y,x). On note Sy(E) l'espace vectoriel de ces
applications.

Sie;, 1 <i<mn estune base de E la matrice (B) = (b;;) de B est donnée
par b;; = B(e;, e;j). Elle est symétrique et sa donnée détermine B.

6.2. Formes quadratiques. Si B € S5(F), on note g : £ — R 'application
x — qp(x) = B(x,z). Dans les coordonnées associées a la base (¢;), gg(x1,- -+, x,) =
Zi, ; bijriz; est un polynome homogene de degré 2 sur R". On peut retrouver B
a partir de ¢p soit par la formule précédente, soit par

Blr,y) = (an(r+y) — a5(x) — a5())

soit par dérivation
(q5(2))(y) = 2B(z,y) .
6.3. Indice, signature et positivité.

DEFINITION 0.1. L’indice n_(q) (de Morse) de la forme quadratique q est la
dimension maximale d’un sev F de E tel que Vo € F\ 0, g(x) < 0.

La nullité no(q) est la dimension du noyau de B, i.e. ker B = {z| Vy €
E, B(z,y) =0}.

On pose ny(q) = n_(—q). Sin_ =ny=0,Ve € E\O0, ¢g() > 0. On dit
alors que q est définie positive.

La forme bilinéaire associée a une forme définie positive est un produit scalaire
euclidien.
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6.4. Diagonalisation et normes. Si F est euclidien et ¢ une forme quadra-
tique sur FE, il existe une base orthonormée de E telle que

q(x) = Z Aﬁ? :
j=1

Les A; sont les valeurs propres de la matrice de ¢ dans une b.o. quelconque de E.
Si les valeurs propres de ¢ satisfont Vj, a < A; < b, alors

allz|* < q(z) < bfj* .

7. Annexe 3 : topologies faibles

Tout le monde sait que les boules fermées des espaces de Hilbert de dimension
infinie ne sont pas compactes pour la topologie associée a la norme hilbertienne.
Il existe une autre topologie appelée topologie faible qui a cette propriété.

Soit £, F 2 ev sur R et soit b : ¥ x F' — R une forme bilinéaire. On se
restreint dans la suite au cas ou F = F est un Hilbert et b(z,y) = Re < x|y >.
On associe a cette situation la topologie sur E dont les suites convergentes sont
les suites z,, telles qu'il existe zo € E tel Vy € F,b(z,,y) — b(Too, ).

Il suffit que ce soit vrai pour y € Z ou Z engendre F' comme espace vectoriel
(algébrique).

Dong, si F' est un evn, on peut prendre Z = B(0,1).

Dong, si on envoie F par b dans F(Z,R) (I'espace vectoriel des fonctions de
Z dans R), il s’agit de la topologie de la convergence simple dans Z.

On ale:

THEOREME 0.1. Si E est un Hilbert, F = E et b(x,y) = Re < x|y >, toute
partie conveze fermée (pour la norme) bornée de E est compacte pour la topologie
faible. Toute fonction continue convexe est sci pour la topologie faible.

COROLLAIRE 0.1. 8% X est un conveze borné fermé d’un Hilbert et f : X — R
est convexe continue, elle atteint sa borne inférieure.

8. Annexe 4 : notations o et O

DEFINITION 0.2. Soient f et g 2 fonctions définies au voisinage d’un point
xo d’un espace topologique X et a valeurs dans des evn E et F.

1) On dit que f = O(g) (sous-entendu en o) s’il existe un voisinage U de x
et un nombre M > 0 tels que

Vz e U, ||f(2)||p < Mlg(z)|p

2) On dit que f = o(g) (sous-entendu en o) si, pour tout € > 0, il existe U
voisinage de xo tel que

Ve eU, ||f(x)e <ellg@)|r -
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Ces notations sont dangereuses :

a) il faut toujours se rappeler que f = O(g) avec g fixé ne défini pas f mais
un ensemble : il serait plus logique mais moins pratique d’écrire f € O(g). Par
exemple f, = O(g) et fo = O(g) wimpliquent pas fy — f = O(g) — Og) = 0
mais seulement f; — fo = O(g).

b) Le point x4 est en général sous-entendu.

f=1+0(1) équivaut a lim, ., f(z) = [. Les relations o et O obéissent a des
regles simples du type :

o(g) et O(g) sont des espaces vectoriels.

( = olg)) implique (f = O(g)

(f = Ol(g) et g = O(h)) impliquent (f = O(h)),

(f =olg) et g = O(h)) impliquent (f = o(h)),

(f = Ol(yg) et g = o(h)) impliquent (f = o(h))
(f = olg) et g = o(h)) mpliquent (f = o(h)).

Si f: X — E est linéaire continue, f O(z) en x =

)
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CHAPITRE 1

DIFFERENTIELLES

1. Introduction

Si I est un intervalle de R et xy un point de I, on dit que f : I — R est
dérivable en xg si la limite

lim f(xo+h) — f(xo)

T—T0, TATO h

existe et on la note f'(xg) appelée dérivée de f en zy. Sil = f'(xg) est cette
limite, on peut réécrire ceci de fagon équivalente :

(1.1) f(xo+ h) = f(xo) +Ih+o(h) .

dx

FIGURE 1.1. Une fonction y = f(z) et sa différentielle dy = f'(z)dx

C’est sous cette forme qu’on va généraliser au cas des applications f : U — F
ou U est un domaine d'un evn E. On interpréte [ comme ’application linéaire
(homothétie de rapport [ de R) h; : h — [h. L’équation 1.1 donne alors une
approximation de f(zo 4+ h) — f(x¢) par h; lorsque h — 0, le sens précis étant
donné par la notation o(h).

On pourrait donner un nom a l'application linéaire h;, il est plus efficace
d’introduire des notations pour les variables qui entrent en jeu : on note dx (resp.
dy) la variable réelle associée a = (resp. ay), doublant ainsi le nombre de variables

17



18 1. DIFFERENTIELLES

réelles du probleme : au lieu de vivre dans un ouvert U du plan des (z,y), on
vit dans U x R%  On écrit ainsi dy = ldx ou plus exactement dy = f'(x)dx.
La relation y = f(z) se double donc d’une relation entre dy et dz qui s’écrit
dy = f'(z)dz. Les variables dz,dy s’appelent alors variables infinitésimales (ou
microscopiques) alors que les variables initiales (x, y) s’appelent variables globales
(ou macroscopiques).

En physique il est déja plus important de donner des noms aux variables
(énergie F, entropie S, potentiel V') sans préjuger de leurs relations. Bourbaki
a mis l'accent en maths sur les relations plutot que sur les variables et nous
en sommes imprégnés... En informatique, on sait tous qu’il est fondamental
d’identifier les variables par des noms.

Quel est le gain de cette notation (inventée par Leibniz) ?

D’abord, on fait une économie de lettres et on diminue le risque d’erreur une
fois bien identifiées les noms des variables globales (7,0, z,y, z, - - - ). Ensuite, on
a une regle tres simple pour la dérivation des fonctions composées : si z = g(y)
et y = f(x), on a dz = ¢'(y)dy et dy = f'(z)dzx et la regle de dérivation des
fonctions composées

(g0 f)(z) =g (y).f'(x) avec y = f(z)
dit qu’on peut substituer dy = f'(x)dx dans dz = ¢'(y)dy de fagon que dz =
' (y)f'(x)dx ce qui est cohérent avec la valeur de (g o f)’. On peut aussi écrire
% = f'(z) car on peut faire le quotient d’une variable réelle par une autre non
nulle. Mais ceci cessera d’étre vrai pour des variables vectorielles.

Le schéma formel général est donc le suivant : on se donne des variables
globales x,vy, z, - - -, puis les variables infinitésimales associées dz,dy,dz,---. A
toute relation f(z,y,2) = 0 (f réguliere), on associe une relation linéaire de la
forme :

p(z,y, 2)dx + q(z,y, 2)dy + r(z,y,2)dz = 0
ol p, q,r sont les dérivées partielles de f par rapport aux vairables z,y, z. Cette
procédure est consistante... De plus elle permet en la renversant de calculer les
dérivées partielles. Un fois compris ce jeu, on se demande comment 'utiliser pour
repasser de relations infinitésimales & des informations globales (équations aux
dérivées partielles).

2. Différentielle d’une application

Dans ce chapitre, les espaces vectoriels normés (evn) ne sont pas forcément
complets. Seule compte la topologie de ’evn, pas la norme choisie. En particu-
lier, en dimension finie, il n’est pas nécessaire de préciser le choix d’une norme.
Dans toute la suite, lorsqu’on parle de domaine, il s’agit d’une notion purement
ensembliste : un domaine de E est un sous-ensemble de F.

DEFINITION 1.1. Soit f : D — F une application d’un domaine D d’un
evn E dans un evn F. Soit g € D un point intérieur de D, on dit que f est
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différentiable en g, s’il existe L € L(E,F) (ie linéaire continue) telle que l’on
ait :
f(xo +h) = f(xo) + L(h) + o(h) ,

lorsuge h — 0.
On pourrait donner une définition plus forte :
DEFINITION 1.2. f est fortement différentiable en zq si
flx) = fly) = Lz —y) = o(||lz — yll)
lorsque x et y tendent vers xg.

On aurait pu prendre cela comme définition de la différentielle. C’est ce qu’il
sera utile de faire pour les différentielles d’ordre > 2.

PROPOSITION 1.1. Si f est différentiable en xq, L est unique, on note f'(xq) =
L, on l'appelle la différentielle de f en xy.

Preuve

On a .
f(xo)(V) = ,ILIE% (o + h) — f(20)

et il suffit d’appliquer le théoreme d’unicité des limites.

U
Siy = f(z) (noms des variables), on introduit les variables vectorielles (dz, dy)
et on écrit dy = L(dz), ou dz, (resp. dy) € E (resp. F'). On adoncxz € U, y €
F,deeE, dye Fety= f(x), dy = f'(x)dx.
Par exemple, si f : R? — R? est donnée par (z,y) = (rcosf,rsind) la
différentielle en (7o, 0y) peut s’écrire comme la matrice

(1.1) f'(ro,6p) = (COS@O —To Sin@o)

sinfy rocosby
ou sous la forme équivalente plus simple :
dx = cos bydr — rosin 6ydf, dy = sin Oydr + rq cos Oyd6 .

Remarque : si E = F =R, L(R,R) est formé des homothéties qui sont car-
actérisées par un nombre qu’on appelle dérivée dans I’enseignement élémentaire.
La différentielle est donc I’homothétie de rapport égal a la dérivée. En dimension
finie, si £ =RP, F' =R, f'(zq) admet une matrice appelée matrice jacobienne.

THEOREME 1.1. 1) Toute application différentiable en xq est continue en g ;
2) la composition de 2 applications différentiables Uest et la différentielle est
la composée des différentielles :

(g0 f)(z0) = ¢'(f(x0)) 0 f'(20) -
3)Si fi U — F;, i =1,---,n sont différentiables en xo, f = @, fi lest
pour les normes naturelles sur F' = @F;.
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Preuve
Le 1) utilise la continuité de f’(x).
Pour le 2), on pose yo = f(z0) et on écrit :

go f(zo+h)=go f(xo)+ 9 (y0)(f(zo+ h) — flx0)) + o(|l f(wo + ) — f(z0)]l
(différentiabilité de g en 1), puis

f(@o +h) = f(wo) = f'(x0)(h) + o([[]])

i
(différentiabilité de f en ). On a ainsi :

go f(wo+h) —geo flxo) =g (yo)(f'(x0) () + (o) (o(|[R])) + o(|[1]) ,
)-

car f(xo +h) — f(xo) = O(||A]]
]

PROPOSITION 1.2. Soit r.(X) = M, pour que f soit différentiable

et de différentielle L en xq, il faut et il suffit que r. converge uniformément vers
L sur une boule de centre 0 et de rayon a > 0.

2.1. Vitesse d’une fonction d’une variable. Si f : [ — E (x = f(t)) ou
I est un intervalle de R, f est différentiable en %y, intérieur a I, si et seulement
si elle est dérivable en ¢y au sens ou :

L S0 — (k)
t—to, t#to t— 1y

existe. Si cette limite vaut V € F, on a : dz = Vdt. On pourra noter la dérivée
V sous la forme

. d
V=f= 4
dt -
Il sera parfois commode de la noter comme la différentielle
V=f(z).
2.2. Gradient d’une fonction a valeurs réelles. Si I est un espace vec-
toriel euclidien de dimension finie muni du produit scalaire < .|. >, on peut

identifier £ a L(FE,R) par I'isomorphisme j donné par :

J(@)(y) =<zly> .

DEFINITION 1.3. Si f : U — R ou U C E est différentiable en xo, on définit
le gradient de f en xy comme le vecteur de E qui satisfait

f'(o)(V) =< grad f(xo)|V >

dy = f'(w0)(dx) =< gradf (zo)|dz > .



2. DIFFERENTIELLE D’UNE APPLICATION 21

Dans le cas ou F est muni d'une base orthonormée le vecteur gradient de
f a pour coordonnées les dérivées partielles de f par rapport aux coordonnées
dans cette base. Sit — 7(t) est une courbe différentaible tracée dans U C E, le
théoreme de dérivation des fonctions composées se réécrit :

©6(0) =< srad S () A(D) >

Propriétés du gradient :

lorsqu’il est non nul, le gradient est orthogonal aux surfaces de niveaux, dirigé
du coté croissant de f et de longueur inversement proportionnelle a ’écartement
des surfaces de niveaux.

EXEMPLE 1.1. Lignes de niveau de f(M) = d(A, M) + d(B, M) et tangentes
aux ellipses. La fonction [ est différentiable en tout point M # A, B et son
gradient est donné par :

gradf(M) = da + up

ot @4 est le vecteur unitaire associé o AM et de méme pour Ug. La tangente
auzx lignes de niveau de f qui sont des ellipses de foyers A et B est donc la
perpendiculaire a s + Up qui est une bissectrice des droites (AM), (BM).

FiGURE 1.2. Tangente a l'ellipse

2.3. Exemples. La différentielle de I'application A — B = A2 = Ao A ol
A€ L(E, E) est donnée par

dB=AodA+dAocA.

La différentielle de Z = 2° comme application de C dans C est donnée par
dZ = 5z*dz on 52* est la multiplication dans C vue comme application R-linéaire.
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gradf(xo)

FIGURE 1.3. Gradient

2.4. Interprétation en terme de renormalisation (ou microscope). Si
xo est donné et f(zg) = yo, on peut imaginer qu’on fait un zoom de grossissement
% en ces deux points, si on note x = xo + X, et y = yo + €Yz, X. et Y. sont les

coordonnées qu’on voit au microscope et f devient

Jo(X) = LT +2X2) ) = Ve

On dit qu’on a renormalisé f en f.. Le domaine de f. grossit avec ¢ comme 1/¢.
Cette idée de renormalisation est fondamentale dans beaucoup de domaines des
maths ou de la physique.

On voit ainsi que, dans le champ du microscope, f. converge uniformément
vers une application linéaire d’apres la proposition 1.2.

Si on note Y: = f.(X.), cette relation converge vers la relation infinitésimale

dy = f'(x)dx.

2.5. Applications de classe C'. f:U — F (U ouvert de F) est dite C°
si elle est continue.

DEFINITION 1.4. On dit que f est C' (on dit aussi continument dérivable)

si elle est différentiable en tout point de U et que x — f'(x) est une application
continue de U dans L(E, F).

Si E = F =R, C' équivaut & dérivée continue. On définira plus loin la notion
de classe C*.

Il arrive trés souvent qu’on voit instantanément qu’une application est C!
en suivant la fagon dont elle est construite a partir de polynomes, de fonctions
différentiables d'une variable, etc.. Par exemple, 'application z — e* = e”(cos y+
isiny).
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/
|l .

Zo i
FIGURE 1.4. Zoom

2.6. Différentiabilité en un point non intérieur. Si f : D — F ou
D C E et xg € D, on dit que f est différentiable en xg si on a, pour tout h tel
que o+ h €D

f(zo + 1) — f(xo) = L(h) + o(h)

avec L € L(E, F).

Il revient au méme de demander que f peut se prolonger au voisinage de xg
en une application différentiable en xy (exercice). La seule difficulté est que L
n’est pas toujours unique (par exemple si D est un sous-espace de F).

FEzercice 1 : montrer que dans la cas ou D = [a,b] C R la différentiabilité en
a (resp. b) équivaut a la dérivabilité a droite en a (resp. a gauche en b).

Exercice 2 : soit D = {0,1,%,--- ,%,---}, et f(0) = a, f(%) = u,. Car-
actériser les suite (u,,) telles que f est différentiable en 0.

3. Dérivées directionnelles

DEFINITION 1.5. Soit f : D — F, D C E, et xg € D, f(xo) = yo. Soit
V e E tel qu’il existe a > 0 tel que s1 0 <t < a, xog +tV € D, on dira que f
admet une dérivée (directionnelle) suivant V, si p(t) = f(xo + tV) admet une
dérivée a droite W € F en 0. On écrit alors

Oy f(xo) =W .
Bien stir si xg est intérieur a D et f différentiable en xy, on a :
Oy f(wo) = f'(0)(V) -

Si une telle dérivée existe pour V, elle existe aussi pour AV, A > 0 et

Ohwv f (o) = A0y f(20).
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L’intérét est par exemple pour les fonctions définies dans un domaine défini
par des inéquations lorsqu’on est au bord. Certaines fonctions naturelles, comme
les normes admettent des dérivées directionnelles a ’origine et pas de différentielles.

La fonction

x?’

f(%y) - x2+y2
admet des dérivées directionnelles suivant tous les vecteurs en O, mais n’y est
pas différentiable, car f homogene de degré 1 donc insensible a la renormalisation
donc on aurait l'identité f = ax + by si f était différentiable.

3.1. Cas d’espaces fonctionnels (courbes, surfaces). Soit £ un evn de
fonctions de [a,b] dans R. Soit A, B donnés et D ={f € E | f(a) = A, f(b) =
B}. Soit f € D et ¢ € E telle que p(a) = ¢(b) = 0. Alors f+ty € D et, si
F:D—R,0,F(f) = %“:OF(f +tp). Le calcul de ces dérivées fera 'objet du
chapitre 6 (calcul des variations).

Ezemple : E = C*([0,1],R) et F(f) = [, 1f(t) — V(f(t)) dt. Alors, on
vérifie au moyen d’une intégration par parties que

(L) 9P = [ @)+ G Oeld+ O]

3.2. Dérivées partielles. Si U C R" et f: U — F, on considere les fonc-
tions vectorielles d’une variable f; : x; — f(x1,...,2;, ..., 2,) obtenues en fixant
toutes les coordonnées sauf la i-eme. Si f; est dérivable, on note

af
ox;
sa dérivée. Si e; est le i-eme vecteur de base, on a :

of
8371' - aeif )

que l'on note aussi 0; f.
L’existence des dérivées partielles n’assure pas la différentiabilité, mais on a
le :

THEOREME 1.2. Soit f : U — F ou U C R™ est un ouvert. Si les dérivées
partielles de f comme fonctions de U dans F' existent et sont continues, f est de
classe C*.

Preuve
On va le prouver pour £ = R?, F = R. Soit A = (x¢,4), B =
(zo + hyyo) et C = (zo + h,yo + k), on a en posant p(z,y) =

(1.2) f(C)—=f(A) = /0 p(zo + v, yo)dv +/0 q(zo + h,yo + u)du ,
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On pose py = p(A) et g0 = q(A). Pour tout ¢ > 0, il existe a > 0 tel
que, si [u|+[v] < a, [p(zo+v,yo) —po| < € et |g(zo+v, yot+u)—go| <
e. En reportant, il vient, pour |h| + k| < a:

(1.3) |f(C) = f(A) = poh — qok| < ([h] + [k]) .

Cela prouve que f est différentiable en A de différentielle L(h, k) =
poh + qok.

Faire la démonstration pour £ = R" et F' evn quelconque en
exercice.

4. Champs de vecteurs

A T'aide des dérivées partielles, on fabrique les opérateurs différentiels. Pour
cela, il est commode d’introduire les notations % qui sont des opérateurs, c’est

A dire qu’ils opeérent sur les fonctions C! par (%) f= %. On peut aussi les voir

CVdaalied OF 1 : oL D
comme des champs de vecteurs ; 'égalité 5.- = f'(x)(e;) identifie 57- au champ
de vecteurs e;. De meéme on peut considérer 'opérateur % qui est la dérivée

partielle par rapport a 6 en polaires et on a I’égalité de champs de vecteurs :

0 0 0

que l'on peut voir comme un champ de vecteurs dans le plan.

Un champ de vecteurs X dans un ouvert U de E evn est une application (en
général continue) de U dans E. Lorsque E = R", on peut écrire X = > " | a;(x)e;
et en utilisant les notations de dérivées partielles :

Un champ de vecteurs opere sur une fonction f € CYU,F) par X f(z) =
f'(x)(X(z)) ou encore dans R™ :

X f(z) = Zai(x)g—i .

=1

A un champ de vecteurs est aussi associé I'équation différentielle dz/dt = X (x(t))
mais c’est une autre histoire ...

Attention, % dépend des coordonnées (r, ) et pas seulement de la fonction
O(x,y). 1l en va différemment de df.
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5. Matrices jacobiennes

Si f:U — R?ouU est un ouvert de RP, on peut écrire

f(ffl,“‘ S Tiy e 7xp):(f1(x17”' ,l‘p),“‘ ’fj(l»h... ,l‘p),“‘ ,fq(l‘l,“‘ ,l‘p))

et si ky = (a1, ,a;,---,a,), la matrice A de f'(zo) (supposée exister) est la
matrice a ¢ lignes et p colonnes donnée par
9f;

A:(aSL’Z'(al’“. 7a’p)) )

et appelée matrice jacobienne de f en x et que I'on peut noter Jy(xo).
Interprétations géométriques :
1) Si p = ¢, la différentielle est un endomorphisme de RP. Son déterminant
s’interpréte de la fagon suivante : il est > 0 si f préserve I'orientation, < 0 sinon.
La valeur absolue mesure la variation infinitésimale de volume ; on a la formule
de changement de variables dans les intégrales multiples.
Plus précisément, donnons la :

DEFINITION 1.6. St U C RP et V C R? sont deux ouverts, F : U — V est un
difféomorphisme de U surV si F est Ct, bijective et ' est aussi C!,

On a alors, pour tout xy € U,

(F71)(f(x0)) = (F'(z0)) ",

ce qui implique p = ¢. C’est aussi vrai pour un homéomorphisme, mais plus
difficile a prouver !

Si p = ¢, on lit sur la différentielle le fait que 'application est conforme,
i.e. préserve les angles. Si p = ¢ = 2, un application conforme qui préserve
l'orientation vérifie les équations de Cauchy-Riemann et est dite fonction holo-
morphe. En effet la matrice jacobienne de F' = f + ig est alors celle d'une
similitude directe et pour tout point zj il existe a,b € R tels que :

af of

5 5 a b
(1.1) <a_ a_> :(_b ) :

or Oy

Cela équivaut a :

of 09 _, of 95
oy Oxr T oxr 9y

2) Si p = 1, 'application f s’'interpréte comme une courbe paramétrée et sa

différentielle est dt — Vdt ou V' le vecteur vitesse est donné par V = > f/(t)e;.

3) Siqg =1, f'(zo) est une forme linéaire dont les composantes sont les 0; f (zo).

Une fois écrite les différentielles en termes de matrices jacobiennes, on peut

relire le théoreme de différentiation des fonctions composées (théoreme 1.1) de

facon a calculer les dérivées partielles des fonctions composées :
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THEOREME 1.3. Si f: U - RP et g: V — R ou U est un ouvert de R", f, g
sont Ct et f(U) C V, les matrices jacobiennes de f au point x, Jp(z), de g au
point y = f(x),Jy(y) et de go f au point x, Jyor(x), satisfont :

Jgor (@) = Jy(y) o Jy(x)

ou o est le produit des matrices. En particulier si ¢ =1, on a :

ag<f1<x17"' 7xn)7"' 7fQ<x17"' ,SL’n)) _ i@% .

(1.2)
al‘i 1 ayj axz
6. Notations dz;

Soit U un ouvert de RN et x = (xy,---, 24, -+ ,zy) le point courant. On
note (xq,---,xy;dry, -+ ,dry) des coordonnées dans U x RY. Lorsque z =
(1, ,xy) est fixé, (dxy, - -, dxy) sont les coordonnées microscopiques au point
x. Si (xq,---,xy) satisfont une relation F(xy,---,2zy) =0ou F : U — R est

C', on associe a la relation F(z) = 0, sa relation dérivée (ou microscopique)

oF
Z o (x)dx; =0 .

i

C’est la relation entre les coordonnées microscopiques. Elle exprime simplement
la relation entre les (x;) sous l'effet d’un zoom infini en z.

L’écriture avec les dx; permet de calculer des dérivées ou des dérivées partielles
de fonctions données implicitement.

Par exemple si z = f(z,y) vérifie F(z,y,2) = 0 et G(x,y, z) = 0, les fonctions
o(z,y) = F(z,y, f(z,y)) et ¥(x,y) = G(z,y, f(x,y)) sont identiquement nulles.
On suppose F, G, f de classe C'. On a

oF oF oF
dp = axder ayder azdz,
avec dz = pdx + qdy ou p et ¢ sont les dérivées partielles de f. Cette écriture
est valide a cause du théoreme de composition des différentielles. L’avantage de
la notation est qu’on calcule dF' sans se préoccuper du fait que z = f(z,y) qui
n’apparait que dans la facon d’interpréter dz. L’écriture des différentielles au
moyen des d - - - est indépendante d’un choix a prior: de variables indépendantes.
Elle met 'accent sur des relations fonctionnelles entre des variables qui sont
nommeées par des lettres et non sur les applications entre ensembles. Par exem-
ple, pour les coordonnées polaires, on ne se préoccupe pas de savoir si (r,0) est
fonction de (z,y) ou le contraire, on différencie x = rcosf, y = rsiné.
De méme

oG oG oG

De ces expressions de dy et diy, on peut en général tirer dz en fonction de dx et
dy, ce qui détermine p et ¢ par identification.
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EXEMPLE 1.1. Soit z = f(2% + 4%, e*"Y). Posons X = 2% + 4%, Y = e*siny,
On a :

of of
ax Xty

Donc dz = pdr+qdy avec p = 2z 5% of —1—6“1“3/ smyaf etq = 2yaf +e®SY 7 cos yg—{;
p et q sont les dérivées partzelles de z par rapport a x et y.

dz = dY, dX = 2(zdzx + ydy), dY = e*5"Y(sinydx + x cosydy) .

EXEMPLE 1.2. Soit 22 + 2y? = 3. On en déduit la relation dérivée au point
(x,y) : 2xdx + 4ydy = 0. Considérons la fonction y = g(x) = 1/3*212 pour

|z| <1. On ady = g'(z)dz et par identification g'(x) = —3;.

7. Accroissements finis

7.1. Reconstruire une fonction a partir de sa différentielle. Le probleme
que nous allons traiter maintenant est celui de remonter d’une information in-
finitésimale a une information macroscopique. Ce sujet est tres vaste puisqu’il
contient les équations différentielles et aux dérivées partielles et donc une grande
partie de la physique. Le probleme de base est celui-ci : une application
f U — F est-elle compléetement déterminée par la connaissance de
sa différentielle en tout point de U 7?7 La réponse est assez simple et bien
connue :

THEOREME 1.4. Supposons l'ouvert U connexe. Si f,g € CY(U, F) ont mémes
différentielles en tout point de U, f(x) — g(x) est constante.

Preuve

Par différence, il suffit de monter que, si Vo € U, f'(z) = 0, alors
f est constante. Composant avec L : F' — R on obtient ainsi une
fonction p = Lo f: U — R telle que Vo € U, ¢'(x) =0 et on va
montrer que ¢ est constante sur tout segment contenu dans U. par
restriction au de ¢ au segment, on a une fonction g : I = [a,b] — R
dont la dérivée est identiquement nulle. Il est classique qu'une telle
fonction est constante : on a g(b) —g(a) = (b—a)g'(c) avec ¢ €la, b|
(théoreme de Rolle). Maintenant L o f est constante sur chaque
composante connexe de U et il suffit de savoir que Vo # y € F il
existe L € L(F,R) telle que L(x —y) # 0 (ce qui est vrai, et simple
en dimension finie).
O
Remarquons que ce théoreme laisse de coté la question suivante : étant donné
F :U — L(E,F) continue, eziste-t-il f : U — F telle que f'(z) = F(z) ? Le
théreme précédent montrent que 2 solutions différent d’une constante sur chaque
composante connexe de U. Lorsque U C R™ et F est C*! le lemme de Schwarz
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(voir la section 3) donne une condition nécessaire (mais pas suffisante en général) :
stw=>1 | Fi(x)dz;, pour quil existe f telle que w = df, on doit avoir
or;  OF;
8.’,13']‘ n 8.’172 .

On peut maintenant restituer f a partir de sa différentielle au moyen d’une
intégrale : si v :[0,1] — U est une chemin C" tel que v(0) = z et y(1) =y, et si

fest Clona:
f(y / f'(v '())dt .

Remarque : pour que llntegrale précédente ait un sens, il faut a priori supposer
F complet. En fait on s’en dispense, en définissant llntegrale dans le complété
F de F et en considérant égalité précédente dans F' C F.

Vi, J,

7.2. Inégalités des accroissements finis. On peut aller un peu plus loin
et chercher des estimations (majorations) portant sur f & partir de controle de
f' o si f est partout petite, est ce que f est presque constante ?

Suposons toujours f de classe C! dans un ouvert U et soit 7 : [0, 1] — U une
application de classe C* (C! par morceaux suffit).

On a alors :

THEOREME 1.5. (inégalité des accroissements finis) Si xg = (0) et x; =
7(1),

1f (1) = f (o) </ LA (@I (@)t -

En particulier si M = sup,cpo ) |1f'(7(t))
| f(x1) — (!EO)H < ML(y),

ot L(v) est la longueur de v pour la norme de E. Si a,b € U son tels que
la,b] C U (toujours vrai si U est conveze) et || f'(z)|| < M sur U, || f(a)—f(b)| <
Mlla —b||.

Preuve

On a
F(an) — fawo) = / L penar.

I [ atan < [ st
Conséquences :

a) C! implique localement Lipchitz.
b) Si M < 1 et U convexe, f est contractante.

et on utilise :
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FIGURE 1.5. Accroissements finis

c) Si f est C1, f est fortement différentiable ; en effet, on pose F(x) = f(z)—
L(z), et donc F'(x) = f'(z) — L, ou L = f'(x) et on applique les accroissements
finis dans une boule B(zg, ) telle que Va € B(xz,7), || f'(x) — L] <e.

d) Différentiabilité uniforme. On suppose que K C U est un compact convexe
et que f: U — F est de classe C'. Pour tout ¢ > 0, il existe o > 0 tel que, pour
tout x,y € K, on ait

1f(z) = fy) = Fw) @ —y)l <elz—yl .

On applique les accroissements finis a

r— f(z) = f'(y)(z—y)

et la continuité uniforme de f’ sur K.

7.3. Longueur d’un arc C'.

DEFINITION 1.7. Soit v : [a,b] — E une application C* (courbe tracée dans
E). On suppose que E est muni dune norme. Soit 0 = {tp = a < t; <
- < t, = b} une subdivision de o. On pose |o| = sup |t;i1 — t;|. On pose
L(o) = S0 Iv(tiv) = (8], L(o) est la longueur de la ligne polygonale associée
a o inscrite dans . La longueur de v est L(y) = sup, L(0).

FIGURE 1.6. Longueur d'un arc de courbe



8. CONVERGENCE C' D’UNE SUITE D’APPLICATIONS

PrOPOSITION 1.3.
b
L) = [ ito)lde = liny L(o)

Preuve

e Majoration : ||v(t;11)—v(t)|| <= f:f“ ||%/(t)]|dt par I'inégalité
des accroissements finis.

e Minoration : ¢ étant donné, il existe o« > 0 tel quessi |[t—t'| < «,
ona:

Iv(&) = (&) =3O = )| < elt =1,
(différentiabilité uniforme sur [a,b]). On obtient ainsi que, si
o]l < a,

| L(o) - Z [t = 1) < e(b—a) .

On en déduit le résultat par convergence des sommes de Rie-
mann vers l'intégrale.

8. Convergence C' d’une suite d’applications

On définit la topologie de la convergence C* locale de la facon suivante :

DEFINITION 1.8. Une suite f, : U — F d’applications de classe C' converge
au sens C* wvers f si f, (resp. f) converge localement uniformément vers f

(resp. f').

On peut réécrire ceci en termes de quantificateurs : f, converge au sens C*
vers f si, pour tout xy de U, il existe un voisinage V' C U de xg tel que, pour

tout € > 0, il existe IV tel que pour tout n > N et tout € V, on ait :

I fa(z) = f) S e et [|fo(z) — f)] <e.

Bien sfir, une suite de fonctions C! peut converger au sens C° vers une fonction

sinnx

1. _ 0 : 1
C" : par exemple f,(r) = 2% converge au sens C” vers 0, mais pas au sens C".

Un exemple :

PROPOSITION 1.4. Si f est C*, les applications renormalisées

LX) = f(zo+eX) — f(x0)

5
convergent au sens C sur toute boule vers X — f(x)(X).

Preuve
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1. DIFFERENTIELLES

On a:
fAX) = fl(zo +eX) |
d’olt résulte la convergence C*.



CHAPITRE 2

DERIVEES D’ORDRE > 2

1. Introduction

On définit habituellement une fonction 2 fois différentiable en un point z
comme une fonction différentiable en tous les points x voisins de z telle que z —
f'(x) soit elle-méme différentiable en zy ; cette différentielle est alors un élément
de L(E, L(E, F)) que l'on identifie & une application bilinéaire dont on démontre
qu’elle est symétrique (lemme de Schwarz). Cette démarche était déja celle de
Newton : on prend la flurion de la fluzion. On la retrouve dans les manuels
modernes de calcul différentiel (cf Cartan, Schwartz, etc...). Elle a I'inconvénient
de rendre lointaine la nature (application bilinéaire symétrique) ainsi que la fagon
d’approcher numériquement la dérivée seconde. La démarche suivie dans ce texte
est plus directe et évite ces inconvénients.

Considérons pour faire saisir notre propos le cas d’une fonction f : [a,b] — R
et plagons nous en un point zy €|a, b[. On considere le quotient suivant :

f(xotutv)—f(zot+v)  flzo+u)—f(zo)

— u u
0= ” ,

que l'on peut réécrire :

flxo+u+v)— floo+v) — flowo+u) + f(x0) .

5=

Si on prend d’abord la limite quand v — 0 on obtient

f (o +v) = f(xo)

()

qui converge vers la dérivée seconde f quand v — 0. On peut aussi considérer
directement la limite quand u,v — 0. Si f est C?, on trouve la méme limite.

2. Différentielles secondes

Soit f: U — F ou U C E est un ouvert et £/, F sont des espaces vectoriels
normeés.

DEFINITION 2.1. On dit que [ est 2-fois différentiable en xy s’il existe une
application bilinéaire continue B : E x E — F telle que

(2.1) Aupunf = flrotutv)=f(rotu)=f(wotv)+f(x0) = Blu,v)+o(||ull-[|v])
33
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lorsque u,v — 0. Cela signifie, Ve > 0, il existe o > 0 tel que, pour tout u,v tels
que ||ul| < a et ||v]] < «, on ait :

1 (o +u+v) = fzo +u) — flzo +v) + f(zo) — B(u,v)|| < ellull.lo] .
On note [’ (xo) = B la différentielle seconde en xy.

On voit immédiatement que B est symétrique, car le membre de gauche est
symétrique en u, v.

FIGURE 2.1. Le parallélogramme Py

Géométriquement, les 4 points xg, xo+u, xo+v, o +u-+v sont les 4 sommets
d’un parallélogramme P, , et la condition u,v — 0 signifie que les 4 sommets
tendent vers x.

Faisons quelques remarques :

a) méme si £ = F = R, lexistence de la différentielle seconde n’implique pas
a elle seule la différentiabilité ; il suffit de prendre pour f un application additive
non linéaire : on aura B = 0.

b) La formule précédente donnera le schéma standard de différence finie
pour le calcul numérique des dérivées secondes. En particulier, on écrira les
discrétisations standard du laplacien comme laplacien combinatoire.

¢) On voit immédiatement que la convexité de f implique la positivité de la
différentielle seconde comme forme quadratique (i.e. Yu € E, B(u,u) > 0).

d) Si £ = F = R, la différentiabilité a 'ordre 2 en z( équivaut a 'existence
de la limite

I limof($o+u+v)—f($0+u)—f($o+v)+f($0) .
U, V— uv

Lorsque f est C! et f est aussi C1, le nombre [ est égal & f (x0). 11 est aussi égal

a la limite de
flwo +u) + f(zo —u) — 2f(z0)

u2
lorsque u — 0 (faire v = —u). Preuve
On pose p(x) = f(z +v) — f(x) qui est C'. Par le théoreme de
Rolle :

Awo,u,vf = (p(ZL‘ + ’LL) - So(f) = USO(C)
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avec ¢ €|z, z + u[. Puis ¢(c)f(c+v) — f(c). Comme f est C', on
peut appliquer Rolle a nouveau :

Aaco,u,vf = uvf(d)
avec d €|c,xg + ¢[. Lorsque u,v — 0, ¢ — 0 et par suite d — 0.
Donc A f
Bovsad _ o).
uv
[

DEFINITION 2.2. §i E = R" et F' = R, la différenticlle seconde de [ en
xo est une application bilinéaire symétrique de R™ x R™ dans R ; on appelle
matrice hessienne ou simplement hessienne de f en xy la matrice (symétrique)
de cette application. C’est la matrice notée Hessy(xg) dont les éléments sont les

f7 (o) (€5, €5).
3. Fonctions C?

Si f:U — F,U CR" on peut définir les dérivée partielles secondes et plus
de la facon suivante : si f admet une dérivée partielle par rapport a z; dans U,
notée 2L : U — F, on peut considérer des dérivées partielles secondes

ox;
Oz,
ox;
que 1'on note
0 f
Ox;0x;

DEFINITION 2.3. On dira que f est C? sur U si elle est C* et que ® : x —
f'(z) de U dans L(E, F) est aussi C".

D’apres le théoreme 1.2 du chapitre 1, si E=RP et FF =RY, f = (f1,--, f,)
est C? si et seulement si les dérivées partielles
0 fi
&L’i&cj

existent et sont continues pour tous ¢, j,k avec 1 <k <gq, 1 <1,5 <p.

THEOREME 2.1. Si f est C? sur U, [ est 2-fois différentiable en tout point
de U, x — f"(x) est continue de U dans B(E x E,F) et on a :

2

0
(21) Vu,v € E7 f”({L'0)(U, U) = @f(l’o + su+ tv)|8:t:0

En particulier, si E = R",
_ o

f7(wo)(ei, €5)
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COROLLAIRE 2.1. (lemme de Schwarz) Si f : U — R avec U C R" est C?,
on a :
0*f 0 f
axi&rj N 8xj8x, '
La hessienne de [ en xqg est alors la matrice symétrique des dérivées partielles
secondes de f en xg.

Preuve
On va faire la démonstration dans le cas ou £ = R" et on suppose
qu’on a pris la norme ||z|| = >_ |x;]. Calculons la dérivée partielle
O f(xo + su + tv
0sot '

On trouve par un calcul sans malices :

Pflzo+sut+tv) ~~ 0f
dsot N ijm al‘lal'j

(2o + su+ tv)u;v; .
Donc, pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que, pour ||u|| < «, [Jv] <
a, |s| <1,[t <1, on ait :

||82f(:p0+su+tv)_ " 9%f
Jsot i1 &rlax]

(zo)uivs|| < elfullffv]] -

On a besoin du :

LEMME 2.1. Sip:[0,1] x[0,1] — F admet une dérivée seconde
partielle continue

0P
0sot Als,t)

¢(1,1)—¢(1,0)—¢(o,1)+¢(0,0):/0 /0 A(s, t)dsdt

On applique le lemme a ¢(s,t) = f(zo + su+ tv). On obtient
ainsi
1 1 62
Axo,u,vf - /0 /0 @(][(l’o + su + tU))det

Puis

1 1 n aZf
Apgunf = tv)uv; |dsdt .
o) /0 /0 <”Z:1 P, (o + su+tv)u v]) s

On en conclut :

1A unf = Y f(xo)uz'vj)dsdtll < ellulll[l -
A7j

.Tia.l’j
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4. Forme quadratique associée a la différentielle seconde

On va aussi considérer la forme quadratique (& valeurs vectorielles) associée
notée encore

J7 (o) (X, X))

En termes des dérivées partielles :

P (X, X)) = 3230 5 ) XX,

i=1 j=1

Rappellons que, si @) est une forme quadratique a valeurs scalaires sur un
ev de dimension finie n, on définit son indice et sa nullité de la facon suivante :
'indice n_(Q) est le sup des dimensions des sev F' de E ou () est strictement
négative sur F'\ 0. La nullité ng(Q) est la dimension du noyau de la matrice
Ag = (a;;) a ne pas confondre avec la dimension des espaces isotropes. On dit
que la forme @ est non dégénérée si ny(Q) = 0.

A changement de variables linéaire pres, une forme quadratique est car-
actérisée par ces 2 entiers. On pose n(Q) = n_(—Q) = n — (n_ +ng). 1l
existe une base de E telle que
Qrr, - an) = (@] - vap,) = (W + o+ 2 ) -

Invariance de la dérivée seconde en un point critique.
Sif:U—-Ret F:V — U, l'expression de la différentielle seconde de f o F
est compliquée, sauf en zg tel que, si F'(xg) = yo, f'(y0) = 0. On a alors :

(f o F)"(w0)(X1, X2) = f” (yo) (F"(w0) X1, F'(20) X2) .

Cela permet de définir 'indice et la nullité d'un point critique xy de f comme
ceux de f7(zg). On dit que le point critique est non dégénéré (ND en abrégé) si

f7 (zo) Vest.

5. Différentielles d’ordre arbitraire et dérivées partielles

On peut définir de fagon analogue la différentielle d’ordre k£ de f en z(y qui est
par définition une application k-linéaire symétrique de F X --- X E dans F'. On
a aussi 'équivalence des notions de fonctions de classe C*.

Sif:U—R,U CR"est C* on peut définir des dérivées partielles d’ordre

k:
g , 0 of
5 G () )
pour toute suite d’indices 7, -+ ,i;. A cause du lemme de Schwarz, I'ordre des

dérivations importe peu pourvu que f soit C*.
On est ainsi amené a noter les dérivées partielles de la fagon suivante :
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olel ¢

- &:al—i_"'—i_a .
ozt -+ - Qxon’ o "

6. Formules de Taylor a une variable

6.1. Formules de Newton pour l'interpolation et formule de Taylor
pour les polynémes. On cherche le polynome P de degré N tel que, pour
i=0,---,N P(zx;) = a; avec x; = xo + €i. On fabrique le tableau des différences
successives des a; dont on note Ay, la premier terme de chaque ligne. Par exemple,
voici ci-dessous le tableau correspondant & a; = x? pour zp =4, e =1et N =3 :

¢ 0 1 2 3
z, 4 5 6 7
a; 64 125 216 343

(2.1) Ay 61 91 127 —
Ay 30 36 - -
Ay 60— - -

On a alors la formule due a Newton :
s(s—=1)---(s— (N —
N!
Cette formule permet de calculer les interpolations de degré quelconque dans une
table.
On en déduit la formule de Taylor pour un polynome de degré N en posant
se = x et en faisant tendre ¢ vers 0. Il suffit de remarquer qu’on a alors :

1
(22) P(x0+55):a0+5A1++ ))AN

On obtient :

6.2. La formule de Taylor pour une fonction C*. Soit f une fonction
C* d’une variable définie dans un intervalle ouvert I contenant 0 et 1. Soit
g(t) = f®(t) la dérivée d’ordre k de f, il est clair que f(t) est déterminée par g
et les dérivées d’ordre < k — 1 de f en 0 par la formule suivante :

F(t) = FO)+tF/(0) + -+ ( TR /ﬂ/ ,/ g(te)dts -y,

On peut appliquer Fubini a cette 1ntegrale R(t) qui donne :

R@ZAA&MWM%

avec

A(t,u) = volume({t = (t, - tp_1) ER" Hu <ty <---<t; <)),
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qui vaut ﬁ(t — )kt

Cela donne la formule de Taylor avec reste intégral et le développement limité
a l'ordre k de f en 0.

THEOREME 2.2. Si f est C* sur un voisinage de 0 a valeurs dans un Banach
F,ona:
tk*l tk

= 1)!]‘1(1‘“_1)(0) + = 1)!/0 f® (st)(1 - s)¥ds .

COROLLAIRE 2.2. Mémes hypothéses que dans le théoreme 2.2, mais F = R,
alors il existe T €]0,t[ tel que

f@t) = fO)+tf(0)+---+

ft) = fO)+1f'(0) + -+

tk—l
k—1)!

COROLLAIRE 2.3. (formule de Taylor-Young) Mémes hypotheses que le théoréme
2.2

FED(0) + L)

F(0)= FO) 170+ g5y P00+ 1 FO0) + oft)

7. Interpolation

La formule de Taylor décrit 'approximation polynomiale de la fonction f qui
est asymptotiquement la meilleure quand = — x.

On peut se poser le méme probleme de facon plus générale : si I C R est un
intervalle et ag < a; < --- < a; sont des points de I et f: 1 — R, il est facile de
voir qu’il existe un unique polynéme P de degré < k tel que Vi, P(a;) = f(a;).
Comment évaluer la différence R(z) = f(z) — P(x) 7 On a le résultat suivant :

PROPOSITION 2.1. Supposons que f est C**1, alors pour tout x € I, il existe
& qui est dans le plus petit intervalle contenant x et les a; tel que

FED(E
f@) = P+ 7St o - 0.
Preuve

Soit x = xq fixé et p tel que

F o) = Plo) + o0 — ay) -

Soit F(z) = f(z) — P(z) — £I1%o(x — a;) , on a F(a;) = 0 et

F(z) = 0. 1l existe donc ¢ dans le plus petit intervalle contenant

les a; et 2 tel que FETD(€) = 0 (appliquer le théoreme de Rolle &

fois). Et on a aussi F*+1)(x) = fE+D(g) — p.

0

On utilisera en particulier ceci lorsque k = 1 et f est C? ; le polynome P est
alors I'interpolation affine.
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8. Formule de Taylor a plusieurs variables

Soit f : U — R de classe C* et my € U, il existe un unique polynéme
P(X) = Z;LOPI(X) de degré < k tel que les P, sont homogenes de degré [ tel
que :

f(wo +X) = P(X) + o X]*) .
P,(X) s’écrit a I'aide des dérivées partielles de f:

Ecriture pour k£ = 1: définition de la différentielle. Ecriture pour k = 2:

fxo + X) = f(xo) + f'(w0)(X) + %f”(xo)(X,X) +o([[X) -

On peut obtenir une expression intégrale du reste.

Comme on a l'unicité, on peut souvent calculer les polynomes de Taylor di-
rectement par un calcul direct de développement limité.

Exercice : calculer le développement de Taylor a l'ordre 4 en 0 de

2 .
e sinw .
9. Réciproque du lemme de Schwarz

Soit U un ouvert de R" et w = ), a;(x)dxz; une fonction sur U x R™ & valeurs
réelles. On se placera dans le cas ot les a; sont C'. On dira que w est une forme
différentielle (de degré 1) sur U.

Si il existe f telle que df = > a;dx;, on dira que w est ezacte ou que c’est une
différentielle totale.

Si f est C?, le lemme de Schwarz implique alors que

8ai . aaj
al‘j n al‘l .
Si les a; sont C! et vérifie la condition précédente, on dira que w est fermée.

Toute forme exacte est fermée, la réciproque est fausse, mais localement vraie,
on a le

Vi, ,

LEMME 2.2. Si U est un rectangle et w fermée dans U, il existe f : U — R
telle que df = w.
Si U =R?\ 0, la forme
xdy — ydz
EEr
est fermée, mais non exacte. La fonction # n’est pas définie globalement sur U

(ligne de changement d’heure), mais elle est définie localement a un multiple pres
de 27 et donc sa différentielle df est bien définie, fermée et non exacte.

7 d977 —
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Si vy : [a,b] — U est une courbe C' et w est une 1-forme sur U, on peut définir
L w et ce nombre ne dépend pas du paramétrage de 7, mais seulement de son
orientation.
Si w = df, f,yw = f(v(b)) — f(y(a)) ; si dw = 0, 'intégrale sur 2 chemins
homotopes a extrémités fixées dans U est la méme.






CHAPITRE 3
SYSTEMES D’EQUATIONS NON-LINEAIRES

Dans tout ce chapitre, les evn sont complets.

1. Rappel sur les systémes linéaires en dimension finie (stabilité
structurelle)

Soit » . a;jx; = b; un systeme de n équations linéaires (1 < i < n) a n
inconnues z;, 1 < j < n. On dit que ce systeme est de Cramer si la matrice
A = (a;;) est inversible. Dans ce cas, on a existence et unicité de la solution.
On remarque que cette condition est ouverte : ’ensemble des A inversibles est
un ouvert de l'espace vectoriel de toutes les matrices n X n (par exemple, écrire
I'équation det(A) # 0 qui fait apparaitre I'image réciproque d’un ouvert de R par
une application continue).
Un meilleur argument (valable dans les Banach et n’utilisant pas le déterminant)
consiste a écrire la série de Neumann suivante qui converge pour | B|[||A7|| < 1:
o0
D (-1)(AT'ByATT =AT - AT'BAT £
i=0

et donne l'inverse de A + B.

Il faut remarquer que cette série peut s’obtenir naturellement de la fagon
suivante : on réécrit ’équation (A + B)z = y sous la forme équivalente

r=A"y—A"'Br =T(x),

ou lapplication T est contractante si [|[A™'B|| < 1. Les sommes partielles de
la série coincident alors avec les images de z par les itérés successifs de T a
(—1)"(A~1B)"x pres.

Cette approche n’a pas grand chose a voir avec la linéarité.

Si on note GL(F) (FE Banach) 'ensemble des homéomorphismes linéaires
(groupe) de E dans E. On voit ainsi que GL(E) est un ouvert de L(E, E)
(quelle topologie 7).

On peut aussi a partir de la série calculer la différentielle de C' = A~ :

dC = —A'dAA! .

En particulier, on voit que l'incertitude sur A~! est controlée en terme de la
norme de A~ cela est lié & ce que les numériciens appellent conditionnement du
systeme linéaire.

43
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2. Méthode de point fixe

Dans ce §, je note B'(x,r) la boule fermée de centre x et de rayon r et B(x,r)
la boule ouverte. Soit F': U — E ou U C F est un ouvert et E est un Banach.
On généralise ainsi la notion de systeme de Cramer :

DEFINITION 3.1. Un point xy € U tel que F(xy) = 0 est dit stable si la
différentielle F'(xq) est inversible.

/(@) (@) /)

o x xo x xo x
Stable Instables

FIGURE 3.1. Zéros stables et instables

THEOREME 3.1. Soit F. = F +eg:U — E ou F, g € C'(U,E). On suppose
que la norme C* de g sur U est < M, que F(xy) =0 et zy est un zéro stable de
F. Alors il existe des constantes > 0, rq, €9 et C' ne dépendant que de F' et de
M telles que :

(1) Pour tout € avec |e| < eq, il existe un unique x(¢) € B(xg,ro) tel que
Fe(z(e)) =0
(2) On a :
|x(e) — xo|| < Ce .

COROLLAIRE 3.1. Sous les mémes hypotheses et si E est de dimension finie,
on peut remplacer B(xg,ro) par tout compact K C U tel que xo € Interieur(K)
st xg est le seul zéro de F dans K.

Preuve

La stratégie est de réécrire I’'équation
F(z)+eg(z) =0
sous une forme équivalente
T.(x) ==z

ou T, est une application contractante de rapport % de la boule
B'(z9,70) qui est compléte, car fermée dans ’espace de Banach E.
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On pose L = F'(zg). On réécrit I'équation F.(z) = 0 sous la forme
équivalente suivante

avec
T.(z)=x— L oF(x) —eL ' og(x).

Il est clair que T(zp) = 0 et donc T.(z) est petit pour € petit et x

proche de z.

On choisit d’abord 7 (ne dépendant que de F') tel que, si ||z —
xo|| < 7o, on ait

|fd— Lo F(a)] <

o |

grace a la continuité de © — F'(x) en xy.
Puis €y, ne dépendant que de F et M, tel que, si |e| < g, on

<z
o [eL o g ()] < 5.

Alors, pour |g| < gg, T. est une application contractante de
rapport 1/2 de B'(xg, o) dans lui-méme et méme dans B(xg, 1) :
en effet, ||T.(xg) — xo|| < 7o/3 et, par les accroissements finis

1
ITe() = (@) < Slle — 2.

Donc

T T
ITo(2) = o]l < 1 Te(2) = Te(oll + 1 Te(zo) — zoll < 5 + 50 <To -

On en déduit, car la boule B'(xg,79) est complete, que le suite
T (x¢) converge vers l'unique point fixe z(e) de T, et qu'on a la
majoration

1
[T (o) — ol < (T4 5 + -+

S+ T () — ol

et en passant a la limite :
lz(e) = woll < 2| T(x0) — ol ,

Puis ||TL(x) — 0|l = |e|[|L7 o ¢'(z)]] < Cle|, ce qui conclut la
preuve.
O
On voit ainsi qu'une solution stable de F'(x) = 0 est stable par petite pertur-
bation au sens C! : il y a persistance d’une unique solution proche de la solution
initiale.
Ezemple : F.(z) =2z + (1 +2°), K = [—1,+1]. Déterminer &.
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2.1. Perturbations C°. Dans le théoréme 3.1, on peut se contenter de g
continue, mais alors on n’a plus unicité :

THEOREME 3.2. Soit F. = F +eg:U — FE ot F € CY(U, E) et g continue.
On suppose que F(xg) = 0 et xy est un zéro stable de F. Alors il existe des

constantes > 0, ro et gq telles que : Pour tout € avec |e| < &g, il existe un
x(e) € B(xg,ro) tel que F.(x(g)) =0

Il n’est pas question de prouver ce théoreme dans le cadre de ce cours sauf
avec I = R, cas ou il résulte du théoreme des valeurs intermédiaires.
Preuve

Soit a < g < b tels que F(a)F(b) < 0. 1l existe alors ¢ tel que,
pour | < g¢, on ait :

(F(a) +eg(a))(F(b) +eg(b)) <0
et le théoreme des valeurs intermédiaires donne un zéro x(e) de
F + &g dans |a, b.

OJ

Remarquons que 'unicité est définitivement perdue : prendre f(x) = x avec

29 = 0 et g(z) = wsini. Alors F + eg admet une infinité de zéros dans tout
voisinage de 0.

3. Inversion locale
On peut appliquer ce qui précede a I’équation

flz)=vy

avec y proche de yo = f(xo). Plus précisément, on pose y = yo+ca avec |la|| = 1.
Et on obtient I’équation : f(x) — yo — ca = 0. La condition de stabilité s’écrit
f'(xo) inversible.

DEFINITION 3.2. f: U — V (U C E, V C F ouverts) est un difféomorphisme
Ck (avec k > 1) de U sur'V si f est bijective, de classe C* ainsi que son inverse.

ProrosiTION 3.1. Si f : U — V est un difféomorphisme et que U C FE et
V C F sont non vides, on a : dim £ = dim F'.

Soit kg € U, yo = f(x0), A = f'(z0) et B = ¢'(y0), ona: Bo A = Idg et
Ao B =1Idr. Donc E et F sont des espaces vectoriels isomorphes.

Remarque : la méme proposition est vraie avec k = 0, i.e. si f est un
homéomorphisme. C’est un théoreme dur sauf si dim £ = 1.

On a le théoreme suivant dit d’wnversion locale :

THEOREME 3.3. Soit f : U — F de classe C*, avec k > 1, soit vy € U tel
que f'(zg) est inversible. Alors il existe des voisinages ouverts Vi de xqy et Vo de
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Yo = f(xo) tels que f est un difféomorphisme C* de Vi sur Vy. La différenticlle
de g = f~! est donnée par :

Preuve

(1) f est une bijection de V; sur V;. On applique le théoreme 3.1 a
I'équation f(z)—yo—ea avec ||al| = 1. On en déduit 'existence
d'un rg > 0 et d'un ¢y > 0 tels que cette équation ait une
unique solution dans B(xg, o) pour |¢| < €. Autrement dit
I'équation f(z) = y admet une unique solution dans B(zg, q)
si y € B(yo,c0). On pose Vi = B(xg,7r0) N f~H(B(xg,&0)) et
‘/2 = B(l‘o, Eo).

(2) f~1 est différentiable. Tl suffit de montrer la différentiabilité
en 1o car on peut appliquer le théoreme en tous les points
de V, si on a choisit g pour que f’(x) soit inversible lorsque
x € B(xg,79). On a, en notant L = f'(xg) :

Y — Yo = L(x — x0) + o(||z — z0]|) ,

puis a cause de la majoration 2 du théoreme 3.1

|z = zoll = O(lly — woll) ,
d’ou
z— 0= L' (y—yo) +olly —oll) -
(3) f~% est C*. On part de lexpression ¢'(y) = f'(g(y))~t. Si f
est C? cette expression est C!, car on sait déja que g I'est. On
amorce ainsi une preuve par récurrence sur k.
O

On a ainsi les :

COROLLAIRE 3.2. Si f : U — E est C! de différentielle inversible en tout
point, [ est ouverte (I'image de tout ouvert de U est un ouvert de E) et localement
injective (pour tout o € U, il existe un voisinage W de o tel que la restriction
de f a W est injective).

COROLLAIRE 3.3. Si f : U — F est CF, injective et que f'(x) est partout
wversible, alors :

i) f({U) =V est un ouvert,

i) f est un difféomorphisme C* de U surV. En particulier f est un homéomorphisme.

EXEMPLE 3.1. 1) Si f :Ja,b[— R est C* a dérivée strictement positive en
tout point, f est un difféo. de ]a,b] sur son image. C’est ainsi qu’on construit
les fonctions comme arcsinus, arctangente, racine carrée, etc..

2) Soit f:{x >0,y >0} — R? = C définie par z — 2> c’est un difféo. sur
le demi-plan Sz > 0.
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3) Les cordonnées non-linéaires (polaires, sphériques).

4) L’ application A — A? sur les matrices nxn symétriques définies positives,
application z — (H%)Q sur le disque unité de C.

5) L’application (z,y) — (X = coshzcosy,Y = sinh X siny) est un difféo.
local hors de l'origine. Monter que c’est un difféo. du rectangle |a,b[x]c,d| sur

un quart d’ellipse.

4. Théorémes des fonctions implicites

On va déduire du théoreme d’inversion locale le théoreme des fonctions im-
plicites.

Soit E, F, G 3 Banach, U un ouvert de £ x F, f : U — G une application C*
avec k > 1, (xo,yo) € U tels que f(xg,yo) = 0. On pose L = g—Z(!Eo,yo) € L(F,G),

K =% (x0,90) € L(E,G).

THEOREME 3.4. (des fonctions implicites) Si on suppose que L est inversible,
il existe A, (resp.B) des boules de centres xo, (resp.yo) telles que, pour tout
x € A, Uéquation f(x,y) =0 admette une unique solution y = g(x) dans B. De
plus g: A — B est C* et

g (xg)=—-L'oK .

Yo

FI1GURE 3.2. fonctions implicites

Preuve

On introduit F(z,y) = (x, f(z,y)) et on montre que I’hypothese
L inversible implique que F’(xg,yo) est inversible ; en effet

dF = (dz,df = Kdx + Ldy)
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que l'on inverse facilement en
(dz = dx, dy = L™ (df — Kdz)) .

On en déduit qu’il existe un voisinage A de xy et un voisinage B
de yo tel que si on applique le théoreme 3.3 avec Vi = A X B, et
Q=V,Nn{f =0},ona=Aet pour tout z € A, il existe un
unique y = g(x) € B tel que f(z,g(z)) =0 et g est de classe C*.
On a

Kdx+ Lo g (z)dx =0

d’ou le calcul de ¢'(z).

O
Remarque : calcul de la différentielle de la fonction implicite
Kdxr + Ldy = 0 ou K, L sont les dérivées partielles de f par rapport a z,y.
L’hypothese faite que L est inversible donne :

dy=—L"1 o Kdx .

Le fait que I’équation donnant dy soit réguliere justifie 'existence de la fonction
implicite !

EXEMPLE 3.1. Soit f : R* — R une application C*. Soit X = {f(z,y) =
0} C R%  Au wvoisinage de tout point de X tel que les 2 dérivées partielles ne
s’annulent pas simultanément, 'ensemble X est le graphe d’une application C*

y=¢(x) ouz =1Y(y).

5. Stabilité structurelle des points fixes

Soit f: U — U et xg € U tel que f(xg) = xo, on suppose que L = f'(z9) n’a
pas 1 comme valeur propre. Si f. converge au sens C! vers f, f. admet pour e
petit un unique point fixe dans un voisinage V' de xy qui tend vers x( avec € : on
dit que le point xq est structurellement stable.

6. Sous-variétés de R"

6.1. Motivations. Il s’agit de définir une classe de sous-ensembles réguliers
de R™ évitant par exemples les points de type cusp, points coniques, intersection
de nappes, etc ...

Ces sous-ensembles X sont isotropes, ont une dimension d < n et tout point
de X admet un voisinage homéorphe (et méme) difféomorphe a une boule ouverte

de R?,
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a éviter

FIGURE 3.3. sous-variétés

6.2. Graphes. Soit R” = R? @ R? avec ¢ = n — d, olt cette décomposition
résulte d'une partition de 'ensemble {1, - - - ,n} en une partie a d éléments {iy, -+ ,iq}
et son complémentaire.

Soit U C R? un ouvert et f: U — R? de classe C' au moins. Le graphe X
de f est le sous-ensemble de R™ défini par :

Xy = Az, f(@))|lz € U} .

6.3. Contingents et espaces tangents. Soit X C R" et 2y € X ; définissons
le cone tangent (ou contingent) C,, X d’un sous-ensemble X en z, comme ’ensemble
des vecteurs vitesses a l'instant ¢ = 0 des courbes C*

~v:10,1[—- X CR"

telles que v(0) = 2.
C,,X est un cone : il est invariant par homothétie positive.

PROPOSITION 3.2. Si f est différentiable en v = x, le cone tangent C. Xy
est le sous-espace vectoriel de R™ d’équation Y = f'(x9)X ; on l'appelle espace
tangent (vectoriel) a Xy en zy et le note T, X . L’espace tangent (affine) a pour
équation :

y— f(xo) = f/(xo)@ — ) .
6.4. Sous-variétés de R™.

DEFINITION 3.3. Une sous-variété de classe C* (k > 1) et de dimension d
de R™ est un sous-ensemble X de R™ tel que, pour tout zy € X, il existe une
partition de {1,--- ,n} en un sous-ensemble a d éléments et un sous-ensemble a
n —d = q éléments et un application f: U — R?, U ouvert de R¢, de classe C¥,
telle que Xy soit un voisinage de zy dans X, i.e. il existe un ouvert 2 C R" tel
que 29 € 2 et X N = Xy,
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Cette définition est un peu difficile a mettre en oeuvre ; on peut vérifier que les
spheres de {} 7" | 27 = 1} sont des sous-variétés de classe C™ et de dimension n—1

de R™. Localement, & permutation prés des coordonnées, U = {32122 < 1} et

(@ stnt) = £/ T— @ T+ a2 ).

Compte-tenu de ce qui précede, on voit qu’'une sous-variété de R™ de dimen-
sion d admet en tout point un espace tangent, sous-espace vectoriel de R™ de
dimension d. On est aussi amené a considérer I'espace affine tangent qui est
I'espace affine de direction 7, X passant par z.

6.5. Sous-variétés définies par des équations. Soit ) C R" et f =
(f1,-++, fy) : © — R? une application de classe C*. Soit Z; = {z € Q|f(z) = 0},
on aimerait expliciter des conditions pour que Z¢ soit une sous-variété de R".

THEOREME 3.5. Si en tout zg € Zy la différentielle f'(z) : R" — R? est
surjective, Zy est une sous-variété de dimension d = n — q de R" ; son espace
tangent en zy est le noyau de f'(z).

Preuve

On choisit {i1,--- ,i,} tels que la sous-matrice associée a ce choix
de ¢ colonnes de f’(zp) soit inversible. On décompose ainsi R" =
R? @ RY et on écrit

Zp = {(z,y) e RT@ R f(z,y) = 0} .
L’hypothese faite sur le choix des coordonnées permet d’appliquer
le théoreme des fonctions implicites au voisinage de zj.
]

Gradients.

Si (E, < .]. >) est un espace euclidien et f : U — R de classe C' (U ouvert
de FE), on a défini le gradient de f en un point comme le vecteur gradf(zg) qui
satisfait :

VIV € E, < gradf(zo) |W >= f'(x)(W) .
Soit X, = f7'(a). Soit zy € X, tel que f'(xy) # 0, alors X, admet un plan
tangent T,, en xy.

PROPOSITION 3.3. Le vecteur gradf(xg) est normal a Ty, et orienté vers la
région f > a, i.e.
f(xo + egradf(zo)) > a
pour € > 0 petit.

6.6. Intersections de surfaces. Soient f,g : R® — R 2 applications de
classe C! et soient X = {f = 0}, Y = {g = 0} et supposons que f'(z) # 0 en
tout point z de X et ¢'(z) # 0 en tout point de Y. X et Y sont alors 2 surfaces
(variétés de dimension 2) de R?. Soit Z = X NY. On dit que X et Y sont
transversales en zp € X NY si les espaces tangents C,, X et C. Y se coupent
suivant une droite D, .
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Alors si c’est le cas en tout zp € X NY, X NY est une courbe (sous-variété
de dimension 1 de R?) d’espace tangent D, .

ExXEMPLE 3.1. L’ensemble des quadrilatéres convexes d’un plan euclidien a
isométrie prés peut étre vu comme un ouvert de R® : on considére le quadrilatére
Q = {0,A,B,C} avec O = (0,0), A = (a,0), B = (b,c), C = (d,e) et les
inéquations a >0, ¢ >0, e >0, be —cd >0, e(b—a) —c(d —a) > 0.

C

O A

FiGURE 3.4. Un quadrilatere convexe

Ceux d’aire fixée égale a 1 forment une sous-variété A de dimension /4, les
losanges une sous-variété L de dimension 2. L’intersection AN L est une sous-
variété de dimension 1. On considere les vecteurs tangents a A obtenus en ne
bougeant qu’un des sommets. Est ce qu’ils engendrent [’espace tangent au point
correspondant a un carré ¢ Ecrire une relation linéaire entre eux (penser a une
rotation globale du carré autour de son centre).

7. Calculs pratiques

Linéarisation : soit f : U — R, U C R", une application de classe C*.
Considérons 'équation f(z1,---,z,) = 0. On associe a cette relation (non-
linéaire) entre les variables x; une relation linéaire entre les dx; en chaque point
x € U qui s’écrit :

_9f

Zai(x)dxi =0, a;(z) = . (x) .

Si fij(xo) = b;, 1 < j < n et que le systeme linéarisé associé est de Cramer,
on peut appliquer le théoreme d’inversion locale au systeme f;(x) = y; pour y
proche de (b;).

EXEMPLE 3.1. : position a partir de 2 angles.
Supposons qu’on repére un point m = (x,y) du demi-plany > 0 par les angles
a, [ €0, x| de l'axe orienté Ox avec les demi-droites orientées Am et Bm avec

A= (—a,0), B=(a,0).
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y

A//\/a B//\ﬁ X

FIGURE 3.5. position a partir de 2 angles

On a les relations
(r+a)sina—ycosa=0, (r—a)sinff —ycosf=0,

qu’on pourrait résoudre explicitement en (x,y). On peut calculer directement dx
et dy en fonction de da et df de la facon suivante qui marcherait méme si on ne
pouvait pas calculer explicitement x et y.

sina dr —cosa dy = —(cosa (x + a) + sina y)da

sin 3 dx — cos f dy = —(cos B (z — a) +sin 3 y)dS .
qui est un systeme de Cramer facile a résoudre :
1
de = —————(rycos 3 da — rycosa df3), dy =-- -,
ot ry = ||Am||, ro = || Bm||.

EXEMPLE 3.2. : dérivées d’ordre supérieur des f.i. (ex: courbure d’une
courbe implicite).

Soit X = {f(x,y) = 0} C R? et (xg,yo) un point régulier de X. Supposons
g—g(xo, yo) # 0 et que y = p(x) soit la fonction implicite corespondante. Supposons
f C? et soit

Do, 90,70, So, tO
les dérivées partielles premicres et secondes de [ en (xg,yo). Alors @ est C?, on
souhaite calculer y”o = ¢” (xo). On écrit
p+aqy =0
et on dérive par rapport a x :

r42sy +ty” +qu =0.

Utilisation de développements limités.
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8. Résolution d’un systeme d’équations et méthode de Newton

8.1. Existence. En général, les méthodes topologiques garantissent 1’existence
de solutions.

EXEMPLE 3.1. : THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES. Si f
[a,b] — R est continue et f(a)f(b) <0, l’équation f(x) =0 admet au moins une
solution dans |a,b).

EXEMPLE 3.2. : DEGRE. Soit f: D — R? ou D est le disque unité et
F : St — R? sa restriction au bord. Si l’indice de F par rapport a O est non nul,
on est sur que l’équation f =0 admet au moins une solution.

EXEMPLE 3.3. : ECRITURE VARIATIONNELLE. On suppose que I’équation
f =0 équivaut a une équation F' =0 ou F : X — R. C’est souvent le cas pour
les problemes qui ont une origine physique. Il suffit alors de savoir que F a un
extremum.

EXEMPLE 3.4. : NORMALES A UNE SURFACE S ISSUES D’UN POINT
xo. Les pieds des normales sont les points critiques de la fonction numérique sur
S définie par x — d*(z, x).

On verra plus loin des méthodes de type gradient pour traiter ces cas.

8.2. Solutions approchées. Soit f(a) = 0. Une solution approchée de
f(z) = 0 est un point x tel que ||z — al| est petit.

Bien stir, ce n’est pas un bon critere puisque a n’est pas connu.

En général, on se contente de dire que f(x) est petit. Rappellons la :

DEFINITION 3.4. Si f : U — F est C', une solution a de f(z) = 0 est dite
stable si f'(a) est inversible.

Supposons que dans le compact D, f(z) = 0 n’ait que des solutions stables
et soit Z = f~1(0). Alors, on a :

d(z, 2) < Ol f (@)l -

8.3. Méthode de Newton. Si F est seulement continue, seules des méthodes
de type dichotomie permettent de localiser les solutions. Elles sont tres lentes.

Si F'est différentiable, on commence par trouver des approximations grossieres
par dichotomie ou méthode aléatoire et on utilise ensuite une méthode de point
fixe.

Soit a résoudre F'(x) = 0.

DEFINITION 3.5. Soit zg, I’équation linéarisée en xq est l’équation :
F(xo) + F'(x0)(x —x9) =0 .

x est solution de cette équation signifie que (x,0) est un point d’intersection
du plan tangent affine au graphe de F' et de 'espace E x 0.
Si F'(zg) est inversible, on obtient un x; donné par :

Ty = Ty — F,(l‘o)_l(F(l‘o) .
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On espere que z; sera plus proche de la solution que ne l'est xy. On pose T, (x) =
x — F'(x9) " (F(z)). Toute solution a de F(a) = 0 est point fixe de T}, .
Lorsque l'inversion de F'(z) est couteuse, on itére
Tog(2) = = F'(z0) " (F(2)) .
1

Ona T, (v) = Id— F'(xo)~" o F'(x). Donc si z est assez proche de la solution
a, supposée stable, T}, est contractante et la suite x,, 1 = T,,x, converge vers a.
Si cette inversion n’est pas couteuse, on linéarise au point z; et on obtient :

T(x) =2 —F'(z)"(F(z)) ,

c’est la fameuse méthode de Newton.

FiGURE 3.6. La méthode de Newton

DEFINITION 3.6. o Une suite x, € E converge géométriquement vers
a avec vitesse k si on a une inégalité

[z — al < CK"

avec k < 1.
e Une suite x,, € E' converge rapidement wvers a si on a une inégalité

Allzo — all)*”

1
i —all < <
avec Allxg —al < 1.
On remarque que la convergence rapide implique la convergence géométrique
avec vitesse k arbitraire.

THEOREME 3.6. Soit a un point fize de T supposé de classe C*, si |[T"(a)]| <
1, la suite x,, 1 = T(x,) converge géométriquement vers a. On peut prendre pour
k tout réel compris entre | T"(a)|| et 1. Ceci s’applique 6 Ty, = x—F'(x0) "  (F(x))
pour xy assez proche de a solution stable de F'(x) = 0.

Dans le cas ou T"(a) = 0, on a le :
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THEOREME 3.7. Si T est C?, T(a) = a et T'(a) = 0, la suite xp,y1 = T(z,,)
converge rapidement vers a pour xy assez proche de a.

On a besoin du :

LEMME 3.1. Si ||z,q1 — a| < Az, — a||® et ||xo — al| < 1/A, la suite (z,)
converge rapidement vers a.
Preuve
On écrit
Allzni — all < (Allz, —al)* .
Donc
Allzn = all < (Allzo — o))",

qui est la majoration cherchée.

OJ
On peut alors prouver le théoreme 3.7 : Preuve
Par Taylor, on a :
T(x) = T(a) + O(||lz — al*)
et on applique le lemme 3.1.
OJ

On a alors le

THEOREME 3.8. Si F est C®, si F(a) =0 et F'(a) inversible, pour x1 assez
proche de a, la suite de Newton

Tn41 = Tp — FI('xn)il(F('rn))
converge mpidement vers a.

Preuve

Si T(z) =z — F'(z) ' (F(x), on vérifie facilement que T est C? et
vérifie T"(a) = 0. 11 suffit donc d’apliquer le théoreme 3.7.
OJ
Ex : pour F(r) = 22 —2 la suite z,, converge rapidement vers V2 pour z; > 0.
La méthode de Newton a l'avantage d’une grande vitesse de convergence,
mais I’évaluation de F’(z)~! peut étre longue en grande dimension. D’autre part
il faut partir d'un zo qui soit déja une solution approchée de F'(z) = 0.
Ex : appliquer la méthode de Newton pour trouver les solutions complexes
de 22 +az+b=0.
Ex : appliquer la méthode de Newton pour trouver la racine carrée d'une
matrice symétrique définie positive.
Un exemple : trouver les cercles tangents a 3 cercles donnés.
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8.4. Méthode d’homotopie. Supposons qu’on veuille résoudre F'(z) = 0
et qu'on sache résoudre Fy(z) = 0. Si on peut trouver une famille £}, 0 <t <1
d’équations telles que (t,7) — Fy(x) est C', I} = F et toute solution z(¢) de
F,(z(t)) = 0 est stable, alors, sous certaines hypotheéses supplémentaires, on peut
trouver z(t) solution de Fy(x(t)) = 0 dépendant de facon C' de .

Hypothese possible : il existe un compact K C U tel que F, *(0) C K.

Numériquement, on discrétise I'intervalle (0, 1) et on résoud par Newton en
prenant comme donnée initiale, pour résoudre Fy, () = 0, x(tg_1).

Applications : cercles tangents a 3 cercles.






CHAPITRE 4

EXTREMAS DES FONCTIONS NUMERIQUES

1. Existence et topologie

Soit f: D — R une fonction. Supposons f minorée et soit m = inf,ep f(x).
m s’appelle le minimum (ou valeur minimum ou borne inférieure) de f. On
ne demande pas que cette valeur soit atteinte. Si f n’est pas minorée, on pose
inf f = —o0.

Une suite x,, de points de X telle que f(z,) tend vers m = inf f est appellée
suite minimisante pour f. Une telle suite existe toujours !

Tout x € D tel que f(x) = m s’appelle un point de minimum de f sur D.

Pour les maximas, changer f en —f pour se ramener aux minimas.

Les théoremes d’existence sont souvent donnés par la topologie, alors que la
caractérisation est liée au calcul infinitésimal : si on a un point de minima, la
fonction renormalisée en ce point en a aussi un.

Le théoreme de base est :

THEOREME 4.1. Si f : D — R est continue et D compact, f a des points de
MINIMUM.

Ce théoreme ne s’applique en général pas directement (domaines de définition
ouverts, non continuité (dim oo)).
Preuve

On extrait d’'une suite minimisante une sous-suite convergente
(compacité) et la limite est un point de minimum (continuité).

U

DEFINITION 4.1. f : D — R est dite semi-continue inférieurement (sci) en
xo st Ve >0, AV woisinage de xq tel que

Ve eV, f(x) > f(wo) —€ .

On peut aussi dire que les f~1(] =00, a]) sont tous fermés. Si f(x) = sup fo(z)
ou les f, sont continues, f est sci.

Si on a une suite minimisante pour f qui converge vers a et que f est sci en
a, a est un point de minimum de f.

Onale:
59
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THEOREME 4.2. Soit f : D — R, f semi-continue inférieurement, soit m =
inf f et supposons qu’il existe K C D compact et a > 0 tels que :

(r ¢ K) implique (f(x) >m+a) ,
alors f a au moins un point de minimum dans K.

Si D C R™ est un ouvert, une condition suffisante pour appliquer le théoreme
précédent est que f soit continue et f(z) tend vers +oo lorsque x tend vers I'infini
de D.

Rappellons que x,, — ocop si VK compact de D, il existe N tel que Vn > N,
x, ¢ K.

Dans un Hilbert, on utilisera le fait que les boules fermées sont compactes
pour la topologie faible et des propriétés de semi-continuité.

EXEMPLE 4.1. Soit X = {A;, As, -+, An} un sous-ensemble fini d’un espace
euclidien E de dimension finie dont on note d la distance. La fonction f : E — R
définie par :

f(M) = Zd(M, Ay)

est continue et on a, lorsque M — oo, f(M) ~ Nd(O, M) — oc.

EXEMPLE 4.2. Soit C' une courbe fermée simple d’un espace euclidien. Soit
f:C% — R la fonction définie par :

f(P,Q,R)=d(P,Q)+d(Q,R)+d(R,P) .

Elle a un mazimum sur C* (compacité et continuité). Ce mazimum est obtenu
pour un triplet (P,Q, R) de points 2 a 2 distincts. En effet, si P’ # P,

f(P,P,R) < f(P',P,R) .
EXEMPLE 4.3. Soit
X = {f € CH[~1,+1},R) | f(~1) = —1, f(1) =1}
et J: X — R définie par :
+1
J(f):/ 22 f'(2)? do .

1

Montrer que infx J(f) =0 et que ce inf n'est pas atteint.

2. Conditions du ler ordre

THEOREME 4.3. Si xy est un point de minimum de f: X — R, et V € Cpy, X
est tel que Oy f(xo) (V) existe, alors Oy f(x)(V) > 0.

En effet, si la dérivée directionnelle dy f () est < 0 et si vy : [0,a]— X est un
arc C'! issu de zg et de vitesse initiale V', pour € > 0 assez petit, f(7(t)) < f(zo).
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COROLLAIRE 4.1. Si xg est un point de minimum intérieur au domaine D C
E et f est différentiable en xqo, f'(xo) = 0.

En effet, alors les dérivées directionnelles vérifient Oy f(z9) = —0_v f(xo).

DEFINITION 4.2. Si f : U — R, léquation f'(a) = 0 s’appelle équation
d’FEuler du probleme variationnel associé a f. Les solutions de l’équation d’Euler
s’appellent points critiques de f ou extrémales du probleme variationnel. Les
valeurs de f en ces points s’appellent valeurs critiques de f.

THEOREME 4.4. Si D C E est défini au voisinage de xq par g(x) > 0 avec
g'(z0) # 0 (domaine a bord) et g(xg) =0, et si f est différentiable et atteint son
minimum en xo, on a f'(xg) = Ag'(x9), A > 0.

L’hypothese implique qu’il existe un voisinage U de zy dans E tel que DNU =
{z € Ulg(xz) >0} . Si ¢'(x0)(V) >0, zg+eV € D pour € > 0 assez petit, et donc
f(x0)(V) > 0. Si L, M sont 2 formes linéaires sur E, L # 0, telles que L(V) >0
implique M (V) > 0, il existe A > 0 tel que M = AL (choisir des coordonnées
dans F telles que L = z7).

Par exemple, pour une fonction d’une variable sur un intervalle fermé [a, b], a
point de minimum de f implique f% (a) > 0.

3. Conditions du second ordre

Soit ¢ une forme quadratique sur un evn E.

On dit que ¢ est définie positive 'l existe C' > 0 telle que g(z) > ¢||z||*. Cela
veut dire que n_(Q) = no(Q) = 0.

Soit maintenant f de classe C? et mg un point critique de f. La formule de
Taylor a 'ordre 2 en mg s’écrit alors :

1
fmo+X) = f(mo) + 5/ (mo)(X, X) + o | X|*) -
La forme quadratique f”(myg) s’appelle alors la hessienne de f en my.

THEOREME 4.5. Dans la situation précédente, si mg est un point de minimum
de f, f7(m) >0 (n_=0).

Réciproquement, si f”(myg) est définie positive, mg est un point de mimimum
local strict de f.

Si le point critique mq est ND, il est structurellement stable au sens suivant :
si f. converge au sens C? vers f, f. admet pour € petit un unique point critique
m. ND proche de mgy et de méme indice.

LEMME 4.1. (de Morse). Si mg est un point critique de f non dégénéré au
sens que 7 (my) est une forme quadratique non dégénérée, il existe un difféomorphisme
F d’un wvoisinage de mqo sur un voisinage de 0 tel que f o F~'(y) = f(mg) +

37 (mo)(y).
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La formule de Taylor au second ordre devient exacte dans ces coordonnées.

Application au tracé des lignes de niveaux d’une fonction réelle de 2 variables
réelles : on peut utiliser le lemme de Morse pour avoir I'allure pres des points
critiques ND.

o

FIGURE 4.1. Lignes de niveau et points critiques

Si on a un point critique d’indice 0 ou 2 les lignes de niveaux proches de ces
points ressemblent aux ellipses données comme ligne de niveaux de la différentielle
seconde.

Dans le cas d’un point d’indice 0, la ligne de niveau a un point double trasver-
sal dont les directions des tangentes sont les directions isotropes de la différentielle
seconde.

4. Extrémas liés

Soit a chercher les points extrémas de y = f(x) sur une sous-variété X de E
définie par des équations implicites fi(z) =--- = f,(z) = 0.

THEOREME 4.6. Simgy € X est un point de minimum local de f, il existe des
A tels que
f'(mo) = ZAifi/(mo) :
Les \; s’appellent les multiplicateurs de Lagrange. Ils ont souvent une in-

terprétation physique.
On a besoin du

LEMME 4.2. Soit L;, j =1,---,q q formes linéaires sur un espace vectoriel
E, F={x e E|Vj Lij(x) =0}, alors une forme linéaire L sur E est nulle sur
F si et seulement si il existe \; tels que L =Y \;L;.
Preuve

On applique le lemme précédent avec F' l'espace tangent en mg a
X, Lj = fi(mo) et L = f'(my).

Application 1 : fonction distance a une hypersurface.
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Soit X une hypersurface de R” muni de la métrique euclidienne canonique.
Soit g ¢ X et f: X — R définie par f(z) = d(xg, z).

Les points critiques de f sont les points tels que le vecteur zox est propor-
tionnel au gradient de f : xox est normal a X.

L’indice de la différentielle seconde de f en x dépend de la position de z sur
la normale a X en x : plus précisément l'indice change lorsqu’on franchit un des
centres de courbure de la surface en x.

Application 2 : mesures de Gibbs.

Soit X = {1,---, N} I'ensemble (fini) des états d’un systeme physique. Soit
E; € R I'énergie de 'état <.

Un état statistique du systeme est une probabilité p = (p;) sur X (ie. > p; =
1, p; > 0). L’énergie d’'un état statistique E(p) est 'espérance de i — F;, soit

Ep) = ZpiEi :

Soit . = infE;, E, =supE; et [ = [E_, E,]. L’énergie d'un état statistique
est situé dans I.
L’entropie d’'un état statistique p est :

S(p) =Y piLog p; .

Un état statistique est dit d’équilibre a I’énergie £ € I s’il maximise I’entropie
parmi les états statistiques d’énergie £. On note Pe = {p|> p; = L,p; >
0, Y. p:E; = E}. Un tel état existe pour chaque £ € I par compacité de Pe et
continuité de S. Il est unique si E_ < F, par convexité et situé dans l'intérieur
du polyedre P.

L’écriture des multiplicateurs de Lagrange donne ’existence de 2 nombres A
et p tels que :

Viu LOg bi = )\_,uEZ ’

et donc

avec Z = Y e HEi,

Le multiplicateur de Lagrange p s’écrit en thermodynamique 1/k7 ou k est la
constante de Boltzmann et 7' la température. On vérifie que S est une fonction
différentiable de £ et on a la relation :

oS 1

0 KT~
Application 3 :
extrémas d’une forme quadratique ¢(X) = (AX|X) sur la sphére unité d’'un
espace euclidien. Indices des points critiques. Minimax.
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5. Catastrophes

Soit f, : X — R une famille de fonctions continues sur un compact X, on
suppose que a € A espace topologique et que

a— fa

est continue de A dans C'(X,R), muni de la convergence uniforme. Il n’est pas
difficile de voir que @ — m(«) = inf,ecx fo(x) dépend continument de .

Soit Z, = {z € X |fa(zr) = m(a)} l'ensemble compact Z, ne dépend en
général pas continument de o. C’est le cas cependant aux points g tels que X,,
est réduit a un point.

L’exemple type est donné par f,(z) = 2! — 2% + az avec X = [~1,+1]. On
a: Zy = {%1/v/2}, alors que Z, ne comporte quun point pour a # 0 voisin de
0.

Considérons la question de la différentiabilité de m(«). Supposons maintenant
que A C FE est un ouvert d'un evn et que o — f, () est continue pour la topologie
C? uniforme.

On dira que « est régulier si Z, a un seul élément z(«) et que f, admet un
z(a) un minimum non dégénéré. Alors c’est encore le cas pour les o voisins de
a et a — x(a) ainsi que @ — m(a) sont différentiables. De plus

dm = Oy fo(z())da .

Les a non réguliers sont appellés points de bifurcations. Ex : trouver les
points de bifurcation pour
xt 2?

fu,v(SU):ZvLu?ijx, reR.

6. Minimax

Une fonction f : X — R (X C R") différentiable a en général des points
critiques qui ne sont ni des maximas, ni des minimas locaux. De tels points
s’appellent points cols pour une raison évidente liée a I’exemple ou f est la fonction
altitude d’un point en fonction de la latitude et de la longitude de ce point. Un
point critique non dégénéré est un point col si son indice € {1,--- ,n — 1}.

C’est en général la topologie de X qui force I'existence de points cols.

Ex : soit f: R? — R une fonction de classe C* telle que f(x,y) = 2> —y* en
dehors du disque D de centre O et de rayon 1. Alors f admet un point critique
qui ne soit pas un extremum local dans le disque D.

La hauteur h du col est définie par h = inf,(sup, f(y(t))) ou v décrit les
chemins v : R — R? tels que y(t) = (0,¢) pour [¢| > 1.

Montrons que f admet un point critique a la hauteur A qui est un col. S’il
n’y a pas de points critiques tels que f = h, Z = {f = h} est une sous-variété de
R? qui en dehors de D est formée de 4 arcs d’hyperbole.
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I1 faut regarder les différents cas de figures pour se convaincre qu’il est impos-
sible que Z ne contienne pas de point de croisement.

y y ‘

f>h f2>2h i
x \Jx i

C T

poi
col

FIGURE 4.2. existence de cols
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L’exemple précédent a été considérablement généralisé par Morse et ses suc-
cesseurs. Cette théorie (de Morse) est maintenant un outil de base aussi bien en
topologie, qu’en calcul des variations.



CHAPITRE 5

CONVEXITE

1. Définitions

FE est un evn.

DEFINITION 5.1. Un convere X C E est un sous-ensemble de E qui contient
tout segment dont il contient les extrémités :

Ve,ye X, Vi tel que 0 <t <1, te+(1—t)y e X .

convexe non convexe

FIGURE 5.1. Convexité

Les intersections de convexes sont convexes. Si L € FE’, les demi-espaces
L(z) < a sont convexes.

DEFINITION 5.2. Un polyedre convexe est une intersection finie de demi-
espaces fermés. Un polytope est un polyedre convexe compact.

DEFINITION 5.3. Un domaine D est dit strictement convere s’il est convexe
et que, pour tout couple x,y € OD avec x # y, le segment |z, y[ ne rencontre pas

oD.
DEFINITION 5.4. Une fonction f: X — R est dite convexe si X l'est et
Ve,y € X, VO<t <1, fta+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y) .

Une définition équivalente est de dire que ’épigraphe de f, & = {(z,2)| x €
X, z> f(x)} est convexe.

On définit de méme des ensembles et des fonctions strictement convexes :

67
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FIGURE 5.2. Un polytope et un polyedre de R?

DEFINITION 5.5. f : D — R est strictement convexe si Vx,y € D tels que
x #y, pour tout t avec 0 <t <1, ona :

flte+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 -1)f(y)
DEFINITION 5.6. Soit ay,--- ,a, n points de E et t; > 0 avec Z?:Jj =1.
Le point b =) t;a; est appelé barycentre des points a; avec les coefficients ¢;.

L’ensemble des barycentres de n points donnés est convexe, c’est le plus petit
convexe qui les contient, appelé aussi enveloppe conveze.

On peut montrer que tout polytope est enveloppe convexe d’'un nombre fini
de points (ses sommets) et réciproquement.

On peut construire les barycentres a partir de barycentres de 2 points : on
considere d’abord le barycentre a de ay, as avec les coefficients t,/5,t5/S et S =
t1 + to, puis le barycentre cherché est celui de a,as,--- ,a, avec les coefficients
S,t3, -+ ,t,. On montre ainsi I'inégalité :

FO tiag) < tif(ay)
des que f est convexe.

2. Continuité

PROPOSITION 5.1. Si xg est intérieur a D et que f est convere et majorée
dans un voisinage de xq, elle est continue en xo et, plus précisément, si f(x) —
f(zo) < M sur la boule fermée B de centre xq et de rayon a, on a :

M
(5.1) Vo € B, |f(z) = f(wo)] < —llz — o]

COROLLAIRE 5.1. Si f : E — R est convexe et majorée elle est constante.

COROLLAIRE 5.2. St E est de dimension finie N et f : X — R convexe, elle
est continue en tout point intérieur de X
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Preuve

Un tel point admet en effet une base de voisinages formée de
cubes centrés en ce point qui sont les enveloppes convexes de leurs
2N sommets et donc f est majorée sur ces cubes s’ils sont contenus

dans X.
O
Preuve
(de la proposition 5.1) Il suffit de montrer 'estimation (5.1) dans
le cas d'une fonction convexe d’une variable avec xy = f(zo) = 0.
Elle repose sur la figure 5.3.
M
f(x)
x
a
FIGURE 5.3. Continuité d'une fonction convexe
O

3. Opérations

PrROPOSITION 5.2. Si f,g: X — R sont convexes et A >0, u >0, \f + ug
est convexe.

Si fo 1 X — R est une famille de fonctions convexes, leur sup est fini sur un
sous convexe Y C X et y est conveze.

Si F : R — R est convexe et croissante et si f : D — R est convexe,
Fof:D— R est convexe.

4. Convexité et dérivées secondes

THEOREME 5.1. Une fonction de classe C? sur un ouvert convere X est
convexe si et seulement si la dérivée seconde est une forme quadratique positive
en tout point.

St la dérivée seconde est définie positive en tout point la fonction est stricte-
ment convezxe, la réciproque est fausse (ex: x — xt est strictement convexe).
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Preuve

1) Si fest C? ona:
F(a0) (X, X) = lim L0 £ X 2T Co = 220 = 27 ()

et ce rapport est > 0 a cause de la convexité de f.

2) Montrons le :

LEMME 5.1. Si f7(20)(X, X) > 0 pour tout xog € D et X € E,
on a :

)

Vo € D, f(zo+X) = f(xo) + f(x0)(X) .
Cela résulte de la formule de Taylor pour la fonction ¢(t) =

FIGURE 5.4. Une fonction convexe C?

On en déduit que
f(x) = sup Ly (x)

xo€ED
ou Ly, () = f(xo) + f'(xo)(x — o) (car f(xg) = Ly (xo) et le
lemme). f étant un sup de fonctions affines, donc convexes est
elle-méme convexe (voir la proposition 5.2).

Autre démonstration : il suffit de traiter le cas ou f : [a, 0] — R
est C? et Vo, f7(x) > 0. Soustrayant L : [a,b] — R affine telle que
f(a)—L(a) = f(b)— L(b) = 0, on suppose par I'absurde qu'il existe
x €la, b] tel que f(x) > 0. Soit z tel que f(zg) = sup f(x) ; il est
clair que f(zg) > 0 et comme f'(xq) = 0 et Va € [x0,b], f7(z) > 0,
on en déduit que f est croissante sur [z, b] et donc f(b) > 0 et une
contradiction.
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5. Minimas

THEOREME 5.2. (a) L’ensemble des points de minimum d’une fonction con-
vexe est conveze, il est réduit a au plus un point si f est strictement convexe.

(b) Tout minimum local est global.

(c) Si D est strictement convexe et f linéaire non nulle, si f atteint son
minimum c¢’est en un point unique de 0D.

Preuve
Le (a) est trivial, le (b) résulte du fait que si f(x) > f(zo), on a
f(y) > f(zo) pour tout y de la demi-droite d’origine x, orientée
par zoz. Le (c) est clair : le minimum ne peut pas étre atteint a
lintérieur car df # 0 et a cause de la stricte convexité, il ne peut y
avoir qu’un point de minimum au bord.

OJ
Dérivées directionnelles :

THEOREME 5.3. Soit f : X — R une fonction conveze et xy € X tel que
xo +tV € X pourt > 0 assez petit. Alors la dérivée directionnelle Oy f(xy) €
R U —o0 existe. De plus

f(zo +tV) > f(xo) + tov f(x0) -
Tout point xq tel que YV, Oy f(xzo) > 0 est un minimum global de f ; si f est C*
c’est le cas de tout point critique de f.
Preuve

La suite des
f(xg +1tV) — f(x0)
t

est décroissante quand t — 0.

0

Si xg + tV € X pour tout ¢ voisin de 0 ces dérivées sont finies et dy f(zg) >

—0_y f (o). En particulier, il existe une fonction affine de ¢ qui minore f(zq+tV)
tout en valant f(zo) en t = 0.

COROLLAIRE 5.3. Si f est convere sur X et xg est intérieur a X, il est
équivalent que toutes les dérivées directionnelles en xg sotent > 0 et que xy soit
un point de minimum (global) de f sur X.

6. Convexité forte
Dans la suite E est un espace euclidien de dimension finie ou non.

DEFINITION 5.7. Une fonction conveze f : X — R est dite fortement convexe
st f est continue et sl existe a > 0 telle que

(5.1) fa) =S|
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FIGURE 5.5. Dérivées a droite et a gauche d’une fonction convexe

est convere. On dit aussi que [ est a—convexe.

Une fonction av—convexe vérifie :

cty, _f@)+fly) o 2
< — — — X
Par exemple, le carré de la norme d’'un espace euclidien est 2-convexe.

Une fonction fortement convexe est strictement convexe. La réciproque est

fausse comme le montre 'exemple f(z) = z*.

PROPOSITION 5.3. Si f est C?, la a— convexité équivaut a
Vee X, VW eE, [ ()(V,V)>a|V|*.

Preuve

C’est clair car la différentielle seconde de f — §||.||* en zo est
f(xg) —a < | >.

LEMME 5.2. Si f : X — R est a—conveze, elle admet une minoration

flx) =2 Qx) —a,
ou ) est une forme quadratique définie positive. En particulier une fonction
a—convexe est minorée.

Preuve

On minore f par une forme affine L : c’est toujours possible ;
par exemple si f est différentitable en xq, f(x) > f(xo)+ f'(xo)(z—
zp). On se ramene ainsi au cas ou f > 0, car la forme affine est
minorée par —eQ(z) — A.

Ensuite, on écrit

F@) + flao) 2 0+ Sz = o
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O

PROPOSITION 5.4. Une fonction fortement convexe définie sur un convere
fermé de E de dimension finie (ou plus généralement sur un convere complet
d’un evn) atteint son minimum en un unique point xo. De plus toute suite min-

imisante, ie telle que f(x,) — inf f converge vers le point de minimum xy. Et

o — 2ol < 2 (f(x) — f(x0) -

«
Preuve

On suppose m = inf f. Soit x et y tels que m < f(x) < m+e¢
et m < f(y)) <m+e. On a donc :

a 5
—|lr — <e.
3 I yl® <
Donc toute suite x,, telle que f(x,) — m (suite minimisante) est

de Cauchy. Si zg est la limite de la suite (z,,), f(zo) = m.

0
Soit f: E — R de classe C?. Supposons Vz,V, f"(z)(V,V) > a||V]|?>. On a
alors :

(52) FEEY) < 207 + £~ Sl — ol
(5.3) I@) 2 1) + P W)@ =) + Flle — v
(5.4) (fy) = £ @)y =) = allz —y|I*.

Ces estimations sont encore vraies sous la seule hypothese de la a—convexité.

7. Théoréeme de projection

Soit X C (E,d) un fermé d'un espace métrique. Si xy € E, on appelle
projection de zy sur X tout point de minimum de la fonction f : X — R définie

par f(z) = d(zo,x). Un tel point existe des que X est compact ou que E est un
evn de dimension fini et X fermé.

THEOREME 5.4. St E est un espace euclidien de dimension finie et X C E est
un conveze fermé (ou plus généralement X complet dans un espace préhilbertien),
tout point o ¢ X admet une projection unique sur X, noté px(xo).

Cette projection px contracte les distances et le point yo = px(zo) est car-
actérisé par :

(5.1) VzeX, z#yo : <yo— Tolz—yo>>0.

X est donc contenu dans le demi-espace passant par yo et orthogonal a xgyo.
Toute suite minimisante est de Cauchy et donc converge vers la projection.
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Preuve

Cela résulte de la proposition 5.4 appliquée au carré de la dis-
tance & xy comme fonction sur X (F(y) = ||y — xo||?) et pour la
caractérisation 5.1 du calcul de la dérivée directionnelle de F' : si
V=z—yyavec z€ X,ona:

OvF(yo) =2 < yo — 2olz —yo > .

On peut donner aussi donner une démonstration directe de
résultat important : soit (x,) € X une suite minimisante alors
() est une suite de Cauchy. Si on pose m = inf,cx d(zg, ) et
qu'on a :

m < d(zp,xo) <m+eet m<d(x,,x) <m+e
on a aussi

mgd(M

7‘77(])

car le point z = £252n est dans X. On en déduit : ||z, — z,|* <
4((m+e)* —m?) .

8. Théoreme de Hahn-Banach
Ici E est supposé de dimension finie.

THEOREME 5.5. Soit f : X — R conveze continue ot X est supposé convexe
fermé, xo un point de X et \g < f(xo), il existe alors une fonction affine L :
E — R telle que L(zg) = X\g et Vz € X, L(z) < f(z).

COROLLAIRE 5.4. Une fonction conveze continue définie sur un convexe fermé
de E est sup de fonctions affines (et réciproquement).

Preuve

On a besoin du

LEMME 5.3. SiY C F est un conveze fermé et yo ¢ Y, il existe
une forme linéaire M sur F qui sépare strictement yo et Y : il
existe a € R tel que

M(yo) < o < M(Y) .

Si 2y est la projection de y sur Y, on prend pour M la forme
produit scalaire avec zy — yq.

On applique le lemme avec Y 1’épigraphe de f et yo = (xq, Ao)-
M(z,\) = K(z)+ . On voit que § > 0 (faire tendre A vers +00).
Puis # > 0, appliquer 'inégalité sur M a (xo, f(zo)). On a donc

Ve e X, 5(f(z) = f(x0)) > K(z) = K(xo) ,
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et donc
f(2) > L(x) = %(K(%) — K@) + o .

9. Algorithme de relaxation

Soit & minimiser la fonction C? et a—convexe f : RN — R, ott RV est muni

de la structure euclidienne canonique. On construit une suite X" = (z7, -+, 2%)
de la facon suivante. On pose X' = X" et soit 1 <i < N et
1 1
in = (I?+ " 7x1i1j1 7x?7an) )

on calcule X/, en minimisant par rapport a la variable ¢ = x;. Lorsqu’on arrive
a Xy, = X" on recommence et on calcule X7 en minimisant par rapport
a 1. En fait ce qui compte est l'ordre cyclique sur les ¢, 1 <7 < N.

On passe ainsi en N étapes de

X=Xy = (IJIL’ 71‘?])
Xn+1 — (x?ﬂ’ .. ’an+1> )
On remarque aussi que l'algorithme dépend du choix d’une base de E.

PROPOSITION 5.5. Si f est C? et a—conveze, l’algorithme de relazation con-
verge vers le point de minimum de f.

Ezxemple : le probleme de Dirichlet discret.
Preuve

La suite des f(X") est décroissante et minorée, donc converge
vers une limite [.
On applique (5.3 a f comme fonction de x; :

f(Xi ) — f(Xi+1) > §|xz -y |2 = §||Xz _Xi+1||2 .

— (2

On en déduit X — X% | — 0 et donc, comme I'ensemble de ces
points est borné, que les 0; f (XJ") tendent vers 0 lorsque n — oo
(car 0; f(X7\ 1) =0).

De (5.4), on déduit ainsi, si Xy est le point de minimum de f :

af X7 = Xol* < f(XT)X] — Xo)
et donc )
17" = Xoll < — L/ (X

ce qui prouve la convergence.
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10. Algorithme de gradient a pas fixe

Les hypotheses sur f sont les mémes, mais on ne suppose plus £ = RY : F
est un espace euclidien. On suppose en outre que

1/ (@) = f')ll < Cllz = yll -
Soit > 0, on considere ’algorithme
Xpi1 = X, — pgrad f(X,,) ,
appelé algorithme de gradient a pas pu.

PROPOSITION 5.6. L’algorithme de gradient a pas p converge vers le point de
minimum des que

2c
0<“<5i

Preuve

Soit a le point de minimum de f, on a :

Xnt1 —a =X, —a— p(gradf(X,) — gradf(a)) ,

Elevant au carré, il vient :

X1 = all® = [1X0 = all + 42| f'(X0) = F(@)|* = 20(f'(Xn) = ['(@) (X0 — a)
et utilisant (5.4) :
[Xosr = all® < X — al*(1 + C2® — 2p0) |
et si0<p< %,
0<1+C**—2pa <1,

ce qui prouve la convergence.

Remarque : si on fait © — 0, on trouve I’équation différentielle

X'(t) = —gradf(X (1)) ,

dont les solutions convergent toutes vers le point de minimum a dés que f est C?
(théoreme de Cauchy) et que a est le seul point de minimum.
En effet, o(t) = f(X(t)) vérifie

¢(t) = —lgrad f (X (1))]

et donc tend vers une limite [ en décroissant. Sil > f(a) le gradient est minoré
en norme sur la trajectoire et donc ¢(t) — —oo, d’out contradiction.
FExercice : que donne la méthode du gradient a pas fixe sur la fonction z

2n—1
IN+1 = TN — LTy .

2n 9
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11. Le cas des formes quadratiques

Si f(z) = 3 < Az|x > — < blz >, ot A est définie positive, on voit que, si zg
est le point de minimum, et y, = x,, — xq :
Yn+1 = (1 - NA)yn .
Et donc la méthode converge si les valeurs propres 0 < A\ < -+ < Ay de A
vérifient
I1>1—pl>—1.
La convergence est optimale pour
B 2
e AL+ An
et alors elle est géométrique de raison
AN — A
AN+ A
Soit maintenant B : F — FE une application linéaire inversible, ou F est un
evn de dimension finie, et considérons le systeme d’équations linéaires
Br=c.
On appelle conditionnement de B et on note 6(B) le nombre > 1
-1
o(B) = [|B[l.IB~ -
Si on considere les équations :
Bxy = ¢y, B(wg+y)=co+d,
on a p
lyll 5(B) Il
[[oll lcoll
qui controle l'erreur relative sur la solution en termes de l'erreur relative sur le
second membre.
Si la norme sur E est euclidienne et qu’on pose

A= B'B
on a:
B[l = VAN,
1
Bl = — ,
1B~ o
et donc

5(3):@.

Soit f(x) = i||Bx—c||* , le point de minimum de f est la solution de Bz = c.
On a:

1 1
f(x) = 5 <Azl > - < Bt|C > +§”C”2 .
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La méthode de gradient a pas fixe évoquée plus haut converge de fagon opti-
male avec une raison :
§(B)? -1
dB)?+1"

liée au conditionnement de B.

12. Programmation linéaire

Un probleme de programmation linéaire est un probleme de minimisation
dans R™ d’une fonctionnelle linéaire sur un sous-ensemble défini par un ensemble
fini d’inéquations linéaires, i.e. une intersection finie de demi-espaces affines.

La méthode la plus célebre, méthode dite du simplexe, repose sur une étude
des polyedres et polytopes de R™. Nous nous contenterons d’une étude théorique,
la mise en place pratique étant extrémement technique !!

DEFINITION 5.8. Un polyédre (convexe) P est un sous-ensemble fermé de R
défini par un nombre fini d’inéquations :

\V/’L,]_ SZSN, LZ(ZL‘) S(ll s
ot L; € (R") et a; € R. Un polytope est un polyédre (convexe) compact.

Dans la suite de ce chapitre : P est toujours un polyedre convexe, polyedre
signifie polyedre convexe, et K un polytope.

La dimension d’un polyedre est la dimension du plus petit sous-espace affine
qui le contient.

Les polytopes de dimension 1 sont les intervalles compacts, ceux de dimension
2 les polygones bornés convexes.

DEFINITION 5.9. Un sommet de P est un point xqg € P tel qu’il existe un
hyperplan H affine de R™ avec

HNP={x} .

1l existe donc une forme linéaire constante sur H qui atteint son min en l'unique
point xg.

Une facette est I'ensemble des points de minimum d’une forme linéaire. C’est
un polyédre.

Les sommets sont donc exactement les facettes réduites a un point. Une aréte
est une facette de dimension 1.

PROPOSITION 5.7. Si A: E — F est linéaire et P un polyédre (resp. polytope)
de E, A(P) est un polyédre (resp. polytope).

COROLLAIRE 5.5. St f : P — R est linéaire et minorée, elle atteint sa borne
inférieure.
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Un polyedre de R minoré est un intervalle fermé a gauche.
Remarque : un polyedre peut ne pas avoir de sommets, par exemple si P est
un sous-espace affine de dim > 1.
Preuve
(de la proposition 5.7).
On se ramene au cas ou A est surjective, puis au cas ou A :
R™1 — R™ est la projection oubliant la premiere coordonnée :

A(xg,2") = 12" .
Si P est défini par
Li(z') < @y, Lj(2') > wo, Li(2') <0,
son image est définie par :
Vi, j, k, Lj(a") — Li(z") >0, L(z") <0.
O

PROPOSITION 5.8. Si zg € P, et Z(xo) = {i|Li(x0) = a;}, alors il existe un
voisinage U de xy dans E tel que

C’est "intersection d’un cone, le cone tangent en xq, avec U.

On élimine les inéquations qui donnent L;(xo) # a;. Cela sélectionne le voisi-
nage.

PROPOSITION 5.9. L’ensemble des sommets d’un polyédre P est fini. Ce
nombre est majoré par C}, ot N est le nombre d’équations.

Si xy est un sommet, il existe n hyperplans L;(z) = a; dont xy soit exactement
I'intersection. Si on prend les L; de la proposition précédente les {L;(x) = a;}
ont zy comme intersection, sinon x, serait point milieu de 2 points distincts de
P et x( ne serait point de minimum unique d’aucune forme linéaire. On prend
un systeme libre maximal (de rang n) dans les L;.

ProprosiTiON 5.10. St f : K — R est une fonction affine sur le polytope
K, elle atteint son inf en au moins un sommet vo € S(K). En particulier,
tout polytope non vide a un ensemble fini non vide de sommets et est [’enveloppe
convexe de ses sommets.

Preuve

On le prouve par récurrence sur la dimension n de K en sup-
posant la forme linéaire f non triviale : I’ensemble des points de
min est alors un polytope de dimension < n.

On a ainsi besoin du
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B(K)

f+e=0

FIGURE 5.6. Existence de sommets

LEMME 5.4. Si xg est sommet d’une facette L de K, c’est un
sommet de K. Le résultat reste vrai pour un polyedre.

Soit f affine, > 0 sur K et telle que f~}(0)N K = L et g
affine, > 0 sur L et ¢7'(0) N L = x5. On considere I'image de K
par ® = (g, f) ; c’est un polytope M de R? contenu dans y > 0
et tel que M Ny =0 = [0, A4] (c’est 'image par (g,0) de L. On
considere alors f + g pour € > 0 petit ; cette forme affine atteint
son minimum uniquement au point ®~*(0) = z.
O
Il reste a prouver l'affirmation sur ’enveloppe convexe C' = C(S(K)) qui est
contenue dans K. Si zp € K \ C, on peut trouver par Hahn-Banach une forme
affine f nulle en x5 et > a > 0 sur C. Tout sommet ou f atteint son minimum
n’est pas dans C, c.q.f.d.

COROLLAIRE 5.6. Toute aréte compacte d’un polyedre P est [’enveloppe con-
vere de 2 sommets de P.

Une telle aréte est un polytope de dimension 1 donc un intervalle compact
la,b]. Les extrémités de cette facette sont des sommets du polytope K.

ProproSITION 5.11. Soit f : K — R et m = inf f. Pour tout sommet xy de K
tel que f(xg) > m, il existe une aréte (xg, x1) issue de g telle que f(x1) < f(zo).

Soit ¢ une coordonnée affine sur R"™ tel que t(zg) = 0 et t > 0 sur K \ zo.
Alors (t =€ > 0) N K = K est un polytope tel que I’enveloppe convexe de K et
de xy est un voisinage de zy dans K.

Il y a une bijection entre les sommets de K; et les arétes de K issues de xy.
f a un min local en z¢ ssi f > f(x¢) sur K;. Sinon, on peut trouver une aréte
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descendante : si z; est un sommet de K; tel que f(z1) < f(xo), il existe une
aréte de K dont I'un des sommets est xy et contenant x; : en effet si f est définie
sur t = € comme atteignant son minimum = 0 en z; uniquement et étendue en
une forme affine F' prenant la valeur 0 en x(, 'aréte cherchée est ’ensemble des
points de minimum de F sur K.

Il reste a observer que, par convexité, les points de min local et global sont
les mémes.

Méthode du simplexe :

soit & minimiser f : K — R ou K est un polytope (il suffit que les KN{f < m}
soient des polytopes), on part d'un sommet z, et si il n’y a pas d’arétes issue de
xo sur laquelle f est strictement décroissante, on a fini, sinon, on descend et on
recommence avec l'autre extrémité.






CHAPITRE 6

CALCUL DES VARIATIONS

1. Exemples

Dans ce chapitre, on aborde des méthodes pour traiter des problemes d’op-
timisation ou I'inconnue est une fonction f : [a,b] — R vérifiant des conditions
aux limites

fla)=A, f(b) =B,

ou A et B sont donnés, et la fonctionnelle ®(f) est de la forme suivante : on se
donne une fonction L : [a,b] x R x R de 3 variables, le lagrangien L(x,y,v), et
on pose

b
B(f) = / Lz, f(2), f'(x))d .

Bien str on peut généraliser a des fonctions f : D — E ou D est un domaine
de RP !
Beaucoup de problemes de géométrie ou de physique prennent cette forme.

1.1. Le brachistochrone. Il s’agit de construire un tobbogan entre le point
O = (0,0) et le point P = (b, B), b > 0,B > 0 du plan des (z,y) avec I'axe des

y dirigé vers le bas et on considere g =1, m = 2.

0

FIGURE 6.1. Le brachistochrone

83
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La conservation de I'énergie totale s’écrit :
(@ +9°) —y =0,
ou encore :
(L+y”)i* =y
et donc T'= ®(f) est donné par :

b 2
1 !/
T:/ ty dr .
0 Yy

On est ainsi amené a minimiser l'intégrale 7" parmi les fonctions y = f(x) telles
que f(0) =0 et f(b) = a. Le lagrangien est L(x,y,v) = w/%-

1.2. Les surfaces minimas de révolution et le fil pesant. Soit une
surface de révolution d’axe Oz située entre les cercles (d’axes Ox) de centres
(a,0,0) et (b,0,0) avec a < b et de rayons A, B > 0.

Si on suppose que la méridienne est donnée par y = f(x), f(z) > 0 et
f(a) = A, f(b) = B, laire vaut :

b
A:27r/ y\/ 1+ y?dx .

Le probleme de la position d’équilibre d’un fil pesant entre les points (a, A)
et (b, B) est voisin : 1'énergie totale est donnée par

b
E:/ y\/1+y12d$€,

mais on a une contrainte sur la longueur totale :

b
l:/ \/ 1+ y?dx .

Le lagrangien du probleme est L = yv/1 + v2.

1.3. Les géodésiques d’une surface. Soit z = K(x,y) une surface de
R3 et y = f(x), 2 = K(z, f(x)) une courbe tracée sur celle-ci entre les points
(a, A, K(a, A)) et (b, B, K(b, B)).

La longueur de cette courbe est :

b
L= [ By + 2P @y + Glap)do

avec p = 0,K, ¢ = 0,K et E =1+ ¢* F =pq, G =1+ p* On cherche une
courbe de longueur minimale d’origine A et d’extrémité B.

On va d’abord déterminer des conditions que doit vérifier le minimum :
I’équation d’Euler-Lagrange.

Attention a 2 choses :

1) un probléme du type précédent peut tres bien n’avoir aucune solution.
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FIGURE 6.2. Surface de révolution

2)Mméme si l’équation d’Euler-Lagrange a des solutions, elles peuvent ne pas
donner le minimum.

2. Equation d’Euler-Lagrange

On suppose que L : U — R (U ouvert de R3) est C?, I’équation d’Euler-
Lagrange associée a L(x, y, v) est [’équation différentielle d’'inconnue y = f(x),y’

f'(x) donnée par
Qx,y(z),y' () = ——(=(z,y(2),y'(2))) + =—(z,y(x),y'(z)) = 0.
(@.0(0)./(2)) = = (G (o). /(@) + 5 o 9(). 1/ (@)
C’est une équation différentielle du second ordre en y. Cela veut dire qu’il
faut en principe 2 conditions pour avoir une solution bien déterminée ; dans
notre probleme les 2 conditions sont en général données par les conditions aux
extrémités de l'intervalle f(a) = A, f(b) = B.

d oL oL

DEFINITION 6.1. Toute solution de l’équation d’Euler-Lagrange du probléme
s’appelle extrémale du lagrangien L.

THEOREME 6.1. Soit y. = yo(z) + €2(z) avec yo, z de classe C?, et z(a) =
2(b) =0, on a
d
de le=0

WMZ/Q@m@%@W@M-

Preuve
On a:

d b oL , oL o
d_E\s Oq)(ya) _/C; (a—y(%yo,yo)z + %(x,yo,yo)z )d:E ,
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et on integre par parties le 2eme terme :
d b OL d L
_ @ — = / (= / d
dE\s:O (ya) /a (ay ($ayoa?/0)2 de'(a’U ($7y07y0))z) x ,
car le terme tout intégré est nul aux 2 bornes.

COROLLAIRE 6.1. Si yo(x) est C* et vérifie

O(yo)=  inf @
(Wo) = o inf 5 ®W)

ou le inf porte sur les fonctions C' vérifiant les conditions auz limites, yo(x)
vérifie I’équation d’E-L :
Q(:E)yO)yé) =0.

Preuve

On a alors
/ QU yo(x), (1)) 2(x)dz = 0

pour tout z, C? et nulle aux extrémités de l'intervalle. Cela im-
plique le résultat.
OJ

EXEMPLE 6.1. Principe de moindre action de Hamilton-Jacobi et équations
de Newton. Si on prend L(x,y,v) = %UQ—V(y), I’équation d’Euler-Lagrange est :

2y AV

dz? —  dy

c’est l’équation de Newton du mouvement d’une particule dans la potentiel V.

3. Théoreme de Hilbert
Soit L(z,y,v) un lagrangien et Q un ouvert de R2.
DEFINITION 6.2. Un champ d’extrémales est une application

(z,y) = v(z,y)
de classe C' sur Q telle que toute fonction f : I — R, C? telle que Vx €
I, (z,f(x)) € Q et que f'(x) = v(z, f(x)) est une extrémale pour le lagrang-
ven L.

THEOREME 6.2. Supposons que L est convexe en v et 0 simplement connexe
et admettant un champ d’extrémales v(x,y), alors toute extrémale fy dont le
graphe est contenu dans Q est un minimum de ®(f) parmi les fonctions dont le
graphe a mémes extrémités et est contenu dans €.
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FIGURE 6.3. Champ d’extrémales

Preuve

On suppose pour simplifier la preuve que L est indépendant de

z. Si f'(z) = v(z, f(x)), [7(x) =plz, f(2)) + q(z, f(@)v(z, f(2)),
ou p, q sont les dérivées partielles de v. On peut écrire I’équation
d’E-L pour f en remplacant f’ et f” comme plus haut :

82Lv+82—L( +qu) = —
Ovdy oz P T oy’

ou cette identité est satisfaite avec v = v(z, y).
Soit y = g(x) une courbe contenue dans §2, on a :

oL

b b b
bg) = [ Lie.gla) @)z = [ (@) = )5 @po)dat [ Loy oo

grace a la convexité. On integre donc la forme différentielle @ =
(L(z,y,v) — v8E)dz + L(z,y,v)dy sur le graphe de g. On vérifie
que da = 0 et donc cette intégrale a la méme valeur que sur le

graphe de fy, c’est-a-dire ®(fy) = fab L(z, fo(z), fi(x))dz.

4. Brachistochrone

L’équation d’Euler-Lagrange s’écrit :

d( 1 y/ ) 1 _% 1+ 12
)= —35Y y- -
dz [y \/1 + y? 2
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FIGURE 6.4. Champ d’extrémales pour le brachistochrone

On cherche une famille d’extrémales paramétrées par ¢ avec 3y’ = 1/tan.
On obtient :
d cosp, 1 1
%( Yy )= C2y3%sing
puis :
y = R(1 — cos2yp) ,
et :

dx =2R(1 — cos2p)dy ,
r =120+ 2Rp — Rsin2¢p .
Si zp = 0, on obtient une famille de cycloides homothétiques dont les premieres
arches Cg, R > 0 couvrent le quart de plan x > 0,y > 0.
On peut appliquer le théoreme de Hilbert.
Si on pose a« = b/ B, on voit que le tobbogan idéal descend, puis remonte si
a> /4.

5. Surface minimales de révolution

5.1. Surfaces de révolution. L’équation d’Euler-Lagrange s’écrit :
d /
dz"\/1+y v
On cherche des courbes paramétrées par ¢ avec y' = sinh . On a donc :

d
%(y tanh ¢) = cosh ¢ ,

d
Y _ tanh pdyp ,
)
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r—a

C Y

y=Ccoshyp, =

qui donne :

T—a
= (C cosh .
Y cosh —

Si regarde les courbes passant par (0, 1), elles remplissent un région €2 d’allure
parabolique.

FIGURE 6.5. Surfaces minimales

Tout point de l'intérieur de 2 est joint a (0,1) par 2 courbes. D’apres le
théoreme de Hilbert, la courbe la plus haute est minimisante. Si on considere
une bulle de savon s’appuyant sur deux cercles co-axiaux de rayon 1, la bulle
cylindrique va éclater pour un éloignement [ donné par :

1

l= QCArgsinh(C

1
), 1 :CCOShﬁ .

5.2. Chainettes. La théorie des multiplicateurs de Lagrange s’applique au
méme probleme avec la contrainte L = f; 1+ y"?dzx et donc

d yy/ / d y/

d N R
dr \/1+y? /14y dx \/1 + y

Cela donne :

r—a
= A+ Bcosh .
Y + b cos 2]




90 6. CALCUL DES VARIATIONS

6. Géodésiques
L’équation d’Euler-Lagrange s’écrit :
d Ey +F
de /By 1+ 2Fy + G

)zﬁy\/Ey’2+2Fy’+G.

6.1. Métrique hyperbolique. Il s’agit du cas
dz? + dy?
Y2

/de
y ?

qui sont les demi-cercles de centre (a,0) situés dans le demi-plan y > 0. D’apres
le théoreme de Hilbert, ils minimisent tous.

y >0, ds* =

Y

et done des extrémales de

FIGURE 6.6. Géodésiques en géométrie hyperbolique

6.2. Optique. On considere les extrémales de [n(z,y)ds ol n(z,y) est
I'indice de réfraction au point de coordonnées (z,y). Si on suppose n(z,y) = n(y)
donné par 0 <y <1, n(y) =y et y > 1, n(y) = 1 on obtient le phénomene des
mirages :

FIGURE 6.7. Mirages
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7. Probléme isopérimétrique en dimension 2

Il s’agit de trouver la courbe fermées de longueur minimale qui entoure une
région d’aire m. On s’attend a trouver les cercles de rayon 1 !

Soit donc 7y : R/27Z — R? une courbe C? fermée simple définie par y(t) =
(z(t),y(t)) avec 2> + 3* = 1 et donc la longueur est 27. Si A est laire limitée
par la courbe, on a :

21 27
24 — Q/xdy - 2/ vy'dt < / (2 +y/)dt |
v 0 0

et on peut supposer que le centre de gravité de la courbe est a l'origine. On a

alors :
27 27
/ z2dt S/ 2 %dx
0 0

ainsi qu’on peut le montrer par les séries de Fourier :

z(t) = Z ane™

n#0

et donc )

/ 2 (t)dt =27 |a,|’

0 n#0
et )
/ ()t =213 n?a,?

0 n#0

ce qui permet de conclure que
2A <27 .

On peut méme traiter le cas d’égalité et montrer que c’est un cercle.

8. Probléme de Dirichlet et méthode des éléments finis

Soit D un domaine compact & bord C! de R? et considérons le probleme
de minimiser parmi les fonctions f : D — R de classe C*! et de valeur donnée
¢ : 0D — R sur le bord 'intégrale de Dirichlet :

I =3 [ Nsrads(a.)|Pldady

Il s’agit de minimiser une forme quadratique sur un espace affine et on s’attend
a ce que l'équation d’Euler soit linéaire, c’est le cas. On trouve :

0J = —/ Aféfldxdy| ,
D

oudf: D — R est nulle au bord. L’équation d’Euler-Lagrange est donc
Af=0.
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On a en fait un théoreme général d’existence que je donne sans preuve :

THEOREME 6.3. Sous les hypotheses précédentes, il existe une unique fonction
f:D — R de classe C* telle que Af =0 dans D et flop = ¢

L’unicité est facile, car elle résulte du principe du maximum. L’existence est
plus délicate.

Si on veut résoudre numériquement ce probleme dans le cas ou D est le
carré [0,1] x [0, 1], on doit le remplacer par un probleme avec un nombre fini
d’inconnues. Décrivons un tel probleme.

Soit Cy = {0,---,N} x {0,---,N} le carré discret a (N + 1) points.
L’inconnue est une fonction f : Cy — R. On pose B = {0, N} x {0,--- ,N} U
{0,--- N} x {0, N}, B est le bord de C. On se donne ¢ : B — R. Pour
0<i< N,0<j< N posons

a=+1,0=+1

AN

Si on identifie C'y avec le réseau de pas 1/N du carré unité, WA donne une bonne
approximation de A (voir défintion des dérivées secondes). On veut résoudre
Af =0avec fijp = ¢. On a un systeme linéaire de (N —1)* équations a (N —1)?

inconnues. Il suffit de montrer I'unicité qui résulte du principe du maximum :

LEMME 6.1. Soit f telle que Af =0, si f atteint un maz local en (ig, jo) dans
Cn \ B, [ est constante auz points voisins de (ig, Jo)-

Remarquons qu’on peut obtenir f en minimisant

N—-1N-1 —1N-1
ZZ fa+1,75)— +ZZ fi,5+1) = f(i,4))?
=0 j=1 i=1 j=0

sur I'espace affine des f qui valent ¢ sur le B. On peut ainsi résoudre ce probleme
par une méthode de gradient.



CHAPITRE 7

QUELQUES PROBLEMES

1. Exercices sur le chapitre 1

1.1. Exercice. Etudier, suivant les valeurs de « la continuité, 1’existence de
dérivées suivant tout vecteur, la différentiabilité de

f(:L’, y) _ { (():L’Q + y2)0< sin (@) (:L’, y) £ (0, O)

(z,y) = (0,

1.2. Exercice. Soit f(z,y) la fonction de R? dans R définie par f(0,0) = 0
et pour (z,y) # (0,0) :

SL’G

(y— 222 + a8

flz,y) =

1) f est-elle continue ?
2) Prouver que f admet des dérivées directionnelles en (0,0) et les calculer.
3) f est-elle différentiable en (0,0) ?

1.3. Exercice. Soit M le point de coordonnées (x,y) du plan euclidien R?
(on note d la distance), A = (1,0) ,B = (—=1,0), O = (0,0). On considere la
fonction f : R? — R définie par

flz,y) =d(A, M).d(B,M) .

1) En quels points la fonction f est-elle différentiable 7

2) Soit 2 = {R?*\ {A, B,O}}. Montrer que les ensembles de niveaux f(z,y) =
a rencontrent () suivants des sous-variétés que I’on notera X,. Pour quelles valeurs
de a sont-elles connexes ?

3) Déterminer 'ensemble Z des points M de 2 ou I’espace tangent a la sous-
variété f(z,y) = f(M) est parallele a I'axe 2'Oz.

4) Pres du point (0,1), la variété X, est le graphe d'une fonction y = g(x).
Trouver le développement limité a lordre 4, g(x) = Z?:o a;z' + O(x®), de g en
rz=0.

5) Représenter sur une méme figure ’ensemble Z et les ensembles X, pour

a=0,05 1, 1.5 2, 25

93
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1.4. Exercice. Soit f : R? — R la fonction définie par

{ 0 st (2,y) = (0,0)
$y st (x,y) #(0,0)

Pour quelles valeurs de « cette fonction est-elle continue? admet-elle des
dérivées suivant tout vecteur? est-elle différentiable?

1.5. Exercice. Montrer que la fonction de R? dans R définie par f(x,y) =
222y /(z* + y?) si (z,y) # (0,0) et £(0,0) = 0 admet des dérivées suivant tout
vecteur en (0,0). Cette fonction est-elle différentiable en ce point?

1.6. Exercice. L’application X —!' X - X de M, (R) dans M, (R) est-elle
différentiable? Dans l'affirmative déterminer sa différentielle en X,. En quel(s)
point(s) cette différentielle est-elle nulle?

1.7. Exercice. Soient U un ouvert de R™ muni de sa structure euclidienne,
f une application de U dans R et zy un point de U. On suppose qu’il existe deux
applications hy et hs différentiables en xg telles que h; < f < hy. Montrer que si
hi(zo) = ho(zg), alors f est différentiable en x.

Soit f une application 1-lipschitzienne sur U (i.e. pour tout x et tout y de U
ona|f(x)—f(y)| < |lz—y]). On suppose qu’il existe un segment [a, b] inclus dans
U tel que f(b) — f(a) = ||b — a||. Montrer que f est différentiable en tout point
de ]a, b[. (On pourra établir que f(b) — f(a) — ||z —b|| < f(z) — f(a) < ||z —al|)
Application: Si C est une partie fermée de R™ muni de sa structure euclidienne
on note U =R"\ C et do(z) = inf,c¢ ||z — 2|

Montrer, en utilisant 1'inégalité triangulaire, que d¢ est 1-lipscitzienne.

On suppose maintenant que C' est convexe. Pour tout = € U il existe alors
un point unique p(z) € C tel que do(z) = ||z — p(x)|| et p(x) est le seul point u
de C' tel que < z —u, 2z —u >< 0 pour tout z € C. Déduire de ce qui précede que
dc est différentiable sur U.

1.8. Exercice. Soit f : R? — R? la fonction définie par
f(z,y) = (e" cosy, e*siny).

a) Déterminer 'image de R? par f puis 'image de la bande
B=A{(z,y); 0<y<2rm}.

b) Déterminer I'image par f des droites d’équations x = zy et y = yo. En
déduire I'image du rectangle de sommets (0,0), (0,h), (k,h) et (k,0). Calculer
I’aire de I'image.

¢) Montrer que f est différentiable en tout point et calculer sa différentielle.
Reprendre la question b) avec f’ et calculer l'aire de 'image par f/(0,0) du
rectangle considéré.

1.9. Exercice. Reprendre I'exercice ci-dessus avec f : (x,y) — (2%—y2, 2xy).
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1.10. Exercice. En utilisant les coordonnées polaires, déterminer toutes les
fonctions de classe C* de (RT)? — R vérifiant

aof af SR
xax+yay =ay\/z°+y-.

1.11. Exercice. Soit g une application continument différentiable de R"
dans R" et soit I = [0, 1].

Etudier la continuité puis la différentiabilité de ® : CO(I,R") — C°(I,R™)
définie par ®(f) = go f (poour démontrer la différentiabilité de ® on utilisera le
théoreme des accroissements finis avec reste intégral).

1.12. Exercice. Soit f : R — R une fonction de classe C! telle que f'(0) =
0. Soit Cy = {(z,y) € R*ly = f(z)}. Montrer qu’il existe un difféomorphisme
C', F, de R? dans R? tel que F(C}) = {y = 0}.

1.13. Exercice. Construire un difféo. C' du de plan sur un demi-plan.
Meéme question avec un quart de plan et un plan.

1.14. Exercice. Onidentifie R? & C par z = x+iy. Prouver que application

f(z) = = est un difféo. du demi-plan {y > 0} sur le disque unité de centre 0.

Prouver que ce difféo. préserve les angles. Dessiner I'image des demi-droites
verticales et des droites horizontales.

1.15. Exercice. Soit f une fonction continue sur | — 1, 1] telle qu’il existe
un réel A, 0 < |A\| < 1 de sorte que

f(x) = Az + o(x)

lorsque z tend vers 0.

1) Montrer que f(0) = 0.
2) Montrer que pour tout € > 0 vérifiant |\| +¢ < 1, il existe n > 0 tel que

Montrer alors que

fA=mnm) <] =n,nl.

Dans la suite, on suppose de plus que
f(z) = \r + O(2?)

lorsque z tend vers 0.
3) Montrer qu’il existe n > 0 et un réel positif M tel que

Vo €] — [, ¥n € N*, [f(f"(x)) = Af*"(z)] < M|f"(2)]*.
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4) En déduire que pour 7 suffisamment petit, la suite de fonctions h,(z) :=
fo"(x)/A™ converge uniformément sur | —n, [ vers une fonction continue
h nulle en 0 et vérifiant ho f = Ah sur | — n,n[. (Indication : estimer
les différences hy,1(z) — hp(x).)
5) Montrer que
h(z) =z + O(2?)

lorsque x tend vers 0.

1.16. Exercice. Limites en (0,0) des fonctions
2 +y>  xy wsiny —ysinz
w24y vty 2yt

1.17. Exercice. Si f est une fonction de classe C! sur R, montrer que la

fz) = f(y)

fonction définie par si w # y et par f'(z) sinon est continue sur R2.

2. Exercices sur le chapitre 2

2.1. Exercice. Soit f une fonction de classe C? sur R? \ {0}. On pose z =
rcosf, y =rsinf et g(r,0) = f(x,y). Calculer
*f  0*f
Af=270 97/
/ ox? + Oy?

en fonction de r, 6 et des dérivées partielles de g.

2.2. Exercice. Calculer les dérivées partielles premieres et secondes de la
fonction implicite z = f(z,y) définie par 2* + ze® + cosy = 0.

2.3. Exercice. 1) Prouver que toutes les solutions f : R* — R de classe C?
de
’*f
oXoy
sont de la forme f(X,Y)=F(X)+G(Y) .
2) En déduire les solutions de 1'équation des ondes
Pp 0% _
F T
au moyen du changement de variables X = x 4+ vt, Y = x — vt.

0

3. Exercices sur le chapitre 3

3.1. Exercice. On considere 'équation y = 1 + zy'/® avec y > 0. Prouver
qu’il existe pour z voisn de 0 une unique solution proche de 1 notée y = f(x).
Ecrire le développment limité a I'ordre 3 de ¢ en x = 0.
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3.2. Exercice. Montrer que le systeme
P+ =3, 2+ 32y — 22 =0

admet au voisinage de z = 1 une unique solution proche de (—1, 1) notée (¢(z), ¥ (x)).
Ecrire les d.1. a l'ordre 2 en 1 de ces fonctions.

3.3. Exercice. Prouver que pour |t| < 1/v/2, 'équation
sintr + costr = x

admet une unique solution ¢(t) et calculer son d.l. & 'ordre 2 au voisnage de 0.

3.4. Exercice. On fixe un entier n > 1. On note par P l’ensemble des
matrices symétriques définies positives n x n.

1) Montrer que P peut-étre considéré naturellement comme un ouvert de
Rn(n-{-l)/Q.

2) Montrer que, pour tout A € P, il existe B € P unique tel que B% = A,

3) Calculer la différentielle de f: A — A? (f : P — P) et montrer qu’elle est
inversible.

4) Montrer que f est un difféomorphisme C'* de P sur P.

3.5. Exercice. Montrer que P,(x) = 2" — x — 1 admet une unique racine z,,
dans lintervalle |1, 2[. Montrer que x, admet un développement a tout ordre par
rapport a 1/n. Déterminer ce développement a ’ordre 3.

3.6. Exercice. On se donne 3 points non alignés A, B,C' du plan. On se
donne aussi 2 réels a,b. On considere le systeme d’équations ou M est un point
du plan :

d(A,M)—d(B,M)=ua, d(A,M)—d(C,M)=15b.
Prouver qu’une solution M de ce systeme est stable si et seulement si M n’est
sur aucune des droites AB, BC,C A.

3.7. Exercice. Etudier les points critiques et tracer les lignes de niveau dans
0, 27] x [0,27] de

f(z,y) = cosx + cosy + cos(x + y) .

4. Exercices sur le chapitre 4

4.1. Exercice. Soient D; et D, 2 droites affines non paralleles et non con-
courrantes de R3. Prouver que la fonction f : D; x Dy — R atteint son minimum
en 1 point unique (M7, Ms). Prouver que la droite M; M, est 'unique,perpendiculaire
commune a Dy et Ds.

4.2. Exercice. Soit X = {z = f(z,y)} une surface C? de R?. On suppose
f£(0,0) =0et f/(0,0) = 0. Soit A = (0,0, a) avec a # 0. Prouver que la fonction
fo + X — R définie par f,(M) = d(A, M) a un point critique en (0,0,0) et
déterminer suivant la valeur de a la nature de ce point critique.
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4.3. Exercice. On considere f(z,y) = 22° + 6zy® — 322 + 3y?. Déterminer
les points critiques de f ainsi que ses extrema. Si I' = {(x,y); f(x,y) = 0},
décrire I" pres du ou des points critiques de f appartenant a I'.

4.4. Exercice. Déterminer les triangles d’aire donnée et de périmetre min-
imal, puis ceux de périmetre donné et d’aire maximale. Est-il prévisible que ce
sont les mémes ?

4.5. Exercice. Dans la figure suivante dans le plan euclidien, les points A
et B sont fixes de distance euclidienne a > 0.

A a B
M
P
FiGure 7.1

Les points P et M sont variables, mais les distances b = d(B, M) et | =
d(A, M) + d(M, P) sont fixées. Déterminer le point M qui maximise la distance
de P a la droite AB.

4.6. Exercice. Calculer le volume maximal du parallélipipede rectangle con-
tenu dans {z > 0, y > 0, z > 0} ayant un sommet en (0,0, 0) et le sommet opposé
sur le paraboloide d’équation —z — 22 — 4y% +4 = 0.

4.7. Exercice. L’ensemble des matrices 2x2 étant identifié & R* on considere
I’application f :

(a b)b—>a2+bz+62+d2.
c d

Déterminer les extrema de f sur SL(2,R) (déterminant 1). Montrer que ces
extrema sont atteints sur SO(2, R).
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4.8. Exercice. Soient x1,...,x, des réels strictement positifs. Montrer que

Min{% Zulxl, u; > 0, Huz =1} = (H xl)% )

En déduire que

)"+ (I0)' = (I )

4.9. Exercice. 1) On considere 2 points A et B du plan R? euclidien situés
de part et d’autre de la droite y = 0. Soit, pour M = (z,0), f(M) = d(A, M) +
vd(B, M), avec v > 0. Montrer que f atteint son minimum en un point M,

unique de {y = 0} et donner la relation entre les angles a et 5 qui caractérise ce
point (loi de Snell-Descartes).

A

FIGURE 7.2

2) On considere maintenant 2 droites paralleles et 2 points A et B situés dans
les 2 demi-plans séparés par la bande limitée par ces 2 droites. On se donne 2 réels
> 0 v4 et vg. Prouver en utilisant la méthode précédente qu’il existe un unique
rayon lumineux de A a B qui satisfait la loi de Snell-Descartes en supposant le
demi-plan de A d’indice vy, celui de B d’indice vg et la bande centrale d’indice
1.

4.10. Exercice. Prouver que la fonction f(z,y) = cosz + 2 cosy atteint son
maximum en un point unique sur le domaine

D={(z,y)l0 <z < g,ogyg g,sinx+siny:1}.

Calculer numériquement la valeur de ce maximum.

Interprétation géométrique : position d’équilibre d'un systeme de 2 masses
ponctuelles P et () de méme masse dans un champ de pesanteur uniforme vertical
assujetties, par des barres rigides, par rapport a un point fixe A situé a distance
horizontale 1 d’un axe vertical D aux conditions d(A, P) = 1 et d(P,Q) = 1 et
QeD.
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FIGURE 7.3

4.11. Exercice. 1) Trouver les courbes de longueur minimale tracée sur un
cube de R? qui joint 2 sommets opposés du cube.

2) Soit P un plan perpendiculaire a I’axe qui joint deux sommets opposés du
cube. On pose [(P) =la longueur de 'intersection de P avec le cube. Trouver le
maximum de [(P) et les points de maximum.

5. Exercices sur le chapitre 5

5.1. Exercice. Soit f: U — R ou U est un domaine convexe de F evn. On
suppose f continue et Va,y € U :
T+ y) <

=5 5

Prouver que f est convexe. La continuité est-elle nécessaire ?

f@)+ )

5.2. Exercice. Soit
f(z,y) =2t vyttt ry+y -3 -5y .

1) Montrer que f est a—convexe et préciser o (pour la norme euclidienne).
2) Tracer les courbes 0, f =0 et d,f = 0. En déduire que le point de min de
f, 20, est situé dans le carré

K =1[0,1] % [0,1] .
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3) Soit F, : (x,y) — (x,y) — pgrad f(z,y). Montrer que pour py = 0,1,
F,,(K)CK.

4) Est ce que la méthode de gradient & pas po converge pour toute donnée
initiale ?

5) Montrer que F, Lo |k est contractante de rapport < 1 en norme sup.

6) En déduire une méthode de recherche de z.

5.3. Exercice. Résoudre graphiquement le probleme suivant :
siP={2r+y <8, v+2y <7, y<3}, minimiser f(z,y) = —x —y sur P.

5.4. Exercice. 1) Soit K le polytope défini par les équations :
K={(z,y,2) |0<2<1,0<y<2 0<z<3, x4+y+2<5}.

Faire la liste des facettes de K.
2) Trouver le sup K de x +y + z et de x + y + 2z + a(z + y) (on pourra
déterminer l'image par (z,y,2) — (r +y+ z,z +y) de K).

5.5. Exercice. Soit
f(z,y) =2t vyttt oy +yt—20 -3y .

1) Prouver que f est a-convexe sur R? en précisant la valeur de a.

2) Montrer que les courbes %(x,y) =0 et g—g(x,y) = 0 se coupent dans le
carré

K =10,1] x [0,1] .

3) En déduire que le point de minimum de f est dans K.

4) Soit g = 107! ; prouver que, si (zg,%9) € K, et qu'on applique a f la
méthode de gradient de pas py avec comme initialisation le point (xg, yo) les itérés
successifs restent dans K.

5) Sous les mémes hypotheses qu’en 4), montrer que la méthode de gradient
a pas fixe pg converge.

6) Retrouver ainsi le résultat de 3).

5.6. Exercice. Soit f une fonction différentiable sur un convexe X. Montrer
que f est convexe si et seulement si pour tout z, y dans X on a

fy) = flx) > fl(x).(y — ).

5.7. Exercice. On considere f,(z,y) = 2%+ 3>+ azxy — 2z — 2y. Pour quelles
valeurs de a cette fonction est-elle convexe, strictement convexe, a-convexe?
(Dans ce dernier cas préciser la valeur de «)

Déterminer les points critiques de f, ses minima locaux.

On note ¢(a) = infge f,(z,y). Justifier 'existence de ¢(a) et le déterminer
lorsque f, est convexe.

Soit X ={0 <z <1 y > 0}. On note m(a) = infx f,, montrer que m, est
atteint. Pour quelles valeurs de a m(a) = ¢p(a)?
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5.8. Exercice. Soit X = {(a,b) ;a+tb > 0Vt € [-1,1]}. Montrer que X
est convexe fermé dans le plan. Représenter X.

Trouver ’ensemble des polynomes @ : t — a-+tb dont la projection orthogonale
sur X est le polynome nul.

5.9. Exercice. Soit ABC un triangle euclicien, prouver qu’il existe un unique
point M qui minimise la fonction f(M) = d(A, M)+ d(B,M) + d(C,M). On
pourra montrer que f est a-convexe dans las boules. Caractériser géométriquement
M (distinguer suivant que ABC' a ou non un angle > 27/3).

5.10. Exercice. On considere le probleme de minimisation suivant :
I f( )— N—1, o . — Gy l traint
manimaser f(z, JAIN_1) = Zj:l y; ou z; = x; +1y; sous les contraintes

Zp=a, zy=0b, et \Vj=0,--- ,N—1,|2z41— 2] <1.

Il s’agit de trouver les positions d’équilibre d’une chaine constituées de (N — 1)
masses égales reliées par des barres de longueur 1 dans un champ de gravitation
constant les extrémités étant fixées (les points a et b).

ZN-1

FI1GURE 7.4. Un systeme de barres articulées

1) Montrer que toute solution du probleme vérifie
\V/'LZO, ,N—l, ||Zz+1_zz|| :]_ .

2) Montrer que le domaine de définition de f est strictement convexe et en
déduire l'existence et I'unicité d’une solution.

3) Considérant le probleme avec contraintes Vi = 0,--- | N —1,[|z;41 — 2| =1
écrire les multiplicateurs de Lagrange et les interpréter physiquement en termes
des forces de tension qui s’exercent sur les barres.
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6. Probléeme

Soient U un voisinage ouvert convexe de 0 dans R? et f une fonction de classe
C* (i.e. qui admet des dérivées partielles continues jusqu’a l'ordre k) & valeurs
réelles définie sur U.

a) Montrer que si f(0,0) = 0 il existe des fonctions u et v définies sur U de
classe C*~1 telles que

f(xy) = wfi(z,y) + yfale,y).
(Posant ¢(u) = f(ux,uy), on pourra intégrer ¢'(t) sur [0, 1] )
b) Si en outre f(0,0) = 0 il existe des fonctions a, b et ¢ de classe C*2 telles
que f(z,y) = 2*a(z,y) + 2zyb(x,y) + y*c(z,y) et
10%f 1 0%f 10°f
0y?

7”:0/(0,0)25@(0,0), S:b(oao)ziamay(()?())? t:c(070):§

(0,0).

¢) On note ¥ la surface d’équation z = f(x,y) et I'on suppose que f(0,0) =0
et f/(0,0) = 0. Donner I’équation du plan tangent a 3 en (0,0,0).

d) On conserve les notations précédentes et on suppose k > 3. Montrer que
si 52 — 1t # 0 il existe des voisinages U; et U, de O dans R? et une bijection de
classe C*=2: F: (z,y) — (X (z,v),Y (x,y)) telles que

foFHX,)Y)=X?+ey?

avec € = £1.

(S’inspirer de la décomposition d’une forme quadratique puis en appliquant
le théoreme des fonctions implicites a une fonction bien choisie, montrer que I'on
obtient une bijection de classe C*~2 sur des ouverts convenables)

e) Si s? — rt > 0 décrire I'intersection de ¥ et de son plan tangent en 0.

7. Probléme

1) On note E,, l'espace R™ muni de sa structure euclidienne et d la distance
associée. Montrer que pour tout A in F, la fonction fy : M — d(M,A) est
convexe et que si d(AM + (1 — N)M';A) = M(M,A) + (1 — N)d(M’', A) avec
A €]0, 1], alors M, M’ et A sont alignés.

Montrer que f4 est C* sur E,, \ {A}, calculer son gradient et sa différentielle
seconde.

2) En déduire que si A;, As et Aj sont trois points non alignés de Fs la
fonction f: M € E +— d(Ay, M)+ d(As, M) + d(As, M) est strictement convexe.

Montrer que f atteint un minimum en un point unique et que ce point ne
peut étre a 'extérieur du triangle de sommets A; Ay et As.

3) On note f; la fonction M — 37, d(M,A;) et a; le gradient de cette
fonction au point A;. En appliquant une formule de Taylor a f;, montrer que si
||| < 1, alors A; est le minimum global de f. Que peut-on alors dire de 1’angle
de sommet A;?
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Par contre, si [|a;|| > 1, le minimum est atteint a l'intérieur du triangle de
sommets Aj, As et Az (“point de Fermat” du triangle).

4) On considere maintenant &k points A; non alignés dans E,,. On pose f(M) =
> d(A;, M) et, pour tout i € {1,...,k} on note f;(M) = >, d(M,A;).

Montrer que f est strictement convexe et atteint un minimum dans le sous
espace affine engendré par les A;. Montrer, toujours avec les notations du 3), que
si ||a;|| <1, alors A; est le minimum global de f (méme méthode). Si pour tout
i, ||a;]] > 1 la fonction f admet un unique point critique et atteint en ce point
un minimum global.

8. Examen de mai 1997
Exercice 1

Soit A une matrice symétrique définie positive sur un espace euclidien E de
dimension finie N. On note 0 < Ay < --- < Ay les valeurs propres de A. Soit
f(z) =3 < Az|z > — < blz >, ot < .|. > est le produit scalaire de E.

1) Ecrire l'algorithme de gradient a pas pu pour la recherche du point de
minimum a de f.

2) Pour quelles valeurs de p I’algorithme converge-t-il vers a pour toute donnée
initiale ?

3) Quelle est la valeur optimale de p pour la vitesse de convergence ?

Exercice 2

Soit £ = C([—1,+1],R). On considere le probleme de minimisation suivant :
1

(P) Minpec/ (cost — p(t))*dt ,
-1
ol
C = {p polyndme de degré <1 réel tel que p'(0) = —1 } .
1) Justifier I'existence et I'unicité d’une solution de (P).
2) Résoudre (P), i.e. trouver le point de minimum de la fonctionnelle con-
sidérée sur C.

FEzercice 3

Soient X = {(z,y,2) € R® | 2> +y?+22 =1} et, poura > 0, Y, = {(z,y,2) €
R | (2 — 1) + 9 — a2}

1) Montrer que X et Y, sont des sous-variétés de R3.

2) Pour quelles valeurs de a, 'intersection C, = X NY,, est-elle une sous-variété
de dimension 1 de R? ?

3) Si M, = (%o, Yo, 20) € X et a* = (z,—3)?+y2, déterminer lorsqu’elle existe
la direction de la tangente en M, a C,.
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Ezercice 4

Soit, pour a € R,
fa(z,y) = 2° +9* + avy — 2v — 2y .

1) Pour quelles valeurs de a, f, est-elle convexe, strictement convexe, a—convexe

Dans ce dernier cas, préciser la valeur de a.

2) Déterminer les points critiques des f, et, parmi ceux-ci, ceux qui sont des
points de minimum local (resp. points de minimum local stricts).

3) Soit ¢(a) = inf(, e fa(z,y) € RU {—o0}. Déterminer explicitement
¢(a) (on pourra commencer par les a pour lesquels f, est convexe).

4) Soit X = {(z,y) eR?* | 0< 2 <1, y >0}

On pose m(a) = inf; yex fa(®,y).

Montrer que, Va € R, il existe (z(a),y(a)) € X tel que

fa(z(a),y(a)) = m(a) .

5) Pour quelles valeurs de a, a-t-on m(a) = ¢(a) 7

On note I I'ensemble de ces valeurs de a.

6) On suppose dans ce 6) que a ¢ I. Montrer que (z(a),y(a)) est un point de
la frontiere 0.X de X.

On pose :

Y ={09)ly =0}, Z={(z0)[0<z<1}, W={(1,y)ly >0} .

On a ainsi :

OX=YUZUW .

Déterminer

R(a) = §;£Yfa(x,y), S(a)= inf fu(z,y), T(a)= inf fu(x,y).

(z (z.y)eZ (zy)eW
7) Calculer m(a) pour tout a et tracer sur un méme dessin p(a) et m(a).
8) Pouvait-on montrer a priori (i.e. sans calculs) la continuité de a — m(a)
et que a — —m(a) est convexe 7

9. Examen de septembre 1997

Ezercice 1

Soit R?2 = C muni de la norme euclidienne
(2, y))1* = 2>+ ¢* .
Soit f : R? — R donnée par
flay)=1+e*+ eV .

1) Soit A = (m,0), prouver que A est un point critique de f.
2) Ecrire la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 pour f en A.
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3) Le point A est-il un point de maximum local, de minimum local ou un col
pour f 7

4) Représenter I'allure des courbes de niveaux de f au voisinage de A en
indiquant les régions f(z,y) > f(A) et f(z,y) < f(A).

Ezercice 2

Soit fo(z,y) = z* + y* + 4axy + (sinwa)(z — 2y).

1) Pour quelles valeurs du parametre réel a, la fonction f, : R*> — R est-elle
convexe 7

2) Déterminer les points critiques de fi et parmi ceux-ci ceux qui sont des
minimas locaux.

3) On pose p(a) = inf, y)cre fo(z,y). Calculer m = ¢(1).

4) On considere le systeme de 2 équations (x,), & 2 inconnues (x, y), dépendant
du parametre a donné par :

(%) 42° + day + sin(ra) = 0, 4y> + dax — 2sin(7a) =0 .

Soit L3 -
K:[_7_] X [__7__] )
22 2 2
et (1,—1) € K T'unique solution de (%;) contenue dans K.
Prouver qu'il existe un intervalle I =] — a, af,a > 0 tel que, si a € I, (%,)

admet une unique solution dans K, notée (z(a),y(a)), et que 'application a —
(z(a),y(a)) est C* de I dans R2.
Calculer

d

l=—
da|a=1

fa(2(a), y(a)) -

Ezercice 3

Soit E l'espace vectoriel de dimension 2 formé des polynomes de degré < 1
P(t) = a+ bt. On munit E du produit scalaire euclidien

P)= [ PoQ0a.

1
1) Soit X l'ensemble des P € E qui vérifient

Vvt € [-1,+1], P(t) >0.

Prouver que X est un polyedre convexe fermé de E et le représenter dans le plan
des (a,b).

2) Soit Py(t) = t, déterminer la projection (pour le produit scalaire euclidien
précédent) de Py sur X.

3) Quels sont les P € E dont la projection est le polynéme P =0 7

Représenter cet ensemble dans le plan des (a, b).
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10. Examen de juin 1998

Exercice 1
Soit
flz,y) =y’ + ey +sina .
1) Prouver que, pour tout x € R, I’équation f(x,y) = 0 a une unique solution
qu’on note y = ¢(x).
2) Prouver que ¢ est C*°. Calculer ¢(0), ¢'(0) et ©”(0).

Ezxercice 2
Soit
fla,y) =2z +y+a® +ay+y°.

1) Chercher les points critiques de f.

2) La fonction f est-elle convexe ?

3) Déterminer la nature du point critique de f, noté A, qui est situé sur I'axe
y=0.
4) Tracer sommairement les lignes de niveaux de f pres de A en indiquant les
tangentes a la ligne de niveau et les régions ou f > f(A)

Exercice 3
Soit D,, C R™ (avec n > 2) défini par :
Dy ={(x1, -, 2,) | Vi, 2 >0, Zx =1},
i=1

et f:R"™ — R définie par :
flxr, - xn) = Z T .
1<i<j<n

Le but de I'exercice est de déterminer les nombres m,, et M, définis par

m, = xlenlgn f(x)
et
M, = sup f(.T) :
{L'GDn

1) Calculer m,, sans faire de calculs.

2) Calculer M,.

3) Soit Z = {x € R*| > | ; = 1}. Chercher le point critique C,, de F' = f;
a l'aide des multiplicateurs de Lagrange. On pose K, = f(C,). Prouver que la
suite K, est croissante.

4) En utilisant ce qui précede et une récurrence sur n, prouver que f atteint
son maximum sur D,, uniquement au point C,, et calculer M,.
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5) Prouver que la restriction de f a D,, est concave (i.e. —f est convexe) et
retrouver ainsi une preuve du résultat précédent.

Ezercice 4
Soit D C R? défini par :
D={(z,y) eR* | 22>y’ ety >1} .

1) Soit g : R — R une fonction. Soit E, = {(z,y) | vy > g(z)}. Prouver
que E, est un sous-ensemble convexe de R? si et seulement si g est une fonction
convexe.

2) Dessiner D et prouver que D est conveze.

3) Soit A = (1, 1), déterminer le cone tangent & D au point A. On note Y ce
cone.

4) Soit f : R? — R de classe C'. Dans quelle région Z de R? doit se trouver
nécessairement le gradient W de f au point A si A est un point de minimum de
f. Dessiner Y et Z sur une méme figure.

5) Soit, pour a € I = [—7, 7|, f, définie par :
folz,y) = (z — %)COSQ +(y—1)sina .
On pose :
Fla)= inf f,(M)
ou F(a) € RU{—o0}. Pour quelles valeurs de v a-t-on F(a) = —oo 7 On note

J cet ensemble de valeurs de a.
6) Calculer F(a) pour « € I et tracer le graphe de F' pour a € I\ J.

11. Examen de septembre 1998

Exercice 1

Soit f(z,y) = 22° + 6xy? — 32% — 3y>.

1) Déterminer les points critiques de f et leur nature.

2) Soit A = (a, b) celui des points cols tel que b > 0. Déterminer les tangentes
aux lignes de niveaux de f passant par ce point et dessiner l'allure de la ligne
de niveau de A au voisinage du point A. Indiquer les régions ou f > f(A) et

f<f(A).
FExercice 2

Calculer les bornes supérieures et inférieures de la fonction f(z,y,z) = zyz
lorsque (z,y, z) varie sur le domaine

D ={(z,y,2) | ¥* +4y* + 92> < 3} .
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Exercice 8

Soit f:R? - Ret acR.
1) Montrer que si f est convexe, le domaine

D, = {({L‘,y) | f(fl',y) < a}

est convexe.
2) Si D, est convexe pour tout a, cela implique-t-il que f est convexe 7
3) Prouver que le domaine D défini par z* + 2? + y* + 2y + 22 + 3y < 9 est
convexe.
4) Prouver que la courbe C d’équation
'+t Pty + 20+ 3y =9

admet une tangente au point (1, 1) et la déterminer.
5) A l'aide d’un dessin, montrer le position de D par rapport a C.

Ezercice 4

Soit f(z) =z + V1 + 22.
1) Prouver que f: R — R est strictement convexe, C? et vérifie
0< fl(z) <2, 0< f'(z)<1.
2) Soit F, : R* — R définie par :
Fulw,y) = [z —y) + 2% + azy + y*

Pour quelles valeurs de a, F, est-elle convexe, strictement convexe ?
3) Prouver que pour |a| < 2, F,, est a—convexe en précisant une valeur de .
4) Prouver que F; admet un unique point de minimum et écrire la méthode
de gradient a pas p pour cette fonction. Donner une valeur de p pour laquelle la
méthode converge et dire a quelle vitesse.

12. Partiel de mars 1999

12.1. Exercice. Soit f la fonction de R? dans R définie par
3

xy _
f(z,y) = 2o o (z,y) # (0,0) et f(0,0)=0.

Montrer que f est de classe C! sur R

12.2. Exercice. On note U = {(z,y) € R?* |z + y # 0}.

Trouver toutes les fonctions ¢ : R* — R de classe C? telles que la fonction
f U — R définie par f(z,y) = p(x + y) vérifie
0*f 2f(z,y)

(,y) = = -5

0z y (x+y)

Parmi ces fonctions, donner celles se prolongeant de facon C? en 0.

V(z,y) e U,
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12.3. Probleme. Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

Dans tout le probleme, R? et R? sont munis de la norme euclidienne, et si A
est un compact de R?, on rappelle que A est négligeable si et seulement si pour
tout € > 0, il existe une famille finie de boules (By)1<k<n telle que

AcC U By et Z aire(By,) < e.
k=1 k=1

1. Dans cette question, v : [0,1] — R? est une fonction de classe C.
a. Montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout n > 1
et pour tout k € {0,...,n—1}, on a:

V(k/n, (k+1)/n]) € B(y(k/n), M/n),

ou B(z,r) désigne la boule fermée de centre z et de rayon r.
b. En déduire que ([0, 1]) est un compact négligeable de R?.
2. Dans cette question, f : R3 — R? est une fonction de classe C2. On pose

Y ={r eR*| f(x) = 0}.

. Montrer que ¥ est fermé.
. Soit R > 0 fixé et K =[—R, R]* C R5.
Montrer qu’il existe A > 0 tel que pour tout (z,y) € Kr x Kg, on a

1 () = FW)Il < Alle —yll.

En déduire (ou montrer directement), que pour tout (z,y) € Kg X
Kpg, on a

T o

1f (@) = fy) = Fy)(z—y)ll < ng—yIIQ-

c. Pour tout n entier fixé, on découpe le cube Ky en n?® cubes de cotés
2R/n. Soit C' 1'un de ces n® cubes.

Montrer que si C N'Y # (0, alors f(C) est inclus dans une boule de
rayon 6AR?/n?.

d. En déduire que f(X N Kp) est un compact négligeable de R2.
Quelques commentaires :

(i) il existe des applications continues de [0, 1] dans R? dont I'image
est le carré [0, 1] x [0, 1], elles sont appelées courbes de Peano.
La question 1 du probleme montre que ces courbes ne sont pas de
classe C!.

(ii) le probleme montre deux cas particuliers du théoreme de Sard : si
f:R™ — R est une fonction de classe C* avec k > max(0,m —n),
alors 'image par f des points x € R™ dont la différentielle f'(x) :
R™ — R™ n’est pas surjective est négligeable dans R™ muni de la
mesure de Lebesgue.
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13. Examen de juin 1999
Exercice 1. Soit f:R? — R la fonction

f(@,y) = sup(a®, %) .
a) Tracer la courbe de niveau f = 1.
b) Calculer les dérivées Oy f(mg) avec V = (1,0), V = (0,1) et V = (1,1),
=(1,1).
c¢) En quels points de R? la fonction f est-elle différentiable ?
d) La fonction f est-elle convexe ?

Exercice 2. Prouver que la fonction f(z,v, z) = xy?2> est majorée et atteint
sa borne supérieure M sur la sphere S de R? d’équation 2% + y? + 22 = 1.
Déterminer M et les points m € S ou ce sup est atteint.

Probléme. R? est muni de la structure euclidienne < .|. > et de la distance
d canoniques.

a) Soient i, ¥ et @ 3 vecteurs de R? de norme euclidienne 1. Prouver que les
vecteurs V =@ — 7 et W = ¥ — & sont liés si et seulement si 2 ou 3 des vecteurs
U,V et W sont égaux.

b) Soient A = (1,0), B = ( > V3) of O = (-1, -2 v3) les 3 sommets dun
triangle équilatéral de centre O = (0,0). Pour M = (z,y) € R*\ {4, B,C},
on pose X (M) =d(A,M) —d(B,M) et Y (M) = d(B,M) —d(C,M). Calculer
grad X et gradY en termes des Vecteurs
AM BM Ci

—

e U= e W=
1AM IBM]| lC Ml

c) Soit F(z,y) = (X,Y). Prouver que, pour tout point M, intérieur au
triangle ABC, F' est un difféomorphisme C'* d’une boule ouverte de centre M,
et de rayon r(Mp) > 0 sur un ouvert de R

d) Calculer la matrice jacobienne J de F' au point O ainsi que celle de son
inverse local G au point O = F(O).

e) Prouver que, si € est donné assez petit, il existe un unique point M(e) €
B(O,r(0)) tel que X(M(e)) =€ et Y(M(e)) =0.

f) Calculer la dérivée

_1
27

<y

U=

dM
de
en € = 0.
g) Prouver que, si r > 0 est assez petit, il existe un unique cercle passant par
B et C et tangent intérieurement (resp. extérieurement) au cercle de centre A
et de rayon r. Calculer le développement limité a l'ordre 1 en r = 0 du rayon de
ces cercles. Faire une figure.



