Master 1 Mathématiques, MAT414 Université Joseph Fourier
2009-2010

Feuille d’exercices 0 : théorie de la mesure, calculs de lois de variables aléatoires

Dans ce qui suit, (2, F,P) désigne un espace probabilisé et si p > 1, LP(Q, F,P) est I'espace des
fonctions F-mesurables de €2 dans R telles que

1715, = [ 1P e < oo
Si A € F, on note 14 la fonction caractéristique sur A (14(w) =1si w € A et 0 sinon).

Exercice 1.

1. Soit p > 1. Montrer que LP(2, F,P) C L1(Q, F,P).
Montrer que si la suite (X, )nen dans LP(92, F,P) converge vers X pour la norme || - ||z», alors
elle converge également pour la norme || - ||71.

2. Montrer que si X € LP(Q, F,P), alors

fim [| X 1gpxpay[ 1 = 0

Tr—00

3. Soit (X, )nen une suite dans LP(§2, F,P) qui converge vers X pour la norme | - |[z». Montrer
que (| X,|P)nen est uniformément intégrable, c’est-a-dire,

xll{go Zlelg HX" 1{‘Xn|2x}HLP =0.

Indication : Montrer que (| X, — X|P)pen est uniformément intégrable; en conclure que la suite
positive (| X,[P)nen est uniformément intégrable car elle est majorée par une somme de deux
suites positives uniformément intégrables.

Exercice 2. Soit Q = [0,1[. Pour tout n € N, on considere la tribu F,, engendrée par la collection
d’intervalles {[27"k,27"(k+ 1)[; k=0,1,--- ,2" — 1}.
1. Déterminer toutes les fonctions F,,-mesurables f : 2 — R.

2. Montrer que F,, C Fp+1-

Exercice 3. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles sur (2, F,P). On rappelle que la tribu
engendrée par X est la sous-tribu o(X) = {X~1(B) ; B C R borélien} C F. Montrer que si Y est
o(X)-mesurable, alors il existe une fonction borélienne f : R — R telle que Y = f(X).

Exercice 4. Soit X une variable aléatoire réelle sur ’espace probabilisable (2, F) et o(X) C F la
tribu engendrée par X. Soit u une mesure de probabilité sur (R, B(R)), ou B(R) désigne I’ensemble
des boréliens de R.

1. Peut-on toujours associer & p une mesure de probabilité P sur (£2,0(X)) telle que
P[X € B] = u(B) pour tout B € B(R) (1)
et si oui, cette mesure est-elle unique?

2. Méme question si p satisfait la propriété suivante : p(B) = 0 pour tout borélien B € B(R) tel
que B C R\ Im(X) (ou Im(X) C R désigne I'image de X).



Exercice 5. Soit un point aléatoire distribué uniformément sur le demi-cercle C, = {(x,y) €
R?; 22 +y? =a?, y > 0} de rayon a. Déterminer la loi de 'abscisse X de ce point.

Exercice 6. Soit Ny et No des variables aléatoires gaussiennes centrées indépendantes de variance
1. Calculer la loi de la variable aléatoire X = Nj/Ns.

Exercice 7. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires positives de méme loi.

1. Soit X € £L}(Q, F,P), X > 0. En appliquant le théoréme de Fubini & la fonction caractéristique
de deux variables 14, avec A = {(w,z) € 2 xRy ; 0 <z < X(w)}, montrer que z € Ry —
P[X > x] est intégrable et que

[e o]
E[X] :/ PX > z]dz . (2)
0
2. Donner une autre démonstration de (2) dans le cas ou la loi u de X est de la forme u(dz) =
p(x)dz avec p € C(Ry) N LYRL).
3. On suppose que X,, € £L1(Q, F,R) pour tout n € N*. On considere les variables aléatoires
My = maX{Xl,--- , XN} , NeN-.

En utilisant la question 1, montrer que N 'E[My] — 0 quand N — oco.



