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1 Présentation du module

Dans ce module, on introduira moins de notions nouvelledans d’autres mod-
ules de mathématiques, par contre on insistera sur le cafiiadtif, si possible effi-
cace, et sur le controle de la précision des résultats, gptigee la part importante
consacrée aux TP (18h de cours en 12 séances, 18h de TD ennt2séa24h de
TP). On présentera par exemple des méthodes de calcul dgmfenusuelles (racine



carrée, trigopnométriques, ...), il s’agira non seulemensavoir calculer une valeur
numérique, mais aussi de pouvoir majorer I'écart entre lawarouvée et la valeur
exacte, en utilisant des théorémes du cours. Les calculsrgetfdans la mesure du
possible sur ordinateur ou sur calculatrices.

Les thémes abordés seront :

. calcul exact et approché, représentation des données

. Suites récurrentes, méthode du point fixe, de Newton

. Interpolation polyndmiale (évaluation, interpolatide Lagrange)
. Séries de Taylor et approximation des fonctions usuelles

Arithmétique des polynémes (PGCD, Bézout, factorisataécomposition en
éléments simples)

O A W N P

6. Intégration
7. Algébre linéaire

L'évaluation se fait sur :

— 1/4 :un DS a mi-semestre

— 1/4 : certains compte-rendus de TP (a rédiger seul ou emlg)o

— 1/2 : I'examen final
Les calculatrices et les netbooks de taille d’écran plugspgtie 10 pouces sont au-
torisées au DS et a I'examen final (prét possible de netbookslp semestre).

2 Représentation des nombres et autres données, calcul
exact/approché

Résumé :
Types de base : entier machine, entier long, flottant ma@tinaultiprécision (Base 2,
base 10, BCD).
Types composés : complexes, polynomes (représentatieefdeause), symboles, listes
(vecteurs, matrices), expressions, fonctions.
Erreur relative, erreur absolue, erreur d’arrondi, +86*/
Algorithme, complexité, exemple puissance modulairepritigme de Horner.

Les principaux ensembles de nombres en mathématiquessanitiers positifsl
et relatifsZ, les rationnelg), les réelsR et les complexe&. Sur ordinateur, on peut
représenter ces nombres de maniére exacte dans certginppashée dans d’'autres.

2.1 Entiers courts et longs

Proposition 0.1 Division euclidienne de deux entiers si a et b sont deux entiers,
a > 0,b > 0, il existe un unique couplgy, r) tel que

a=bg+r, rel0]b



Preuve : On prend poyrle plus grand entier tel que— bg > 0.

La division euclidienne permet d’écrire un nombre entiaruglisant une basket
des caractéres pour représenter les entiers entré © &t Nous écrivons les nombres
entiers en basé = 10 avec comme caracteres les chiffres de 0 a 9. Les ordinateurs
utilisent des circuits binaires pour stocker les informagi, il est donc naturel d'y tra-
vailler en base 2 en utilisant comme caracteres 0 et 1 ou enliiesn utilisant comme
caracteres les chiffres de 0 a 9 et les lettres de A a F. Engépéur trouver I'écrit-
ure d’'un nombre en bade(par exemplé = 2), on effectue des divisions euclidienne
successives pardu nombre puis de ses quotients successifs jusqu’a ce quetiet
soit 0 et on accolle les restes obtenus (premier reste a&dd@tnier reste a gauche).
Inversement, pour retrouver un enti€a partir de son écrituré,, ...do, on traduit les
divisions euclidiennes successives en

d = (((dnb—i-dn,l)b—‘rdn,g)+d1)b+d0
= dyb" +dp V"N + .+ dy

Par exemple, vingt-cing s’écrit en base 1% car 25 divisé par 16 donne quotient 1,
reste 9. En base 2, on trouver@@011001 car25 = 2* + 23 + 1. On peut effectuer
les opérations arithmétiques de base (+,-,*, divisiorga#ment en base 2 (ou 16). Par
exemple la table de I'addition est 0+0=0, 0+1=1+0=1 et 1+&=@tiens 1, donc :

01001111
+ 01101011

10111010

Exercice : comment passe-t-on simplement de la représentation durbre en
base 2 a un nombre en base 16 et réciproquement ?

Les microprocesseurs peuvent effectuer directement légtipns arithmétiques
de base sur les entiers “machine” (déclinés en plusieuirantas selon la taille et la
possibilité d’avoir un signe). Noter que la division de dexntiersa et b n'a pas la
méme signification que la division de deux réels, comme a@léomberait pas forcé-
ment juste, on calcule le quotient et le reste de la divisigligienne.

Ces entiers machines permettent de représenter de maxaete des petits entiers
relatifs par exemple un entier machine signé sur 4 octetoespris entré—23! 231 —

1]. Selon le microprocesseur les 4 octets représentantdiesiint stockés par adresse
mémoire décroissante ou croissante (big ou little endian).certains systemes (dits
BCD), on écrit les entiers en base 10, chaque chiffre ocduphits (qui normalement
sert a stocker un chiffre en base 16). Les microprocesseursspondants ont un flag
leur permettant d’effectuer les opérations sur des nomhresn représentation BCD
(base 10) ou hexadécimale (base 16).

Ces entiers machines permettent de faire trés rapidemecdldul exact sur les
entiers, mais a condition qu'il N’y ait pas de dépassementagecité, par exemple
pour des entiers 32 bitg@3' + 23! renverra 0. lls sont trés utilisés en calcul formel
pour les algorithmes dits modulaires (on travaille moduicentier assez petit). Pour
travailler avec des entiers plus grands, on doit utiliseretgiers de taille plus grande,
mais il faut alors programmer les opérations de base et eédidn mécanisme de



stockage, par exemple en représentant un entier par unemz@meire commencant
par la taille et suivie par I'écriture a l'aide d’entiers rhées de I'entier (en base
232). Bien entendu, plus les entiers sont grands, plus les tipésaseront longues, par
exemple I'addition de deux entiers longs de taillenécessite un temps proportionnel
a N, leur multiplication par I'algorithme élémentaire nédéssin temps proportionnel
aN? (mais il existe des algorithmes plus efficaces, par exemplatsuba ou FFT, cf.
Knuth, The Art of Computer Programming ou la documentatieedibrairie GMP).

2.2 Lesrationnels.

On sait donc représenter les entiers, pourdd®nnels, il suffit de les représen-
ter comme un couple d’entiers correspondant a leur écrgtats forme de fraction
irréductible avec un dénominateur positif.

Proposition 0.2 L’algorithme d’Euclide permet de calculer le PGCD (plus geecom-
mun diviseur) de 2 entiers, écrit ici en syntaxe Xcas :

pgcd(x, y) : ={
 ocal r;
while (y!=0){
r:=irem(x,y); // reste de x par y
x:=y; [ PGCD(x,y)=PGCD(y,r) donc on decal e
y:=r,
}

return x; // c’ est le resultat car PGCD(x, 0)=x
}

Preuve : on utilise le fait gu’'un nombre divigetb si et seulement si il divise = a—bq
eth. Le PGCD de: etb est donc le PGCD deet du reste de la division euclidienne de
a parb. Comme le reste est en valeur absolue plus petitgiguia taille des variables
X, Y, r décroit a chaque itération. Arrive un moment ou le reste estien PGCD est
alors I'entier par lequel on a divisé. Il existe des variande cet algorithme un peu
plus efficaces lorsque les nombres sont représentés en KRSCD binaire, voir par
exemple A. Cohen).

On utilise cet algorithme et la division euclidienne poungiifier une fraction
d’entiers par le PGCD du numérateur et du dénominateur pécrire sous forme
irréductible.

Les calculs sont maintenant exacts et sans limitation dacit@p(ou presque, la
taille des entiers longs est bornée parce que la taille dmph@émoire fixant la
longueur de stockage est bornée) mais souvent trop lentdgmualculs numériques
usuels (par exemple pour calculer la valeur approchée deuso23 degrés 27 min-
utes). On utilise alors un autre type dont les calculs de Saisegérés par le micropro-
cesseur (ou son coprocesseur arithmétique).

2.3 Lesreéels

On se rameéne d’abord au cas des réels positifs, en machirerda tyaditionnelle-
ment un bit pour stocker le signe du réel & représenter.



2.3.1 Virgule fixe et flottante.

La premiére idée qui vient naturellement serait d’utilisarentier et de déplacer
la virgule d’'un nombre fixe de position, ce qui revient & npliér par une puissance
(négative) de la base. Par exemple en base 10 avec un dédelagé234. 5678
serait représenté pa2345678 et1. 2345678 par12345 (on passe de I'entier au
réel par multiplication pat0—*. L'inconvénient d’une telle représentation est qu’on ne
peut pas représenter des réels grands ou petits, commeguaplexde nombre d’Avo-
gadro, la constante de Planck, etc.

D’ou I'idée de ne pas fixer la position de la virgule, on pat@sde représentation
a virgule flottante ou de nombre flottant : on représente unbmerpar deux entier,
I'un appelé mantisse reprend les chiffres significatifs éel sans virgule, I'autre I'-
exposant, donne la position de la virgule. Attention, leasafeur est un point et non
une virgule dans la grande majorité des logiciels scientfiq On sépare tradition-
nellement la mantisse de I'exposant par la ledrePar exemplel234. 5678 peut
étre représenté pa2345678e- 8 (mantissel 2345678, exposant -8) mais aussi par
1234567800e- 10.

Naturellement, sur un ordinateur, il y a des limites pourdiesers représentant la
mantissemn et I'exposant. Si on écrit les nombres en basda mantissen s’écrira
avec un nombre fixé de chiffres (ou de bits en base 2), donc= [0, b"[. Soit un réel
x représenté par

x=mb®, m€[0,b"]

Sim € [0,b" 1], alors on peut aussi écrite= m/b¢~! avecrn’ = mb € [0,b"[, quelle
écriture faut-il choisir ? Intuitivement, on sent qu'il wtanieux prendren’ le plus grand
possible, car cela augmente le nombre de chiffres signfidators que des 0 au début
de m ne sont pas significatifs). Ceci est confirmé par le calculeledur d’arrondi
pour représenter un réel. En effetasest un réel non nul, il ne s’écrit pas forcément
sous la formenb®, on doit I'arrondir, par exemple au plus proche réel de lenfomb°©.

La distance de: & ce réel est inférieure ou égale a la moitié de la distance dptix
flottants consécutifsnd® et (m + 1)b¢, donc I'erreur d’arrondi est inférieure ou égale
abc/2. Si on divise par: > mb®, on obtient une erreur relative d’arrondi majorée par
1/(2m). On a donc intérét a prendre le plus grand possible pour minimiser cette
erreur. Quitte & mulitplier paF, on peut toujours se ramener (sauf exceptions, cf. ci-
dessous), & € [b"~1,b"[, on a alors une erreur d’arrondi relative majorée par

1
an,1

On appelleflottant normalisé un flottant tel quen € [b"~*, b™[. Pour écrire un
réel sous forme de flottant normalisé, on écrit le réel en basteon déplace la virgule
pour avoir exactement chiffres non nuls avant la virgule et on arrondit (par exempl
au plus proche). L'exposant est égal au décalage effecntézNMu’en base 2, un flot-
tant normalisé commence forcément par 1, ce qui permet déuser un bit dans le
stockage.

Ainsi, I'erreur d’arrondi commise lorsqu’on représenter@al (connu exactement)
par un double normalisé est une erreur relative infériede2x >3 (b = 2 etn = 52+1
pour les doubles).



Exemples :

— en base 10 avec = 6, pour représentet = 3, 14159265..., on doit décaler la
virgule de 5 positions, on obtieBtL4159. 265. . . on arrondit 8314159 donc
on obtient314159e- 5.

— en base 2 avee = 10, pour représenter trois cinquieme&g en base 10, noté
11/101 en base 2), on pose la division en base 2tigpar101, ce qui donne

11 | 101
110 eeeeee---
-101 | 0.1001
- |
010 |
100 |
1000 |
- 101 |
----- |
011 |
on retrouve le nombre de départ donc le développement astjmgre et vaut
0.1001 1001 1001 ....On décale le point de 10 positions, on arrondit,

donc trois cinquiemes est représenté par la manti88¢ 100110 et I'exposant
- 10. On observe aussi sur cet exemple §y& dont I'écriture en base 10. 6
est exacte, n’a pas d’écriture exacte en base 2 (de méme3j'a pas d’'écriture
exacte en base 10).

Il existe une exception a la possibilité de normaliser legdids, lorsqu’on atteint
la limite inférieure de I'exposant. Soit en effet,,, le plus petit exposant des flottants
normalisés et considérons les flottamts= b~ (1 + 1/b) ety = b°. Ces flottants
sont distincts, mais leur différence n’est plus reprédgatpar un flottant normalisé.
Comme on ne souhaite pas représenter y par 0, (le testt == y renvoie faux),
on introduit les flottants dénormalisés, il s’agit de flotsadont I'exposant est I'ex-
posant minimal représentable sur machine et dont la mangispartient 30, 6™ .
Par exemple 0 est représenté par un flottant dénormalisé téssea0 (en fait 0 a deux
repiSentation, une de signe positif et une de signe négatif).

Enfin, on utilise traditionnellement une valeur de I'expatspour représenter les
nombres plus grands que le plus grand réel§eptable sur machine (traditionnelle-
ment appelé plus ou moins infini) et les erreurs (par exemple Ou racine carrée
d’'un nombre réel négatif, traditionnellement appelé Nabt &iINumber).

Exercice: quels sont les nombres réels représentables exactembeaserl0 mais
pas en base 2? Si on éctit10 en base 2 avec 53 bits de précision, puis que I'on
arrondit avec 64 bits de précision, ou si on étfit0 en base 2 avec 64 bits de précision,
obtient-on la méme chose ?

Les ordinateurs repentent générallement les flottants en base 2 (cf. la sexttion
ante pour plus de précisions), mais cette représentatist pas utilisée habituellement
par les humains, qui préférent compter en base 10. Les ¢edirsaeffectuent donc la
conversion dans les routines d’entrée-sortie. Le fornaatdsrd utilisé pour saisir ou
afficher un nombre flottant dans un logiciel scientifique eshjgosé d’'un nombre a
virgule flottante utilisant le point comme séparateur détifat non la virgule) suivi si
nécessaire de la letteepuis de I'exposant, par exemple 23e- 5 ou 0. 0000123.



Dans les logiciels de calcul formel, pour distinguer unenstreprésentés par un entier
d’un entier représenté par un flottant on écrit I'entier sdés. 0 par exemple3. 0.
Remarque:
Les microprocesseurs ayant un mode BCD peuvent avoir urefadmreprésentation
des flottants en base 10, les nombres décimaux comme par lexer@peuvent étre
représentés exactement. Certains logiciels, notammepiematilisent par défaut des
flottants logiciels en base 10 sur des microprocesseursrsaaes BCD, ce qui entraine
une baisse de rapidité importante pour les calculs num&sigon peut partiellement
améliorer les performances en utilisawtal hf en maple).

2.3.2 Les flottants au formatdoubl e

Cette section développe les notions de la section précggent les flottants ma-
chine, utilisables dans les langage de programmation sisek¢ peut étre omise en
premiére lecture. La représentation d’un double en ménsei@mpose de 3 parties :
le bit de signes = +1 sur 1 bit, la mantissé/ € [0,25?[ sur 52 bits, et I'exposant
e € [0,2] sur 11 bits. Pour les nombres “normaux”, I'exposant est @rctanpris
entre 1 eR'! — 2, le nombre représenté est le rationnel

M 10
(1 4 2@)26-’-1 2
Pour écrire un nombre sous cette forme, il faut d’abord drerpar quel multiple
de 2 il faut le diviser pour obtenir un réeldans(1, 2[, ce qui permet de déterminer
I'exposante. Ensuite on écrit la représentation en base 2 del € [0, 1[. Exemples :
- -2
Signe négatif. Il faut diviser sa valeur absolue 2 pampour étre entre 1 et 2
donte + 1 — 2!% = 1, I'exposant est = 2!°. Onaalorsr = 1,7 — 1 = 0.
Représentation
1 10000000000 00000000. .. 0000
— 1.5=3/2
Signe positif, compris entre 1 et 2 dont 'exposant véiifie 1 — 210 = 0 soit
e =210 1 =29 428 4 27 1 26 1 254 241923422421 120 Ona
r—1=1/2 =271 Dou lareprésentation
0 0111211111211 10000000...0000
— 6.4=32/5
Positif. Il faut le diviser paR? pour avoir8/5 € [1,2[ donce + 1 — 210 = 2 soit
e = 210 + 1. Ensuiter = 3/5 qu'il faut écrire en base 2 (cf. section précédente),
on écrit donc les 52 premiers éléments du développementumecegle d'ar-
rondi du dernier bit au nombre le plus proche. Ici le bit sotia dernierl001
est unl, on arrondit donc 4010. D’ou la représentation
0 1000000001 100110011001...10011010

On observe que la représentation en base 2 de 6.4 a du émeiar(oar elle est in-
finie en base 2) bien qu’elle soit exacte (finie) en base 10s3es entiers et les ra-
tionnels dont le dénominateur est une puissance de 2 peétreneprésentés exacte-



ment. Ceci entraine des résultats qui peuvent surprendmmemar exemple le fait que
0.3 - 3x0. 1 n’estpas nul.

Des représentations spéciales (awee 0 oue = 2'' — 1) ont été introduites pour
représenter-oo (pour les flottants plus grands en valeur absolue que le phrsdg
flottant représentable), et pour représenter les nombresuls plus petits que le plus
petit flottant représentable de la maniére exposée ci-désaiparle de flottants dénor-
malisés), ainsi que le nombre NaN (Not a Number) lorsqu’yrération a un résultat
indéfini (par exemple 0/0).

Remarque : Sur les processeurs compatibles avec les i386ptecesseur arith-
métique i387 gére en interne des flottants avec 80 bits dobit§4le mantisse. Sur
les architectures 64 bits (x86 ou AMD), le jeu d’instructi®8E permet de travailler
avec des flottants de 128 hits. Le compilateur gcc permetlidartces flottants longs
avec le typd ong doubl e ou lestypes fl oat80 et fl oat 128 en utilisant
un drapeau de compilation du typesse

2.3.3 Opérations sur les flottants

Les opérations arithmétiques de base sur les flottants séddamaniére suivante :

— addition et soustraction : on détecte s'il faut additionme soustraire en valeur
absolue en analysant les signes, on détermine I'exposphidegrand et on dé-
cale la partie mantisse du flottant dont I'exposant est le pétit pour se ramener
a additionner deux entiers (partie mantisses correspordaméme exposant),
on décale a nouveau la partie mantisse en modifiant I'expagaés I'opération
pour normaliser le flottant

— multiplication : on additionne les exposants et on mukifgs parties mantisses
(vus comme des entiers), on tronque et on ajuste I'exposagtessaire

— division : on soustrait les exposants et on divise lesgmrtiantisses (division “a
virgule™), on tronque et on ajuste I'exposant si nécessaire

2.3.4 Erreurs

La représentation des nombres réels par des doubles mésntvantages, les
opérations arithmétiques sont faites au plus vite par leaprocesseur (quoique sur
les microprocesseurs plus anciens, par exemple Saturrattegatrices HP, Z80 des
calculatrices TI8x, la multiplication et la division n’egas une opération de base du
microprocesseur, elle doit étre codée a partir des opésattaddition, soustraction,
décalage de bits, et/ou logique. A contrario, les copraeessarithmétiques (inté-
grés sur les microprocesseurs de PC) proposent méme lé detcfonctions usuelles
(trigonométriques, racine carrée, log et exp) sur le typeobl et utilisent des formats
de représentation interne ayant plus de 64 bits pour ledemude qui permet de limiter
dans certains cas les erreurs d’arrondi). Par contre, degrevont étre introduites, on
parle de calcul approché par opposition au calcul exactesurdtionnels. En effet, la
représentation doit d’abord arrondir tout réel qui n’est pa rationnel dont le dénom-
inateur est une puissance de 2. Ensuite chaque opératigrireier une propagation
de ces erreurs et va y ajouter une erreur d’arrondi sur ldtaésknfin, I'utilisation du
type double peut provoquer un dépassement de capacitéxgrapke100! = 100! ).



Pour diminuer ces erreurs et les risques de dépassemenpaltéail existe des
types flottants multiple précision, qui permettent de titleraavec un nombre fixé a
I'avance de décimales. Les calculs sont plus longs maigtears plus faibles. Atten-
tion, il s’agit toujours de calcul approché ! De plus, pous daantités dont la valeur est
déterminée de maniére expérimentale, la source prinaijegbheopagation d’erreurs est
la précision des quantités initiales, il ne sert souvent diutiliser des types flottants
multiprécision car les erreurs dus a la représentationijédsont négligeables devant
les erreurs de mesure.

2.3.5 Erreur absolue, relative et propagation des erreurs.

On a vu précédemment que pour représenter un réel, on deveindir, ce qui
introduit une erreur méme si le réel est connu exactemenefmmple 1/10). Voyons
comment se propagent lesreurs dans les opérations arithmétiques de base : on dis-
tingue I'addition, la multiplication et I'inversion. La satraction se raméne a I'addi-
tion car le calcul de 'opposé n’introduit aucune erreur velle. Pour I'addition, si
| — 20| < g etsily—yo| < e alors par I'inégalité triangulaired + b| < |a| + |b]),
ona:

[(z +y) = (zo +v0)| < [v — 2ol + ]y —yo| <eo+e1

on dit que les erreurabsolues’additionnent.

Définition 1 L'erreur absolue est définie comme un majorant de la valegohie de
la différence entre le nombre réel et son représentant doubl

|x — 20| < e

Mais comme il faut représentes+yo en machine, on doit ajouter une erreur d’arrondi,
qui est proportionnelle a la valeur absoluexdet 3, d’ou la notion d’erreurelative:

Définition 2 L'erreur relative est égale a I'erreur absolue divisée parvaleur ab-
solue du nombre
|z — 20| < el

Remarquons au passage que les erreurs de mesure expéesents pratiquement
toujours des erreurs relatives.

Donc lorsqu’on effectue une addition (ou une soustractittnjleux réels sur ma-
chine, on doit additionner les deux erreurs absolues suwgésandes et ajouter une
erreur d’arrondi (relative d2—>3, a titre d’exercice, on pourra vérifier que cette erreur
d’arrondi est majorée par I'erreur absolue de la somme, dés I'instant our ety ont
eux-méme une erreur d’arrondi).

Lorsqu’on effectue une multiplication de deux nomhreg dont les représentants
Zo, Yo SONt non nuls, on a

Y — ToYo| _ xy_l)‘:

(= =D& =D+ (= =D+ (- 1)
ToYo

Zo Yo To Yo Zo Yo

I'erreur relative est donc la somme des erreurs relativesi grroduit des erreurs rela-
tives (on peut souvent négliger le produit devant la somih&ut aussi y ajouter une
erreur relative d’arrondi d2—°3 surzqyg.
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On observe que la multiplication est une opération posaimsrae probléemes que
I'addition, car on manipule toujours des erreurs relatiyes exemple si I'erreur rel-
ative sur deux doubles ety non nuls est d&—?3, alors I'erreur relative suty sera
de

2753 4 2753 + 27106 4 2753 ~ 3 % 2753

Lorsque I'erreur relative sur les données est grande dévant I'erreur relative d’ar-
rondi final est négligeable, on peut alors dire que les esreelatives s’additionnent
pour un produit (c’est aussi vrai pour un quotient : exerbicBar contre, si on addi-
tionne deux nombres dont le représentant de la somme estepdecO, la somme des
erreurs absolues peut devenir non négligeable par rappgars@mme des représen-
tants, entrainant une erreur relative trés grande. Par @resnz est représenté par
o = 1 + 2752 avec une erreur d’arrondi d& 3 ety pary, = —1 avec la méme
erreur d’'arrondi, 'addition de: ety renvoie2~°2 avec une erreur absolue fle 273
(ici il n’y a pas d’arrondi lorsqu’on fait la somme). C'esteuerreur relative de (qui
domine largement I'erreur d’arrondi) ce qui signifie que slEmmantisse, seul le pre-
mier bit sur les 52 a un sens, la perte de précision est tréslgra

Une autre conséquence importante est que I'addition de séelmachine n’est pas
une opération associative, par exemple

(2.07°% 42.07%) + 1.0 —» 1 42752

alors que
(2.07%% +1.0) +2.07%% — 1

Si on a plusieurs termes a additionner, il faut commenceagditionner entre eux les
termes les plus petits, pour que les petits termes ne sa@sralsorbés un a un dans les
erreurs d'arrondi (les petits ruisseaux font les grandvés)

Exercice : pour calculer la valeur numérique d’'une dérivéefanhction, il vaut
mieux calculer( f(z 4+ h) — f(x — h))/(2h) que(f(x+ h) — f(x))/h. Attention a ne
pas prendré trop petit, sinonz + h = x.

Remarquons néanmoins que les erreurs calculées ici somajesations des er-
reurs réelles (ou si on préfere I'erreur obtenue dans ledasecas), statistiquement les
erreurs sur les résultats sont moindres. Il est d'ailleouvent trop difficile de calculer
la majoration rigoureuse de I'erreur pour des calculs cemgd. Lorsqu’on doute de la
précision d'un calcul, un test peu couteux consiste a eefarcalcul en utilisant des
flottants en précision plus grande et tester si le résulté e fonction du nombre
de chiffres significatifs utilisés. On peut aussi faire galégérement les données et
observer la sensibilité du résultat. Si on veut travaillet@ite rigueur sans pour au-
tant calculer les erreurs a priori, il faut utiliser un lagiautilisant des intervalles pour
représenter les réels (par exemple la bibliotheque C MPFI).

2.4 Types composés.

Aprés les nombres réels, on passe narmbres complexes on utilise un couple
(partie réelle, imaginaire) de fractions (exacts) ou dedtus et les regles habituelles
sur les complexes.
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Aprés les nombres, I'objet le plus utilisé dans les systedeesalcul formel est
probablement Ipolyndme, toute simplification d’'une expression se raméne a un mo-
ment donné a mettre sous forme irréductible une fractiorotlgpmes. Les principales
représentations possibles sont :

— les polynébmes a 1 variable, représentation dense, onestadiste des coeffi-

cients du polyndme par ordre croissant ou décroissant

— les polynémes a 1 variable, représentation creuse, okestigs paires coeffi-

cients, degré pour les coefficients non nuls

— les polynébmes a plusieurs variables, représenté réeunsint de maniere dense

ou creuse (i.eP(z1, ..., z,,) vu comme polyndme en, a coefficients polynémes
dépendant des variables, ..., z,_1), ce sont des cas particuliers des 2 cas
précédents

— les polyndmes a plusieurs variables distribués, on stdekenonémes, qui sont

des paires coefficient, liste d’entiers, la liste reprémeinles exposant des vari-
ables dans le mon6éme.

— lareprésentation symbolique (par exempjé— 5z +y3) beaucoup plus difficile

a manipuler directement
Algorithmes de base sur les polyndmes : I'évaluation en untgblorner, cf. TD/TP),
la multiplication et division euclidienne et le PGCD (mémgaaithme que pour les
entiers mais avec la division euclidienne des polyndmexigite des algorithmes plus
efficaces, cf. le chapitre sur les polyndmes) Lien avec legssmtation en baseg(TD).

Les polynémes peuvent servir a représenter des nombrestionels de maniere
exacte, par exemple les nombres algébriques (qui sonf@m@ud’'une équation poly-
nomiale).

Lessymbolesou noms de variable désignent par exemple le nom d’une in@onn
dans un polyndme, ils sont représentés par une chaine detéarat peuvent étre
affectés a une valeur pendant une session (la valeur défiemdahtexte d’exécution
et le remplacement du symbole par sa valeur affectée estéapyguation).

Les expressions par exemplesi n( x) +2*x"2, elles peuvent étre représentées
par des arbres. L'évaluation d’'une expression consistenglezer les symboles de
I'expression par leur valeur, puis a effectuer les opénatien tenant compte de la
substitution. Il est parfois souhaitable de ne pas effectagaines opérations de sub-
stitution, on empéche I'évaluation, explicitement § ou implicitement (par exemple
I'affectation n’évalue pas le symbole qu’on va affecter).

Lesfonctions ne doivent pas étre confondues avec les expressions, eflesiant a
leurs arguments une expression. Par exempleest une fonction, alors quse n( x)
est une expression.

Les conteneurs contiennent plusieurs objets et permattassocier a un indice
un objet. Il en existe de plusieurs types, par exempldidéss et lesséquencesiont
I'indice est un entier compris entre 1 (ou 0) et la taille (&} tables dont l'indice
est plus général, et les tableaux (utilisés pounkssteurs, matrice$ qui sont essen-
tiellement des listes ou des listes de listes de méme taékeséquences sont des listes
d’objets ordonnés “non récursifs” (ils ne peuvent contdrs séquences), alors que les
listes peuvent contenir des listes, sinon il N’y a pas detdifices. Dans les logiciels
de calcul formel, la plupart du temps les séquences se ret@ntliquant les éléments
séparés par des virgules. Les listes s’en distinguent paékmiteurd ] . Il faut pren-
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dre garde au fait qu’en général affecter par exerhplg] : =3; a une variable libré
crée une table et non une liste. Remarque : certains logia@édent a certains types
de conteneurs uniquement par référence (par exemple maylégs vecteurs et matri-
ces), dans ce dernier cas une seule copie des objets du @onéxiste si on copie de
la maniéere habituelle une variable contenant un vecteuneumatrice dans une autre
variable, la modification d’'un élément du conteneur modif@satoutes les copies
pointant sur ce conteneur. Cette méthode est plus efficaisepmiat étre surprenante.

3 Suites itératives et applications

Résumé :
Théoreme du point fixe, méthode de Newton,convexité. Exemghlcul de valeur
approchée de racines carrées, Résolution d’équations.

3.1 Le point fixe

Soit f une fonction continue sur un intervalle= [a, b] deR, et a valeurs dang
(attention a bien choisif pour que I'image dd par f reste dand). On s’intéresse a
la suite

Un+1 = f(un)a ug € 1 (1)

Supposons que,, converge vers une limite € I lorsquen — +oo, alors la limite
doit vérifier

f)y=1i
puisquef est continue. On dit quieest un point fixe d¢'. Ceci amene a I'idée d'utiliser
ces suites pour résoudre numériquement I'équafiar) = x. Nous allons donner un

théoréme permettant d’assurer que la suijecpnverge, et que la limite est I'unique
solution def (1) = [ surl.

Définition 3 On dit quef est contractante de rappokt < 1 surI si

Ve,yel, |f(y) = f(x)] < kly — =]

En pratique, les fonctiong que I'on considérera seront continument dérivables,
donc d’apres le théoreme des accroissements finis

fly) = f(@) = f(O)y—=), 6¢clzx,y]

ainsi pour vérifier quef est contractante, on étudie la valeur absolugdsur I, il
suffit de montrer que cette valeur absolue est strictemééitiénre & un réek < 1
pour conclure (il faut donc chercher le maximum|dg sur I. Attention, il s’agit du
maximum de| /| et pas du maximum d¢’, ce qui revient & chercher le maximum de
1! etde—f").

Onaalorsle
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Théoréme 1 (du point fixe)
si f est contractante dé = [a, b] dansI de rapportk alors la suite () converge vers
l'unique solution def (1) = [ dansI. On a de plus les encadrements :

1) <K —al,  fuy — ] < Mol @)

Démonstration : Tout d’abord gi est contractante, on montre a partir de la défini-
tion de la continuité qu¢g est continue. Soiy(x) = f(x) — x, alorsg est continue,
positive ena et négative e, il existe dond < [a,b] tel queg(l) = 0 (théoréme des
valeurs intermédiaires). Sait, une suite définie padj. On a alors pour tout

[unt1 =l = [f(un) = fF(D)| < kluy =1
Donc par une récurrence évidente :
[n — 1| < K" |ug =1

ce qui entraine d'ailleurs qup:, — 1| < k™|a — b]. Commek € [0,1], la suite
géométrique:™ converge vers 0 lorsquetend vers I'infini, dona,, tend verd. Notons
quel est unique car gi est une autre solution aloils— I'| = | f(I) — f(I")| < k[l = U|
donc(l1—k)[l—1]| <0,orl—k > 0et|l—1'| >0donc|l—1]| doit étre nul. Passons

a la preuve de la majoratio2)(qui est importante en pratique car elle donne un test
d’arrét de calcul des termes de la suite récurrente, onguitm > 0 :

Up — 1 = Uy — Upt1 + Unt1 — Unpt2 + oo + Untm—1 — Untm + Um — l

puis on majore avec I'inégalité triangulaire

m—1

|U'n - l‘ S Z |Un,+j - un,+j+1| + |um, - l|
7=0

puis on applique le fait qué est contractante de rappart

m—1
luy, — 1] < Z kj\un — Upt1| + |um — |
j=0
soit
1 — fm
|un_l| < |un_un+1|+|um_l|

—k
On fait alors tendren vers l'infini d’ou le résultat.

Exemples : Cherchons une valeur approchée/depar cette méthode. Il faut
d’abord trouver une fonctiofi dont+/2 est un point fixe, par exemple

T+ 2
xz+1

fz) =

On vérifie quef(v/2) = v/2), puis quef’ = —1/(z 4 1)? doncf décroit. On va voir si
les hypothéses du théoréme du point fixe s’appliquent suexemple[1, 2]. Comme
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f est décroissantg([1,2]) = [f(2), f(1)] = [4/3,3/2] qui est bien inclus dang, 2].
De plusf’ est comprise entre1/(1 +1)? = —1/4et—1/(2+ 1) = —1/9 donc
|f'| < 1/4, f est contractante de rappdrt4. On peut donc itérer la suite a partir par
exemple dey, = 1 et on va converger vekg2 (en s’en rapprochant a chaque cran d’un
rapport inférieur & /4).

Considérons I'équation en

x—esin(z) =t ec|0,1]

c’est I'équation du temps utilisée en astronomie pour teol& position d’une planete
sur son orbite elliptiquee(étant I'excentricité de I'ellipse). Il N’y a pas de formule
exacte permettant de calculeen fonction de. Si on a une valeur numérique payr
on peut trouver une valeur numérique approchée gar la méthode du point fixe, en
réécrivant I'équation sous la forme

f(z) =t+esin(z) =z

On observe qu¢ envoieR dansjt — e, t + e] donc on peut prendre= [t — e, t + €],
de plus|f’| < e < 1, f est contractante de rappert [0, 1], le théoréme s’applique, il
suffit de prendre une valeur initiale dains- e, t + ¢] et d’itérer la suite jusqu’a obtenir
la précision désirée. Par exemple si on veut une valeur apgeoder a 10~ pres, il
suffira que la différence entre deux termes successifs det&us, vérifie

[Unt1 — un| < 107%(1 —¢)

on aura alors bien :

|un+1 - un|

lup — | < <107

Cette méthode n’est pas toujours optimale, car la vitesseodeergence vers la
limite [ est dite “linéaire”, c’est-a-dire que le temps de calcul paxoir n décimales
est proportionnel & (ou encore il faut effectuer un nombre d’itérations projoontel a
n, chague itération faisant gagner en précision de I'ordmagportk de contractance).
En effet, supposons qu& est continue ehet qued < L = |f/(1)| < 1. Il existe alors
un intervallel = [l — 0,1 + 7] tel que

1+L

L
er:>§§|f’(m)|§72

Le théoreme des accroissements finis donne alors

[untr =1 = [f(un) = FDI = [f'O)lun = 1], 0 € [un, ]

Siug € I, alorsf € I donclu; —1| < |ug — | etuy € I, par récurrence on a pour tout

n,u, €1
1+ L

L
§|Un_l|§|un+1_l‘§ lun — 1]

on a donc par récurrence

L\" 1+L\"
(2> |u0—l|§|un—l§(—g> o — 1]
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Donc pour avoitu,, — I| < €l suffit que

L+L)" (g =77)
(2> |u0—l\§e$n2@

et il faut que

L\" ln(|u€_”)
= —ll<e=>n>—"—1
<2> o ~lj<e=mn> (%)

Si f est suffisamment réguliere, il existe une méthode plus eajicsqu’on est
proche de la racine ou lorsque la fonction a des propriétéoaeexité, c’est la méth-
ode de Newton. Et méme si Newton n’est pas applicable, unglsidichotomie peut
étre plus efficace si la constante de contractance est supgidl /2 (y compris prés
de la solution def (z) = z).

3.2 La méthode de Newton.

La méthode de Newton est une méthode de résolution de liéqugtz) = 0, at-
tention a la différence avec le théoreme du point fixe qui peda résoudre numérique-
ment f(z) = z. Siz( est proche de la racineon peut faire un développement de
Taylor & I'ordre 1 de la fonctiorf enzy :

f(z) = fzo) + (. — o) f'(z0) + O((z — 20)?)

Pour trouver une valeur approchéerden ne garde que la partie linéaire du développe-
ment, on résout :

f(r)=0= f(zo) + (r — z0) f'(x0)
donc (sif’(xo) #0) :
f(@o)
f'(@o)
Graphiguement, cela revient a tracer la tangente a la coegrésentative d¢ et a
chercher ou elle coupe I'axe des On considere donc la suite récurrente définie par
une valeun, proche de la racine et par la relation :

Un+1 = Up — f’(u )
n

T~ Ty —

Il'y a deux théorémes importants, I'un d’eux prouve quecsest “assez proche”
de r alors la suiteu,, converge vers, malheureusement il est difficile de savoir en
pratique si on est “assez proche” dg pour que ce théoréeme s’applique. Le second
théoréme donne un critére pratique facile & vérifier quirasisuconvergence, il utilise
les propriétés de convexité de la fonction.

Théoréme 2 Soit f une fonction de class€? (2 fois continument dérivable) sur un
intervalle fermél. Soitr une racine simple d¢ située a l'intérieur del (telle que
f(r) =0etf'(r) #0). Alors il existes > 0 tel que la suite définie par

Un+1 = Un — f’(u )a
n

lug — 7| < e
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converge vers.
Siona|f”| < M et|1/f’| < m surun intervalle[r — n,r + 7] contenu dand,
alors on peut prendre tout réel> 0 tel ques < 2/(mM) ete <.

Démonstration: on a

f(un) (un - T)f/(un) - f(un)

- f'(un) B [ (un)
En appliquant un développement de Taylorfdenw,, a I'ordre 2, on obtient pour un
réeld situé entre- etu,, :

Uppl — T = Uy — T

0= F(r) = f(un) + (r = un) S (un) + (r — W@
donc: »
(un - T)f/(un) - f(un) = (un — T)QfT()
dou:
2L If"0)

Upt1 — T < |Up — T
S TR
On commence par choisir un intervalle— , r + ¢] contenant strictementet tel que
[f"| < M et|1/f'| < msur[r—e,r + €] (C'est toujours possible cgf’ et1/f’ sont
continues au voisinage depuisquef’(r) # 0). Siu,, est dans cet intervalle, alofis
aussi donc

[Unt1 — 7| < Jun — [t — 7],

SsMm _ |u, —r|Mm
s

On aju,, — r| < ¢, on diminue si nécessaiegpour avoire < 2/(Mm), on a alors :

_eMm

lunt1 — 7| < klu, — 7|, k <1

donc d'une part:,, 1 est encore dans lintervalle — ¢, + | ce qui permettra de
refaire le méme raisonnement au rang suivant, et d’auttegoaa une convergence
au moins géomeétrique vers En fait la convergence est bien meilleure lorsqu’on est
proche de- grace au carré dans,, — 7|2, plus précisément, on montre par récurrence
que

2

il faut donc un nombre d'itérations proportionnelign) pour atteindre une précision
donnée.

Remarque : ce théoréme se généralise §uet méme suR™.

Exemple : pour calculer/2, on écrit 'équation:> —2 = 0 qui av/2 comme racine
simple surl = [1/2, 2], on obtient la suite récurrente

M\ 21
[tr, — 7| < |ug — 7“\271 <m>

2
U1 =ty — Un "2
n - n

2Uy,
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Sion prend) = 1/2, on af’ = 2z et f”/ = 2 donc on peut prendrd/ =2 etm =1
car|l/f'| < 1sur[yv2—1/2,+/2+1/2]. Ona2/(mM) = 1, on peut donc prendre
e = 1/2, la suite convergera pour toug € [v/2 — 1/2,v/2 + 1/2].

Plus générallement, on peut calculer une radirieme d'un réela en résolvant
f(x) = 2% — a par la méthode de Newton.

L'inconvénient de ce théoréme est qu'il est difficile de sasola valeur de départ
gu'on a choisie se trouve suffisamment prés d’'une racine goena suite converge.
Pour illustrer le phénoméne, on peut par exemple colorgrdeds du plan complexe
enn + 1 couleurs selon que la suite définie par la méthode de Newtoveage vers
I'une desn racines d’un polyndme de deguéixé au bout de par exemple 50 itérations
(lan + 1-ieme couleur servant aux origines de suite qui ne sembintpnverger).

Passons maintenant a un critére trés utile en pratique :

Définition 4 (convexité)
Une fonctionf continument dérivable sur un intervallede R est dite convexe si son
graphe est au-dessus de la tangente en tout poirit de

Il existe un critére simple permettant de savoir si une fionale class€? est convexe :

Théoréme 3 Si f estC? et f'/ > 0 surI alors f est convexe.

Démonstration:
L'équation de la tangente au grapheagnest

y = f(xo) + f'(z0)(x — 20)
Soit
g9(z) = f(x) — (f(x0) + f'(x0)(z — x0))
ona:
g(x0) =0, ¢'(x) = f'(x) = f'(x0), ¢'(x0)=0, ¢"=f">0

doncy’ est croissante, commg(xzo) = 0, ¢’ est négative pour < z, et positive pour
x > xg, doncg est décroissante pour < xq et croissante pour > xy. On conclut
alors quey > 0 puisqueg(xo) = 0. Donc f est bien au-dessus de sa tangente.

On arrive au deuxiéme théoreme sur la méthode de Newton

Théoreme 4 Si f(r) =0, f'(r) > 0 etsif"” > 0 sur|r,b] alors pour toutug € [r, b
la suite de la méthode de Newton

(un)

Un+1 = Un — 77—~
f'(un)’
est définie, décroissante, minorée pagt converge vers. De plus

0<u, —r< f(ttn)

- )
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Démonstration:
Onajf” > 0doncsif/(r) > 0alorsf’ > 0 sur[r,b], f est donc strictement crois-
sante sufr, b] on en déduit qug’ > 0 sur]r, b] doncu,+1 < u,. Comme la courbe
représentative d¢ est au-dessus de la tangente, om,a; > r (caru,; est I'ab-
scisse du point d’intersection de la tangente avec I'axexfleka suitewu,, est donc
décroissante minorée pardonc convergente vers une limite> . A la limite, on a

[
f)

l=1- = f(l)=0

donci = r car f > 0 sur]r, b].
Comme(u,,) est décroissante, on a bier< u,, —r, pour montrer l'autre inégalité,
on applique le théoréme des accroissements finis, il eXistér, u,,] tel que

fun) = f(r) = (un =) f(6)

commef(r) =0,0na
we = f(un)
! f'(0)

et la deuxieme inégalité du théoréme en découle parcg’gest croissante.

Variantes :
Il existe des variantes, par exemplefsfr) < 0 et f’/ > 0 sur[a,r]. Si f/ < 0, on
considéergy = —f.

Application :
On peut calculer la valeur approchée de la raghi@me d’un réek > 0 en appliquant
ce deuxiéme théoréme. En effetisi> 0, alorsz* — a est 2 fois continument dérivable
et de dérivée premiérer”~! et secondé (k — 1)x*~2 strictement positives sl *
(cark > 2). Il suffit donc de prendre une valeur de déparplus grande que la racine
k-iéme, par exemplé+a/k (en effet(1 +a/k)* > 1+ ka/k = 1+ a). En appliquant
l'inégalité du théoréme, on a:

k
Uy —

<
kt/a ' T ka

Ogun_\k/ag

Pour avoir une valeur approchée @& a ¢ prés, on peut donc choisir comme test
d’arrét

& ka

n—a < T %s

(%

Par exemple powy/2, le test d’arrét serait? — 2 < 2e.

4 Développement de Taylor, séeries entieres, fonctions
usuelles

Résumé : Séries entiéres. Calcul des fonctions transcesdasuelles.
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Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalldeR etxzy € I. On
peut alors effectuer le développement de Taylof @z, a I'ordren

[n](,
T(£)(x) = F(@0) + (2 — 20)f (z0) + ..+ (z — m) L)
et se demander 4i,(f) converge lorsque tend vers l'infini, si la limite est égale a
f(z) et si on peut facilement majorer la différence enft(e) et T,,(f)(x). Sic'est le
cas, on pourra utilisef,, (f)(x) comme valeur approchée déx).
On peut parfois répondre a ces questions simultanémengardant le développe-
ment de Taylor de avec reste : il existé compris entre:, etx tel que

n+1 f[nJrl] (0)

Ru(w) i= f(2) = Ta(f)(@) = (@ = 20)™" Ty

C’est le cas pour la fonction exponentielle que nous all@taitlier, ainsi que les fonc-
tions sinus et cosinus.

4.1 Lafonction exponentielle

Soit f(x) = exp(z) etxg = 0, la dérivéen-ieme def estexp(z), doncR,, (z) =
exp(0)z" Tt /(n + 1)! avect compris entre O et, ainsi siz est positif| R, (z)| <
ez /(n + 1)! et siz est négatif| R, (z)| < 2""'/(n + 1)!. Dans les deux cas, la
limite de R,, est 0 lorsque: tend vers l'infini, car poun > 2z, on a

n+1 n

x T T 1z"
= <

(n+1)! nln+1~2n!

on a donc pour tout réel

= T = 35 =5

Comment en déduire une valeur approchée“de |l suffira d’arréter la sommation
lorsqueR := z"*1/(n + 1)! siz < 0 ou lorsqueR := e*z"*!/(n + 1)! siz > 0
est inférieur a I'erreur absolue souhaitée, le plus tottdamieux pour des raisons
d’efficacité et pour éviter 'accumulation d’erreurs d@mdi. Si on veut connaitre®
a une erreur relative donnée (par exemple= 2753 pour stocker le résultat dans un
double) il suffit queR/e* < &, donc siz est positif, il suffit quez™ ™ /(n + 1)! < ¢,
on peut donc arréter la sommation lorsque le terme suivaplespetit ques.

On observe que plusest grand, plus devra étre grand pour réaliser le test d’arrét,
ce qui est facheux pour le temps de calcul. De plus, le résfuttal peut étre petit
alors que les termes intermédiaires calculés dans la soreovept étre grands, ce qui
provoque une perte de précision relative, par exemple seahcalculere—1° ou plus
générallement I'exponentielle d’'un nombre négatif de deavaleur absolue.

Exercice : combien de termes faut-il calculer dans le dépEment de I'exponen-
tielle de -10 pour que le reste soit plus petit @ué? ? Quel est la valeur du plus grand
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terme rencontré dans la suite ? Quelle est la perte de pécisliative occasionné par
cette méthode de calcul ?

On peut utiliser les propriétés de la fonction exponemiptiur éviter ce probleme.
Pour les nombres négatifs, on peut utiliser 'équatiod = 1/e* (ne change pas
I'erreur relative). Pour les grands réels, on peut utilisér = (e%)? (multiplie par 2
I'erreur relative). On peut aussi, si on connait une val@prachée dén(2), effectuer
la division euclidienne de parin(2) avec reste symétrique :

r=aln(2)+r, ac€Z,|r| <

In(2)
2

puis sir est positif, on somme la série @& /) (r), sir est négatif, on calcul&(f)(—r)
et on inverse, on applique alors :
eac — 2aer

Il faut toutefois noter quén(2) n’étant pas connu exactement, on commet une er-
reur d'arrondi absolu sur d’ordre an, oun est I'erreur relative sum(2), il faut donc
ajouter une erreur d’arrondi relative d¢ In(2)»n qui peut devenir grande siest grand.
Puis il faut ajouter la somme des erreurs d’arrondi due atutdee”, que I'on peut
minimiser en utilisant la méthode de Horner pour évaligrf)(r) (car elle commence
par sommer les termes de plus haut degré qui sont justensepitiepetits termes de la
somme). Les coprocesseurs arithmétiques qui implémelatémnction exponentielle
ont un format de représentation interne des double avec anésse plus grande que
celle des double (par exemple 64 bits au lieu de 53), et ure taimtenant des con-
stantes donlin(2) avec cette précision, le calcul d& par cette méthode entraine donc
seulement une erreur relative d’arrondi au plus prochessidislultat converti en double
(donc de2—53).

Notons que en générallui-méme a déja été arrondi ou n’est connu qu’avec une
précision relative. Or si > 0 est connu avec une erreur relativesd@onc une erreur
absolue de|x|, alors

6a:+6|a:| _ ewes\ﬂ

donc on ne peut pas espérer mieux qu’une erreur relativgtle- 1 sur I'exponentielle
dez. Siex est petit cette erreur relative (impossible a éviter, quel spit I'algorithme
utilisé pour calculer I'exponentielle) est d'orde¢z|. Si ez est grand alors I'erreur
relative devient de I'ordre de 1, et la valeur de I'exponeltgicalculée peut étre trés
éloignée de la valeur réelle ! Notons que pour les doubleailna dans ce cas déborde-
ment soit vers l'infini soit vers 0 (par exemplezsest supérieur a 709, I'exponentielle
renvoie infini).

Exercice : refaire les mémes calculs pour les fonction sinusosinus. On utilise
par exemplein(z +7) = —sin(z), sin(—z) = —sin(x), sin(z) = cos(7/2 —x) pour
se ramener au calcul den(x) ou decos(z) sur |0, 7/4].

o L2n+l > L, o
sin(z) = g(—l)nm, cos(z) = ;(—1) @n)!

Cette méthode a toutefois ces limites, car il peut deverpraticable de calculer la
dérivéen-ieme d’'une fonction (par exemple aveai(z)), et encore plus de la majorer.
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D’ou l'intérét de développer une théorie des fonctions qui€gales a leur développe-
ment de Taylor a l'infini d’'une part, et d’avoir d’autres méttes pour majorer le reste,
nous présentons ici le cas des séries alternées.

4.2 Séries entieres.

Les séries de type prendre la limite lorsquéend vers l'infini du développement
de Taylor en x=0 sont de la forme

k

i apx™ = lim Z anx”, a, = f[n} 0
n=0

k——+o0 0 n!
On peut s'intéresser plus générallement 3., a,z" lorsquea,, est un complexe
quelconque, c’est ce qu'on appelle une série entiere, onguessi les voir comme des
polynémes généralisés.
S'il existe un pointz, tel quela,z{| est borné (ce sera le cas en particulier si la
Série converge emn), alors

|anz”| = lanzf|| =" < M|=|"
Zo Zo

la série converge donc ensi x| < |zo| et on peut majorer le reste de la série au rang
n par
1"
|Rn‘ S M - x
1—|£
To
la vitesse de convergence est donc du méme type que pounl@theé du point fixe
(le nombre de termes a calculer pour trouver une valeur appmaved: décimales
dépend linéairemerit, les constantes sont d’autant plus grandes|guest grand).

Théoréme 5 S'il existe un rangng, un réelM > 0 et un complexe; tels que pour
n > ng, on ait :
|anx0|n S M

alors la série converge poux| < |zo| et pourn > ng,ona:

IRy < M*—| 3)
=135

On en déduit qu'il existe un réel positit > 0 éventuellement égal &oc tel que
la série converge (la limite de la somme jusqu’a l'infini ég)slorsquelxz| < R et
n'existe pas lorsqugr| > R, ce réel est appel@yon de convergenceale la série. Par
exemple ce rayon vautoo pour I'exponentielle, le sinus ou le cosinus. Il est égal a 1
pour la série géométrique’ 2™ (car elle diverge sjz| > 1 et converge sjz| < 1).
On ne peut pas dire ce qui se passe génériquement lorsqu'afadsnite, c’est-a-dire
lorsquejxz| = R (si R # +o00). Mais cela n’a en fait pas trop d'importance en pratique
car méme si la série converge, elle converge souvent trapnesmt pour donner de
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bonnes approximations. En fait, la vitesse de convergence dérie entiere de rayon
R # +oo est en gros la méme que celle d’'une série géométrique defaigdr.

Lorsque 2 séries ont un rayon de convergence non nul, alqueureffectuer leur
somme, leur produit comme des polynémes et la série somatkfppra un rayon de
convergence au moins égal au plus petit des 2 rayons de gemegr des arguments.
On peut inverser une série entiére non nulle en 0 en appliquan

A4+z)t=1—az+2?—a23+ ..

et on obtient une série entiere de rayon de convergence hdbmpeut aussi composer
deux séries entiereg et f eng o f (avec les regles de calcul de composition des
polynémes) sif(0) = 0. On peut enfin dériver et intégrer une série entiére terme a
terme dans son rayon de convergence.

On dit qu’une fonction est développable en série entiere grelle est égale a son
développement de Taylor en 0 sommeé jusqu’en l'infini dansiseue: de centre 0 et de
rayon non nul. Les fonctions exponentielle, sinus, cossw donc développables en
série entiére en 0. La fonction tangente également car lendi@ateur cosinus est non
nul en 0, mais son rayon de convergence n’est pas I'infini edleul desu,, est assez
complexe. La fonctior{1 + x) est développable en séries entiéres pour dogt R
avec un rayon de convergence 1 (ou l'infini peuentier positif).

(a—1) , ala—1)..(a—=n+1)

«
(1+x)a:1+cwc—|—Tx +..+ o ™+ ..

Poura = —1, c’est la série géométrique de raisem, en effet sijz| < 1:

k
1—(— k+1 1
My = 12
1+ 1+

n=0

En intégrant par rapport#, on obtient quén(1 + z) est développable en série entiere
en 0 de rayon de convergence 1 et

=, (—a)n?

ln(1+1'):2n7+1

n=0
On peut calculer de maniere analogue le développement ieresiiere dearctan(x)

en iintégrant celui d& /(1 + x?), de méme pousirccos(x) etarcsin(x) en intégrant
celui de(1 — z2)~1/2,

oo $2n+1
arctan(ﬂj) = Z(—l)nm,
n=0

On peut donc calculén, arctan, ... par ces formules, mais il faut répondre a la question
ou arréte-t-on la somme pour obtenir une précision donnée3 [& cas di(1 + z),

on pourrait répondre comme avec I'exponentielle en majdeadérivéen + 1-ieme,
mais ce n’est plus faisable poairctan, arcsin, arccos. On va donner un autre critére
qui ne nécessite pas de calculer cette dérivée mais utdiserhance des signes dans
la somme.
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4.3 Série alternée

Théoréme 6 SoitS,, = >_;'_,(—1)*ux la somme jusqu’au rang d’une série de réels
tels que la suite deg;, décroit a partir d’un rangng et tend vers 0 lorsque — +o0.
Alors S,, converge vers une limit8. Sin > ng, la limite est comprise entre deux
sommes partielles succesivgs et .S, 1 et le reste est majoré par la valeur absolue
du premier terme non sommeé :

[Rnl| < unt1]

Démonstration :
on montre que les suites, = Sy, etw,, = So2,,11 Sont adjacentes. On a

242 In+1
s (—1)*" g1 = Uznya—u2pi1 <0

Un+1—Un = 52n+2*52n - (*1) U2n+2+
doncw,, est décroissante, de méms est croissante, et, — w,, = ug,+1 €St positif
et tend vers 0. On en déduit qug et w,, convergent vers la méme limitg telle que
v, > S > w, etles inégalités du théoréme s’en déduisent.

Remarque
lorsqu’on utilise une suite alternée pour trouver une vaggprochée, il faut que,,
tende assez vite vers 0, sinon il y aura perte de précisiolasnantisse lorsqu’on ef-
fectueraus,, —us, 1. On sommera aussi les termes par ordre décroissant poumgimi
les erreurs d’arrondi.

4.4 La fonction logarithme

Si nous voulons calculén(1 + z) pourz € [0, 1] avec une précision, il suffit de

calculer
n k+1

. T
> (1
Pt kE+1
pourn tel que la valeur absolue du terme suivant soit plus petitque

JJ"+1

n tel que <e

n+1

en effet, les signes sont alternés etla s ite- décroit vers 0.

Si la suite décroit lentement vers 0, cette méthode est nsvaimériquement
et en temps de calcul car il y a presque compensation entreesesuccessifs donc
perte de précision sur la mantisse et il y a beaucoup de teanoedculer. C’est le
cas pour le logarithme, ai est voisin de 1, il faut calculet termes pour avoir une
précision enl /n, par exemple 1 million de termes pour avoir une précisioticde 6
(sans tenir compte des erreurs d’arrondi)zSist proche de /2 il faut de I'ordre de
—In(e)/In(2) termes ce qui est mieux, mais encore relativement grandeffgample
50 termes environ pour une précisionen— 16, 13 termes poute — 4). On a donc
intérét a se ramener si possible a calculer la fonction em ot la convergence est
plus rapide (don¢z| le plus petit possible). Par exemple pour le calculdé + z) on
peut :
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— utiliser la racine carrée
In(l+42x)=2In(v1+x)

on observe que :

X X
X=Vl4+2r—-1=——"—<—
1+V1+2 = 2
il faut toutefois faire attention a la perte de précisionXysar rapport & lorsque
x est petit.
— utiliser l'inverse

—ZT

(l+2) = -In(l/(1+2) = ~In(l + ;——

)

lorsquez est proche de 1z /(1 + z) est proche de-z/2, on a presque divisé
par 2. Attention toutefois, on se retrouve alors avec unie sén alternée, mais
on peut utiliser §) pour majorer le reste dans ce cas.
— trouver une valeur approchggdeln(1+ x) a une précision faible, par exemple
le —4, et utiliser la méthode de Newton pour améliorer la prénis8pit en effet
y =1In(1+xz), alorse? = 1+, on posef(y) = e¥ — (1 +x), on utilise la suite
itérative
evn — (1+x)
—
Commey, est proche de — 4 dey, on peut espérer avoir une valeur approchée
dey ale—16 en 2 itérations. Notez queest proche dé, on est dans un domaine
ou le calcul de=¥ est rapide et précis et de plus la méthode de Newton “corrige”
les erreurs intermédiaires.

Nous sommes donc en mesure de calculer précisément lettogahi(1+ ) pour
disons|z| < 1/2. Pour calculein surR™, on se raméne @, 2] en utilisant I'écriture
mantisse-exposant, puis si € [3/2,2] on peut en prendre la racine carrée pour se
retrouver dans l'intervalle souhaité. On peut aussi efiectine division pat/2.

Remarquons que giest connu a une erreur relativerés, comme

Yn+1 = Yn —

In(z(1+e¢)) =In(z) +In(1 £ &)

In(x) est connu & une erreur absolue|tg1 + ¢)| ~ . Siln(x) est proche de 0, on a
une grande perte de précision relative.

Finalement, nous savons calculaeret exp sous réserve d'avoir dans une table la
valeur deln(2). Pour calculein(2) précisément, on peut utiliser

In(2) = —In(1/2) = —In(1 — 1/2)

et le développement en série calculé en mode exact avecaa¢isis a un ordre suff-
isant, on majore le reste en utilisant que le terme génédal sterieln (1 + ) est borné
parM = 1enx = 1, donc d’aprés3) :

1

R, < —
ol < 5
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(on peut méme obtenit/(n2™) car on a besoin d&/ uniqguement pour les termes

d’ordre plus grand que, on peut donc prendrg/ = 1/n). Par exemple, pour avoir

In(2) avec une mantisse de 80 bits, on effectue une fois pour taugesun logiciel de

calcul formel :

a: =sum( (1/2)~k/ k, k=1..80) |

puis la division en base 2 avec 81 bits de précisiqno( nuner (a) *2°81, denon{ a))
Exercice : pour les fonctions trigopnométriques, il faut uméthode de calcul de.

On peut par exemple faire le calcul @i@arctan(1/5) — 4 arctan(1/239) en utilisant

le développement de la fonctiamctan a un ordre suffisant.

4.5 Autres applications
On peut calculer certaines intégrales de la méme maniérexpeple
1/2 1
o V1+2z3
mais aussi des fonctions définies par des intégrales (casnllerauses fonctions spé-
ciales).
4.5.1 Exemple :lafonction d’erreur (error fonction, er f)

Cette fonction est définie a une constante multiplicatives ar :

flx) = /098 et dt

On peut développer en séries entiéres l'intégrand (rayocodeergencetoo), puis
intégrer terme a terme, on obtient

+oo ‘,E2n
fla) = nz::o(_l) n!(2n+1)

Ce développement converge trés rapidement pgux 1. Par contre, poufz| grand,
il faut calculer beaucoup de termes avant que le reste dtig@mument petit pour étre
négligeable, et certains termes intermédiaires sont gramedqui provoque une perte
de précision qui peut rendre le résultat calculé compléterfaeix. Contrairement a la
fonction exponentielle, il N’y a pas de possibilité de rédilliargument a une plage ou
la série converge vite. Il faut donc

— soit utiliser des flottants multiprécision, avec une miéci augmentée de la

guantité nécessaire pour avoir un résultat fiable
— soit, pour les grandes valeurs deutiliser un développement asymptotique (en

puissances d&/x) de
+oo 5
/ et dt

+oo 5
/ et dt = ﬁ
0 2

ainsi que
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Le développement asymptotique s’obtient par exemple enggemt de vari-
ableu = t? et en effectuant des intégrations par parties répétéestégramt

e~" et en dérivani,— /2 et ses dérivées successives. Ce type de développement

asymptotique a la propriété inverse du développement ezsdefmes successifs
commencent par décroitre avant de croitre et de tendre iinil Il faut donc
arréter le développement a un rang donné (dépendan} ékil est impossible
d’obtenir une précision meilleure pour cette valeurzdear un développement
asymptotique (on parle parfois de développement des astres).

Exercice: donner une valeur approchée fig) ale — 16 prés. Combien de termes
faut-il calculer dans la somme pour trouver une valeur agpfe def(7) ale — 16
prés ? Comparer la valeur ¢gi€7) et la valeur absolue du plus grand terme de la série,
quelle est la perte de précision relative si on effectue ddsuts en virgule flottante ?
Combien de chiffres significatifs faut-il utiliser pour assr une précision finale de 16
chiffres en base 10 ? Calculer le développement asympto&qu'infini et déterminer
un encadrement d¢(7) par ce développement. Combien de termes faut-il calculer
pour déterminerf(10) a le — 16 prés par le développement asymptotique et par le
développement en séries ? Quelle est la meilleure méthadecptzulerf(10) ?

4.5.2 Recherche de solutions d’équations différentielles

On peut aussi appliquer les techniques ci-dessus poureaties solutions de cer-
taines équations différentielles dont les solutions neiment pas a l'aide des fonc-
tions usuelles, on remplace dans I'équation la fonctiomncie par son développe-
ment en séries et on cherche une relation de récurrencesgntreet a,,. Si on arrive
a montrer par exemple qu'il y a une solution ayant un dévedopgnt alternée, ou plus
générallement, si on a une majoratien/a,| < C, alors le reste de la série entiere
est majoré paju,,z"|/(1—|Cz|) lorsque|z| < 1/C, on peut alors calculer des valeurs
approchées de la fonction solution a la précision souheitéetilisant le développe-
ment en séries entiéres.

4.5.3 Exemple : fonctions de Bessel d'ordre entier

Soitm un entier positif fixé, on considére I'équation différetide

22y 4 zy' 4 (2 —m?)y =0

dont on cherche une solution série entigee >~ .7  a,z*. En remplacant dans I'équa-
tion, six est dans le rayon de convergence de la série (rayon supposéuip on
obtient

Z k(k — Dagz® + Z kaaz® + Z(x2 —m?)apz® =0

k=0 k=0 k=0
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soit encore

0 = Z(k2 —m? + 2%)aya”
k=0

= —mlag+ (1 —mHarz + Z[(k2 —m?)ay, + ap_o]a"
k=2

Par exemple, prenons le cas= 0. On a alors:y quelconqueg, nul et pourk > 2

ak—2
k2

Donc tous les: d’'indice impair sont nuls. Les pairs sont non nulggi£ 0, et ils sont
de signe alterné. Saitfixé, on observe que podk > |z|,

ap — —

2k 2k—2
lagrx™"| < |agk—ox™" 7|
donc la série> ;- , axz" est alternée a partir du rang partie entiére|deplus un.
Donc elle converge pour tout(le rayon de convergence geest+oo) et le reste de la
somme jusqu’a I'ordr@n est inférieur en valeur absolue a :

2n+2

|Ron (2)| < lagniox® 2|

Par exemple, pour avoir une valeur approchée & 10 pres dey(z) pouray, = 1 et
|z| <1, on calculey = Zizo arx®, on s'arréte au rang tel que

|a2n 122%™ 2| < |agnio] < 10710

On remarque que :

()" (b

T 2242 (2n)2 222

A2n

doncn = 7 convient.

Pourm # 0, on peut faire un raisonnement analogue (les calculs sopeurplus
compliqués).

On a ainsi trouvé une solutiom, de I'équation différentielle de départ dont on
peut facilement calculer une valeur approchée (aussiefaeiht que par exemple la
fonction sinus poufz| < 1), on peut alors trouver toutes les solutions de I'équation
différentielle (en posanf = yyz et en cherchant).

Exercice :faire de méme pour les solutions gé — 2y = 0 (fonctions de Airy).

4.6 Développements asymptotiques et séries divergentes

Un développement asymptotique est une généralisation déweloppement de
Taylor, par exemple lorsque le point de développement ekinéini. De nombreuses
fonctions ayant une limite en l'infini admettent un dévelepent asymptotique en
I'infini, mais ces développements sont souvent des sériesegublent commencer par
converger mais sont divergentes. Ce type de développeriaére néanmoins tres
utile lorsqu’on n’a pas besoin d’une trop grande précisiania valeur de la fonction.
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Nous allons illustrer ce type de développement sur un exenfglfonction expo-
nentielle intégrale, définie & une constante pres par

@) :/:ooettdt

On peut montrer que l'intégrale existe bien, car I'intéglrast positif et inférieur a
e~ (qui admet—e~* comme primitive, cette primitive ayant une limite emo). Pour
trouver le développement asymptotique fden +oo, on effectue des intégrations par
parties répétées, en intégrant I'exponentielle et en déria fraction rationnelle

_e~t - +o0 _e~t
flz) = [T]: _/w 42 dt

e~ +oo et
T - t

= o [ 2

x 12 —t3
et e® oo et
- - dt
x x? +/w t3
(11 2 (=1)™n! too (1) (n+1)le ! J
= S(x)+ R(x)
ou
_ L(1 1 2 (—=1)"n! oo~ (n+1)let
s = (-4 2+ ERE) mw - [ e
(4)

Le développement en séries est divergent puisque paur0 fixé etn tendant vers
Pinfini
. n!
nEr—&I-loo pntl

mais siz est grand, au début la série semble converger, de maniénapiele :

= to00

! >> ! >> 2
x 2 3

On peut utiliserS(x) comme valeur approchée déx) pourz grand si on sait majorer
R(z) par un nombre suffisamment petit. On a

oo (n le=t n le™®
R < [ e 0l

xn+2 xn+2

On retrouve une majoration du type de celle des séries éisrierreur relative est
inférieure a la valeur absolue du dernier terme sommé dpésé */x. Pourz fixé
assez grand, il faut donc trouver un rangs’il en existe un, tel quén + 1)! /2" ! < ¢
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ou ¢ est la précision relative que I'on s’est fixée. Par exemple, & 100, n = 11
convient poue = 12!/100'2 = 5e—16 (& peu prés la précision relative d’un “double”).
Ceci permet d’avoir une approximation de la fonction avee bonne précision et peu
de calculs, mais contrairement aux séries entieres, it pas possible d'améliorer
cette précision de maniére arbitraire en poussant le déweloent plus loin, il y a une
précision maximale possible (qui dépendide

Ce type de développement asymptotique peut étre effecturédpautres fonctions
du méme type, par exemple

/ et / +Oo Sii(t) dt,

Digression : calcul approché de la constante d’Eulery
On peut montrer que

n

nglfoo Up, Uy = % —1In(n) (5)
k=1

existe (par exemple en cherchant un équivalent,de —u,, qui vaut%) et on définit

~ comme sa limite. Malheureusement, la convergence esteinés &t cette définition
n'est pas applicable pour obtenir la valeur-davec une trés grande précision. Il y a
un lien entrey et la fonction exponentielle intégrale, plus précisémergduer —

0, f(z) admet une singularité en In(x), plus précisémenf(x) + In(z) admet un
développement en séries (de rayon de convergence, car :

11—t +oo —t
f(z) +In(z) = /e - 1dt+/ ert
x g 1

1 _—t +oo —t T —t
-1 -1
/ c dt—l—/ Ldt—/ ¢ dt
0 13 1 t 0 3

Que vaut la constante du membre de droite :

1 1 —+oo 1
C:/ (et —1)> dt—|—/ e = dt
0 t 1 3

Il se trouve qu&” = —~ (voir plus bas une démonstration condensée) et donc :

v= [ - ) - ute) ©

Pour obtenir une valeur approchéedd suffit donc de prendre un assez grand pour
pouvoir calculerf (z) par son développement asymptotique & la précision requige,
de calculer I'intégrale du membre de droite par le dévelopge en séries en= 0 (en
utilisant une précision intermédiaire plus grande puisgp@éveloppement en séries va
sembler diverger au début avant de converger pauffisamment grand). Par exemple,
on poser = 13, on calculef(13) par @) avecn = 13 (qui correspond au moment ou
le terme général de la série est minimum puisque le rappatedr termes successifs
est em/z) et une erreur absolue inférieure a'313!/13 = 4e — 12
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f(13) = exp(-13) *sun((-1)~n*n!/13. ~(n+1l), n=0.. 13)

puis on remplace dan§); avec

T1—et = zn
dt = -t
/0 t 7;]( ) (n+1)(n+1)!
dont on obtient une valeur approchée, en faisant la somnggi’aus rang 49 (pour
lequel le terme général est de l'ordre @le- 12), le reste de cette sommes, est

positif et est inférieur &- 1) 50+ 13. A51/ 51/ 51!) qui estde I'ordre d8e- 12
eval f (sum((-1)"n*13"(n+1)/(n+1)/(n+1l)!, n=0..49))

La somme argument deval f étant exacte, il N’y a pas de probléemes de perte de
précision, on peut aussi faire les calculs intermédiainearghmétique approchée, on
doit alors prendre 4 chiffres significatifs de plus pour tegimpte de la valeur du plus
grand terme sommé dans la série, terme que I'on détermirexparple par

seq(13.*(n+l)/ (n+l)/ (n+l) !, n=0.. 20)
ceterme vaul3”711/ 11/ 11! soit 4000 environ)
Digits:=16; sun((-1)"n+x13.~(n+1)/(n+1)/(n+l)!, n=0..49)
On obtient finalement comme valeur approchée de

-exp(-13)*sun((-1)~nxn!/13. ~(n+l),n=0..13)-1n(13)+
sunm((-1)*n*13~(n+1)/ (n+1)/(n+l1l)!, n=0.. 49)

soit0. 577215664897 avec une erreur inférieurela 2e- 11. Bien entendu, cette
méthode est surtout intéressante si on veut calculer urd grambre de décimales de
la constante d’Euler, sinon on peut par exemple appliqguerdthode d’accélération
de Richardson a la suite convergerfigdui définity ou d’autres méthodes d’accéléra-
tion (en transformant par exemple la série en série altgr@¥ecalcule alors de deux
maniéres différenteg(x) pour z plus grand (déterminé par la précision qu’'on peut
obtenir par le développement aymptotiquefde

On peut calculerr de la méme maniére avec le développement en séries et asymp-
totique de la fonction sinus intégral (on remplace expar#etpar sinus dans la défi-
nition de f) et I'égalité (dont un schéma de preuve est aussi donné pk)s b

TCsin(t) o«
/0 1=y @

Calcul de C (et preuve de (7)) :
Pour cela on effectue une intégration par parties, cettecloiintégrant /¢ et en déri-
vant I'exponentielle (moins 1 dans la premiére intégrale).

1 » 1 —+o00 . 1
1 +oo
= [(e" =1)In(t)]} +/0 In(t)e " dt + [e " In(t)]]> +/1 In(t)e " dt

+oo
:/ In(t)e™" dt

0
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Pour calculer cette intégrale, on utilise I'égalité (quidgamontre par récurrence en
faisant une intégration par parties) :

“+o00
n! = / t"e~t dt
0

On va a nouveau intégrer par parties, on integre un facteliipiizatif 1 et on dérive
I'intégrand, on simplifie, puis on intégreet on dérive I'autre terme, puid /2, etc.

“+o0
C = et - /O te_t(%—ln(t))dt

+oo “+o0
= 07/ et dt+/ te "In(t) dt
0 0

2
_ _1+[%e-t1n(t)]g°o—/0 Se7 (5 —In(®)) dt

+00t . +oo t2 .
= —1- —e —e "In(t) dt
/0 %€ +/0 5 € n(t)

2 2
1 1 +00t71,

= —1l—=—..—— —e "ln(t) dt
2 n+/0 n!e n(t)
1 1

Pour déterminef,, on fait le changement de variables- nu

+oo n
I, = / (nu) e " In(u)n du
0

n!

nnJrl +oo
= ' / M) Iy (4) du,
n! o

Or en faisant le méme changement de variableshu :
+oo 400
nl = / thet dt = nn-{—l/ en(ln(u)—u) du
0 0

Donc
f;oo e (W) =) n(y) du

f0+<>0 en(in(u)—u) Jy,

I, =

Lorsquen tend vers l'infini, on peut montrer quk, — 0, en effet les intégrales sont
équivalentes a leur valeur sur un petit intervalle autour de 1, point ou I'argument
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de I'exponentielle est maximal, et comme l'intégrand du étateur a une amplitude
In(u) qui s’annule erw = 1, il devient négligeable devant le dénominateur. Finaleémen
on abienC' = —~.

On peut remarquer gu’en faisant le méme calcul Gueais en remplacamtt par
e~ pour R(a) > 0, donnelim 7,, = — In(«) (car le point critique ou la dérivée de
la phase s’annule est alotga). Ceci peut aussi se vérifier poarréel en faisant le
changement de variables = u

1 1 “+oo 1
/ (emt — 1); dt —|—/ efatg dt = —y — In(«)

0 1

En faisant tendrex vers—i, — In(«) tend verdn(i) = i et on obtient
1 “+ o0
) 1 .1 ™
it it -
—1)-dt —dt =— -
/o (e )t +/1 e’ v tig

dont la partie imaginaire nous donng),(et la partie réelle une autre identité sur
faisant intervenir la fonction cosinus intégral.

5 Polyndmes : arithmétique, factorisation, interpolation

5.1 Arithmétique des polynomes : Bézout et applications

On considére les polyndmes a une variable a coefficients ®ansC ou Q. Les
algorithmes de base déja évoqués sont I'évaluation en urt foéthode de Horner),
I'addition, la soustraction, la multiplication et la diias euclidienne del parB # 0 :

A=BQ+ R, dedR) < deqB)

A l'aide de la division euclidienne, on peut calculer le PG@®deux polynbmes
par I'algorithme d’Euclide. Nous allons présenter I'alijame d’Euclide étendu (ou de
Bézout)

Théoréme 7 Etant donnés 2 polyndémes et B, il existe deux polyndmds, V' tels
que
AU + BV =pgcd A, B), dedqU) < degB),deg V) < deg A)

Algorithme :
On construit en fait 3 suited/,, ), (V,,) et(R,,) telles que :

AU, + BV,, = R,
— oninitialiseUy =1,V =0,Ry = AetU; =0,V =1,R; = B
— on calcule les indices + 2 en fonction den etn + 1 en effectuant la division

euclidienne d&r,, parR,,+1

Rn = Qan-H + Rn+2a Un+2 = Un - QnUn+17 Vn+2 = Vn - QnVn-H
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— on s'arréte au dernier reste non nul

Exemple :
A=2%—-1,B=2?+1,lesrangs 0 et 1 sont donnés ci-dessus. Au rarig, st le
quotient euclidien del par B (fonctionquo) doncz, d’ou

U2:17‘/2:_x,R2:_x_1
Puis on diviser? + 1 par—x — 1, quotient—z + 1, donc
Us=x—1,Vs=14+z(—z+1) =142z —2% R3 =2

Preuve de I'algorithme :
On montre facilement par récurrence que la reladén, + BV,, = R,, est conservée.
CommeR,, est la suite des restes, le dernier reste non nul est biercteqeA et B.
D’autre part, examinons les degrés dés Supposons que déd) > deg B) (sinon
on échangel et B). Aurangn = 0, Vp = 0 doncV, = —(Qy V1, aux rangs suivants
le degré de&),, est non nul (car le degré de,. ; est strictement inférieur au degré de
R,,) On montre donc par récurrence que la suite des degrEs dst croissante et que :

deqV,4+2) = ded@,) + dedV,,+1)
Comme de¢),,)=deq R,,)-ded R,+1), on en déduit que
dedV,i2)+ded R, +1) = dedV,,+1)+ded R,) = ... = deg V;)+ded Ry) = ded A)

Donc sin + 2 est le rang du dernier reste non nidl,, o = V' et ded’=degA-degR,, 11
est donc strictement inférieur au degréAlécar R,,. 1, 'avant-dernier reste non nul,
est de degré plus grand ou égal a 1). On en déduit enfin querie dieglg est strictement
inférieur au degré d&, carAU = R — BV, le degré deBV est strictement inférieur
a celui deB plus celui deA.

L'identité de Bézout permet de résoudre plus générallennem&quation du type

Au+Bv=C

ou A, B, C sont trois polyndmes donnés, a condition qusoit divisible par le pgcd
de A et B. L'ensemble des solutions s’obtient a partir d’'une soluparticulierel/, V/
de Bézout, notons = C'/gcd 4, B), on a alors

A(cU) + B(cV) =cgcd A, B) =C

et 'ensemble des solutions est donné par= ¢cU — PB,v = ¢V + PA ou P est
un polyndme quelconque. Si le degré @eest plus petit que le degré dé plus le
degré deB, il existe une solution “priviligiée”, on prend pourle reste de la division
euclidienne de:U par B, v est alors le reste de la division euclidiennedite par A
pour des raisons de degré.

Exemple : si on veut résoudre

(23 — Du+ (22 + 1)v = 222
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on multiplieU = z — 1 etV =1 + x — 22 parz? ce qui donne une solution
u=212*(zx—-1), v=z*1+z—2%
I'ensemble des solutions est de la forme
u+P(z?+1), v—P®-1)
et la solution priviligiée (de degrés minimaux) est
—z+1=remz?*(z —1),2° +1), 2> —z+1=remz*(1+2z—2?),2° 1)
L'identité de Bézout intervient dans de nombreux probléemeparticulier la dé-
composition en éléments simples d’'une fraction ratioenedli le dénominateud

d’'une fraction se factorise en produit de 2 factelirs- AB premiers entre eux, alors
il existe deux polynémes etv tels queN = Au + Bv, donc

E _ Au+Bv u . v

D AB B A
Si de plusN/D est une fraction propre (degré @éplus petit que celui d®), alors
u/B etv/A sont encore des fractions propres (en calculant le reste digision eu-
clidienne pour, etv comme expliqué ci-dessus).

Par exemple :
222 (e + )@ -+ @ -+ 1)(2*+1)  —x+1 a?—z+1
(23 —1)(x2 +1) (3 — 1) (2 + 1) a2 41 a3 —1

Les applications sont diverses, citons
— le calcul de primitive de fraction rationnelles (et toutqué s’y ramene), par

exemple
/ 222 __/—x+1+/x2—x+1
(23 =) (22 +1) ) 2241 3 —1
Puis on fait apparaitre la dérivée du dénominateur au numéraour éliminer
lesz, 2x = (z2 + 1)’

—z+1 1 [ (22 +1) 1 22 —r+1
- = 5 + +
2 +1 2 2+ 1 2 +1 3 —1

1 2 1
il In(z? + 1) + arctan(z) + / i

3 —1

pour faire le calcul complet, il faut aussi décomposer latfom restante (exer-
cice!)

— Le calcul de la fonction exponentielle (& nouveau). Au dadiliser 7' le développe-
ment de Taylor en 0 par exemple a l'ordre 10, on cherche ungdrarationnelle
N/D ayant le méme développement de Taylor que I'exponential@avec de-
gré deN et deD majorés par 5. Pour trouvé¥ et D on multiplie la condition
N/D =T + O(z'1) par D ce qui donne

N = DT + O(2'") = DT + Px'!
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on applique l'algorithme de Bézout aux polynémes et T en s’arrétant pré-
maturément, lorsque le reste est de degré 5, on montre alete geste esv et

le coefficient de Bézout d€ estD. On peut alors montrer que I'approximation
est un peu meilleure, et nécessite moins d’opérations (inyeecertaine symétrie
entre les termes d& et D).

— le calcul de transformée de Laplace inverse de fractidimweelles, I'idée est la
méme, sauf qu'on remplace l'intégrale par la transforméé ajdace inverse
(et les formules donnant la transformée inverselder — p), 1/(2? + p?),

p/ (2% + p?) respectivementxp(pz), sin(xp) /p, cos(pz)) (calcul non exigible &
I'examen)

— le calcul du terme d’ordre du développement de Taylor en 0 d’'une fraction
rationnelle. On décompose, et on se ramene a des sériesed@ninie général
est connu, commg + x)~". Par exemple pour connaitre le développement de
1/(2? —3x+2), on factorise le dénominatety ((x —1)(z —2)), on décompose

1 -1 1 1

11
(x—l)(:(;—?)_x—1+x—2_1—x7§1—'

[SIES]

et on développe, le terme d’ordreest doncl — (1/2)"+!.
Il faut néanmoins savoir factoriser un polynéme, ce dontsnparlerons dans la
section suivante.
Exercice : Calculer I'intégrale

en utilisant l'identité de Bézout pour décomposer la fiattiationnelle. Trouver a
l'aide de cette décomposition le terme d’ordredu développement de Taylor de la
fraction a intégrer, vérifier avec un logiciel de calcul f@mue les termes d’ordre 0 a
3 sont corrects.

Una autre application est I'élimination dans les systenodgnomiaux, par exem-
ple considérons le systéeme de 2 équations a 2 inconnuess@at®n d’une ellipse et
d’'un cercle) :

22 4+y?—9=0,224+2y> 22y —7=0

En calculant les coefficients de Bézout des 2 polyndmesent 32 — 9 etz + 2y% —
2zy — 7 et en multipliant au besoin par le PPCM (plus grand commuriipte)) des
dénominateurs, on obtient a droite de I'équation de Bézoutalyndme ne dépendant
que dey et qui s’annule aussi aux solutions du systéme, on peuti@sosidre ery (en
factorisant) puis en. Ici par exemple ce polynome egj* — 3232 + 4. Cette méthode
se systématise, le polynome obtenu par élimination d’uniable est appelé résultant.

5.2 Factorisation des polynémes

Soit P un polynéme de degré non nul. Factorigen’a pas une signification unique,
tout dépend d’'une part si on veut une factorisation exactppuochée, et d'autre part
quels seront les types des coefficients de la factorisatimmiflexes, réels, entiers).
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5.2.1 Multiplicité des racines.

On dit quer est une racine de multiplicitéde P si P(z) = (z—7)*Q etQ(r) # 0.
En faisant le développement de Taylor Heenr a I'ordre degré de°, on voit que
cela équivaut a :

P(r)=P'(r)=..=PF @)y =0, P¥@r)£0

En particulier siP(r) = 0, on peut factoriseP par X — r.
On peut donc détecter les racines de multiplicité supéri@ut en cherchant un
facteur commun & et P, en effetr — r diviseraP et P’.

Théoréme 8 Si P et P’ sont premiers entre eux (pgcd = 1), alors les racinegdsont
simples (de multiplicité 1).

Il existe un algorithme (d( a Yun) qui permet d’écrire un pagne quelconque
comme produit de polyndmes dont les racines sont simpleffestieant uniquement
des calculs de PGCD de polynomes.

yun(P): = {
local WY, G res;
W =P,
Y. =di ff(Wx);
res: =NULL;
whi | e(true)({
it (Y==0) {
return res[1l..size(res)-1], W
1
G =gcd(Y, W;
res:=res, G
W =normal (WG ;
Y:=normal (Y Gdiff(Wx));
1
}

Linstructionsquar ef r ee ou équivalente de votre logiciel de calcul formel effectue
cette décomposition.
5.2.2 Factorisation dansC.

Reste maintenant a trouver des racines! On ale :

Théoreme 9 (d’Alembert)
Soit P un polynome de degré non nul, aldfsadmet au moins une racine complexe.

On peut alors factorisd? par X —r sir est la racine, et recommencer avec le quotient,
d’ou le corollaire.
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Théoréme 10 Soit P un polynome de degré non nul, alorsP admetn racines com-
plexes (comptées avec multiplicité), ..., x,,, on a donc :

P(X) =an [[(X - =) (8)

j=1
ol a,, est le coefficient dominant d&.

Démonstration du théoréme de d’Alembert :
On va montrer que le minimum de la valeur absolueRlest atteint en un nombre
complexe puis que ce minimum est forcément nul. Soit

P(x)=anx™ + ...+ ap, ap,#0
Lorsque|z| tend vers l'infini,| P(z)| tend vers l'infini, en effet

P(z) = apa™(1+ On-11 + ot @in) Rz o0 UnT"
ay, T Ay T
plus précisément il existB > 0 tel que silz| > R alors|P(z)| > |a,||z|" /2. Quitte &
augmentelrr on peut donc supposer qué(z)| > |P(0)| si |x| > R, donc il existe un
complexer qui réalise le minimum d&P| surC (ce minimum est en fait le minimum
pour|z| < R). On va montrer par I'absurde que ce minimum est nul (doncague
est la racine cherchée). Supposons doncug)) # 0. On fait le développement de
Taylor deP enzq a I'ordren=degré deP, donc le développement n'a pas de reste :

(g
P(z) = P(x) = (z — zO)PI(LEQ) + .+ (x— CCO)nPT('O)

CommeP n’est pas constant, I'un des termes du membre de droite astulpsoitk
I'indice du premier terme non nul, on a alors :

Pla) = Plao) + (2 20 20 4 (0 - a)¥)
CommeP(z() # 0, on peut le factoriser en :
_ P (o)
P(z) = P(zo)(1 + (z — xO)kWO)Z! +o((z —z0)")

on pose alors = x( + tw oUw est une raciné-iéme (cela existe dar3) de
_ plk] (z0)

P(x) = P(x0)(1 —t* + o(t**1))

lorsquet est positif, suffisamment petit, orda< 1 — t* 4 o(t**! < 1, donc|P(z)| <
|P(z0)|, ce qui est absurde:{ réalisant le minimum d& surC).

—1

onaalors :

38



Remarque:
Si on développe la relatiorB), on obtient des relations entre les coefficients du poly-
nome et les racines, par exemple :

n
Ap—1 = ap Z] = 1”(_‘7"j)7 (X3} ag = an H(_xj)’
j=1

5.2.3 Calcul approché des racines complexes simples

La section précédente nous a montré qu’'on pouvait se rangetemrecherche
de racines simples, ce qui donne envie d’essayer la méthmddéedton. On a mal-
heureusement rarement la possibilité de pouvoir démonqtreér partir d'une valeur
initiale donnée, la méthode de Newton converge, parce quealgnes peuvent étre
complexes, et méme si elles sont réelles, on n'a pas fordéaearésultat sur la con-
vexité du polynéme (cf. cependant une application dessdieSturm dans la section
suivante qui permet de connaitre le signeflesur un intervalle sans le factoriser).

On effectue donc souvent des itérations de Newton, en patad.0, en espérant
s’approcher suffisamment d’une racine pour que le théorénecelvergence théorique
s’applique. On se fixe un nombre maximal d’itérations, siedépasse on prend alors
une valeur initiale aléatoire complexe et on recommence.

Une fois une racine déterminée, on I'élimine en calcularjuetient euclidier))
de P parX — r (par I'algorithme de Horner), puis on calcule les racinegjdotient()
(qui sont des racines de).

Un probleme pratique apparait alors, c’est gqu&est pas exact donc le quotient
@ non plus, au fur et & mesure du calcul des racine®den perd de plus en plus
de précision. Il existe une amélioration simpley/sest une racine approchée de
alors elle est racine approchée@det on a toutes les chances qu’elle soit suffisamment
proche d’'une racine d& pour que le théoreme s’applique, on effectue alors 1 ou 2
itérations de Newton aved mais pourP (et nonQ) afin d’améliorer sa précision
comme racine dé.

5.2.4 Factorisation dansR, localisation des racines

Pour factoriser un polynéme a coefficients réels, on commgae le factoriser
dansC. On observe ensuite quersest une racine complexe non réelledgalors son
conjugué I'est aussi (il suffit de prendre le conjugue de latien P(r) = 0) et avec
la méme multiplicité (les dérivées successiveg’detant aussi a coefficients réels). On
regroupe alors les facteurs correspondant a des racingde@a conjuguées :

(X -1 (X -7 =X —(r+7)X +r7=X>-2R(r)X +|r|?
Finalement,onale :

Théoréme 11 La factorisation d’'un polynéme a coefficients réels Ruitonne un pro-
duit de facteurs de degré 1 (correspondant a des racinetesdadt de degré 2 (corre-
spondant a des paires de racines complexes conjuguées)
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Il existe un algorithme utilisant I'algorithme de calcul BGCD deP et P’ qui per-
met de déterminer le nombre de racines réelles d'un polynBrsans racine multiple
surR ou dans un intervalle d&.

Théoréme 12 On définit la suite de polyndmely = P, A; = P’ ..., Ay, 0 en prenant
I'opposé du reste de la division euclidienne des deuxqeats :

A =Ai1Qiyo — Ay 9

Soit Ay, le dernier reste non nul, c’est un polynéme constant p@sgun’a pas de
racine multiple. On définit(a) comme étant le nombre de changements de signes de
la suite A;(a) en ignorant les 0. Alors le nombre de racines réellesdde= P sur
lintervalle ]a, b] est égal &s(a) — s(b).

Exemple:

Quel est le nombre de racines réellesitle: 2* + x + 1 sur[—2,2] ? sur[0, 2] ?
On adonc

3 , 9 2 31
AO =X +I+1, A1 =P =3z +1, A2 = 7ren'(A07A1,I) = 7§I71, Ag = 71
Enxz = —2 on obtient la suite-9, 13,1/3, —31/4 (2 changements de signe), en= 2
on obtient la suitd 1,13, —7/3, —31/4 (1 changement de signe), il y a donc 1 racine
réelle entre -2 et 2. Em = 0 on obtient la suitel, 1, -1, —31/4 (1 changement de
signe) donc la racine réelle est entre -2 et 0.

Preuve
On considére la suite des signes en un point : elle ne peutmiomteux O successifs
(sinon toute la suite vaudrait O en ce point en appliquantdqr Ax est constant non
nul). Elle ne peut pas non plus contenir ...,+,0,+,... Ri0,-,... a cause de la convention
de signe sur les restes d&.(Donc sib est une racine dd; pour(0 < i < k, alors erb
onasoit...,-,0,+,... soit ...,+,0,-,... . Regardons knpier cas (le deuxiéeme cas se traite
de maniere analogue), podiproche dé), on va avorr ...,-,-,+,... OU ...,-,+,+,... dans les
2 cas la contribution au nombre de changements de signeregtob (égal a 1).

CommeA est constant, seules les racinesAle= P sont susceptibles de faire
variers. CommeA; = P’, le sens de variations dé&; au voisinage d’une racine de
Ay est déterminé par le signe dg, donc lorsque: augmente en traversant une racine
r de P, il y a deux possibilités soiP est croissant et on passe de -,+,... & +,+,...,/30it
est décroissant et on passe +,-,... & -,-,.... Dans les @& diminue d’une unité.

Application :

Si il n'existe pas de racines réelles dans un intervalle dpalors le polynédme garde
un signe constant sur cet intervalle, que I'on peut détezmeém calculant la valeur du
polyndme en un point de cet intervalle. On peut ainsi étatalirs certains cas que la
méthode de Newton pour trouver une racine d'un polyndmeeargeva.

Par exemple pour le polyndme = 325 — 102% + 3022 — 2 — 45, on aP" =
60(x® — x4 1), est positif sulR* (exercice : calculer la suite de Sturm correspondante
pour le vérifier). On vérifie qué’(1) < 0 et P’(1) > 0 donc il existe une racine
r > 1 telle queP’(r) > 0, toute valeur de départ de Newton supérieureaasure la
convergence.
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Remarque:
On peut aussi déterminer les racines réelles d’'un polynéocoefiicients rationnels en
faisant uniqguement des calculs exacts par dichotomiee @eéthode de localisation
des racines réelles se généralise d’ailleurs au cas coeexpeut ainsi déterminer
les racines complexes d’un polynéme a coefficients complexgonnels de maniére
déterministe a la précision voulue (cf. Eisermann).

5.2.5 Factorisation exacte

Soit P un polyndme a coefficients entiers. Lorsqu'on demande a giti& de
calcul formel de factoriseP, par défaut il ne calcule pas les racines complexes ap-
prochées, mais renvoie une factorisat®wcte sous forme de produit de facteurs a
coefficientsentiers. Les degrés des facteurs peuvent étre plus grand que 2. &ar ex
plez* + x 4+ 1 ne peut pas étre factorisé en produit de polyndmes a coetfcimtiers
(bien gu'il ait 2 facteurs de degré 2 daRst 4 de degré 1 darfs).

Commencons par une méthode simple de calcul des racinesmelies deP (les
racines rationnelles correspondent a des facteurs edaeategré 1 de la formgX — p
de P). Soitz = p/q une racine rationnelle écrite sous forme de fraction ircétle de
P=a,X"+ ...+ ag,onaalors

n n—1
0= P(*) = an%—&-an,l%—i—...—}—ao =

anp" + an_1p" " tg+ ...+ a1pg" ! + apq™
qn

Donc:
planp™ ' +ap_1p" g+ ..+ arq" ") = —aoq"

et p divise doncagq™. Commep/q est irréductible, cela entraine qualivise ag. De
mémegq divisea,,. Il suffit donc de tester quelles sont les racinegddgarmi toutes les
fractions irréductibles de la forme un diviseur@gsur un diviseur de.,, (attention a
ne pas oublier les diviseurs négatifs!).

Exemple : racines rationnelles de? + 3z + 1 = 0. On ap divise 1 donc vaut
1 ou -1,q divise 2 donc vaut 1 ou 2. On teste donc 1, -1, 1/2, -1/2. On obtientici |
factorisation compléte du polynome (les racines sont -1/} -

222 + 304+ 1=2(z+1)(x +1/2)

Remarques:

— Pour un polynome aléatoire, on ne trouvera aucune radioanalle.

— Cette méthode n’est pas trés efficace, car factoriser uerguut étre long, le
nombre de tests peut étre trés grandu(siet ag ont beaucoup de facteurs), les
logiciels de calcul formel utilisent des méthodes appeléadiques pour trouver
les racines rationnelles d’un polynome (on calcule d’albesdacines dé> mod-
ulo p puis modulop” pourk assez grand). On pourrait aussi penser a calculer les
racines complexes approchées et voir si en multipliantpam est proche d'un
entier, on testerait alors le rationnel correspondant.

Pour déterminer les facteurs a coefficients entiers de phusdgdegré, il n'existe

pas de méthode aussi simple. On peut calculer des valeucchges des racines com-
plexes et essayer de créer des paquets de racines complésesster si, [ [, cpaquetX —
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r) est a coefficients entier (aux erreurs d’arrondi pres). Ramele si on calcule les
racines complexes approchéesife- 22® — 22 + 1, on pourra composer un facteur de
degré 3 a coefficients entiers en rassemblant les racines-de: + 1. Les logiciels de
calcul formel utilisent des algorithmes modulaireg-€tdiques (consistant a factoriser
le polynome modul®).

5.3 Approximation polynomiale

Etant donné la facilité de manipulation qu’apportent ldgpomes, on peut chercher
a approcher une fonction par un polynéme. La méthode la mtsrelle consiste a
chercher un polynéme de degré le plus petit possible égalfentztion en certains
points x, ..., z,, €t a trouver une majoration de la différence entre la foncéble
polynéme. Le polynome interpolateur de Lagrange répondta gaestion.

Soit doncxy, ..., 2, des réels distincts ej, ..., y, les valeurs de la fonction a
approcher en ces points (on posgra= f(z;) pour approcher la fonctiorf). On
cherche don@® tel queP(z;) = y; pourj € [0,n].

Commencons par voir s'il y a beaucoup de solutions. Bodt ( deux solutions
distinctes du probléme, aloB — @ est non nul et va s’annuler en, ..., z,, donc
posséde: + 1 racines donc est de degté+ 1 au moins. Réciproquement, si on ajoute
a P un multiple du polynomel = H;.L:O(X—xj), on obtient une autre solution. Toutes
les solutions se déduisent donc d’une solution particeikéry ajoutant un polynome
de degré au moins + 1 multiple deA.

Nous allons maintenant construire une solution particelliee degré au plus. Si
n = 0, on prendP = xy constant. On procéde ensuite par récurrence. Pour caestruli
le polyndbme correspondanti, ..., z, 1 on part du polynoéme,, correspondant a
Xo, ..., L €t on lui ajoute un multiple réel dé

Pn+1 :Pn+an+1 H(X—JI])

=0

Ainsi on a toujoursP, 41 (z;) = y; pourj = 0, ..n, on calcule maintenant,_; pour
que P, 11(xn11) = yn+1. En remplacant avec I'expression d& ., ci-dessus, on
obtient

n

Pn(anrl) + Qn 41 H($n+1 - x]) = Yn+1
=0

Comme tous les; sont distincts, il existe une solution unique :

o yn+1 - Pn<$n+l)
Ap41 = mn
Hj:o(anrl — ;)

On a donc prouvé le :

Théoréme 13 Soitn + 1 réels distinctseg, ..., z,, etn+ 1 réels quelconques, ..., Y, -
Il existe un unique polyndme de degré inférieur ou égal a, appelé polynome de
Lagrange, tel que :

P(xi) =y
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Exemple : déterminons le polynome de degré inférieur ou &@gatel queP (0) =
1,P(1) = 2,P(2) = 1. On commence paP, = 1. Puis on posé? = Py + oy X =
1+ @1 X.CommeP(1) =2 =1+ «; onentirec; = 1doncP; = 1+ X. Puis on
poseP, = P, + as X (X — 1), 0on aPz(2) = 3+ 2a5 = 1 doncay = —1, finalement
P=14+X-X(X-1).

Reste a estimer I'écart entre une fonction et son polynoteegalateur, on ale :

Théoréme 14 Soit f une fonctiom + 1 fois dérivable sur un intervallé = [a, b] de
R, zo, ..., z,, des réels distincts d& SoitP le polynome de Lagrange donné par ies
ety; = f(z;). Pour tout réelz € I, il existe un réek, € [a,b] (qui dépend de) tel

que :
f n+1

J(@) = Pla) = S5 +1 H (10)

Ainsi I'erreur commise dépend d’une majoration de la taikela dérivéer + 1-iéme
sur l'intervalle, mais aussi de la disposition des pointpar rapport a. Par exemple
si les pointsz; sont équidistribués, le ternjeﬂ?:o(x — z;)| sera plus grand prés du
bord del qu’au centre d€.

Preuve du théoreme : Siest I'un dese; I'égalité est vraie. Soit

C=(f( H (x —xj)
7=0
on considere maintenant la fonction :
g(t) = f(t) = P(t) = C ][] (¢t — =)
§=0

elle s'annule erx; pour; variant de 0 & ainsi qu’enz suite au choix de la constante
C, doncg s’annule au moins + 2 fois sur l'intervalle contenant les; etz, doncg’
s’annule au moins + 1 fois sur ce méme intervalle, dogt s’annule au moins fois,
etc. et finalemeng”*!) s’annule une fois au moins sur cet intervalle. Or

gt = I+l _ O(n 4 1)

car P est de degré inférieur ou égahet H;.L:O(x — ;) — 2" est de degré inférieur
ou égal an. Donc il existe bien un réel, dans l'intervalle contenant les; etx tel que

fIri(e)
B (n+1)!

Calcul efficace du polyndbme de Lagrange.
Avec la méthode de calcul précédent, on remarque que le @olgrde Lagrange peut
s’écrire a la Horner sous la forme :

Px) = apt+ai(z—mzo)+ ... +an(z—x)...(x —zp_1)

= ap+ (r—x0)(ar + (@ —21)(ag+ . + (2 — 2p_2)(n_1 + (T — Tp_1)ap)...

43



ce qui permet de le calculer rapidement une foisilgsonnus. On observe que

Tr1 — o

ap = f(ﬁo)7 ap =

On va voir que legy;, peuvent aussi se mettre sous forme d’une différence. Onitdéfin
les différences divisées d’ordrepar récurrence

flail = f(xi), flai, o Thpipa] = f[:ci+1,--~,$£:ij :i[mi,m,mkﬂ]

On va montrer quey, = f[xo, ..., 2x]. C'est vrai au rang 0, il suffit donc de le montrer
au rangk + 1 en 'admettant au rang. Pour cela on observe qu’on peut construire le
polynéme d'interpolation em, ..., z;11 & partir des polyndmes d’interpolatidf, en

xg, .-, Tk €1 Qr enxy, ..., x4 1 parla formule :

(@p41 — 2)Pr + (2 — 20)Qr
Tk4+1 — 20

Pryi(z) =

en effet on vérifie queé’,+1(x;) = f(x;) pouri € [1,k] car Py(z;) = f(z;) =
Qr(x;), etpouri = 0eti = k + 1, on a aussPy11(zo) = f(x0) €t Pyy1(xgpy1) =
f(zr41). Or ag41 est le coefficient dominant d&,;, donc c’est la différence du
coefficient dominant d&;, et deP;, divisée parry. 1 — xo, c'est-a-dire la définition de
flzo, ..., zr+1] en fonction def [z, ..., xi1+1] €t flzo, ..., Tx].

Exemple : on repren®(0) = 1,P(1) =2,P(2) =1.0na

z;  flx flzi, i) flzo, z1, 2]
0
(2-1)/(1-0)=[1]
12 (-1-1)/(2-0) =

(1-2)/(2-1)=-1
2 1

doncP(z) =[1]+ (z — 0)(1]+ (z — )(-1)) = 1 + 2(2 — 2).

On peut naturellement utiliser I'ordre que I'on souhaiteuptes x;, en obser-
vant que le coefficient dominant d@ ne dépend pas de cet ordre, on en déduit que
flzo, ..., zx] est indépendant de I'ordre des, on peut donc a partir du tableau ci-
dessus écrird par exemple avec I'ordre 2,1,0, sous la forme

Pz)y=14+(z—-2)(-1+(@x—-1(-1) =1+ (z —2)(—x)

6 Intégration numeérique

Les fractions rationnelles admettent une primitive que talcule en décomposant
la fraction avec Bézout comme expliqué précédemment. Mlasfent figure d’'excep-
tions, la plupart des fonctions n'admettent pas de primdtigui s’expriment a 'aide
des fonctions usuelles. Pour calculer une intégrale,aemedonc a la définition d’aire
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sous la courbe, aire que I'on approche, en utilisant par plemm polynome de La-
grange.

Le principe est donc le suivant : on découpe l'intervallentdgration en subdivi-
sions[a, b] = [a,a+h]+[a+h,a+2h|+...[a+(n—1)h,a+nh = b,00h = (b—a)/n
est le pas de la subdivision, et sur chaque subdivision, proape 'aire sous la courbe.

6.1 Lesrectangles et les trapézes

Sur une subdivisioffie, 5], on approche la fonction par un segment. Pour les rect-
angles, il s'agit d’'une horizontale : on peut prendie), f(5) (rectangle a droite et
gauche) oy ((« + 3)/2) (point milieu), pour les trapézes on utilise le segmenargli
[, (o) a[8, £(B)).

Exemple : calcul de la valeur approchéefglet?’dt (on en connait la valeur exacte
1/4 = 0.25) par ces méthodes en subdivis@ihtl] en 10 subdivisions (pds= 1/10),
donca = j/10 et = (j+1)/10 pourj variant de 0 & 9. Pour les rectangles a gauche,
on obtient sur une subdivisiof{a) = (5/10)® que I'on multiplie par la longueur de la
subdivision soith = 1/10:

9 .
1 i 81
— Y (L3 = — =0.2025
10 ]Z::o( 10) 400
Pour les rectangles a droite, on obtient
1 & 121

— L3 = 222 =0.3025
10 2(10) 400

Pour le point milieuf (o + 3)/2) = f((j/10 + (j +1)/10)/2) = f(j/10 + 1/20)

1 9

J 1.3
— 4+ —)’ =1 =0.24
0 0(10 20) 99/800 = 0.24875

j:
Enfin pour les trapézes, 'aire du trapéze délimité par Idesr, les verticaley = a,
y = (3 et les points sur ces verticales d'ordonnées respecfieset f () vaut

fla) + f(B)

h
2

donc .
1 J\3 j+1.4 101
— - — = — =0.2525
10]_:0 ((10) +( 10 ) 400

Dans la somme des trapezes, on voit que chaque terme apgjmrrifois sauf le pre-
mier et le dernier.
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Plus générallement, les formules sont donc les suivantes :

n—1

rectangle gauche= %Y _ f(a+ jh) (11)
=0

rectangle droit = © Y f(a+ jh) (12)
j=1

n—1 h
point milieu = hjz:;)f(a+jh+ 3) (13)
S OESIONE o .
trapezes = h 5 + ; fla+jh) (14)

ouh = (b — a)/n est le pas de la subdivision,le nombre de subdivisions.

On observe sur I'exemple que le point milieu et les trapézement une bien
meilleure précision que les rectangles. Plus généraletagmtécision de I'approxima-
tion n'est pas la méme selon le choix de méthode. Ainsi paurdetangles a gauche
(le résultat est le méme a droite), Siest continument dérivable, de dérivée majorée
par une constant&/; sur|[a, b], en faisant un développement de Taylorfdena, on
obtient

s s s s (8 — a)?
| / f(t)dt—/ Fla)dt] = | / F(00) (t—a)dt] < M / (t—a)dt = 1, 00
Ainsi dans I'exemple, on &/, = 3, I'erreur est donc majorée par015 sur une subdi-
vision, donc paf.15 sur les 10 subdivisions.

Pour le point milieu, on fait le développement(@ent-3)/2 a l'ordre 2, en supposant
que f est deux fois continument dérivable :

- )dt

[0 [ 5 = [ !
+/oéﬁfé9t)(ta+5)2|

B
< %2/ (t— 2 Fy2g

< My——7F—

Dans I'exemple, on @/, = 6, donc I'erreur sur une subdivision est majorée par
0.25e — 3, donc sur 10 subdivisions par25e — 2 = 0.0025.

Pour les trapézes, la fonctigndont le graphe est le segment relidnt f(«)] &
(8, f(B)] estf(a) + (t — ) /(B — «) f(B), C’est en fait un polynome de Lagrange, si
f est deux fois continument dérivable, on peut donc majordifiérence entref etg
en utilisant (0), on intégre la valeur absolue ce qui donne

B 15 B oen — )3
[ swae- [ Cgwan < [ Ca) (o _ o) - g < 1 P2

2 12
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ou M, est un majorant dgf”’| sur|a, b].

Lorsqu’on calcule I'intégrale syr, b] par une de ces méthodes, on fait la somme
surn = (b—a)/h subdivisions de longueut— « = h, on obtient donc une majoration
de I'erreur commise sur l'intégrale :

— pour les rectangles a droite ou gauehid; h? /2 = Mh(b — a)/2

— pour le point milieuMsh? (b — a) /24

— pour les trapézekl>h%(b — a)/12.

Lorsqueh tend vers 0, I'erreur tend vers 0, mais pas a la méme viteksergpidement
pour les trapezes et le point milieu que pour les rectangles. on approche précisé-
ment la fonction sur une subdivision, plus la puissancé da étre grande, plus la
convergence sera rapide lorsqueera petit, avec toutefois une contrainte fixée par la
valeur deMy, borne sur la dérivék-ieme def (plusk est grand, plud/, est grand en
général). Nous allons voir dans la suite comment se compette puissance deen
fonction de la facon dont on approclie

6.2 Ordre d’'une méthode

On appelle méthode d’intégration I'écriture d’une appnaiion de l'intégrale sur
une subdivision sous la forme

3 k
| s =100 =3 wif )

ou lesy; sont dans l'intervallga, 3], par exemple équirépartis sfur, 3]. On utilise
aussi la définition :

Ié] k
| =10 = -y 6, )

On prend toujour$ _; w; = B — a (0u > ;w; = 1) pour que la méthode donne le
résultat exact si la fonction est constante.

On dit qu'une méthode d’'intégration est d’ordiesi il y a égalité ci-dessus pour
tous les polyndmes de degré inférieur ou égalet non égalité pour un polynéme de
degrén+1. Par exemple, les rectangles a droite et gauche sont d@ytE@oint milieu
et les trapézes sont d’'ordre 1. Plus générallement, si omelpp/ par son polyndéme
d’interpolation de Lagrange en+ 1 points (donc par un polyndme de degré inférieur
ou égal an), on obtient une méthode d’intégration d’ordre au mains

Si une méthode est d'ordreavec desv; > 0 et si f estn + 1 fois continument
dérivable, alors sur une subdivision, on a :

B — a2 1
[ < i T
En effet, on fait le développement de Taylor fipar exemple en: a I'ordren
(t —a)™*!

(n+ 1!

+1) (15)

f[nJrl] (975);

Tn(f) = f(Oé) + (t — a)f/(a) + ...+ M‘f‘[n] (a)

n!

ft) = Tu(f) +
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| /jf - /j T.(f) < /j ()" 2 )] < {Mnﬂ(t(;f);ﬁ

_ )t k o)t
1) = 1,0 = 1 (£ 2 | < St =

(n+ 1! = (n+1)!
k
(8- oyt
< ; |wj|Mn+1W

Donc comme la méthode est exacte pdf/f), on en déduit que

16} 63 153
|/ foI1() = \/ f—/ To(f) + I(To(f)) — 1(f)]

IN

6] 5]
| / . / Tu(9) + [I(Tu(F)) — I(F)]

(ﬁ _ a)n+2 k (5 _ a)n—i—l
< Mn+1m + jz::l |wj|Mn+1W

A

Silesw; > 0, alorszg‘f:1 lw;| = Zle w; = [ — o et on obtient finalementLE)

On remarque qu’on peut améliorer la valeur de la constantfisant tous les
développement de Taylor €n + 3)/2 au lieu dea, Aprés sommation sur les sub-
divisions, on obtient que :

Théoréme 15 Pour une méthode d’ordre a coefficients positifs et une fonctigh
n + 1 fois continument dérivable

hntl 1

A 1)

b
R GIET oD

On observe que cette majoration a la bonne puissanéestde les exemples déja
traités, mais pas forcément le meilleur coefficient possihrce que nous avons traité
le cas général d'une méthode d’ordre

6.3 Simpson

Il s’agit de la méthode obtenue en approchant la fonctiodessubdivision|«, 3]
par son polynome de Lagrange aux pointga + 3)/2, 5. On calcule I'intégrale par
exemple avec un logiciel de calcul formel, avec Xcas :

factor(int(lagrange([a,(a+b)/2,b],[fa, fmfb]),x=a..b))
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qui donne la formule sur une subdivision

h
1) = w(7(0) + 4722 4 ()
et sura, b :
h n—1 h n—1
[(f) =5 | fla)+ f(b +4Zfa+jh+ )+2) " fla+jh) (16)

7=0 j=1

Si on integre® sur|0, 1] en 1 subdivision par cette méthode, on obtient

1 1

c’est-a-dire le résultat exact, ceci est aussi vérifié gopolynome de degré inférieur
ou égal a 2 puisque I'approximation de Lagrange @sst alors égale 4. On en déduit
que la méthode de Simpson est d’'ordre 3 (pas plus car la nettEimpson ap-
pliquée a l'intégrale de* sur|0, 1] n’est pas exacte). On peut méme améliorer (cf. par
exemple Demailly) la constante générale de la section dedté pour la majoration

de l'erreur en:
- —a)M
/f P < (b )y

Cette méthode nécessite + 1 évaluations def (le calcul def est un point étant
presque toujours I'opération la plus couteuse en tempsediuéthode de quadrature),
au lieu den pour les rectangles et le point milieuset+- 1 pour les trapézes. Mais on
a une majoration eh* au lieu deh? donc le “rapport qualité-prix” de la méthode de
Simpson est meilleur, on I'utilise donc plutot que les mé#wprécédentes sauf i
n'a pas la régularité suffisante (ouM, est trop grand).

6.4 Newton-Cotes

On peut généraliser I'idée précédente, découper la suhativja, 5] enn parts
égales et utiliser le polyndme d’interpolation en ees 1 pointszy = «, z1, ..., ,, =
5. Ce sont les méthodes de Newton-Cotes, qui sont d’atdae moins. Comme le
polynéme d'interpolation dépend linéairement des ordeanéette méthode est bien

de laforme : .
I(f)=(B-a)) ;f(x
j=0

De plus lesw; sont universels (ils ne dépendent pas de la subdivisiomgepgu’on
peut faire le changement de variables: o+ (3 — o) dans 'intégrale et le polyndme
d’interpolation et donc se ramenefal].

Exemple : on prend le polyndme d’interpolation en 5 pointsidigtribués sur une
subdivision|a, b] (méthode de Boole). Pour calculer k&s, on se raméne @, 1], puis
on tape
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int(lagrange(seq(j/4,j,0,4),[f0,f1,f2,f3,f4]),x=0..1)

et on lit les coefficients d€0 af 4 qui sont leswy aw, : 7/90, 32/90, 12/90, 32/90,
7/90. La méthode est d’ordre au moins 4 par constructions wrivérifie qu’elle est
en fait d’ordre 5 (exercice), la majoration de I'erreur cBuméthode d’ordre 5 est

b
[ 1101 g+ -

elle peut étre améliorée pour cette méthode précise en

b Mg
ylf—fwnsﬁﬁﬁﬁww—@

En pratique, on ne les utilise pas tres souvent, car d'urtgpparn > 8, lesw; ne
sont pas tous positifs, et d'autre part, parce que la cotestdp devient trop grande.
On préfere utiliser la méthode de Simpson en utilisant urppaspetit.

Il existe aussi d’autres méthodes, par exemple les quadsadie Gauss (on choisit
d’interpoler en utilisant des points non équirépartisdeis I'ordre de la méthode soit le
plus grand possible) ou la méthode de Romberg qui est uneodeéthiaccélération de
convergence basée sur la méthode des trapezes (on prenthamées trapézes en 1
subdivision d€a, b], puis 2, pui?, ..., et on élimine les puissances/dedu reste/ f —
I(f) en utilisant un théoreme d’Euler-Mac Laurin qui montre qaeléveloppement
asymptotique de I'erreur en fonction dene contient que des puissances paires)de
De plus, on peut étre amené a faire varier le pan fonction de la plus ou moins
grande régularité de la fonction.

6.5 Enrésumé

Intégration sufa, b], h pas d'une subdivision)/;, majorant de la dérivég-ieme
de la fonction sufa, b]
formule | Lagrange degré ordre erreur
rectangles | (11), (12 0 Mih(b—a)/2
point milieu 13 1 Myh?(b—a)/24
trapézes (14) 1 Myh*(b—a)/12
Simpson (16) 3 | Myh*(b— a)/2880

NEF, OO

7 Algebre linéaire

7.1 Le pivot de Gauss

Cetalgorithme permet de créer des zéros en effectuant depuiations réversibles
sur les lignes d’une matrice. Ces lignes peuvent représksteoefficients d'un sys-
teme linéaire, on obtient alors un systéme linéaire égemiabu les coordonnées d’'un
systeme de vecteur, on obtient alors les coordonnées daiarsg de vecteur engen-
drant le méme sous-espace vectoriel. On peut égalemebtsesier 2 matriced et B
reliés par une relatiodx = B, cette relation reste alors vraie au cours et donc apres
la réduction.
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7.1.1 Lalgorithme

L'algorithme est le suivant :

1. on initialisec = 1 etl = 1, ¢ désigne le numéro de colonme réduire, et
le numéro de ligne & partir duquel on cherche un “pivot” (abudé et ¢ valent
donc 1, en général les 2 augmentent de 1 a chaque itération)

2. Sicoul est plus grand que le nombre de colonnes ou de lignes on.arréte

3. Silacolonne: n'a que des coefficients nuls a partir de la lignen incrémente le
numéro de colonnede 1 et on passe a I'étape 2. Sinon, on cherche la ligne dont
le coefficient est en valeur absolue le plus grand possibledieul approché) ou
le plus simple possible (en calcul exact), on échange dgtie hvec la ligné.

Puis on effectue pour toutes les lignes Saoil pour toutes les lignes a partir de
[ + 1 (selon qu'il s’agit d’'une réduction de Gauss compléte ownd’'véduction
de Gauss sous-diagonale) la manipulation réversible

Lj— L, — 4,

QAjc

On incrémente et/ de 1 et on passe a |'étape 2.

7.1.2 Efficacité de I'algorithme

Sila matrice possédelignes etC' colonnes, le nombre maximal d’opérations pour
réduire une ligne est' divisions,C multiplications,C' soustractions, don®C' opéra-
tions arithmétiques de base. Il yla— 1 lignes a réduire a chaque étape et i)
étapes a effectuer, on en déduit que le nombre maximal ditipés pour réduire une
matrice esBLCmin(L,C). Pour une matrice carrée de taitle cela fait3n® opéra-
tions.

7.1.3 Erreurs d’arrondis du pivot de Gauss

Comme|a;.| < |a;|, une étape de réduction multiplie au plus I'erreur absokse d
coefficients par 2. Donc la réduction complete d’'une matpieat multiplier au pire
I'erreur absolue sur les coefficients @dr (oun est le nombre d’étapes de réduction,
inférieur au plus petit du nombre de lignes et de colonnesgi Signifie qu’'avec la
précision d’'un double, on peut au pire perdre toute précipmur des matrices pas si
grandes que ¢aw(= 52). Heureusement, il semble qu’en pratique, I'erreur alesak
soit que treés rarement multipliée par un facteur supéridldr. a

Par contre, si on ne prend pas la précaution de choisir l& g&zoorme maximale
dans la colonne, les erreurs d’arrondis se comportent déeneanien moins bonnes,
cf. 'exemple suivant.

Exemple
Soit a résoudre le systéeme linéaire

ex+10y =10, z4+2.0y=3.0
avece = 27°* (pour une machine utilisant des doubles pour les calculo#arit, plus

générallement on choisieatel que(1.0 + 3¢) — 1.0 soit indistinguable de 0.0).
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Si on résoud le systeme exactement, on obtieat 1/(1 — 2¢) (environ 1) ety =

(1 —3€)/(1 — 2¢) (environ 1). Supposons que 'on n'utilise pas la stratégigivot
partiel, on prend alors comme pivgtdonc on effectue la manipulation de lighe «

Ly —1/eL; ce qui donne comme 2éme équati@rd —1.0/¢)y = 3.0—1.0/e. Comme
les calculs sont numériques, et a cause des erreurs d'@rontte 2éme équation sera
remplacée paf—1.0/e)y = —1.0/e d'ou y = 1.0, qui sera remplacé dans la 1lére
équation, donnartr = 1.0 — 1.0y = 0.0 doncz = 0.0.

Inversement, si on utilise la stratégie du pivot partiebralon doit échanger les 2
équationsL, = Ly et L} = Lo puis on effectuel, < L) — €L, ce qui donne
(1.0 —2.0€)y = 1.0 — 3.0¢, remplacée en raison des erreurs d’arrondilp@sy = 1.0
doncy = 1.0, puis on remplacg dansL) ce qui donne: = 3.0 — 2.0y = 1.0.

On observe dans les deux cas que la valeuy et proche de la valeur exacte, mais la
valeur dex dans le premier cas est grossierement eloignée de la valgecte.

On peut aussi s'intéresser a la sensibilité de la solutian dysteme linéaire a des
variations de son second membre. Le traitement du sujetieaurest un peu difficile,
cela fait intervenir le nombre de conditionnement de la ioatd du systéme (qui est
essentiellement la valeur absolue du rapport de la valepreda plus grande sur la
valeur propre la plus petite), plus ce nombre est grand, |plsslution variera (donc
plus on perd en précision).

7.2 Applications de Gauss
7.2.1 Base d’'un sous-espace

On réduit la matrice des vecteurs écrits en ligne, puis omdoies lignes non nulles,
dont les vecteurs forment une base du sous-espace veetogiehdré par les vecteurs
du départ.

Exemple : base du sous-espac engendrélpar 3), (4,5,6), (7,8,9). On réduit la
matrice, la 3eme ligne est nulle donc on ne garde que les 2@mestigneg 1,0, —1), (0, 1,2)
(remarque : une réduction sous-diagonale aurait suffi).

7.2.2 Déterminant

On réduit la matrice (carrée) en notant le nombre d'inverside ligne, et on fait
le produit des coefficients diagonaux, on change le sigremsbinbre d’inversions de
lignes est impair.

7.2.3 Reéduction sous forme échelonnée (rref)

On réduit la matrice puis on divise chaque ligne par son peecgefficient non nul.
Si la matrice représentait un systeme linéaire inversihleltient la matrice identité
sur les colonnes sauf la derniére et la solution en lisargfaiélre colonne. La relation
conservée est en effetx = b ol = est la solution de I'équation, et a la fin de la
réductionA = 1.
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Par exemple pour résoudre le systéeme

cccx +2y+3z = 5
dr +5y+6z2 = 0
Tx + 8y =1

on réduit sous forme échelonnée la matfi¢d, 2, 3, 5] ,[4,5,6,0],[7,8,0,1]],
cequidonn¢[1,0,0,-9],[0,1,0,8],[0,0,1,-2/3]],doulasolutionz =
-9,y =8,z=-2/3.

7.2.4 Inverse

On accolle la matrice identité a droite de la matrice a ireer®n effectue la ré-
duction sous forme échelonnée, on doit obtenir a droitesiiitdé si la matrice est
inversible, on a alors a gauche la matrice inverse. La oelatbnservée est en effet
Ax = B ouz estl'inverse de la matrice de départ, et en fin de réductien I.

Par exemple, pour calculer l'inverse fi¢1, 2,3],[4,5,6],[7,8,0]],on
réduitavearef [[1,2,3,1,0,0],[4,5,6,0,1,0],[7,8,0,0,0,1]].

7.2.5 Noyau

On réduit la matrice sous forme échelonnée. Puis on intratts lignes de 0 afin
que les 1 en téte de ligne se trouvent sur la diagonale de licenaDn enléve ou on
rajoute des lignes de 0 a la fin pour obtenir une matrice cattée base du noyau
est alors formée en prenant chaque colonne correspondantOasur la diagonale,
en remplacant ce O par -1. On vérifie qu’on obtient bien 0 esafaile produit de ce
vecteur par la matrice réduite. De plus les vecteurs crégsctirement linéairement
indépendants (puisqu’ils sont échelonnés), et il y en ahertmonbre (théoréme noyau-
image).

Exemple : calcul du noyau d€[ 1, 2, 3,4],[1, 2,7,12]], on réduit la ma-
trice avec rref, ce qui donng[ 1, 2,0,-2],[0,0, 1, 2]], on ajoute une ligne
de 0 entre ces 2 lignes pour mettre le 1 de la 2éme ligne suragodale ce qui
donne[[1,2,0,-2],[0,0,0,0],[0,0,1,2]], puis on ajoute une ligne de 0
a la fin pour rendre la matrice carrée. On obtient ainsi leesgstéquivalent de ma-
trice[[1,2,0,-2],[0,0,0,0],[0,0,1,2],[0,0,0,0]].La2éme colonne
donne le premier vecteur de la base du noyaus-1,0,0), la 4éme colonne donne le
deuxieme vecteuf—2,0,2, —1), on vérifie aisément que ces 2 vecteurs forment une
famille libre du noyau, donc une base car la dimension dumegaégale a 2 (dimen-
sion de I'espace de départ moins le rang de la matrice, a‘elite le nombre de lignes
non nulles de la matrice réduite).

7.2.6 La méthode de factorisationLU

Nous ne la développons pas a ce niveau, elle permet d’écrrenatriced comme
produit de deux matrices triangulaire inférieures et siepées, ce qui permet de ramener
la résolution de systéme a la résolution de deux systénaagtriaires.
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7.3 Réduction exacte des endomorphismes

On calcule le polynome caractéristique ou le polynome nahion le factorise, et
on calcule ensuite le noyau de— A7 pour les) racines. Il existe des méthodes évitant
le calcul de noyau, méthode de Fadeev-Laguerre-Sourian@ugne présentons pas
ici.

7.3.1 Polynome caractéristique

On peut le calculer en développant le déterminantidet\/, mais il est plus ef-
ficace de le calculer par interpolation. Sditune matrice carrée de taillg, on sait
que son polynome caractéristique est un polynome de degtéuffit de connaitre
sa valeur em + 1 points distincts, on calcule donc+ 1 déterminants det — \/
en remplacanh par sa valeur (il y a plus de déterminants a calculer mais cedss
déterminants sans paraméf@&onc beaucoup plus simple a calculer), ce qui permet
de reconstruire le polynome caractéristique par intetpolale Lagrange.

Exercice : pouf [ 1, -1],[ 2, 4] ], calculer detA — AI) en A = 0,1,2 puis le
polynome d’interpolation, vérifier que c’est bien le polym® caractéristique.

Il faut effectuem + 1 calculs de déterminants, ce qui nécessite*) opérations. I
existe des méthodes plus efficaces, par exemple le calcdlgngme minimal proba-
biliste présenté plus ba&(n?) opérations).

7.3.2 Polynome minimal

Définition 5 Le polynome minimal d’'une matricéest un polyndéme/ de degré min-
imal tel queM (A) = 0 et de coefficient dominant égal a 1. Un tel polynome divise
tous les polynomes tels qui A) = 0, il divise le polynome caractéristique deet il

a les mémes racines que le polynome caractéristique.

Preuve :
D’abord M divise tous les polynomes tels qié A) = 0, car siR désigne le reste de
la division deP par M alorsR(A) = (P — QM)(A) = P(A) — Q(A)M(A) = 0,
doncR est nul car son degré est plus petit que celuiie

En particulier le polynome minimal divise le polynome caésistiqueC, carC(A) =
0 (on peut montrer qué’(A) = 0 en faisant le produit de la matricé — \I par sa
comatrice, on obtient le déterminant fois 'identité, SB{t\) 7. CommeC (\)I —C(A)
peut se factoriser pax] — A en appliquant]7) a chague monome d&, on en déduit
queC(A) se factorise pakl — A, doncC(A) = 0 en regardant les termes de plus haut
degré de ces polynomes &ra coefficients matriciels).

Montrons enfin que les racines du polynome caractéristiqoeracines du poly-
nome minimal. En effet soik une racine du polynome caractéristique aldrs- A1
n'est pas inversible. Ok/(A) — M (\)I se factorise parl — \I car

k—1
AF = NT = (A= X)) N4 17)

=0
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donc M (A) — M (M) ne peut pas étre inversible. Comm&(A) = 0 on en déduit
que M (M)I n'est pas inversible dond/(\) = 0, A est une racine dé&/. Donc si le
polynome caractéristique n’'a pas de racines multiplest g#gal au polynome minimal.

Pour calculerM, on peut chercher une relation de degré minimal entre les pui
sances ded, en les voyant comme des vecteursZcomposantes (ce qui revient &
aplatir en un long vecteur tous les coefficients de la matricela revient a calculer
le noyau de I'application linéaire dont les colonnes sositigefficients des puissances
de A (de 0 an), en gardant le premier vecteur obtenu par I'algorithmewdalu noyau
ci-dessus.

Cette méthode est toutefois couteuse, car il faut réduieematrice ayant? lignes
etn + 1 colonnes. Il existe une autre méthode moins couteuse et auuhm presque
toujours. Elle consiste a calculer le polynome minimaldear rapport a un vecteur
c’est-a-dire le polynome de degré minimal (et coefficiemhd@nt 1) tel que\l, (A)v =
0. CommeM (A) = 0, on aM(A)v = 0, doncM,, divise M qui divise le polynome
caractéristique. Si par chance, on trouve giig est de degré:, alors M, sera égal
a M et au polynome caractéristique. On fait donc le calcul duanaye I'application
linéaire dont les colonnes sont ldgv pourj variant de 0 &. Si I'on trouve un espace
de dimension 1, alord/, est de degré et on a simultanément le polynome minimal et
caractéristique avec le polynome correspondant a ce vetienoyau. Si le degré n’est
pasn, on peut essayer un ou quelques autres vecteurs, et fairClslles polynomes
minimaux obtenus. Si on obtient un polynome de degin conclut, sinon on peut
tester si ce polynome évalué dnest nul, ce sera alors le polynome minimal.

Exemple, on reprend la matri¢d 1, - 1], [ 2, 4] ] , et comme vecteur aléatoire
v = (1,0),on adv = (1,—1) et A(Av) = (—1,—5). On calcule donc le noyau de
la matrice[ [ 1, 1,-1],[0, -1, -5]] (on écrit en colonnes, Av, A%v), on trouve
que(—6,5,—1) engendre le noyau, donc le polynome minimal relatif au weateest
(au signe prés)-6 + 5z — x2. Comme il est de degré maximal 2, c’est le polynome
minimal et caractéristique.

7.4 Réduction approchée des endomorphismes

On pourrait trouver des valeurs propres approchées d’'uiece@&n calculant le
polynome caractéristique ou minimal puis en le factorisambériquement. Mais cette
méthode n’est pas idéale relativement aux erreurs d’aisdodlcul du polynome car-
actéristiaue, de ses racines, et nouvelle approximaticalenlant le noyau dd — A1),
lorsqu’on veut calculer quelques valeurs propres on peéféiliser des méthodes itéra-
tives directement sud ce qui évite la propagation des erreurs d’arrondi.

7.4.1 Méthode de la puissance

Elle permet de déterminer la plus grande valeur propre eguvalbsolue d’'une
matrice diagonalisable lorsque celle-ci est unique. Sspp® en effet que les valeurs
propres ded soientzy, ..., z, avec|zi| < |zo| < ... < |xn_1| < |x,| et soient
e1,..., e, Une base de vecteurs propres correspondants. On choistteuy aléatoire
v et on calcule la suite,, = Av,,_1 = A™v. Siv a pour coordonnéédsg, ..., V,,) dans
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la base propre, alors

n T n
Uy, = E ijj €j = TyWp, Wy = E V; (z) €;

. n

Jj=1

L'hypothése que:,, est 'unique valeur propre de module maximal entraine ajoies
lim,,— 4o w, = Vye, puisque la suite géométrique de raisofyx,, converge vers
0. Autrement dit, siV,, # 0 (ce qui a une probabilité 1 d’'étre vrai pour un vecteur
aléatoire)v,, est équivalent &,z e,,. Lorsquen est grandy,, est presque colinéaire
au vecteur propre,, (que I'on peut prendre comme, divisé par sa norme), ce que
I'on détecte en testant sj, 1 etw,, sont presques colinéaires, et de plus le facteur de
colinéarité entrey,, 1 etv,, est presque,,, la valeur propre de module maximal.

Exercice : tester la convergence dév vers I'espace propre associé & 3 pour
la matrice[ [ 1, - 1], [ 2, 4] ] etle vecteu(1,0).

Lorsqu’on applique cette méthode a une matrice réelle, ut periver quil y ait
deux valeurs propres conjuguées de module maximal. Le m@eede raisonnement
montre que pour. grand,v, .o est presque colinéaire & I'espace engendrévpaat
Vnt1, larelationv, 1o + zv,41 + 220, = 0 permet de calculer les valeurs propres.

La convergence est de type série géométrique, on gagne le mémbre de déci-
males a chaque itération.

7.4.2 ltérations inverses

La méthode précédente permet de calculer la valeur propraadieile maximal
d’une matrice. Pour trouver une valeur propre proche d’'wantté donnée, on peut
appliquer la méthode précédente a la matfite- 27)~*. En effet, les valeurs propres
de cette matrice sont lés; —x)~! dont la norme est maximale lorsqu’on se rapproche
de.%‘i.

7.4.3 Elimination des valeurs propres trouvées

Sila matriceA est symétrique, et 8j, est un vecteur propre normé écrit en colonne,
on peut considérer la matride = A — z,,e,,el, qui posséde les mémes valeurs propres
et mémes vecteurs propres gdi@vec méme multiplicité, sauf, qui est remplacé par
0. En effet les espaces propres4lsont orthogonaux entre eux, donc

Be,, = x, e, — xneneflen =0, Bey = xpep — xneneflek = Tpeg

On peut donc calculer la 2éme valeur propre (en valeur abjgdléliminer et ainsi de
suite.

Sila matriced n’est pas symétrique, on peut utiliser une technique aneltmysque
0 n’est pas valeur propre dé(on peut s’y ramener en ajoutant4aun multiple de I'i-
dentité). En effet on peut construire un vecteur propreBdgour une valeur propre
xr # 0 a partir d’'un vecteur propre d&, en cherchany tel que tel que

B(er — yen) = zi(er — yen)
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On obtient pour le membre de gauche :
Beyp —yBe,, = Bej, = (A — wpeqel))er, = xper — wpen.epen

et pour le membre de droite

TECk — YTkEn
d’ou I'équation

YT = Tp€n €k

Néanmoins cette méthode n’est pas stable, en particulier \&leur propree; est
proche de 0, car les vecteurs propres se rapprochent alrslés,, .
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A La moyenne arithmético-géométrique.

A.1 Définition et convergence
Soienta etb deux réels positifs, on définit les 2 suites

Uy + Up
Up = a,vg = ba Un+1 = Tvanrl = \/UnUn (18)

On va montrer que ces 2 suites sont adjacentes et convergeatvers une limite
commune noté@/(a, b) et il se trouve que la convergence est trés rapide, en rason d
lidentité :

1 2 1 2
Unt1 = Un+1 = 5 (Vi = V)" = Nt Vo) (U — vn) (19)
la convergence est quadratique.

On suppose dans la suite que> b sans changer la généralité puisque échanger
etb ne change pas la valeur dg etwv,, pourn > 0. On a alorsu,, > v,, (d’aprés (9)
pourn > 0) etu, 1 < u, car
%(Un - un) S O
etv 41 = /UnUn > /UnU, = v,. DONC(u,) est décroissante minorée (pay),
(vy,) est croissante majorée (paf), ces 2 suites sont convergentes et comime, =
%, elles convergent vers la méme limitgui dépend de: et b et que I'on note
M (a,b). On remarque aussi qud (a,b) = bM(a/b,1) = aM(1,b/a).

Précisons maintenant la vitesse de convergence losgueh > 0. On va com-
mencer par estimer le nombre d'itérations nécessaires queir.,, et v,, soient du
méme ordre de grandeur. Pour cela, on utilise la majoration

Un4+1 — Up =

In(up+1) — In(veg1) < In(uy) — In(vpg1) = %(M(un) —1In(vy,))

donc ) )
U, a

In o In(uy,) — In(v,) < ﬁ(ln(a) —1In(b)) = on In 3
Donc sin > W alorsln == < m (par exemple, on peut prendne = 0.1
pour avoiru, /v, € [1,e%]). Le nombre minimum d'itérations, est proportionnel
au log du log du rapport/b. Ensuite on est ramené a étudier la convergence de la suite
arithmético-géométrique de premiers termes: u,,, etb = v,, et méme en tenant
compte deM (a,b) = aM(1,b/a) aa = 1 eth = v, /u, doncO < a—b <1 —e 0L,
Alors I'équation (L9) entraine

Unp+1 — Un+1 S g(un - Un)Q
puis (par récurrence)

0<u, —v, <

S 8%7,1(@ - b)2n
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Donc commeM (a,b) est compris entre,, et u,, I'erreur relative sur la limite com-
mune est inférieure a une précision donn@e bout d’un nombre d’itérations propor-
tionnel auln(In(1/¢)).

Typiquement dans la suite, on souhaitera calclg, b) avecb de I'ordre de
2™ en déterminant chiffres significatifs, il faudra alor®(In(n)) itérations pour se
ramener &/1(1,b) avech € [e~%1, 1] puisO(In(n)) itérations pour avoir la limite avec
n chiffres significatifs.

Le cas complexe
On suppose maintenant qugh € C aveck(a) > 0, R(b) > 0. On va voir que la suite
arithmético-géomeétrique converge encore.

Etude de I'argument

On voit aisément (par récurrence) ., ) > 0; de plusik(v,,) > 0 car par définition

de la racine carré®(v,,) > 0 et est de plus non nul car le produit de deux complexes
d’arguments dan$ — /2, 7/2[ ne peut pas étre un réel négatif. On en déduit que
arg(un+1) = arg(u, + v, ) se trouve dans l'intervalle de borneg(u,, ) etarg(v,,) et
quearg(vn+1) = %(arg(un) + arg(vn)) donc

1
|arg(unt1 — arg(vn41)| < §| arg(u,) — arg(vy)|

Aprésn itérations, on a

™
|axg(un) — arg(en)] < o

Aprés quelques itérations,, etv,, seront donc presque alignés. Faisons 4 itérations.
On peut factoriser par exemplg, et on est ramené a I'étude de la suite de termes
initiaux a = wu,, /v,, d'argumentarg(u,, ) — arg(v,,) petit (inférieur en valeur absolue a
7/16) etb = 1. On suppose donc dans la suite que

Up, /16
arg(My| < ™/

Up, n

Etude du module
Ona:

Un1 1 0,02 . L g2
— - € n + e n
et v "
3 (Vo eos ity i
= —|(Vpn + —)cos — +i(\/pn — sin —
2 VPn 2 VPn 2
1 1 n n
= 2\/(1/Pn+ pn)2c052—+(1/pn7 n)251n2 5
1 1



Si p désigne le max dg,, et1/p,, on a alors la majoration
un
H \/ p+p+2p
donc en prenant les Iogarithmes
1 1
Inppi1 < 3 Inp= §| In py,| (20)

On rappelle qu’on a la majoration

Up, /16 1
Jara () = 16n] < T < 5o
qui va nous donner la minoration gg , ;
Up, 1 1
o =122 = ot 42— 201 — costl)
Un+1 2 Pn

1 1 . 9,0
= 2\/pn + o +2 —4sm2(?)

1
\/pn++2_92

Y
N |

IV vV
DN =
<=
+
=i 5
N +
‘ )
X
|
*“\sw ?
_|_
\ :%
Jr

>

2 \( 22n+2

en prenant les log et en minordnt1 — x) par—2z

1

<>
»\:M

1

nppi1 > 5 (*|hlﬂn| +In(1 — m)) (\ In p,| + 22n+3)

Finalement avec2()
1
1] < 5 1pal + 335)
On en déduit
1 1 1 1
|1npn| 1np0+2n+3+~~~+W+W—271npo+w

La convergence din(u, /v, ) vers 0 est donc géométrique, dang et v,, convergent
quadratiquement.
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A.2 Lien avec les intégrales elliptiques

Le calcul de la limite commune des suites et v,, en fonction dez etb n’est pas
trivial au premier abord. Il est relié aux intégrales eltjpes, plus précisément on peut
construire une intégrale dépendant de deux parametees et qui est invariante par
la transformationu,,, v,, — upy1, V1 (18)

oo dt
I(a,b) =
V(a®+12)(0% + 2)
On a en effet
—+o0
I(a + b / du
\/ 2+ u?)(ab+ u?)
On pose alors
1 ab
= _(t——), t
St—=), t>0
out — u est une bijection croissante de]0, +oo[ versu €] — oo, +-o00[, donc
+o0 2
2 \/ +1/4(t — ab/t)2)(ab + 1/4(t — ab/t)?)
_ at — I(a,b)

0 \/(a2 thz)(bz thz)

On note au passage giie@st définie sit, b € C vérifientR(a) > 0, R(b) > 0, on peut
montrer que la relation ci-dessus s’étend (par holomojphie
Lorsquea = b = [ (par exemple lorsqu’on est a la limite), le calcul He, ) est

explicite
oo gt T
I = = T
) /;oo (2+12) 1
donc -
1 =I(M M =
(a’ b) ( (a)b)7 (a’ b)) ]\4(017 b)
On peut transformef(a, b) en posant = bu
Foo du 2 [t du

I(a,b) = —
(a,0) =2 o V(@+b2u2)(1+u2) ato  /(1+(b/a)2u)(1+ u2)

Puis en posant = tan(x) (du = (1 + u?)dx)

b) = / 1+ tan(z
Ia, 1+ b/a2tan (2)?
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sin(x)?
1—sin(z)?

2 (% 1
I(a,b)za/o \/1—(1—%)Sin(9c)2 dx

a

et enfin en posantin?(z) =

Si on définit pourn < 1

z dz
K(m) = /0 V1 —msin(z)?

alors on peut calculek en fonction del, en posantn = 1—b%/a? soitb?/a?> = 1—m

Klm) = eVl =m) = i)~ ML=

d’ou I'on déduit la valeur de I'intégrale elliptique en fdian de la moyenne arithmético-
géomeétrique :

2 dx T
Kom = T 2M(L I m) @)
Dans l'autre sens, pourety positifs
K((xiy)z): i = 7T2 =5 2 :—&- = Tt
Ty aM(1,, /1 - (2)2)  2M(L g VEy) 2 M5, vEy) 4 M(z,y)

et finalement

M(z,y) = %LZ/Q

K(G2))

A.3 Application : calcul efficace du logarithme.

On peut utiliser la moyenne arithmético-géométrique p@lcuer le logarithme
efficacement, pour cela on cherche le développement astimygaleX (m) lorsque
m tend vers 1. Plus précisément, on va pdserm = k? aveck €]0, 1], donc

L Y

3 d 3 d
K(m) = /0 V1= (1 —k?)sin(x)? B /0 V1= (1—k?2)cos(y)?

enposany = /2 — x, et

_[F dy
K= | /Sn(y)? + k7 cos(y)?

la singularité de I'intégrale pourproche de 0 apparait lorsquesst proche de 0. Sion
effectue un développement de Taylories- 0, on trouve

sin(y)? + k® cos(y)® = k> + (1 — k*)y* + O(y*)
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Il est donc naturel de comparéi(m) a l'intégrale

J:/2 d
0 K2+ (1 — k2)y2

qui se calcule en faisant par exemple le changement de iegiab

sinh(t)

K
N>

ou directement avec Xcas,
supposons( k>0 && k<1);
J:=int(1l/sqrt(k"2+(1-k"2)*y"2),y,0,pil2)

qui donne apreés réécriture :
1 T 1 k2
- _ _ _ 2 — _ 2
T= (111(k)+1n<2 <\/1 R4+ V1 k ))) (22)
et on peut calculer le développement asymptotiqué da 0
series(J, k=0,5,1)

qui renvoie : .
J=m (%) +0((1n_(11€)) )

on peut alors préciser ce développement par
series(J+ln(k)-In(pi), k=0,5,1)

qui renvoie (aprés simplifications et ol la notati@meut contenir des logarithmes)

< 1 In(m) —In(k) — 1) k? + O(k*)

2 2

donc

J = —In(k) + In(x) + <7r2 4 Infm = lzn(k) - 1) 40k (29

Examinons maintenadt — J, il n'a plus de singularité en = 0, et il admet une limite
lorsquek — 0, obtenue en remplacahtpar O

(K = J)jjeo = / <m1(y) - ;) dy = {m (tan (%)) - 1n(y)]f - ln(%)
D’ou pour K .
oo (2)-oat)
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Pour préciser la partie du développemenfden puissances de nous allons majorer
K — J —1n(4/), puisJ — In(7/k). Posons

A =sin(y)? + k2 cos(y)?, B=1vy*+ (1 —y*)k?

Majoration de K — J — In(4/7)
Lintégrand de la différenc& — J — In(2) est

RIS (1_1> _ VB-vA y-siny) (24)
VA VB \sin(y) y VAVB ysin(y)
_ B — A - Yy — Sin(y) (25)

VAVB(WA++VB)  ysin(y)
(y* —sin(y)*)(1 —k*) y —sin(y)

VAVB(WA+VE) | ysmly) OO
Soit
K—J-m() = /’5 (y — sin(y))[(1 — k?)ysin(y)(y + sin(y)) — VAB(VA + VB)]
m 0 VAVB(VA+ VB)ysin(y) @

On décompose l'intégrale en 2 parti@sk]| et [k, 7/2]. Sur[0, k] on utilise 5), on
majore chaque terme séparément et on minbet B par

A=k +(1—-Kk)sin(y)? >k* B=k+(1-k)y* >k

k * 1B — Al oo 1
< d+/ S
[ e [ G )

k2 _sin
/Oy2k(y)dy+ln(tan(];)) ln(g)

IA

k% + SLk + Lsin(2k) k k k
3 2 1 :
< T + ln(sm(§)) - 1n(§) - 111(008(5))
13 4 =g 4 L 8k% | 32k° k
< 3 2 4 _ (
< yE ln(c05(2))
k2 1 (k)
- k2 N k2
- 30 4

Sur[k, /2], on utilise 7) et on minoreA et B par

A =sin(y)? + k% cos(y)? >sin(y)?, B=v*+ (1 —y>)k? > 4>

‘/ / ywlb?+555>
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ou :

C = (1-Kysin(y)(y +sin(y)) — AVB + BVA
= —A(VB—y) - B(VA—sin(y)) — Ay — Bsin(y) + (1 — k*)ysin(y)(y + sin(y))
= —A(VB-y) - B(VA—sin(y)) - k*(y +sin(y))

Donc

€]

IN

A(VB —y) + B(VA —sin(y)) + k*(y + sin(y))
B —? A —sin(y)?
A\/Eﬂ/ +B\/Z+Sm(y)
k2 k2
2y sy

IN

+ k2(y + sin(y))

IN

A + k*(y + sin(y))

et

|/g < /g (y— Sin(y))kQ(% + ﬁi(y) + (y +sin(y)))
ko Ik ysin(y)(y + sin(y))
On peut majorey — sin(y) < %*/6, donc

ko 6 J, 2sin(y)(sin(y) +y)  sin(y)?(sin(y) +y)  sin(y)
On majore enfiM et B par 1,

PR (E oy v
| / | < — / = 4 —
& 6 J, 2sin(y) sin(y)

Le premier morceau se calcule par intégration par parties

Ll L S i [_y]wm/g !
6 J, 2sin(y)2 6 tan(y) ' e tan(y)

- & (tf(k) " [m(sin(y)m)
_ %2 (ta fk - ln(sin(k))>
")

k2
()

IN

Le deuxiéme morceau se majore en minoranty) > (2y) /=

6 J, sin(y) ~— 6

Finalement

4 1 ~ 1 1 1
K—J—-In(=)| <k (——=nk) + —+ =+ -—+ -
| a2l s <6n()+96+6+30+4>
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ou J est donné en2?).
Majoration de J — In(w/k)
Ona

|J—ln(7]z>|:‘(ﬁ—l)ln(}i)—kﬁln(; (‘/1_k2+47]i+ 1—k2>>|

et on va majorer la valeur absolue de chaque terme de la sofouek < 1/2, on a
1 {— k2 - k?
VI—KE VI kE4+1-k2 " 3/4+3/2

Pour le second terme, on majore le fact — par%, I'argument du logarithme
estinférieur & 1 et supérieur a

1 k2 k21— &
TRt

1
- =1-K(1-=)>1-k
2 2 5 ) 1-2)>

donc le logarithme en valeur absolue est inférieur a
2k?
donc, pourk < 1/2,

|J—1n<7;)|<3/4f\/§/21n(2>+k2j§

Finalement, pouk < 1/2

4 9 Inm 4 7 9 1 1
()12 (W%*%%‘(W+6“ﬂ<f>>)
28

que I'on peut réécrire

|m —In <:> | < k%(3.8 — 0.81n(k)) (29)
La formule @9) permet de calculer le logarithme d’'un réel positif aveeg§gue). bits
lorsquek < 2-"/2 (ce & quoi on peut toujours se ramener en calculant le |bgaeit
d’'une puissanc@€™-ieme dex ou le logarithme de™z, en calculant au préalable
In(2)). Par exemple, prenoris = 227, on trouve (en 8 itérations)/(1,2727) =
M, = 0.0781441403763. On a, avec une erreur inférieurd@x 274 = 1.1 x 10~ 1°

™ m

M(1,2727) = My = 21n(229) ~ 581n(2)’

On peut donc déduire une valeur approchée deon connait la valeur approchée de
In(2) et réciproquement. Si on veut calculer les deux simultanéntemme les re-
lations entreln et 7 seront des équations homogenes, on est obligé d'introduiee
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autre relation. Par exemple pour calculer une valeur apgeder on calcule la dif-
férenceln(2?° + 1) — In(22%) dont on connait le développement au premier ordre,
et on applique la formule de la moyenne arithmético-géamésr Il faut faire atten-
tion a la perte de précision lorsqu’on fait la différence desx logarithmes qui sont
trés proches, ainsi on va perdre une trentaine de bits, tilgiasso modo calculer les
moyennes arithmético-géométrique avec 2 fois plus derekifignificatifs.

L'intérét de cet algorithme apparait lorsqu’on veut cadclé logarithme avec beau-
coup de précision, en raison de la convergence quadrat@laendoyenne arithmético-
géométrique (qui est nettement meilleure que la converg@meaire pour les développe-
ments en série, ou logarithmiqguement meilleure pour I'evgmbielle), par contre elle
n'est pas performante si on ne veut qu'une dizaine de chiffignificatifs. On peut
alors calculer les autres fonctions transcendantes asyédlle I'exponentielle, a partir
du logarithme, ou les fonctions trigopnométriques invefsesutilisant des complexes)
et directes.

On trouvera dans Brent-Zimmermann quelques considésgpermettant d’améliorer
les constantes dans les temps de calcul par rapport a cdttedaécela nécessite d’in-
troduire des fonctions spécial@set d’autres formules pour calculer
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