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1 Présentation du module

Dans ce module, on introduira moins de notions nouvelles quedans d’autres mod-
ules de mathématiques, par contre on insistera sur le calculeffectif, si possible effi-
cace, et sur le controle de la précision des résultats, ceci explique la part importante
consacrée aux TP (18h de cours en 12 séances, 18h de TD en 12 séances et 24h de
TP). On présentera par exemple des méthodes de calcul des fonctions usuelles (racine
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carrée, trigonométriques, ...), il s’agira non seulement de savoir calculer une valeur
numérique, mais aussi de pouvoir majorer l’écart entre la valeur trouvée et la valeur
exacte, en utilisant des théorèmes du cours. Les calculs se feront dans la mesure du
possible sur ordinateur ou sur calculatrices.

Les thèmes abordés seront :

1. calcul exact et approché, représentation des données

2. Suites récurrentes, méthode du point fixe, de Newton

3. Interpolation polynômiale (évaluation, interpolationde Lagrange)

4. Séries de Taylor et approximation des fonctions usuelles

5. Arithmétique des polynômes (PGCD, Bézout, factorisation, décomposition en
éléments simples)

6. Intégration

7. Algèbre linéaire

L’évaluation se fait sur :
– 1/4 : un DS à mi-semestre
– 1/4 : certains compte-rendus de TP (à rédiger seul ou en binome),
– 1/2 : l’examen final

Les calculatrices et les netbooks de taille d’écran plus petits que 10 pouces sont au-
torisées au DS et à l’examen final (prêt possible de netbooks pour le semestre).

2 Représentation des nombres et autres données, calcul
exact/approché

Résumé :
Types de base : entier machine, entier long, flottant machineet multiprécision (Base 2,
base 10, BCD).
Types composés : complexes, polynomes (représentation dense/creuse), symboles, listes
(vecteurs, matrices), expressions, fonctions.
Erreur relative, erreur absolue, erreur d’arrondi, +/-, */%
Algorithme, complexité, exemple puissance modulaire, algorithme de Horner.

Les principaux ensembles de nombres en mathématiques sont les entiers positifsN
et relatifsZ, les rationnelsQ, les réelsR et les complexesC. Sur ordinateur, on peut
représenter ces nombres de manière exacte dans certains cas, approchée dans d’autres.

2.1 Entiers courts et longs

Proposition 0.1 Division euclidienne de deux entiers :si a et b sont deux entiers,
a ≥ 0, b > 0, il existe un unique couple(q, r) tel que

a = bq + r, r ∈ [0, |b|[
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Preuve : On prend pourq le plus grand entier tel quea− bq > 0.
La division euclidienne permet d’écrire un nombre entier, en utilisant une baseb et

des caractères pour représenter les entiers entre 0 etb − 1. Nous écrivons les nombres
entiers en baseb = 10 avec comme caractères les chiffres de 0 à 9. Les ordinateurs
utilisent des circuits binaires pour stocker les informations, il est donc naturel d’y tra-
vailler en base 2 en utilisant comme caractères 0 et 1 ou en base 16 en utilisant comme
caractères les chiffres de 0 à 9 et les lettres de A à F. En général, pour trouver l’écrit-
ure d’un nombre en baseb (par exempleb = 2), on effectue des divisions euclidienne
successives parb du nombre puis de ses quotients successifs jusqu’à ce que le quotient
soit 0 et on accolle les restes obtenus (premier reste à droite, dernier reste à gauche).
Inversement, pour retrouver un entierd à partir de son écrituredn...d0, on traduit les
divisions euclidiennes successives en

d = (...((dnb + dn−1)b + dn−2)... + d1)b + d0

= dnbn + dn−1b
n−1 + ... + d0

Par exemple, vingt-cinq s’écrit en base 1619 car 25 divisé par 16 donne quotient 1,
reste 9. En base 2, on trouverait00011001 car25 = 24 + 23 + 1. On peut effectuer
les opérations arithmétiques de base (+,-,*, division) directement en base 2 (ou 16). Par
exemple la table de l’addition est 0+0=0, 0+1=1+0=1 et 1+1=0je retiens 1, donc :

01001111
+ 01101011
----------

10111010

Exercice : comment passe-t-on simplement de la représentation d’un nombre en
base 2 à un nombre en base 16 et réciproquement ?

Les microprocesseurs peuvent effectuer directement les opérations arithmétiques
de base sur les entiers “machine” (déclinés en plusieurs variantes selon la taille et la
possibilité d’avoir un signe). Noter que la division de deuxentiersa et b n’a pas la
même signification que la division de deux réels, comme elle ne tomberait pas forcé-
ment juste, on calcule le quotient et le reste de la division euclidienne.

Ces entiers machines permettent de représenter de manière exacte des petits entiers
relatifs par exemple un entier machine signé sur 4 octets estcompris entre[−231, 231−
1]. Selon le microprocesseur les 4 octets représentant l’entier sont stockés par adresse
mémoire décroissante ou croissante (big ou little endian).Sur certains systèmes (dits
BCD), on écrit les entiers en base 10, chaque chiffre occupant 4 bits (qui normalement
sert à stocker un chiffre en base 16). Les microprocesseurs correspondants ont un flag
leur permettant d’effectuer les opérations sur des nombresvu en représentation BCD
(base 10) ou hexadécimale (base 16).

Ces entiers machines permettent de faire très rapidement ducalcul exact sur les
entiers, mais à condition qu’il n’y ait pas de dépassement decapacité, par exemple
pour des entiers 32 bits,231 + 231 renverra 0. Ils sont très utilisés en calcul formel
pour les algorithmes dits modulaires (on travaille modulo un entier assez petit). Pour
travailler avec des entiers plus grands, on doit utiliser des entiers de taille plus grande,
mais il faut alors programmer les opérations de base et décider d’un mécanisme de
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stockage, par exemple en représentant un entier par une zonemémoire commencant
par la taille et suivie par l’écriture à l’aide d’entiers machines de l’entier (en base
232). Bien entendu, plus les entiers sont grands, plus les opérations seront longues, par
exemple l’addition de deux entiers longs de tailleN nécessite un temps proportionnel
àN , leur multiplication par l’algorithme élémentaire nécéssite un temps proportionnel
àN2 (mais il existe des algorithmes plus efficaces, par exemple Karatsuba ou FFT, cf.
Knuth, The Art of Computer Programming ou la documentation de la librairie GMP).

2.2 Les rationnels.

On sait donc représenter les entiers, pour lesrationnels, il suffit de les représen-
ter comme un couple d’entiers correspondant à leur écrituresous forme de fraction
irréductible avec un dénominateur positif.

Proposition 0.2 L’algorithme d’Euclide permet de calculer le PGCD (plus grand com-
mun diviseur) de 2 entiers, écrit ici en syntaxe Xcas :

pgcd(x,y):={
local r;
while (y!=0){
r:=irem(x,y); // reste de x par y
x:=y; // PGCD(x,y)=PGCD(y,r) donc on decale
y:=r;

}
return x; // c’est le resultat car PGCD(x,0)=x

}

Preuve : on utilise le fait qu’un nombre divisea etb si et seulement si il diviser = a−bq
etb. Le PGCD dea etb est donc le PGCD deb et du reste de la division euclidienne de
a parb. Comme le reste est en valeur absolue plus petite que|b|, la taille des variables
x,y,r décroit à chaque itération. Arrive un moment où le reste est nul, le PGCD est
alors l’entier par lequel on a divisé. Il existe des variantes de cet algorithme un peu
plus efficaces lorsque les nombres sont représentés en base 2(PGCD binaire, voir par
exemple A. Cohen).

On utilise cet algorithme et la division euclidienne pour simplifier une fraction
d’entiers par le PGCD du numérateur et du dénominateur pour l’écrire sous forme
irréductible.

Les calculs sont maintenant exacts et sans limitation de capacité (ou presque, la
taille des entiers longs est bornée parce que la taille du champ mémoire fixant la
longueur de stockage est bornée) mais souvent trop lents pour les calculs numériques
usuels (par exemple pour calculer la valeur approchée de cosinus 23 degrés 27 min-
utes). On utilise alors un autre type dont les calculs de basesont gérés par le micropro-
cesseur (ou son coprocesseur arithmétique).

2.3 Les réels

On se ramène d’abord au cas des réels positifs, en machine on garde traditionnelle-
ment un bit pour stocker le signe du réel à représenter.
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2.3.1 Virgule fixe et flottante.

La première idée qui vient naturellement serait d’utiliserun entier et de déplacer
la virgule d’un nombre fixe de position, ce qui revient à mulitplier par une puissance
(négative) de la base. Par exemple en base 10 avec un décalagede 4,1234.5678
serait représenté par12345678 et1.2345678 par12345 (on passe de l’entier au
réel par multiplication par10−4. L’inconvénient d’une telle représentation est qu’on ne
peut pas représenter des réels grands ou petits, comme par exemple le nombre d’Avo-
gadro, la constante de Planck, etc.

D’où l’idée de ne pas fixer la position de la virgule, on parle alors de représentation
à virgule flottante ou de nombre flottant : on représente un nombre par deux entier,
l’un appelé mantisse reprend les chiffres significatifs du réel sans virgule, l’autre l’-
exposant, donne la position de la virgule. Attention, le séparateur est un point et non
une virgule dans la grande majorité des logiciels scientifiques. On sépare tradition-
nellement la mantisse de l’exposant par la lettree. Par exemple1234.5678 peut
être représenté par12345678e-8 (mantisse12345678, exposant -8) mais aussi par
1234567800e-10.

Naturellement, sur un ordinateur, il y a des limites pour lesentiers représentant la
mantissem et l’exposante. Si on écrit les nombres en baseb, la mantissem s’écrira
avec un nombren fixé de chiffres (ou de bits en base 2), doncm ∈ [0, bn[. Soit un réel
x représenté par

x = mbe, m ∈ [0, bn[

Sim ∈ [0, bn−1[, alors on peut aussi écrirex = m′be−1 avecm′ = mb ∈ [0, bn[, quelle
écriture faut-il choisir ? Intuitivement, on sent qu’il vaut mieux prendrem′ le plus grand
possible, car cela augmente le nombre de chiffres significatifs (alors que des 0 au début
de m ne sont pas significatifs). Ceci est confirmé par le calcul de l’erreur d’arrondi
pour représenter un réel. En effet, six est un réel non nul, il ne s’écrit pas forcément
sous la formembe, on doit l’arrondir, par exemple au plus proche réel de la formembe.
La distance dex à ce réel est inférieure ou égale à la moitié de la distance entre deux
flottants consécutifs,mbe et (m + 1)be, donc l’erreur d’arrondi est inférieure ou égale
à be/2. Si on divise parx ≥ mbe, on obtient une erreur relative d’arrondi majorée par
1/(2m). On a donc intérêt à prendrem le plus grand possible pour minimiser cette
erreur. Quitte à mulitplier parb, on peut toujours se ramener (sauf exceptions, cf. ci-
dessous), àm ∈ [bn−1, bn[, on a alors une erreur d’arrondi relative majorée par

1

2bn−1

On appelleflottant normalisé un flottant tel quem ∈ [bn−1, bn[. Pour écrire un
réel sous forme de flottant normalisé, on écrit le réel en baseb, et on déplace la virgule
pour avoir exactementn chiffres non nuls avant la virgule et on arrondit (par exemple
au plus proche). L’exposant est égal au décalage effectué. Notez qu’en base 2, un flot-
tant normalisé commence forcément par 1, ce qui permet d’économiser un bit dans le
stockage.

Ainsi, l’erreur d’arrondi commise lorsqu’on représente unréel (connu exactement)
par un double normalisé est une erreur relative inférieure àde2−53 (b = 2 etn = 52+1
pour les doubles).
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Exemples :
– en base 10 avecn = 6, pour représenterπ = 3, 14159265..., on doit décaler la

virgule de 5 positions, on obtient314159.265... on arrondit à314159 donc
on obtient314159e-5.

– en base 2 avecn = 10, pour représenter trois cinquièmes (3/5 en base 10, noté
11/101 en base 2), on pose la division en base 2 de11 par101, ce qui donne
11 | 101
110 ---------
-101 | 0.1001
---- |
010 |
100 |
1000 |
- 101 |
----- |
011 |

on retrouve le nombre de départ donc le développement est périodique et vaut
0.1001 1001 1001 .... On décale le point de 10 positions, on arrondit,
donc trois cinquièmes est représenté par la mantisse1001100110 et l’exposant
-10. On observe aussi sur cet exemple que3/5 dont l’écriture en base 100.6
est exacte, n’a pas d’écriture exacte en base 2 (de même que 1/3 n’a pas d’écriture
exacte en base 10).

Il existe une exception à la possibilité de normaliser les flottants, lorsqu’on atteint
la limite inférieure de l’exposante. Soit en effetem le plus petit exposant des flottants
normalisés et considérons les flottantsx = bem(1 + 1/b) et y = bem . Ces flottants
sont distincts, mais leur différence n’est plus représentable par un flottant normalisé.
Comme on ne souhaite pas représenterx − y par 0, (le testx == y renvoie faux),
on introduit les flottants dénormalisés, il s’agit de flottants dont l’exposant est l’ex-
posant minimal représentable sur machine et dont la mantisse appartient à[0, bn−1[.
Par exemple 0 est représenté par un flottant dénormalisé de mantisse 0 (en fait 0 a deux
repŕsentation, une de signe positif et une de signe négatif).

Enfin, on utilise traditionnellement une valeur de l’exposant pour représenter les
nombres plus grands que le plus grand réel reprśentable sur machine (traditionnelle-
ment appelé plus ou moins infini) et les erreurs (par exemple 0./0. ou racine carrée
d’un nombre réel négatif, traditionnellement appelé NaN, Not a Number).

Exercice: quels sont les nombres réels représentables exactement enbase 10 mais
pas en base 2 ? Si on écrit1/10 en base 2 avec 53 bits de précision, puis que l’on
arrondit avec 64 bits de précision, ou si on écrit1/10 en base 2 avec 64 bits de précision,
obtient-on la même chose ?

Les ordinateurs reprśentent générallement les flottants en base 2 (cf. la sectionsuiv-
ante pour plus de précisions), mais cette représentation n’est pas utilisée habituellement
par les humains, qui préfèrent compter en base 10. Les ordinateurs effectuent donc la
conversion dans les routines d’entrée-sortie. Le format standard utilisé pour saisir ou
afficher un nombre flottant dans un logiciel scientifique est composé d’un nombre à
virgule flottante utilisant le point comme séparateur décimal (et non la virgule) suivi si
nécessaire de la lettree puis de l’exposant, par exemple1.23e-5 ou 0.0000123.
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Dans les logiciels de calcul formel, pour distinguer un entiers représentés par un entier
d’un entier représenté par un flottant on écrit l’entier suivi de.0 par exemple23.0.

Remarque:
Les microprocesseurs ayant un mode BCD peuvent avoir un format de représentation
des flottants en base 10, les nombres décimaux comme par exemple 0.3 peuvent être
représentés exactement. Certains logiciels, notamment maple, utilisent par défaut des
flottants logiciels en base 10 sur des microprocesseurs sansmode BCD, ce qui entraine
une baisse de rapidité importante pour les calculs numériques (on peut partiellement
améliorer les performances en utilisantevalhf en maple).

2.3.2 Les flottants au formatdouble

Cette section développe les notions de la section précédente pour les flottants ma-
chine, utilisables dans les langage de programmation usuels, elle peut être omise en
première lecture. La représentation d’un double en mémoirese compose de 3 parties :
le bit de signes = ±1 sur 1 bit, la mantisseM ∈ [0, 252[ sur 52 bits, et l’exposant
e ∈ [0, 211[ sur 11 bits. Pour les nombres “normaux”, l’exposant est en fait compris
entre 1 et211 − 2, le nombre représenté est le rationnel

(1 +
M

252
)2e+1−210

Pour écrire un nombre sous cette forme, il faut d’abord chercher par quel multiple
de 2 il faut le diviser pour obtenir un réelr dans[1, 2[, ce qui permet de déterminer
l’exposante. Ensuite on écrit la représentation en base 2 der − 1 ∈ [0, 1[. Exemples :

– -2
Signe négatif. Il faut diviser sa valeur absolue 2 par21 pour être entre 1 et 2
dont e + 1 − 210 = 1, l’exposant este = 210. On a alorsr = 1, r − 1 = 0.
Représentation
1 10000000000 00000000...0000

– 1.5=3/2
Signe positif, compris entre 1 et 2 dont l’exposant vérifiee + 1 − 210 = 0 soit
e = 210 − 1 = 29 + 28 + 27 + 26 + 25 + 24 + 23 + 22 + 21 + 20. On a
r − 1 = 1/2 = 2−1. D’où la représentation
0 01111111111 10000000...0000

– 6.4=32/5
Positif. Il faut le diviser par22 pour avoir8/5 ∈ [1, 2[ donce + 1− 210 = 2 soit
e = 210 + 1. Ensuiter = 3/5 qu’il faut écrire en base 2 (cf. section précédente),
on écrit donc les 52 premiers éléments du développement avecune règle d’ar-
rondi du dernier bit au nombre le plus proche. Ici le bit suivant le dernier1001
est un1, on arrondit donc à1010. D’où la représentation
0 1000000001 100110011001...10011010

On observe que la représentation en base 2 de 6.4 a du être arrondie (car elle est in-
finie en base 2) bien qu’elle soit exacte (finie) en base 10. Seuls les entiers et les ra-
tionnels dont le dénominateur est une puissance de 2 peuventêtre représentés exacte-
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ment. Ceci entraine des résultats qui peuvent surprendre comme par exemple le fait que
0.3 - 3*0.1 n’est pas nul.

Des représentations spéciales (avece = 0 ou e = 211 − 1) ont été introduites pour
représenter±∞ (pour les flottants plus grands en valeur absolue que le plus grand
flottant représentable), et pour représenter les nombres non nuls plus petits que le plus
petit flottant représentable de la manière exposée ci-dessus (on parle de flottants dénor-
malisés), ainsi que le nombre NaN (Not a Number) lorsqu’une opération a un résultat
indéfini (par exemple 0/0).

Remarque : Sur les processeurs compatibles avec les i386, lecoprocesseur arith-
métique i387 gère en interne des flottants avec 80 bits dont 64bits de mantisse. Sur
les architectures 64 bits (x86 ou AMD), le jeu d’instructionSSE permet de travailler
avec des flottants de 128 bits. Le compilateur gcc permet d’utiliser ces flottants longs
avec le typelong double ou les types__float80 et__float128 en utilisant
un drapeau de compilation du type-msse

2.3.3 Opérations sur les flottants

Les opérations arithmétiques de base sur les flottants se font de la manière suivante :
– addition et soustraction : on détecte s’il faut additionner ou soustraire en valeur

absolue en analysant les signes, on détermine l’exposant leplus grand et on dé-
cale la partie mantisse du flottant dont l’exposant est le plus petit pour se ramener
à additionner deux entiers (partie mantisses correspondant au même exposant),
on décale à nouveau la partie mantisse en modifiant l’exposant après l’opération
pour normaliser le flottant

– multiplication : on additionne les exposants et on multiplie les parties mantisses
(vus comme des entiers), on tronque et on ajuste l’exposant si nécessaire

– division : on soustrait les exposants et on divise les parties mantisses (division “à
virgule”), on tronque et on ajuste l’exposant si nécessaire

2.3.4 Erreurs

La représentation des nombres réels par des doubles présente des avantages, les
opérations arithmétiques sont faites au plus vite par le microprocesseur (quoique sur
les microprocesseurs plus anciens, par exemple Saturn des calculatrices HP, Z80 des
calculatrices TI8x, la multiplication et la division n’estpas une opération de base du
microprocesseur, elle doit être codée à partir des opérations d’addition, soustraction,
décalage de bits, et/ou logique. A contrario, les coprocesseurs arithmétiques (inté-
grés sur les microprocesseurs de PC) proposent même le calcul des fonctions usuelles
(trigonométriques, racine carrée, log et exp) sur le type double) et utilisent des formats
de représentation interne ayant plus de 64 bits pour les doubles, ce qui permet de limiter
dans certains cas les erreurs d’arrondi). Par contre, des erreurs vont être introduites, on
parle de calcul approché par opposition au calcul exact sur les rationnels. En effet, la
représentation doit d’abord arrondir tout réel qui n’est pas un rationnel dont le dénom-
inateur est une puissance de 2. Ensuite chaque opération va entrainer une propagation
de ces erreurs et va y ajouter une erreur d’arrondi sur le résultat. Enfin, l’utilisation du
type double peut provoquer un dépassement de capacité (par exemple100!*100!).
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Pour diminuer ces erreurs et les risques de dépassement de capacité, il existe des
types flottants multiple précision, qui permettent de travailler avec un nombre fixé à
l’avance de décimales. Les calculs sont plus longs mais les erreurs plus faibles. Atten-
tion, il s’agit toujours de calcul approché ! De plus, pour des quantités dont la valeur est
déterminée de manière expérimentale, la source principalede propagation d’erreurs est
la précision des quantités initiales, il ne sert souvent à rien d’utiliser des types flottants
multiprécision car les erreurs dus à la représentation (double) sont négligeables devant
les erreurs de mesure.

2.3.5 Erreur absolue, relative et propagation des erreurs.

On a vu précédemment que pour représenter un réel, on devait l’arrondir, ce qui
introduit une erreur même si le réel est connu exactement (par exemple 1/10). Voyons
comment se propagent leserreurs dans les opérations arithmétiques de base : on dis-
tingue l’addition, la multiplication et l’inversion. La soustraction se ramène à l’addi-
tion car le calcul de l’opposé n’introduit aucune erreur nouvelle. Pour l’addition, si
|x− x0| ≤ ε0 et si|y − y0| ≤ ε1 alors par l’inégalité triangulaire (|a + b| ≤ |a|+ |b|),
on a :

|(x + y)− (x0 + y0)| ≤ |x− x0|+ |y − y0| ≤ ε0 + ε1

on dit que les erreursabsoluess’additionnent.

Définition 1 L’erreur absolue est définie comme un majorant de la valeur absolue de
la différence entre le nombre réel et son représentant double :

|x− x0| ≤ ε

Mais comme il faut représenterx0+y0 en machine, on doit ajouter une erreur d’arrondi,
qui est proportionnelle à la valeur absolue dex0 + y0 d’où la notion d’erreurrelative:

Définition 2 L’erreur relative est égale à l’erreur absolue divisée par la valeur ab-
solue du nombre

|x− x0| ≤ ε|x0|
Remarquons au passage que les erreurs de mesure expérimentales sont pratiquement
toujours des erreurs relatives.

Donc lorsqu’on effectue une addition (ou une soustraction)de deux réels sur ma-
chine, on doit additionner les deux erreurs absolues sur lesopérandes et ajouter une
erreur d’arrondi (relative de2−53, à titre d’exercice, on pourra vérifier que cette erreur
d’arrondi est majorée par l’erreur absolue de la sommex+ y dès l’instant oùx ety ont
eux-même une erreur d’arrondi).

Lorsqu’on effectue une multiplication de deux nombresx, y dont les représentants
x0, y0 sont non nuls, on a

∣

∣

∣

∣

xy − x0y0

x0y0

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

x

x0

y

y0
− 1)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(
x

x0
− 1)(

y

y0
− 1) + (

x

x0
− 1) + (

y

y0
− 1)

∣

∣

∣

∣

l’erreur relative est donc la somme des erreurs relatives etdu produit des erreurs rela-
tives (on peut souvent négliger le produit devant la somme).Il faut aussi y ajouter une
erreur relative d’arrondi de2−53 surx0y0.
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On observe que la multiplication est une opération posant moins de problèmes que
l’addition, car on manipule toujours des erreurs relatives, par exemple si l’erreur rel-
ative sur deux doublesx et y non nuls est de2−53, alors l’erreur relative surxy sera
de

2−53 + 2−53 + 2−106 + 2−53 ≈ 3× 2−53

Lorsque l’erreur relative sur les données est grande devant2−53, l’erreur relative d’ar-
rondi final est négligeable, on peut alors dire que les erreurs relatives s’additionnent
pour un produit (c’est aussi vrai pour un quotient : exercice!). Par contre, si on addi-
tionne deux nombres dont le représentant de la somme est proche de 0, la somme des
erreurs absolues peut devenir non négligeable par rapport àla somme des représen-
tants, entrainant une erreur relative très grande. Par exemple si x est représenté par
x0 = 1 + 2−52 avec une erreur d’arrondi de2−53 et y par y0 = −1 avec la même
erreur d’arrondi, l’addition dex ety renvoie2−52 avec une erreur absolue de2 ∗ 2−53

(ici il n’y a pas d’arrondi lorsqu’on fait la somme). C’est une erreur relative de1 (qui
domine largement l’erreur d’arrondi) ce qui signifie que dans la mantisse, seul le pre-
mier bit sur les 52 a un sens, la perte de précision est très grande.

Une autre conséquence importante est que l’addition de réels sur machine n’est pas
une opération associative, par exemple

(2.0−53 + 2.0−53) + 1.0→ 1 + 2−52

alors que
(2.0−53 + 1.0) + 2.0−53 → 1

Si on a plusieurs termes à additionner, il faut commencer paradditionner entre eux les
termes les plus petits, pour que les petits termes ne soient pas absorbés un à un dans les
erreurs d’arrondi (les petits ruisseaux font les grands fleuves).

Exercice : pour calculer la valeur numérique d’une dérivée de fonction, il vaut
mieux calculer(f(x + h)− f(x− h))/(2h) que(f(x + h)− f(x))/h. Attention à ne
pas prendreh trop petit, sinonx + h = x.

Remarquons néanmoins que les erreurs calculées ici sont desmajorations des er-
reurs réelles (ou si on préfère l’erreur obtenue dans le piredes cas), statistiquement les
erreurs sur les résultats sont moindres. Il est d’ailleurs souvent trop difficile de calculer
la majoration rigoureuse de l’erreur pour des calculs complexes. Lorsqu’on doute de la
précision d’un calcul, un test peu couteux consiste à refaire ce calcul en utilisant des
flottants en précision plus grande et tester si le résultat varie en fonction du nombre
de chiffres significatifs utilisés. On peut aussi faire varier légèrement les données et
observer la sensibilité du résultat. Si on veut travailler en toute rigueur sans pour au-
tant calculer les erreurs à priori, il faut utiliser un logiciel utilisant des intervalles pour
représenter les réels (par exemple la bibliothèque C MPFI).

2.4 Types composés.

Après les nombres réels, on passe auxnombres complexes: on utilise un couple
(partie réelle, imaginaire) de fractions (exacts) ou de flottants et les règles habituelles
sur les complexes.
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Après les nombres, l’objet le plus utilisé dans les systèmesde calcul formel est
probablement lepolynôme, toute simplification d’une expression se ramène à un mo-
ment donné à mettre sous forme irréductible une fraction de polynômes. Les principales
représentations possibles sont :

– les polynômes à 1 variable, représentation dense, on stocke la liste des coeffi-
cients du polynôme par ordre croissant ou décroissant

– les polynômes à 1 variable, représentation creuse, on stocke des paires coeffi-
cients, degré pour les coefficients non nuls

– les polynômes à plusieurs variables, représenté récursivement de manière dense
ou creuse (i.e.P (x1, ..., xn) vu comme polynôme enxn à coefficients polynômes
dépendant des variablesx1, ..., xn−1), ce sont des cas particuliers des 2 cas
précédents

– les polynômes à plusieurs variables distribués, on stockedes monômes, qui sont
des paires coefficient, liste d’entiers, la liste représentant les exposant des vari-
ables dans le monôme.

– la représentation symbolique (par exemplexy2−5x+y3) beaucoup plus difficile
à manipuler directement

Algorithmes de base sur les polynômes : l’évaluation en un point (Horner, cf. TD/TP),
la multiplication et division euclidienne et le PGCD (même algorithme que pour les
entiers mais avec la division euclidienne des polynômes, ilexiste des algorithmes plus
efficaces, cf. le chapitre sur les polynômes) Lien avec la représentation en basez (TD).

Les polynômes peuvent servir à représenter des nombres non rationnels de manière
exacte, par exemple les nombres algébriques (qui sont solutions d’une équation poly-
nomiale).

Lessymbolesou noms de variable désignent par exemple le nom d’une inconnue
dans un polynôme, ils sont représentés par une chaine de caractére et peuvent être
affectés à une valeur pendant une session (la valeur dépend d’un contexte d’exécution
et le remplacement du symbole par sa valeur affectée est appelé évaluation).

Les expressions, par exemplesin(x)+2*x^2, elles peuvent être représentées
par des arbres. L’évaluation d’une expression consiste à remplacer les symboles de
l’expression par leur valeur, puis à effectuer les opérations en tenant compte de la
substitution. Il est parfois souhaitable de ne pas effectuer certaines opérations de sub-
stitution, on empêche l’évaluation, explicitement (’’) ou implicitement (par exemple
l’affectation n’évalue pas le symbole qu’on va affecter).

Lesfonctionsne doivent pas être confondues avec les expressions, elles associent à
leurs arguments une expression. Par exemplesin est une fonction, alors quesin(x)
est une expression.

Les conteneurs contiennent plusieurs objets et permettentd’associer à un indice
un objet. Il en existe de plusieurs types, par exemple leslistes et lesséquencesdont
l’indice est un entier compris entre 1 (ou 0) et la taille (-1), les tables dont l’indice
est plus général, et les tableaux (utilisés pour lesvecteurs, matrices) qui sont essen-
tiellement des listes ou des listes de listes de même taille.Les séquences sont des listes
d’objets ordonnés “non récursifs” (ils ne peuvent contenirdes séquences), alors que les
listes peuvent contenir des listes, sinon il n’y a pas de différences. Dans les logiciels
de calcul formel, la plupart du temps les séquences se notenten indiquant les éléments
séparés par des virgules. Les listes s’en distinguent par les délimiteurs[]. Il faut pren-
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dre garde au fait qu’en général affecter par exemplel[1]:=3; à une variable librel
crée une table et non une liste. Remarque : certains logiciels accédent à certains types
de conteneurs uniquement par référence (par exemple maple pour les vecteurs et matri-
ces), dans ce dernier cas une seule copie des objets du conteneur existe si on copie de
la manière habituelle une variable contenant un vecteur ou une matrice dans une autre
variable, la modification d’un élément du conteneur modifie alors toutes les copies
pointant sur ce conteneur. Cette méthode est plus efficace mais peut être surprenante.

3 Suites itératives et applications

Résumé :
Théorème du point fixe, méthode de Newton,convexité. Exemple : calcul de valeur
approchée de racines carrées, Résolution d’équations.

3.1 Le point fixe

Soit f une fonction continue sur un intervalleI = [a, b] deR, et à valeurs dansI
(attention à bien choisirI pour que l’image deI parf reste dansI). On s’intéresse à
la suite

un+1 = f(un), u0 ∈ I (1)

Supposons queun converge vers une limitel ∈ I lorsquen → +∞, alors la limite
doit vérifier

f(l) = l

puisquef est continue. On dit quel est un point fixe def . Ceci amène à l’idée d’utiliser
ces suites pour résoudre numériquement l’équationf(x) = x. Nous allons donner un
théorème permettant d’assurer que la suite (1) converge, et que la limite est l’unique
solution def(l) = l surI.

Définition 3 On dit quef est contractante de rapportk < 1 sur I si

∀x, y ∈ I, |f(y)− f(x)| ≤ k|y − x|

En pratique, les fonctionsf que l’on considèrera seront continument dérivables,
donc d’après le théorème des accroissements finis

f(y)− f(x) = f ′(θ)(y − x), θ ∈ [x, y]

ainsi pour vérifier quef est contractante, on étudie la valeur absolue def ′ sur I, il
suffit de montrer que cette valeur absolue est strictement inférieure à un réelk < 1
pour conclure (il faut donc chercher le maximum de|f ′| surI. Attention, il s’agit du
maximum de|f ′| et pas du maximum def ′, ce qui revient à chercher le maximum de
f ′ et de−f ′).

On a alors le
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Théorème 1 (du point fixe)
si f est contractante deI = [a, b] dansI de rapportk alors la suite (1) converge vers
l’unique solution def(l) = l dansI. On a de plus les encadrements :

|un − l| ≤ kn|b− a|, |un − l| ≤ |un+1 − un|
1− k

(2)

Démonstration : Tout d’abord sif est contractante, on montre à partir de la défini-
tion de la continuité quef est continue. Soitg(x) = f(x) − x, alorsg est continue,
positive ena et négative enb, il existe doncl ∈ [a, b] tel queg(l) = 0 (théorème des
valeurs intermédiaires). Soitun une suite définie par (1). On a alors pour toutn

|un+1 − l| = |f(un)− f(l)| ≤ k|un − l|

Donc par une récurrence évidente :

|un − l| ≤ kn|u0 − l|

ce qui entraine d’ailleurs que|un − l| ≤ kn|a − b|. Commek ∈ [0, 1[, la suite
géométriquekn converge vers 0 lorsquen tend vers l’infini, doncun tend versl. Notons
quel est unique car sil′ est une autre solution alors|l− l′| = |f(l)− f(l′)| ≤ k|l− l′|
donc(1− k)|l− l′| ≤ 0, or 1− k > 0 et |l− l′| ≥ 0 donc|l− l′| doit être nul. Passons
à la preuve de la majoration (2) qui est importante en pratique car elle donne un test
d’arrêt de calcul des termes de la suite récurrente, on écritpourm > 0 :

un − l = un − un+1 + un+1 − un+2 + ... + un+m−1 − un+m + um − l

puis on majore avec l’inégalité triangulaire

|un − l| ≤
m−1
∑

j=0

|un+j − un+j+1|+ |um − l|

puis on applique le fait quef est contractante de rapportk

|un − l| ≤
m−1
∑

j=0

kj |un − un+1|+ |um − l|

soit

|un − l| ≤ 1− km

1− k
|un − un+1|+ |um − l|

On fait alors tendrem vers l’infini d’où le résultat.
Exemples : Cherchons une valeur approchée de

√
2 par cette méthode. Il faut

d’abord trouver une fonctionf dont
√

2 est un point fixe, par exemple

f(x) =
x + 2

x + 1

On vérifie quef(
√

2) =
√

2), puis quef ′ = −1/(x+1)2 doncf décroit. On va voir si
les hypothèses du théorème du point fixe s’appliquent sur parexemple[1, 2]. Comme
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f est décroissantef([1, 2]) = [f(2), f(1)] = [4/3, 3/2] qui est bien inclus dans[1, 2].
De plusf ′ est comprise entre−1/(1 + 1)2 = −1/4 et−1/(2 + 1)2 = −1/9 donc
|f ′| < 1/4, f est contractante de rapport1/4. On peut donc itérer la suite à partir par
exemple deu0 = 1 et on va converger vers

√
2 (en s’en rapprochant à chaque cran d’un

rapport inférieur à1/4).
Considérons l’équation enx

x− e sin(x) = t, e ∈ [0, 1[

c’est l’équation du temps utilisée en astronomie pour trouver la position d’une planète
sur son orbite elliptique (e étant l’excentricité de l’ellipse). Il n’y a pas de formule
exacte permettant de calculerx en fonction det. Si on a une valeur numérique pourt,
on peut trouver une valeur numérique approchée dex par la méthode du point fixe, en
réécrivant l’équation sous la forme

f(x) = t + e sin(x) = x

On observe quef envoieR dans[t− e, t + e] donc on peut prendreI = [t− e, t + e],
de plus|f ′| ≤ e < 1, f est contractante de rapporte ∈ [0, 1[, le théorème s’applique, il
suffit de prendre une valeur initiale dans[t− e, t+ e] et d’itérer la suite jusqu’à obtenir
la précision désirée. Par exemple si on veut une valeur approchée dex à 10−6 près, il
suffira que la différence entre deux termes successifs de la suiteun vérifie

|un+1 − un| ≤ 10−6(1− e)

on aura alors bien :

|un − x| ≤ |un+1 − un|
1− e

≤ 10−6

Cette méthode n’est pas toujours optimale, car la vitesse deconvergence vers la
limite l est dite “linéaire”, c’est-à-dire que le temps de calcul pour avoir n décimales
est proportionnel àn (ou encore il faut effectuer un nombre d’itérations proportionnel à
n, chaque itération faisant gagner en précision de l’ordre durapportk de contractance).
En effet, supposons quef ′ est continue enl et que0 < L = |f ′(l)| < 1. Il existe alors
un intervalleI = [l − η, l + η] tel que

x ∈ I ⇒ L

2
≤ |f ′(x)| ≤ 1 + L

2

Le théorème des accroissements finis donne alors

|un+1 − l| = |f(un)− f(l)| = |f ′(θ)||un − l|, θ ∈ [un, l]

Si u0 ∈ I, alorsθ ∈ I donc|u1− l| ≤ |u0− l| etu1 ∈ I, par récurrence on a pour tout
n, un ∈ I

L

2
|un − l| ≤ |un+1 − l| ≤ 1 + L

2
|un − l|

on a donc par récurrence
(

L

2

)n

|u0 − l| ≤ |un − l| ≤
(

1 + L

2

)n

|u0 − l|
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Donc pour avoir|un − l| ≤ ǫ il suffit que
(

1 + L

2

)n

|u0 − l| ≤ ǫ⇒ n ≥
ln( ǫ

|u0−l| )

ln(1+L
2 )

et il faut que
(

L

2

)n

|u0 − l| ≤ ǫ⇒ n ≥
ln( ǫ

|u0−l| )

ln(L
2 )

Si f est suffisamment régulière, il existe une méthode plus rapide lorsqu’on est
proche de la racine ou lorsque la fonction a des propriétés deconvexité, c’est la méth-
ode de Newton. Et même si Newton n’est pas applicable, une simple dichotomie peut
être plus efficace si la constante de contractance est supérieure à1/2 (y compris prés
de la solution def(x) = x).

3.2 La méthode de Newton.

La méthode de Newton est une méthode de résolution de l’équation f(x) = 0, at-
tention à la différence avec le théorème du point fixe qui permet de résoudre numérique-
mentf(x) = x. Si x0 est proche de la raciner on peut faire un développement de
Taylor à l’ordre 1 de la fonctionf enx0 :

f(x) = f(x0) + (x− x0)f
′(x0) + O((x− x0)

2)

Pour trouver une valeur approchée der, on ne garde que la partie linéaire du développe-
ment, on résout :

f(r) = 0 ≈ f(x0) + (r − x0)f
′(x0)

donc (sif ′(x0) 6= 0) :

r ≈ x0 −
f(x0)

f ′(x0)

Graphiquement, cela revient à tracer la tangente à la courbereprésentative def et à
chercher où elle coupe l’axe desx. On considère donc la suite récurrente définie par
une valeuru0 proche de la racine et par la relation :

un+1 = un −
f(un)

f ′(un)

Il y a deux théorèmes importants, l’un d’eux prouve que siu0 est “assez proche”
de r alors la suiteun converge versr, malheureusement il est difficile de savoir en
pratique si on est “assez proche” deu0 pour que ce théorème s’applique. Le second
théorème donne un critère pratique facile à vérifier qui assure la convergence, il utilise
les propriétés de convexité de la fonction.

Théorème 2 Soit f une fonction de classeC2 (2 fois continument dérivable) sur un
intervalle ferméI. Soit r une racine simple def située à l’intérieur deI (telle que
f(r) = 0 etf ′(r) 6= 0). Alors il existeε > 0 tel que la suite définie par

un+1 = un −
f(un)

f ′(un)
, |u0 − r| ≤ ε
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converge versr.
Si on a|f ′′| ≤ M et |1/f ′| ≤ m sur un intervalle[r − η, r + η] contenu dansI,

alors on peut prendre tout réelε > 0 tel queε < 2/(mM) etε ≤ η.

Démonstration : on a

un+1 − r = un − r − f(un)

f ′(un)
=

(un − r)f ′(un)− f(un)

f ′(un)

En appliquant un développement de Taylor def enun à l’ordre 2, on obtient pour un
réelθ situé entrer etun :

0 = f(r) = f(un) + (r − un)f ′(un) + (r − un)2
f ′′(θ)

2

donc :

(un − r)f ′(un)− f(un) = (un − r)2
f ′′(θ)

2

d’où :

|un+1 − r| ≤ |un − r|2 1

|f ′(un)|
|f ′′(θ)|

2

On commence par choisir un intervalle[r − ε, r + ε] contenant strictementr et tel que
|f ′′| < M et |1/f ′| < m sur [r − ε, r + ε] (c’est toujours possible carf ′′ et1/f ′ sont
continues au voisinage der puisquef ′(r) 6= 0). Si un est dans cet intervalle, alorsθ
aussi donc

|un+1 − r| ≤ |un − r|2 Mm

2
≤ |un − r|Mm

2
|un − r|,

On a|un − r| ≤ ε, on diminue si nécessaireε pour avoirε < 2/(Mm), on a alors :

|un+1 − r| ≤ k|un − r|, k =
εMm

2
< 1

donc d’une partun+1 est encore dans l’intervalle[r − ε, r + ε] ce qui permettra de
refaire le même raisonnement au rang suivant, et d’autre part on a une convergence
au moins géométrique versr. En fait la convergence est bien meilleure lorsqu’on est
proche der grace au carré dans|un − r|2, plus précisément, on montre par récurrence
que

|un − r| ≤ |u0 − r|2n

(

Mm

2

)2n−1

il faut donc un nombre d’itérations proportionnel àln(n) pour atteindre une précision
donnée.

Remarque :ce théorème se généralise surC et même surRn.
Exemple :pour calculer

√
2, on écrit l’équationx2−2 = 0 qui a

√
2 comme racine

simple surI = [1/2, 2], on obtient la suite récurrente

un+1 = un −
u2

n − 2

2un
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Si on prendη = 1/2, on af ′ = 2x et f ′′ = 2 donc on peut prendreM = 2 et m = 1
car |1/f ′| ≤ 1 sur [

√
2 − 1/2,

√
2 + 1/2]. On a2/(mM) = 1, on peut donc prendre

ε = 1/2, la suite convergera pour toutu0 ∈ [
√

2− 1/2,
√

2 + 1/2].
Plus générallement, on peut calculer une racinek-ième d’un réela en résolvant

f(x) = xk − a par la méthode de Newton.
L’inconvénient de ce théorème est qu’il est difficile de savoir si la valeur de départ

qu’on a choisie se trouve suffisamment près d’une racine pourque la suite converge.
Pour illustrer le phénomène, on peut par exemple colorer lespoints du plan complexe
enn + 1 couleurs selon que la suite définie par la méthode de Newton converge vers
l’une desn racines d’un polynôme de degrén fixé au bout de par exemple 50 itérations
(la n + 1-ième couleur servant aux origines de suite qui ne semblent pas converger).

Passons maintenant à un critère très utile en pratique :

Définition 4 (convexité)
Une fonctionf continument dérivable sur un intervalleI deR est dite convexe si son
graphe est au-dessus de la tangente en tout point deI.

Il existe un critère simple permettant de savoir si une fonction de classeC2 est convexe :

Théorème 3 Sif estC2 etf ′′ ≥ 0 sur I alorsf est convexe.

Démonstration :
L’équation de la tangente au graphe enx0 est

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

Soit
g(x) = f(x)− (f(x0) + f ′(x0)(x− x0))

on a :

g(x0) = 0, g′(x) = f ′(x)− f ′(x0), g′(x0) = 0, g′′ = f ′′ ≥ 0

doncg′ est croissante, commeg′(x0) = 0, g′ est négative pourx < x0 et positive pour
x > x0, doncg est décroissante pourx < x0 et croissante pourx > x0. On conclut
alors queg ≥ 0 puisqueg(x0) = 0. Doncf est bien au-dessus de sa tangente.

On arrive au deuxième théorème sur la méthode de Newton

Théorème 4 Si f(r) = 0, f ′(r) > 0 et sif ′′ ≥ 0 sur [r, b] alors pour toutu0 ∈ [r, b]
la suite de la méthode de Newton

un+1 = un −
f(un)

f ′(un)
,

est définie, décroissante, minorée parr et converge versr. De plus

0 ≤ un − r ≤ f(un)

f ′(r)
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Démonstration :
On af ′′ ≥ 0 donc sif ′(r) > 0 alorsf ′ > 0 sur [r, b], f est donc strictement crois-
sante sur[r, b] on en déduit quef > 0 sur ]r, b] doncun+1 ≤ un. Comme la courbe
représentative def est au-dessus de la tangente, on aun+1 ≥ r (car un+1 est l’ab-
scisse du point d’intersection de la tangente avec l’axe desx). La suiteun est donc
décroissante minorée parr, donc convergente vers une limitel ≥ r. À la limite, on a

l = l − f(l)

f ′(l)
⇒ f(l) = 0

doncl = r carf > 0 sur ]r, b].
Comme(un) est décroissante, on a bien0 ≤ un−r, pour montrer l’autre inégalité,

on applique le théorème des accroissements finis, il existeθ ∈ [r, un] tel que

f(un)− f(r) = (un − r)f ′(θ)

commef(r) = 0, on a

un − r =
f(un)

f ′(θ)

et la deuxième inégalité du théorème en découle parce quef ′ est croissante.
Variantes :

Il existe des variantes, par exemple sif ′(r) < 0 et f ′′ ≥ 0 sur [a, r]. Si f ′′ ≤ 0, on
considèreg = −f .

Application :
On peut calculer la valeur approchée de la racinek-ième d’un réela > 0 en appliquant
ce deuxième théorème. En effet sia > 0, alorsxk − a est 2 fois continument dérivable
et de dérivée premièrekxk−1 et secondek(k − 1)xk−2 strictement positives surR+∗

(cark ≥ 2). Il suffit donc de prendre une valeur de départu0 plus grande que la racine
k-ième, par exemple1+a/k (en effet(1+a/k)k ≥ 1+ka/k = 1+a). En appliquant
l’inégalité du théorème, on a :

0 ≤ un − k
√

a ≤ uk
n − a

k k
√

a
k−1
≤ uk

n − a

ka
k
√

a ≤ uk
n − a

ka
(1 +

a

k
)

Pour avoir une valeur approchée dek
√

a à ε près, on peut donc choisir comme test
d’arrêt

uk
n − a ≤ ka

1 + a
k

ε

Par exemple pour
√

2, le test d’arrêt seraitu2
n − 2 ≤ 2ε.

4 Développement de Taylor, séries entières, fonctions
usuelles

Résumé : Séries entières. Calcul des fonctions transcendantes usuelles.
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Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalleI deR et x0 ∈ I. On
peut alors effectuer le développement de Taylor def enx0 à l’ordren

Tn(f)(x) = f(x0) + (x− x0)f
′(x0) + ... + (x− x0)

n f [n](x0)

n!

et se demander siTn(f) converge lorsquen tend vers l’infini, si la limite est égale à
f(x) et si on peut facilement majorer la différence entref(x) et Tn(f)(x). Si c’est le
cas, on pourra utiliserTn(f)(x) comme valeur approchée def(x).

On peut parfois répondre à ces questions simultanément en regardant le développe-
ment de Taylor def avec reste : il existeθ compris entrex0 etx tel que

Rn(x) := f(x)− Tn(f)(x) = (x− x0)
n+1 f [n+1](θ)

(n + 1)!

C’est le cas pour la fonction exponentielle que nous allons détailler, ainsi que les fonc-
tions sinus et cosinus.

4.1 La fonction exponentielle

Soit f(x) = exp(x) et x0 = 0, la dérivéen-ième def estexp(x), doncRn(x) =
exp(θ)xn+1/(n + 1)! avecθ compris entre 0 etx, ainsi six est positif|Rn(x)| ≤
exxn+1/(n + 1)! et six est négatif,|Rn(x)| ≤ xn+1/(n + 1)!. Dans les deux cas, la
limite deRn est 0 lorsquen tend vers l’infini, car pourn ≥ 2x, on a

xn+1

(n + 1)!
=

xn

n!

x

n + 1
≤ 1

2

xn

n!

on a donc pour toutx réel

ex = lim
n→+∞

Tn(f)(x) = lim
n→+∞

n
∑

k=0

xk

k!
=

∞
∑

k=0

xk

k!

Comment en déduire une valeur approchée deex ? Il suffira d’arrêter la sommation
lorsqueR := xn+1/(n + 1)! si x < 0 ou lorsqueR := exxn+1/(n + 1)! si x > 0
est inférieur à l’erreur absolue souhaitée, le plus tôt étant le mieux pour des raisons
d’efficacité et pour éviter l’accumulation d’erreurs d’arrondi. Si on veut connaitreex

à une erreur relativeε donnée (par exempleε = 2−53 pour stocker le résultat dans un
double) il suffit queR/ex < ε, donc six est positif, il suffit quexn+1/(n + 1)! < ε,
on peut donc arrêter la sommation lorsque le terme suivant est plus petit queε.

On observe que plusx est grand, plusn devra être grand pour réaliser le test d’arrêt,
ce qui est facheux pour le temps de calcul. De plus, le résultat final peut être petit
alors que les termes intermédiaires calculés dans la somme peuvent être grands, ce qui
provoque une perte de précision relative, par exemple si on veut calculere−10 ou plus
générallement l’exponentielle d’un nombre négatif de grande valeur absolue.

Exercice : combien de termes faut-il calculer dans le développement de l’exponen-
tielle de -10 pour que le reste soit plus petit que2−53 ? Quel est la valeur du plus grand
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terme rencontré dans la suite ? Quelle est la perte de précision relative occasionné par
cette méthode de calcul ?

On peut utiliser les propriétés de la fonction exponentielle pour éviter ce problème.
Pour les nombres négatifs, on peut utiliser l’équatione−x = 1/ex (ne change pas
l’erreur relative). Pour les grands réels, on peut utilisere2x = (ex)2 (multiplie par 2
l’erreur relative). On peut aussi, si on connait une valeur approchée deln(2), effectuer
la division euclidienne dex parln(2) avec reste symétrique :

x = a ln(2) + r, a ∈ Z, |r| ≤ ln(2)

2

puis sir est positif, on somme la série deT (f)(r), sir est négatif, on calculeT (f)(−r)
et on inverse, on applique alors :

ex = 2aer

Il faut toutefois noter queln(2) n’étant pas connu exactement, on commet une er-
reur d’arrondi absolu surr d’ordreaη, oùη est l’erreur relative surln(2), il faut donc
ajouter une erreur d’arrondi relative dex/ ln(2)η qui peut devenir grande six est grand.
Puis il faut ajouter la somme des erreurs d’arrondi due au calcul deer, que l’on peut
minimiser en utilisant la méthode de Horner pour évaluerTn(f)(r) (car elle commence
par sommer les termes de plus haut degré qui sont justement les plus petits termes de la
somme). Les coprocesseurs arithmétiques qui implémententla fonction exponentielle
ont un format de représentation interne des double avec une mantisse plus grande que
celle des double (par exemple 64 bits au lieu de 53), et une table contenant des con-
stantes dontln(2) avec cette précision, le calcul deex par cette méthode entraine donc
seulement une erreur relative d’arrondi au plus proche sur le résultat converti en double
(donc de2−53).

Notons que en généralx lui-même a déjà été arrondi ou n’est connu qu’avec une
précision relative. Or six > 0 est connu avec une erreur relative deε (donc une erreur
absolue deε|x|, alors

ex+ε|x| = exeε|x|

donc on ne peut pas espérer mieux qu’une erreur relative deeε|x|−1 sur l’exponentielle
dex. Si εx est petit cette erreur relative (impossible à éviter, quel que soit l’algorithme
utilisé pour calculer l’exponentielle) est d’ordreε|x|. Si εx est grand alors l’erreur
relative devient de l’ordre de 1, et la valeur de l’exponentielle calculée peut être très
éloignée de la valeur réelle ! Notons que pour les double, il yaura dans ce cas déborde-
ment soit vers l’infini soit vers 0 (par exemple six est supérieur à 709, l’exponentielle
renvoie infini).

Exercice : refaire les mêmes calculs pour les fonction sinusou cosinus. On utilise
par exemplesin(x+π) = −sin(x), sin(−x) = − sin(x), sin(x) = cos(π/2−x) pour
se ramener au calcul desin(x) ou decos(x) sur[0, π/4].

sin(x) =

∞
∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
, cos(x) =

∞
∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!

Cette méthode a toutefois ces limites, car il peut devenir impraticable de calculer la
dérivéen-ième d’une fonction (par exemple avectan(x)), et encore plus de la majorer.
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D’où l’intérêt de développer une théorie des fonctions qui sont égales à leur développe-
ment de Taylor à l’infini d’une part, et d’avoir d’autres méthodes pour majorer le reste,
nous présentons ici le cas des séries alternées.

4.2 Séries entières.

Les séries de type prendre la limite lorsquen tend vers l’infini du développement
de Taylor en x=0 sont de la forme

∞
∑

n=0

anxn := lim
k→+∞

k
∑

n=0

anxn, an =
f [n](0)

n!

On peut s’intéresser plus générallement à
∑∞

n=0 anxn lorsquean est un complexe
quelconque, c’est ce qu’on appelle une série entière, on peut aussi les voir comme des
polynômes généralisés.

S’il existe un pointx0 tel que|anxn
0 | est borné (ce sera le cas en particulier si la

série converge enx0), alors

|anxn| = |anxn
0 ||

x

x0
|n ≤M | x

x0
|n

la série converge donc enx si |x| < |x0| et on peut majorer le reste de la série au rang
n par

|Rn| ≤M
| x
x0
|n

1− | x
x0
|

la vitesse de convergence est donc du même type que pour le théorème du point fixe
(le nombre de termes à calculer pour trouver une valeur approchée aveck décimales
dépend linéairementk, les constantes sont d’autant plus grandes que|x| est grand).

Théorème 5 S’il existe un rangn0, un réelM > 0 et un complexex0 tels que pour
n > n0, on ait :

|anx0|n ≤M

alors la série converge pour|x| < |x0| et pourn ≥ n0, on a :

|Rn| ≤M
| x
x0
|n

1− | x
x0
| (3)

On en déduit qu’il existe un réel positifR ≥ 0 éventuellement égal à+∞ tel que
la série converge (la limite de la somme jusqu’à l’infini existe) lorsque|x| < R et
n’existe pas lorsque|x| > R, ce réel est appelérayon de convergencede la série. Par
exemple ce rayon vaut+∞ pour l’exponentielle, le sinus ou le cosinus. Il est égal à 1
pour la série géométrique

∑

xn (car elle diverge si|x| > 1 et converge si|x| < 1).
On ne peut pas dire ce qui se passe génériquement lorsqu’on est à la limite, c’est-à-dire
lorsque|x| = R (si R 6= +∞). Mais cela n’a en fait pas trop d’importance en pratique
car même si la série converge, elle converge souvent trop lentement pour donner de
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bonnes approximations. En fait, la vitesse de convergence d’une série entière de rayon
R 6= +∞ est en gros la même que celle d’une série géométrique de raison |x|/R.

Lorsque 2 séries ont un rayon de convergence non nul, alors onpeut effectuer leur
somme, leur produit comme des polynômes et la série somme/produit a un rayon de
convergence au moins égal au plus petit des 2 rayons de convergence des arguments.
On peut inverser une série entière non nulle en 0 en appliquant

(1 + x)−1 = 1− x + x2 − x3 + ...

et on obtient une série entière de rayon de convergence non nul. On peut aussi composer
deux séries entièresg et f en g ◦ f (avec les règles de calcul de composition des
polynômes) sif(0) = 0. On peut enfin dériver et intégrer une série entière terme à
terme dans son rayon de convergence.

On dit qu’une fonction est développable en série entière en 0si elle est égale à son
développement de Taylor en 0 sommé jusqu’en l’infini dans un disque de centre 0 et de
rayon non nul. Les fonctions exponentielle, sinus, cosinussont donc développables en
série entière en 0. La fonction tangente également car le dénominateur cosinus est non
nul en 0, mais son rayon de convergence n’est pas l’infini et lecalcul desan est assez
complexe. La fonction(1 + x)α est développable en séries entières pour toutα ∈ R

avec un rayon de convergence 1 (ou l’infini pourα entier positif).

(1 + x)α = 1 + αx +
α(α− 1)

2!
x2 + ... +

α(α− 1)...(α− n + 1)

n!
xn + ...

Pourα = −1, c’est la série géométrique de raison−x, en effet si|x| < 1 :

k
∑

n=0

(−x)n =
1− (−x)k+1

1 + x
→k→∞

1

1 + x

En intégrant par rapport àx, on obtient queln(1 + x) est développable en série entière
en 0 de rayon de convergence 1 et

ln(1 + x) =

∞
∑

n=0

(−x)n+1

n + 1

On peut calculer de manière analogue le développement en série entière dearctan(x)
en iintégrant celui de1/(1 + x2), de même pourarccos(x) et arcsin(x) en intégrant
celui de(1− x2)−1/2.

arctan(x) =

∞
∑

n=0

(−1)n x2n+1

2n + 1
,

On peut donc calculerln, arctan, ... par ces formules, mais il faut répondre à la question
où arrête-t-on la somme pour obtenir une précision donnée ? Dans le cas deln(1 + x),
on pourrait répondre comme avec l’exponentielle en majorant la dérivéen + 1-ième,
mais ce n’est plus faisable pourarctan, arcsin, arccos. On va donner un autre critère
qui ne nécessite pas de calculer cette dérivée mais utilise l’alternance des signes dans
la somme.
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4.3 Série alternée

Théorème 6 SoitSn =
∑n

k=0(−1)kuk la somme jusqu’au rangn d’une série de réels
tels que la suite desuk décroit à partir d’un rangn0 et tend vers 0 lorsquek → +∞.
Alors Sn converge vers une limiteS. Si n ≥ n0, la limite est comprise entre deux
sommes partielles succesivesSn et Sn+1 et le reste est majoré par la valeur absolue
du premier terme non sommé :

|Rn| ≤ |un+1|

Démonstration :
on montre que les suitesvn = S2n etwn = S2n+1 sont adjacentes. On a

vn+1−vn = S2n+2−S2n = (−1)2n+2u2n+2+(−1)2n+1u2n+1 = u2n+2−u2n+1 ≤ 0

doncvn est décroissante, de mêmewn est croissante, etvn − wn = u2n+1 est positif
et tend vers 0. On en déduit quevn et wn convergent vers la même limiteS telle que
vn > S > wn et les inégalités du théorème s’en déduisent.

Remarque
lorsqu’on utilise une suite alternée pour trouver une valeur approchée, il faut queun

tende assez vite vers 0, sinon il y aura perte de précision surla mantisse lorsqu’on ef-
fectuerau2n−u2n+1. On sommera aussi les termes par ordre décroissant pour diminuer
les erreurs d’arrondi.

4.4 La fonction logarithme

Si nous voulons calculerln(1 + x) pourx ∈ [0, 1[ avec une précisionε, il suffit de
calculer

n
∑

k=0

(−1)k xk+1

k + 1

pourn tel que la valeur absolue du terme suivant soit plus petit queε :

n tel que
xn+1

n + 1
< ε

en effet, les signes sont alternés et la suitexk+1

k+1 décroit vers 0.
Si la suite décroit lentement vers 0, cette méthode est mauvaise numériquement

et en temps de calcul car il y a presque compensation entre termes successifs donc
perte de précision sur la mantisse et il y a beaucoup de termesà calculer. C’est le
cas pour le logarithme, six est voisin de 1, il faut calculern termes pour avoir une
précision en1/n, par exemple 1 million de termes pour avoir une précision de1e − 6
(sans tenir compte des erreurs d’arrondi). Six est proche de1/2 il faut de l’ordre de
− ln(ε)/ ln(2) termes ce qui est mieux, mais encore relativement grand (parexemple
50 termes environ pour une précision en1e − 16, 13 termes pour1e − 4). On a donc
intérêt à se ramener si possible à calculer la fonction en unx où la convergence est
plus rapide (donc|x| le plus petit possible). Par exemple pour le calcul deln(1 + x) on
peut :
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– utiliser la racine carrée

ln(1 + x) = 2ln(
√

1 + x)

on observe que :

X =
√

1 + x− 1 =
x

1 +
√

1 + x
≤ x

2

il faut toutefois faire attention à la perte de précision surX par rapport àx lorsque
x est petit.

– utiliser l’inverse

ln(1 + x) = − ln(1/(1 + x)) = − ln(1 +
−x

1 + x
)

lorsquex est proche de 1,−x/(1 + x) est proche de−x/2, on a presque divisé
par 2. Attention toutefois, on se retrouve alors avec une série non alternée, mais
on peut utiliser (3) pour majorer le reste dans ce cas.

– trouver une valeur approchéey0 deln(1+x) à une précision faible, par exemple
1e−4, et utiliser la méthode de Newton pour améliorer la précision. Soit en effet
y = ln(1+x), alorsey = 1+x, on posef(y) = ey − (1+x), on utilise la suite
itérative

yn+1 = yn −
eyn − (1 + x)

eyn

Commey0 est proche à1e− 4 dey, on peut espérer avoir une valeur approchée
dey à1e−16 en 2 itérations. Notez quey est proche de0, on est dans un domaine
où le calcul deey est rapide et précis et de plus la méthode de Newton “corrige”
les erreurs intermédiaires.

Nous sommes donc en mesure de calculer précisément le logarithmeln(1+x) pour
disons|x| < 1/2. Pour calculerln surR+, on se ramène à[1, 2] en utilisant l’écriture
mantisse-exposant, puis six ∈ [3/2, 2] on peut en prendre la racine carrée pour se
retrouver dans l’intervalle souhaité. On peut aussi effectuer une division par

√
2.

Remarquons que six est connu à une erreur relativeε près, comme

ln(x(1± ε)) = ln(x) + ln(1± ε)

ln(x) est connu à une erreur absolue de| ln(1± ε)| ≈ ε. Si ln(x) est proche de 0, on a
une grande perte de précision relative.

Finalement, nous savons calculerln et exp sous réserve d’avoir dans une table la
valeur deln(2). Pour calculerln(2) précisément, on peut utiliser

ln(2) = −ln(1/2) = −ln(1− 1/2)

et le développement en série calculé en mode exact avec des fractions à un ordre suff-
isant, on majore le reste en utilisant que le terme général dela sérieln(1+x) est borné
parM = 1 enx = 1, donc d’après (3) :

|Rn| ≤
1

2n
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(on peut même obtenir1/(n2n) car on a besoin deM uniquement pour les termes
d’ordre plus grand quen, on peut donc prendreM = 1/n). Par exemple, pour avoir
ln(2) avec une mantisse de 80 bits, on effectue une fois pour toutesavec un logiciel de
calcul formel :
a:=sum((1/2)^k/k,k=1..80)|
puis la division en base 2 avec 81 bits de précisioniquo(numer(a)*2^81,denom(a))

Exercice : pour les fonctions trigonométriques, il faut uneméthode de calcul deπ.
On peut par exemple faire le calcul de16 arctan(1/5) − 4 arctan(1/239) en utilisant
le développement de la fonctionarctan à un ordre suffisant.

4.5 Autres applications

On peut calculer certaines intégrales de la même manière, par exemple
∫ 1/2

0

1√
1 + x3

mais aussi des fonctions définies par des intégrales (cas de nombreuses fonctions spé-
ciales).

4.5.1 Exemple : la fonction d’erreur (error fonction, erf)

Cette fonction est définie à une constante multiplicative près par :

f(x) =

∫ x

0

e−t2 dt

On peut développer en séries entières l’intégrand (rayon deconvergence+∞), puis
intégrer terme à terme, on obtient

f(x) =

+∞
∑

n=0

(−1)n x2n

n!(2n + 1)

Ce développement converge très rapidement pour|x| ≤ 1. Par contre, pour|x| grand,
il faut calculer beaucoup de termes avant que le reste soit suffisamment petit pour être
négligeable, et certains termes intermédiaires sont grands, ce qui provoque une perte
de précision qui peut rendre le résultat calculé complètement faux. Contrairement à la
fonction exponentielle, il n’y a pas de possibilité de réduire l’argument à une plage où
la série converge vite. Il faut donc

– soit utiliser des flottants multiprécision, avec une précision augmentée de la
quantité nécessaire pour avoir un résultat fiable

– soit, pour les grandes valeurs dex, utiliser un développement asymptotique (en
puissances de1/x) de

∫ +∞

x

e−t2 dt

ainsi que
∫ +∞

0

e−t2 dt =

√
π

2
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Le développement asymptotique s’obtient par exemple en changeant de vari-
ableu = t2 et en effectuant des intégrations par parties répétées en intégrant
e−u et en dérivantu−1/2 et ses dérivées successives. Ce type de développement
asymptotique a la propriété inverse du développement en 0 : les termes successifs
commencent par décroitre avant de croitre et de tendre vers l’infini. Il faut donc
arrêter le développement à un rang donné (dépendant dex) et il est impossible
d’obtenir une précision meilleure pour cette valeur dex par un développement
asymptotique (on parle parfois de développement des astronomes).

Exercice: donner une valeur approchée def(1) à1e−16 près. Combien de termes
faut-il calculer dans la somme pour trouver une valeur approchée def(7) à 1e − 16
près ? Comparer la valeur def(7) et la valeur absolue du plus grand terme de la série,
quelle est la perte de précision relative si on effectue les calculs en virgule flottante ?
Combien de chiffres significatifs faut-il utiliser pour assurer une précision finale de 16
chiffres en base 10 ? Calculer le développement asymptotique en l’infini et déterminer
un encadrement def(7) par ce développement. Combien de termes faut-il calculer
pour déterminerf(10) à 1e − 16 près par le développement asymptotique et par le
développement en séries ? Quelle est la meilleure méthode pour calculerf(10) ?

4.5.2 Recherche de solutions d’équations différentielles

On peut aussi appliquer les techniques ci-dessus pour calculer des solutions de cer-
taines équations différentielles dont les solutions ne s’expriment pas à l’aide des fonc-
tions usuelles, on remplace dans l’équation la fonction inconnue par son développe-
ment en séries et on cherche une relation de récurrence entrean+1 et an. Si on arrive
à montrer par exemple qu’il y a une solution ayant un développement alternée, ou plus
générallement, si on a une majoration|an+1/an| < C, alors le reste de la série entière
est majoré par|anxn|/(1−|Cx|) lorsque|x| < 1/C, on peut alors calculer des valeurs
approchées de la fonction solution à la précision souhaitéeen utilisant le développe-
ment en séries entières.

4.5.3 Exemple : fonctions de Bessel d’ordre entier

Soitm un entier positif fixé, on considère l’équation différentielle

x2y′′ + xy′ + (x2 −m2)y = 0

dont on cherche une solution série entièrey =
∑∞

k=0 akxk. En remplacant dans l’équa-
tion, si x est dans le rayon de convergence de la série (rayon supposé non nul), on
obtient ∞

∑

k=0

k(k − 1)akxk +

∞
∑

k=0

kakxk +

∞
∑

k=0

(x2 −m2)akxk = 0
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soit encore

0 =
∞
∑

k=0

(k2 −m2 + x2)akxk

= −m2a0 + (1−m2)a1x +
∞
∑

k=2

[(k2 −m2)ak + ak−2]x
k

Par exemple, prenons le casm = 0. On a alorsa0 quelconque,a1 nul et pourk ≥ 2

ak = −ak−2

k2

Donc tous lesa d’indice impair sont nuls. Les pairs sont non nuls sia0 6= 0, et ils sont
de signe alterné. Soitx fixé, on observe que pour2k > |x|,

|a2kx2k| < |a2k−2x
2k−2|

donc la série
∑∞

k=0 akxk est alternée à partir du rang partie entière de|x| plus un.
Donc elle converge pour toutx (le rayon de convergence dey est+∞) et le reste de la
somme jusqu’à l’ordre2n est inférieur en valeur absolue à :

|R2n(x)| ≤ |a2n+2x
2n+2|

Par exemple, pour avoir une valeur approchée à1e − 10 près dey(x) poura0 = 1 et
|x| ≤ 1, on calculey =

∑2n
k=0 akxk, on s’arrête au rangn tel que

|a2n+2x
2n+2| ≤ |a2n+2| ≤ 10−10

On remarque que :

a2n =
(−1)n

2242...(2n)2
=

(−1)n

22nn!2

doncn = 7 convient.
Pourm 6= 0, on peut faire un raisonnement analogue (les calculs sont unpeu plus

compliqués).
On a ainsi trouvé une solutiony0 de l’équation différentielle de départ dont on

peut facilement calculer une valeur approchée (aussi facilement que par exemple la
fonction sinus pour|x| ≤ 1), on peut alors trouver toutes les solutions de l’équation
différentielle (en posanty = y0z et en cherchantz).

Exercice : faire de même pour les solutions dey′′ − xy = 0 (fonctions de Airy).

4.6 Développements asymptotiques et séries divergentes

Un développement asymptotique est une généralisation d’undéveloppement de
Taylor, par exemple lorsque le point de développement est enl’infini. De nombreuses
fonctions ayant une limite en l’infini admettent un développement asymptotique en
l’infini, mais ces développements sont souvent des séries qui semblent commencer par
converger mais sont divergentes. Ce type de développement s’avère néanmoins très
utile lorsqu’on n’a pas besoin d’une trop grande précision sur la valeur de la fonction.
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Nous allons illustrer ce type de développement sur un exemple, la fonction expo-
nentielle intégrale, définie à une constante près par

f(x) =

∫ +∞

x

e−t

t
dt

On peut montrer que l’intégrale existe bien, car l’intégrand est positif et inférieur à
e−t (qui admet−e−t comme primitive, cette primitive ayant une limite en+∞). Pour
trouver le développement asymptotique def en+∞, on effectue des intégrations par
parties répétées, en intégrant l’exponentielle et en dérivant la fraction rationnelle

f(x) = [
−e−t

t
]+∞
x −

∫ +∞

x

−e−t

−t2
dt

=
e−x

x
−
∫ +∞

x

e−t

t2
dt

=
e−x

x
− ([
−e−t

t2
]+∞
x −

∫ +∞

x

−2e−t

−t3
)

=
e−x

x
− e−x

x2
+

∫ +∞

x

2e−t

t3
dt

= ...

= e−x

(

1

x
− 1

x2
+

2

x3
+ ... +

(−1)nn!

xn+1

)

−
∫ +∞

x

(−1)n(n + 1)!e−t

tn+2
dt

= S(x) + R(x)

où

S(x) = e−x

(

1

x
− 1

x2
+

2

x3
+ ... +

(−1)nn!

xn+1

)

, R(x) = −
∫ +∞

x

(−1)n(n + 1)!e−t

tn+2
dt

(4)
Le développement en séries est divergent puisque pourx > 0 fixé et n tendant vers
l’infini

lim
n→+∞

n!

xn+1
= +∞

mais six est grand, au début la série semble converger, de manière très rapide :

1

x
>>

1

x2
>>

2

x3

On peut utiliserS(x) comme valeur approchée def(x) pourx grand si on sait majorer
R(x) par un nombre suffisamment petit. On a

|R(x)| ≤
∫ +∞

x

(n + 1)!e−t

xn+2
=

(n + 1)!e−x

xn+2

On retrouve une majoration du type de celle des séries alternées, l’erreur relative est
inférieure à la valeur absolue du dernier terme sommé divisépar e−x/x. Pourx fixé
assez grand, il faut donc trouver un rangn, s’il en existe un, tel que(n+1)!/xn+1 < ǫ
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où ǫ est la précision relative que l’on s’est fixée. Par exemple, si x ≥ 100, n = 11
convient pourǫ = 12!/10012 = 5e−16 (à peu près la précision relative d’un “double”).
Ceci permet d’avoir une approximation de la fonction avec une bonne précision et peu
de calculs, mais contrairement aux séries entières, il n’est pas possible d’améliorer
cette précision de manière arbitraire en poussant le développement plus loin, il y a une
précision maximale possible (qui dépend dex).

Ce type de développement asymptotique peut être effectué pour d’autres fonctions
du même type, par exemple

∫ +∞

x

e−t2 dt,

∫ +∞

x

sin(t)

t
dt, ...

Digression : calcul approché de la constante d’Eulerγ
On peut montrer que

lim
n→+∞

un, un =
n
∑

k=1

1

k
− ln(n) (5)

existe (par exemple en cherchant un équivalent deun+1−un qui vaut −1
2n2 ) et on définit

γ comme sa limite. Malheureusement, la convergence est très lente et cette définition
n’est pas applicable pour obtenir la valeur deγ avec une très grande précision. Il y a
un lien entreγ et la fonction exponentielle intégrale, plus précisément lorsquex →
0, f(x) admet une singularité en− ln(x), plus précisémentf(x) + ln(x) admet un
développement en séries (de rayon de convergence+∞), car :

f(x) + ln(x) =

∫ 1

x

e−t − 1

t
dt +

∫ +∞

1

e−t

t
dt

=

∫ 1

0

e−t − 1

t
dt +

∫ +∞

1

e−t

t
dt−

∫ x

0

e−t − 1

t
dt

Que vaut la constante du membre de droite :

C =

∫ 1

0

(e−t − 1)
1

t
dt +

∫ +∞

1

e−t 1

t
dt

Il se trouve queC = −γ (voir plus bas une démonstration condensée) et donc :

γ =

∫ x

0

1− e−t

t
dt− f(x)− ln(x) (6)

Pour obtenir une valeur approchée deγ, il suffit donc de prendre unx assez grand pour
pouvoir calculerf(x) par son développement asymptotique à la précision requise,puis
de calculer l’intégrale du membre de droite par le développement en séries enx = 0 (en
utilisant une précision intermédiaire plus grande puisquece développement en séries va
sembler diverger au début avant de converger pourn suffisamment grand). Par exemple,
on posex = 13, on calculef(13) par (4) avecn = 13 (qui correspond au moment où
le terme général de la série est minimum puisque le rapport dedeux termes successifs
est enn/x) et une erreur absolue inférieure àe−1313!/1314 = 4e− 12
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f(13) ≈ exp(-13)*sum((-1)^n*n!/13.^(n+1),n=0..13)

puis on remplace dans (6), avec
∫ x

0

1− e−t

t
dt =

∞
∑

n=0

(−1)n xn+1

(n + 1)(n + 1)!

dont on obtient une valeur approchée, en faisant la somme jusqu’au rang 49 (pour
lequel le terme général est de l’ordre de1e-12), le reste de cette sommeR50 est
positif et est inférieur à(-1)^50*13.^51/51/51!) qui est de l’ordre de8e-12

evalf(sum((-1)^n*13^(n+1)/(n+1)/(n+1)!,n=0..49))

La somme argument deevalf étant exacte, il n’y a pas de problèmes de perte de
précision, on peut aussi faire les calculs intermédiaires en arithmétique approchée, on
doit alors prendre 4 chiffres significatifs de plus pour tenir compte de la valeur du plus
grand terme sommé dans la série, terme que l’on détermine parexemple par

seq(13.^(n+1)/(n+1)/(n+1)!,n=0..20)

ce terme vaut13^11/11/11! soit 4000 environ)

Digits:=16; sum((-1)^n*13.^(n+1)/(n+1)/(n+1)!,n=0..49)

On obtient finalement comme valeur approchée deγ

-exp(-13)*sum((-1)^n*n!/13.^(n+1),n=0..13)-ln(13)+
sum((-1)^n*13^(n+1)/(n+1)/(n+1)!,n=0..49)

soit 0.577215664897 avec une erreur inférieure à1.2e-11. Bien entendu, cette
méthode est surtout intéressante si on veut calculer un grand nombre de décimales de
la constante d’Euler, sinon on peut par exemple appliquer laméthode d’accélération
de Richardson à la suite convergente (5) qui définitγ ou d’autres méthodes d’accéléra-
tion (en transformant par exemple la série en série alternée). On calcule alors de deux
manières différentesf(x) pour x plus grand (déterminé par la précision qu’on peut
obtenir par le développement aymptotique def ).

On peut calculerπ de la même manière avec le développement en séries et asymp-
totique de la fonction sinus intégral (on remplace exponentielle par sinus dans la défi-
nition def ) et l’égalité (dont un schéma de preuve est aussi donné plus bas)

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt =

π

2
(7)

Calcul deC (et preuve de (7)) :
Pour cela on effectue une intégration par parties, cette fois en intégrant1/t et en déri-
vant l’exponentielle (moins 1 dans la première intégrale).

C =

∫ 1

0

(e−t − 1)
1

t
dt +

∫ +∞

1

e−t 1

t
dt

= [(e−t − 1) ln(t)]10 +

∫ 1

0

ln(t)e−t dt + [e−t ln(t)]+∞
1 +

∫ +∞

1

ln(t)e−t dt

=

∫ +∞

0

ln(t)e−t dt
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Pour calculer cette intégrale, on utilise l’égalité (qui sedémontre par récurrence en
faisant une intégration par parties) :

n! =

∫ +∞

0

tne−t dt

On va à nouveau intégrer par parties, on intègre un facteur multiplicatif 1 et on dérive
l’intégrand, on simplifie, puis on intègret et on dérive l’autre terme, puist2/2, etc.

C = [te−t ln(t)]+∞
0 −

∫ +∞

0

te−t(
1

t
− ln(t)) dt

= 0−
∫ +∞

0

e−t dt +

∫ +∞

0

te−t ln(t) dt

= −1 + [
t2

2
e−t ln(t)]+∞

0 −
∫ +∞

0

t2

2
e−t(

1

t
− ln(t)) dt

= −1−
∫ +∞

0

t

2
e−t +

∫ +∞

0

t2

2
e−t ln(t) dt

= −1− 1

2
+

∫ +∞

0

t2

2
e−t ln(t) dt

= ...

= −1− 1

2
− ...− 1

n
+

∫ +∞

0

tn

n!
e−t ln(t) dt

= −1− 1

2
− ...− 1

n
+ ln(n) + In

où

In =

∫ +∞

0

tn

n!
e−t(ln(t)− ln(n)) dt

Pour déterminerIn on fait le changement de variablest = nu

In =

∫ +∞

0

(nu)n

n!
e−nu ln(u)n du

=
nn+1

n!

∫ +∞

0

en(ln(u)−u) ln(u) du

Or en faisant le même changement de variablest = nu :

n! =

∫ +∞

0

tne−t dt = nn+1

∫ +∞

0

en(ln(u)−u) du

Donc

In =

∫ +∞
0

en(ln(u)−u) ln(u) du
∫ +∞
0

en(ln(u)−u) du

Lorsquen tend vers l’infini, on peut montrer queIn → 0, en effet les intégrales sont
équivalentes à leur valeur sur un petit intervalle autour deu = 1, point où l’argument
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de l’exponentielle est maximal, et comme l’intégrand du numérateur a une amplitude
ln(u) qui s’annule enu = 1, il devient négligeable devant le dénominateur. Finalement
on a bienC = −γ.

On peut remarquer qu’en faisant le même calcul queC mais en remplacante−t par
e−αt pourℜ(α) > 0, donnelim In = − ln(α) (car le point critique où la dérivée de
la phase s’annule est alors1/α). Ceci peut aussi se vérifier pourα réel en faisant le
changement de variablesαt = u

∫ 1

0

(e−αt − 1)
1

t
dt +

∫ +∞

1

e−αt 1

t
dt = −γ − ln(α)

En faisant tendreα vers−i,− ln(α) tend versln(i) = iπ
2 et on obtient

∫ 1

0

(eit − 1)
1

t
dt +

∫ +∞

1

eit 1

t
dt = −γ + i

π

2

dont la partie imaginaire nous donne (7), et la partie réelle une autre identité surγ
faisant intervenir la fonction cosinus intégral.

5 Polynômes : arithmétique, factorisation, interpolation

5.1 Arithmétique des polynomes : Bézout et applications

On considère les polynômes à une variable à coefficients dansR ou C ou Q. Les
algorithmes de base déjà évoqués sont l’évaluation en un point (méthode de Horner),
l’addition, la soustraction, la multiplication et la division euclidienne deA parB 6= 0 :

A = BQ + R, deg(R) < deg(B)

A l’aide de la division euclidienne, on peut calculer le PGCDde deux polynômes
par l’algorithme d’Euclide. Nous allons présenter l’algorithme d’Euclide étendu (ou de
Bézout)

Théorème 7 Étant donnés 2 polynômesA et B, il existe deux polynômesU , V tels
que

AU + BV = pgcd(A,B), deg(U) < deg(B), deg(V ) < deg(A)

Algorithme :
On construit en fait 3 suites(Un), (Vn) et (Rn) telles que :

AUn + BVn = Rn

– on initialiseU0 = 1, V0 = 0, R0 = A etU1 = 0, V1 = 1, R1 = B
– on calcule les indicesn + 2 en fonction den et n + 1 en effectuant la division

euclidienne deRn parRn+1

Rn = QnRn+1 + Rn+2, Un+2 = Un −QnUn+1, Vn+2 = Vn −QnVn+1
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– on s’arrête au dernier reste non nul
Exemple :

A = x3 − 1, B = x2 + 1, les rangs 0 et 1 sont donnés ci-dessus. Au rang 2,Q0 est le
quotient euclidien deA parB (fonctionquo) doncx, d’où

U2 = 1, V2 = −x,R2 = −x− 1

Puis on divisex2 + 1 par−x− 1, quotient−x + 1, donc

U3 = x− 1, V3 = 1 + x(−x + 1) = 1 + x− x2, R3 = 2

Preuve de l’algorithme :
On montre facilement par récurrence que la relationAUn + BVn = Rn est conservée.
CommeRn est la suite des restes, le dernier reste non nul est bien le pgcd deA et B.
D’autre part, examinons les degrés desVk. Supposons que deg(A) ≥ deg(B) (sinon
on échangeA et B). Au rangn = 0, V0 = 0 doncV2 = −Q0V1, aux rangs suivants
le degré deQn est non nul (car le degré deRn+1 est strictement inférieur au degré de
Rn) On montre donc par récurrence que la suite des degrés deVn est croissante et que :

deg(Vn+2) = deg(Qn) + deg(Vn+1)

Comme deg(Qn)=deg(Rn)-deg(Rn+1), on en déduit que

deg(Vn+2)+deg(Rn+1) = deg(Vn+1)+deg(Rn) = ... = deg(V1)+deg(R0) = deg(A)

Donc sin+2 est le rang du dernier reste non nul,Vn+2 = V et degV =degA-degRn+1

est donc strictement inférieur au degré deA (carRn+1, l’avant-dernier reste non nul,
est de degré plus grand ou égal à 1). On en déduit enfin que le degré deU est strictement
inférieur au degré deB, carAU = R − BV , le degré deBV est strictement inférieur
à celui deB plus celui deA.

L’identité de Bézout permet de résoudre plus générallementune équation du type

Au + Bv = C

où A,B,C sont trois polynômes donnés, à condition queC soit divisible par le pgcd
deA etB. L’ensemble des solutions s’obtient à partir d’une solution particulièreU, V
de Bézout, notonsc = C/gcd(A,B), on a alors

A(cU) + B(cV ) = c gcd(A,B) = C

et l’ensemble des solutions est donné paru = cU − PB, v = cV + PA où P est
un polynôme quelconque. Si le degré deC est plus petit que le degré deA plus le
degré deB, il existe une solution “priviligiée”, on prend pouru le reste de la division
euclidienne decU par B, v est alors le reste de la division euclidienne decV par A
pour des raisons de degré.

Exemple : si on veut résoudre

(x3 − 1)u + (x2 + 1)v = 2x2
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on multiplieU = x− 1 etV = 1 + x− x2 parx2 ce qui donne une solution

u = x2(x− 1), v = x2(1 + x− x2)

l’ensemble des solutions est de la forme

u + P (x2 + 1), v − P (x3 − 1)

et la solution priviligiée (de degrés minimaux) est

−x + 1 = rem(x2(x− 1), x2 + 1), x2 − x + 1 = rem(x2(1 + x− x2), x3 − 1)

L’identité de Bézout intervient dans de nombreux problèmesen particulier la dé-
composition en éléments simples d’une fraction rationnelle. Si le dénominateurD
d’une fraction se factorise en produit de 2 facteursD = AB premiers entre eux, alors
il existe deux polynômesu etv tels queN = Au + Bv, donc

N

D
=

Au + Bv

AB
=

u

B
+

v

A

Si de plusN/D est une fraction propre (degré deN plus petit que celui deD), alors
u/B et v/A sont encore des fractions propres (en calculant le reste de la division eu-
clidienne pouru etv comme expliqué ci-dessus).

Par exemple :

2x2

(x3 − 1)(x2 + 1)
=

(−x + 1)(x3 − 1) + (x2 − x + 1)(x2 + 1)

(x3 − 1)(x2 + 1)
=
−x + 1

x2 + 1
+

x2 − x + 1

x3 − 1

Les applications sont diverses, citons
– le calcul de primitive de fraction rationnelles (et tout cequi s’y ramène), par

exemple
∫

2x2

(x3 − 1)(x2 + 1)
==

∫ −x + 1

x2 + 1
+

∫

x2 − x + 1

x3 − 1

Puis on fait apparaitre la dérivée du dénominateur au numérateur pour éliminer
lesx, 2x = (x2 + 1)′

∫ −x + 1

x2 + 1
= −1

2

∫

(x2 + 1)′

x2 + 1
+

∫

1

x2 + 1
+

∫

x2 − x + 1

x3 − 1

= −1

2
ln(x2 + 1) + arctan(x) +

∫

x2 − x + 1

x3 − 1

pour faire le calcul complet, il faut aussi décomposer la fraction restante (exer-
cice !)

– Le calcul de la fonction exponentielle (à nouveau). Au lieud’utiliserT le développe-
ment de Taylor en 0 par exemple à l’ordre 10, on cherche une fraction rationnelle
N/D ayant le même développement de Taylor que l’exponentielle en 0 avec de-
gré deN et deD majorés par 5. Pour trouverN et D on multiplie la condition
N/D = T + O(x11) parD ce qui donne

N = DT + O(x11) = DT + Px11
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on applique l’algorithme de Bézout aux polynômesx11 et T en s’arrêtant pré-
maturément, lorsque le reste est de degré 5, on montre alors que le reste estN et
le coefficient de Bézout deT estD. On peut alors montrer que l’approximation
est un peu meilleure, et nécessite moins d’opérations (il y aune certaine symétrie
entre les termes deN etD).

– le calcul de transformée de Laplace inverse de fractions rationnelles, l’idée est la
même, sauf qu’on remplace l’intégrale par la transformée deLaplace inverse
(et les formules donnant la transformée inverse de1/(x − p), 1/(x2 + p2),
p/(x2 + p2) respectivementexp(px), sin(xp)/p, cos(px)) (calcul non exigible à
l’examen)

– le calcul du terme d’ordren du développement de Taylor en 0 d’une fraction
rationnelle. On décompose, et on se ramène à des séries dont le terme général
est connu, comme(a + x)−n. Par exemple pour connaitre le développement de
1/(x2−3x+2), on factorise le dénominateur1/((x−1)(x−2)), on décompose

1

(x− 1)(x− 2)
=
−1

x− 1
+

1

x− 2
=

1

1− x
− 1

2

1

1− x
2

et on développe, le terme d’ordren est donc1− (1/2)n+1.
Il faut néanmoins savoir factoriser un polynôme, ce dont nous parlerons dans la

section suivante.
Exercice : Calculer l’intégrale

∫

1

(x− 1)(x2 + 1)

en utilisant l’identité de Bézout pour décomposer la fraction rationnelle. Trouver à
l’aide de cette décomposition le terme d’ordren du développement de Taylor de la
fraction à intégrer, vérifier avec un logiciel de calcul formel que les termes d’ordre 0 à
3 sont corrects.

Una autre application est l’élimination dans les systèmes polynomiaux, par exem-
ple considérons le système de 2 équations à 2 inconnues (intersection d’une ellipse et
d’un cercle) :

x2 + y2 − 9 = 0, x2 + 2y2 − 2xy − 7 = 0

En calculant les coefficients de Bézout des 2 polynômes enx x2 +y2−9 etx2 +2y2−
2xy − 7 et en multipliant au besoin par le PPCM (plus grand commun multiple) des
dénominateurs, on obtient à droite de l’équation de Bézout un polynôme ne dépendant
que dey et qui s’annule aussi aux solutions du système, on peut alorsrésoudre eny (en
factorisant) puis enx. Ici par exemple ce polynome est5y4− 32y2 + 4. Cette méthode
se systématise, le polynome obtenu par élimination d’une variable est appelé résultant.

5.2 Factorisation des polynômes

SoitP un polynôme de degré non nul. FactoriserP n’a pas une signification unique,
tout dépend d’une part si on veut une factorisation exacte ouapprochée, et d’autre part
quels seront les types des coefficients de la factorisation (complexes, réels, entiers).
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5.2.1 Multiplicité des racines.

On dit quer est une racine de multipliciték deP siP (x) = (x−r)kQ etQ(r) 6= 0.
En faisant le développement de Taylor deP enr à l’ordre degré deP , on voit que

cela équivaut à :

P (r) = P ′(r) = ... = P [k−1](r) = 0, P [k](r) 6= 0

En particulier siP (r) = 0, on peut factoriserP parX − r.
On peut donc détecter les racines de multiplicité supérieure à 1 en cherchant un

facteur commun àP etP ′, en effetx− r diviseraP etP ′.

Théorème 8 SiP etP ′ sont premiers entre eux (pgcd = 1), alors les racines deP sont
simples (de multiplicité 1).

Il existe un algorithme (dû à Yun) qui permet d’écrire un polynome quelconque
comme produit de polynômes dont les racines sont simples en effectuant uniquement
des calculs de PGCD de polynomes.

yun(P):= {
local W,Y,G,res;
W:=P;
Y:=diff(W,x);
res:=NULL;
while(true){
if (Y==0) {
return res[1..size(res)-1],W;

};
G:=gcd(Y,W);
res:=res,G;
W:=normal(W/G);
Y:=normal(Y/G-diff(W,x));
};

}

L’instructionsquarefree ou équivalente de votre logiciel de calcul formel effectue
cette décomposition.

5.2.2 Factorisation dansC.

Reste maintenant à trouver des racines ! On a le :

Théorème 9 (d’Alembert)
SoitP un polynome de degré non nul, alorsP admet au moins une racine complexe.

On peut alors factoriserP parX−r si r est la racine, et recommencer avec le quotient,
d’où le corollaire.
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Théorème 10 SoitP un polynome de degrén non nul, alorsP admetn racines com-
plexes (comptées avec multiplicité)x1, ..., xn, on a donc :

P (X) = an

n
∏

j=1

(X − xj) (8)

oùan est le coefficient dominant deP .

Démonstration du théorème de d’Alembert :
On va montrer que le minimum de la valeur absolue deP est atteint en un nombre
complexe puis que ce minimum est forcément nul. Soit

P (x) = anxn + ... + a0, an 6= 0

Lorsque|x| tend vers l’infini,|P (x)| tend vers l’infini, en effet

P (x) = anxn(1 +
an−1

an

1

x
+ ... +

a0

an

1

xn
) ≈|x|→∞ anxn

plus précisément il existeR > 0 tel que si|x| > R alors|P (x)| > |an||x|n/2. Quitte à
augmenterR on peut donc supposer que|P (x)| > |P (0)| si |x| > R, donc il existe un
complexex0 qui réalise le minimum de|P | surC (ce minimum est en fait le minimum
pour |x| ≤ R). On va montrer par l’absurde que ce minimum est nul (donc quex0

est la racine cherchée). Supposons donc queP (x0) 6= 0. On fait le développement de
Taylor deP enx0 à l’ordren=degré deP , donc le développement n’a pas de reste :

P (x)− P (x0) = (x− x0)P
′(x0) + .. + (x− x0)

n P [n](x0)

n!

CommeP n’est pas constant, l’un des termes du membre de droite est non nul, soitk
l’indice du premier terme non nul, on a alors :

P (x) = P (x0) + (x− x0)
k P [k](x0)

k!
+ o((x− x0)

k)

CommeP (x0) 6= 0, on peut le factoriser en :

P (x) = P (x0)(1 + (x− x0)
k P [k](x0)

P (x0)k!
+ o((x− x0)

k)

on pose alorsx = x0 + tw oùw est une racinek-ième (cela existe dansC) de

(−P [k](x0)

P (x0)k!

)−1

on a alors :
P (x) = P (x0)(1− tk + o(tk+1))

lorsquet est positif, suffisamment petit, on a0 < 1− tk + o(tk+1 < 1, donc|P (x)| <
|P (x0)|, ce qui est absurde (x0 réalisant le minimum deP surC).
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Remarque:
Si on développe la relation (8), on obtient des relations entre les coefficients du poly-
nome et les racines, par exemple :

an−1 = an

∑

j = 1n(−xj), ..., a0 = an

n
∏

j=1

(−xj),

5.2.3 Calcul approché des racines complexes simples

La section précédente nous a montré qu’on pouvait se ramenerà la recherche
de racines simples, ce qui donne envie d’essayer la méthode de Newton. On a mal-
heureusement rarement la possibilité de pouvoir démontrerqu’à partir d’une valeur
initiale donnée, la méthode de Newton converge, parce que les racines peuvent être
complexes, et même si elles sont réelles, on n’a pas forcément de résultat sur la con-
vexité du polynôme (cf. cependant une application des suites de Sturm dans la section
suivante qui permet de connaitre le signe deP ′′ sur un intervalle sans le factoriser).

On effectue donc souvent des itérations de Newton, en partant de 0.0, en espérant
s’approcher suffisamment d’une racine pour que le théorème de convergence théorique
s’applique. On se fixe un nombre maximal d’itérations, si on le dépasse on prend alors
une valeur initiale aléatoire complexe et on recommence.

Une fois une racine déterminée, on l’élimine en calculant lequotient euclidienQ
deP parX − r (par l’algorithme de Horner), puis on calcule les racines duquotientQ
(qui sont des racines deP ).

Un problème pratique apparait alors, c’est quer n’est pas exact donc le quotient
Q non plus, au fur et à mesure du calcul des racines deP , on perd de plus en plus
de précision. Il existe une amélioration simple, sir′ est une racine approchée deQ,
alors elle est racine approchée deP et on a toutes les chances qu’elle soit suffisamment
proche d’une racine deP pour que le théorème s’applique, on effectue alors 1 ou 2
itérations de Newton avecr′ mais pourP (et nonQ) afin d’améliorer sa précision
comme racine deP .

5.2.4 Factorisation dansR, localisation des racines

Pour factoriser un polynôme à coefficients réels, on commence par le factoriser
dansC. On observe ensuite que sir est une racine complexe non réelle deP , alors son
conjugué l’est aussi (il suffit de prendre le conjugue de la relation P (r) = 0) et avec
la même multiplicité (les dérivées successives deP étant aussi à coefficients réels). On
regroupe alors les facteurs correspondant à des racines complexes conjuguées :

(X − r)(X − r) = X2 − (r + r)X + rr = X2 − 2ℜ(r)X + |r|2

Finalement, on a le :

Théorème 11 La factorisation d’un polynôme à coefficients réels surR donne un pro-
duit de facteurs de degré 1 (correspondant à des racines réelles) et de degré 2 (corre-
spondant à des paires de racines complexes conjuguées)
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Il existe un algorithme utilisant l’algorithme de calcul duPGCD deP etP ′ qui per-
met de déterminer le nombre de racines réelles d’un polynômeP sans racine multiple
surR ou dans un intervalle deR.

Théorème 12 On définit la suite de polynômesA0 = P,A1 = P ′, ..., Ak, 0 en prenant
l’opposé du reste de la division euclidienne des deux précd́ents :

Ai = Ai+1Qi+2 −Ai+2 (9)

Soit Ak, le dernier reste non nul, c’est un polynôme constant puisque P n’a pas de
racine multiple. On définits(a) comme étant le nombre de changements de signes de
la suiteAi(a) en ignorant les 0. Alors le nombre de racines réelles deA0 = P sur
l’intervalle ]a, b] est égal às(a)− s(b).

Exemple:
Quel est le nombre de racines réelles deP = x3 + x + 1 sur[−2, 2] ? sur[0, 2] ?
On a donc

A0 = x3+x+1, A1 = P ′ = 3x2+1, A2 = −rem(A0, A1, x) = −2

3
x−1, A3 = −31

4

Enx = −2 on obtient la suite−9, 13, 1/3,−31/4 (2 changements de signe), enx = 2
on obtient la suite11, 13,−7/3,−31/4 (1 changement de signe), il y a donc 1 racine
réelle entre -2 et 2. Enx = 0 on obtient la suite1, 1,−1,−31/4 (1 changement de
signe) donc la racine réelle est entre -2 et 0.

Preuve
On considére la suite des signes en un point : elle ne peut contenir deux 0 successifs
(sinon toute la suite vaudrait 0 en ce point en appliquant (9), or Ak est constant non
nul). Elle ne peut pas non plus contenir ...,+,0,+,... ni ...,-,0,-,... à cause de la convention
de signe sur les restes de (9). Donc sib est une racine deAi pour0 < i < k, alors enb
on a soit ...,-,0,+,... soit ...,+,0,-,... . Regardons le premier cas (le deuxième cas se traite
de manière analogue), pourx proche deb, on va avoir ...,-,-,+,... ou ...,-,+,+,... dans les
2 cas la contribution au nombre de changements de signe est constant (égal à 1).

CommeAk est constant, seules les racines deA0 = P sont susceptibles de faire
varier s. CommeA1 = P ′, le sens de variations deA0 au voisinage d’une racine de
A0 est déterminé par le signe deA1, donc lorsquex augmente en traversant une racine
r deP , il y a deux possibilités soitP est croissant et on passe de -,+,... à +,+,..., soitP
est décroissant et on passe +,-,... à -,-,.... Dans les deux cas, on diminues d’une unité.

Application :
Si il n’existe pas de racines réelles dans un intervalle donné, alors le polynôme garde
un signe constant sur cet intervalle, que l’on peut déterminer en calculant la valeur du
polynôme en un point de cet intervalle. On peut ainsi établirdans certains cas que la
méthode de Newton pour trouver une racine d’un polynôme convergera.

Par exemple pour le polynômeP = 3x5 − 10x3 + 30x2 − x − 45, on aP ′′ =
60(x3−x+1), est positif surR+ (exercice : calculer la suite de Sturm correspondante
pour le vérifier). On vérifie queP (1) < 0 et P ′(1) > 0 donc il existe une racine
r > 1 telle queP ′(r) > 0, toute valeur de départ de Newton supérieure àr assure la
convergence.
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Remarque:
On peut aussi déterminer les racines réelles d’un polynôme àcoefficients rationnels en
faisant uniquement des calculs exacts par dichotomie. Cette méthode de localisation
des racines réelles se généralise d’ailleurs au cas complexe. On peut ainsi déterminer
les racines complexes d’un polynôme à coefficients complexes rationnels de manière
déterministe à la précision voulue (cf. Eisermann).

5.2.5 Factorisation exacte

Soit P un polynôme à coefficients entiers. Lorsqu’on demande à un logiciel de
calcul formel de factoriserP , par défaut il ne calcule pas les racines complexes ap-
prochées, mais renvoie une factorisationexacte, sous forme de produit de facteurs à
coefficientsentiers. Les degrés des facteurs peuvent être plus grand que 2. Par exem-
plex4 + x + 1 ne peut pas être factorisé en produit de polynômes à coefficients entiers
(bien qu’il ait 2 facteurs de degré 2 dansR et 4 de degré 1 dansC).

Commencons par une méthode simple de calcul des racines rationnelles deP (les
racines rationnelles correspondent à des facteurs entiersde degré 1 de la formeqX − p
deP ). Soitx = p/q une racine rationnelle écrite sous forme de fraction irréductible de
P = anXn + ... + a0, on a alors

0 = P (
p

q
) = an

pn

qn
+an−1

pn−1

qn−1
+...+a0 =

anpn + an−1p
n−1q + ... + a1pqn−1 + a0q

n

qn

Donc :
p(anpn−1 + an−1p

n−1q + ... + a1q
n−1) = −a0q

n

et p divise donca0q
n. Commep/q est irréductible, cela entraine quep divisea0. De

mêmeq divisean. Il suffit donc de tester quelles sont les racines deP parmi toutes les
fractions irréductibles de la forme un diviseur dea0 sur un diviseur dean (attention à
ne pas oublier les diviseurs négatifs !).

Exemple : racines rationnelles de2x2 + 3x + 1 = 0. On ap divise 1 donc vaut
1 ou -1,q divise 2 donc vaut 1 ou 2. On teste donc 1, -1, 1/2, -1/2. On obtient ici la
factorisation complète du polynome (les racines sont -1 et -1/2)

2x2 + 3x + 1 = 2(x + 1)(x + 1/2)

Remarques:
– Pour un polynome aléatoire, on ne trouvera aucune racine rationnelle.
– Cette méthode n’est pas très efficace, car factoriser un entier peut être long, le

nombre de tests peut être très grand (sian et a0 ont beaucoup de facteurs), les
logiciels de calcul formel utilisent des méthodes appeléesp-adiques pour trouver
les racines rationnelles d’un polynome (on calcule d’abordles racines deP mod-
ulo p puis modulopk pourk assez grand). On pourrait aussi penser à calculer les
racines complexes approchées et voir si en multipliant paran on est proche d’un
entier, on testerait alors le rationnel correspondant.

Pour déterminer les facteurs à coefficients entiers de plus grand degré, il n’existe
pas de méthode aussi simple. On peut calculer des valeurs approchées des racines com-
plexes et essayer de créer des paquets de racines complexes,puis tester sian

∏

r∈paquet(X−
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r) est à coefficients entier (aux erreurs d’arrondi près). Par exemple si on calcule les
racines complexes approchées dex6 +2x3−x2 +1, on pourra composer un facteur de
degré 3 à coefficients entiers en rassemblant les racines dex3 + x + 1. Les logiciels de
calcul formel utilisent des algorithmes modulaires etp-adiques (consistant à factoriser
le polynome modulop).

5.3 Approximation polynomiale

Étant donné la facilité de manipulation qu’apportent les polynomes, on peut chercher
à approcher une fonction par un polynôme. La méthode la plus naturelle consiste à
chercher un polynôme de degré le plus petit possible égal à lafonction en certains
pointsx0, ..., xn et à trouver une majoration de la différence entre la fonction et le
polynôme. Le polynome interpolateur de Lagrange répond à cette question.

Soit doncx0, ..., xn des réels distincts ety0, ..., yn les valeurs de la fonction à
approcher en ces points (on poserayj = f(xj) pour approcher la fonctionf ). On
cherche doncP tel queP (xj) = yi pourj ∈ [0, n].

Commencons par voir s’il y a beaucoup de solutions. SoitP et Q deux solutions
distinctes du problème, alorsP − Q est non nul et va s’annuler enx0, ..., xn donc
possèden + 1 racines donc est de degrén + 1 au moins. Réciproquement, si on ajoute
àP un multiple du polynomeA =

∏n
j=0(X−xj), on obtient une autre solution. Toutes

les solutions se déduisent donc d’une solution particulière en y ajoutant un polynome
de degré au moinsn + 1 multiple deA.

Nous allons maintenant construire une solution particulière de degré au plusn. Si
n = 0, on prendP = x0 constant. On procède ensuite par récurrence. Pour construire
le polynôme correspondant àx0, ..., xn+1 on part du polynoômePn correspondant à
x0, ..., xn et on lui ajoute un multiple réel deA

Pn+1 = Pn + αn+1

n
∏

j=0

(X − xj)

Ainsi on a toujoursPn+1(xj) = yj pourj = 0, ..n, on calcule maintenantαn+1 pour
que Pn+1(xn+1) = yn+1. En remplacant avec l’expression dePn+1 ci-dessus, on
obtient

Pn(xn+1) + αn+1

n
∏

j=0

(xn+1 − xj) = yn+1

Comme tous lesxj sont distincts, il existe une solution unique :

αn+1 =
yn+1 − Pn(xn+1)
∏n

j=0(xn+1 − xj)

On a donc prouvé le :

Théorème 13 Soitn+1 réels distinctsx0, ..., xn etn+1 réels quelconquesy0, ..., yn.
Il existe un unique polynômeP de degré inférieur ou égal àn, appelé polynome de
Lagrange, tel que :

P (xi) = yi
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Exemple : déterminons le polynome de degré inférieur ou égalà 2 tel queP (0) =
1, P (1) = 2, P (2) = 1. On commence parP0 = 1. Puis on poseP1 = P0 + α1X =
1 + α1X. CommeP (1) = 2 = 1 + α1 on en tireα1 = 1 doncP1 = 1 + X. Puis on
poseP2 = P1 + α2X(X − 1), on aP2(2) = 3 + 2α2 = 1 doncα2 = −1, finalement
P2 = 1 + X −X(X − 1).

Reste à estimer l’écart entre une fonction et son polynome interpolateur, on a le :

Théorème 14 Soitf une fonctionn + 1 fois dérivable sur un intervalleI = [a, b] de
R, x0, ..., xn des réels distincts deI. SoitP le polynome de Lagrange donné par lesxj

et yj = f(xj). Pour tout réelx ∈ I, il existe un réelξx ∈ [a, b] (qui dépend dex) tel
que :

f(x)− P (x) =
f [n+1](ξx)

(n + 1)!

n
∏

j=0

(x− xj) (10)

Ainsi l’erreur commise dépend d’une majoration de la taillede la dérivéen + 1-ième
sur l’intervalle, mais aussi de la disposition des pointsxj par rapport àx. Par exemple
si les pointsxj sont équidistribués, le terme|∏n

j=0(x − xj)| sera plus grand près du
bord deI qu’au centre deI.

Preuve du théorème : Six est l’un desxj l’égalité est vraie. Soit

C = (f(x)− P (x))/

n
∏

j=0

(x− xj)

on considère maintenant la fonction :

g(t) = f(t)− P (t)− C

n
∏

j=0

(t− xj)

elle s’annule enxj pourj variant de 0 àn ainsi qu’enx suite au choix de la constante
C, doncg s’annule au moinsn + 2 fois sur l’intervalle contenant lesxj et x, doncg′

s’annule au moinsn+1 fois sur ce même intervalle, doncg′′ s’annule au moinsn fois,
etc. et finalementg[n+1] s’annule une fois au moins sur cet intervalle. Or

g[n+1] = f [n+1] − C(n + 1)!

carP est de degré inférieur ou égal àn et
∏n

j=0(x− xj)− xn+1 est de degré inférieur
ou égal àn. Donc il existe bien un réelξx dans l’intervalle contenant lesxj etx tel que

C =
f [n+1](ξx)

(n + 1)!

Calcul efficace du polynôme de Lagrange.
Avec la méthode de calcul précédent, on remarque que le polynôme de Lagrange peut
s’écrire à la Horner sous la forme :

P (x) = α0 + α1(x− x0) + ... + αn(x− x0)...(x− xn−1)

= α0 + (x− x0)(α1 + (x− x1)(α2 + ... + (x− xn−2)(αn−1 + (x− xn−1)αn)...))
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ce qui permet de le calculer rapidement une fois lesαi connus. On observe que

α0 = f(x0), α1 =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

On va voir que lesαk peuvent aussi se mettre sous forme d’une différence. On définit
les différences divisées d’ordren par récurrence

f [xi] = f(xi), f [xi, ..., xk+i+1] =
f [xi+1, ..., xk+i+1]− f [xi, ..., xk+i]

xk+i+1 − xi

On va montrer queαk = f [x0, ..., xk]. C’est vrai au rang 0, il suffit donc de le montrer
au rangk + 1 en l’admettant au rangk. Pour cela on observe qu’on peut construire le
polynôme d’interpolation enx0, ..., xk+1 à partir des polynômes d’interpolationPk en
x0, ..., xk etQk enx1, ..., xk+1 par la formule :

Pk+1(x) =
(xk+1 − x)Pk + (x− x0)Qk

xk+1 − x0

en effet on vérifie quePk+1(xi) = f(xi) pour i ∈ [1, k] car Pk(xi) = f(xi) =
Qk(xi), et pouri = 0 et i = k + 1, on a aussiPk+1(x0) = f(x0) et Pk+1(xk+1) =
f(xk+1). Or αk+1 est le coefficient dominant dePk+1 donc c’est la différence du
coefficient dominant deQk et dePk divisée parxk+1−x0, c’est-à-dire la définition de
f [x0, ..., xk+1] en fonction def [x1, ..., xk+1] etf [x0, ..., xk].

Exemple : on reprendP (0) = 1, P (1) = 2, P (2) = 1. On a

xi f [xi] f [xi, xi+1] f [x0, x1, x2]

0 1
(2− 1)/(1− 0) = 1

1 2 (−1− 1)/(2− 0) = -1
(1− 2)/(2− 1) = −1

2 1

doncP (x) = 1 + (x− 0)( 1 + (x− 1)( -1 )) = 1 + x(2− x).
On peut naturellement utiliser l’ordre que l’on souhaite pour les xi, en obser-

vant que le coefficient dominant deP ne dépend pas de cet ordre, on en déduit que
f [x0, ..., xk] est indépendant de l’ordre desxi, on peut donc à partir du tableau ci-
dessus écrireP par exemple avec l’ordre 2,1,0, sous la forme

P (x) = 1 + (x− 2)(−1 + (x− 1)(−1)) = 1 + (x− 2)(−x)

6 Intégration numérique

Les fractions rationnelles admettent une primitive que l’on calcule en décomposant
la fraction avec Bézout comme expliqué précédemment. Mais elles font figure d’excep-
tions, la plupart des fonctions n’admettent pas de primitives qui s’expriment à l’aide
des fonctions usuelles. Pour calculer une intégrale,on revient donc à la définition d’aire
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sous la courbe, aire que l’on approche, en utilisant par exemple un polynome de La-
grange.

Le principe est donc le suivant : on découpe l’intervalle d’intégration en subdivi-
sions[a, b] = [a, a+h]+[a+h, a+2h]+...[a+(n−1)h, a+nh = b, oùh = (b−a)/n
est le pas de la subdivision, et sur chaque subdivision, on approche l’aire sous la courbe.

6.1 Les rectangles et les trapèzes

Sur une subdivision[α, β], on approche la fonction par un segment. Pour les rect-
angles, il s’agit d’une horizontale : on peut prendref(α), f(β) (rectangle à droite et
gauche) ouf((α + β)/2) (point milieu), pour les trapèzes on utilise le segment reliant
[α, f(α)] à [β, f(β)].

Exemple : calcul de la valeur approchée de
∫ 1

0
t3dt (on en connait la valeur exacte

1/4 = 0.25) par ces méthodes en subdivisant[0, 1] en 10 subdivisions (pash = 1/10),
doncα = j/10 etβ = (j +1)/10 pourj variant de 0 à 9. Pour les rectangles à gauche,
on obtient sur une subdivisionf(α) = (j/10)3 que l’on multiplie par la longueur de la
subdivision soith = 1/10 :

1

10

9
∑

j=0

(
j

10
)3 =

81

400
= 0.2025

Pour les rectangles à droite, on obtient

1

10

10
∑

j=1

(
j

10
)3 =

121

400
= 0.3025

Pour le point milieuf((α + β)/2) = f((j/10 + (j + 1)/10)/2) = f(j/10 + 1/20)

1

10

9
∑

j=0

(
j

10
+

1

20
)3 = 199/800 = 0.24875

Enfin pour les trapèzes, l’aire du trapèze délimité par l’axedesx, les verticalesy = α,
y = β et les points sur ces verticales d’ordonnées respectivesf(α) etf(β) vaut

h
f(α) + f(β)

2

donc
1

10

9
∑

j=0

(

(
j

10
)3 + (

j + 1

10
)3
)

=
101

400
= 0.2525

Dans la somme des trapèzes, on voit que chaque terme apparaitdeux fois sauf le pre-
mier et le dernier.
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Plus générallement, les formules sont donc les suivantes :

rectangle gauche= h

n−1
∑

j=0

f(a + jh) (11)

rectangle droit = h

n
∑

j=1

f(a + jh) (12)

point milieu = h

n−1
∑

j=0

f(a + jh +
h

2
) (13)

trapezes = h





f(a) + f(b)

2
+

n−1
∑

j=1

f(a + jh)



 (14)

oùh = (b− a)/n est le pas de la subdivision,n le nombre de subdivisions.
On observe sur l’exemple que le point milieu et les trapèzes donnent une bien

meilleure précision que les rectangles. Plus généralement, la précision de l’approxima-
tion n’est pas la même selon le choix de méthode. Ainsi pour les rectangles à gauche
(le résultat est le même à droite), sif est continument dérivable, de dérivée majorée
par une constanteM1 sur [a, b], en faisant un développement de Taylor def enα, on
obtient

|
∫ β

α

f(t)dt−
∫ β

α

f(α)dt| = |
∫ β

α

f ′(θt)(t−α)dt| ≤M1

∫ β

α

(t−α)dt = M1
(β − α)2

2

Ainsi dans l’exemple, on aM1 = 3, l’erreur est donc majorée par0.015 sur une subdi-
vision, donc par0.15 sur les 10 subdivisions.

Pour le point milieu, on fait le développement en(α+β)/2 à l’ordre 2, en supposant
quef est deux fois continument dérivable :

|
∫ β

α

f(t)−
∫ β

α

f(
α + β

2
)| = |

∫ β

α

f ′(
α + β

2
)(t− α + β

2
)dt

+

∫ β

α

f ′′(θt)

2
(t− α + β

2
)2|

≤ M2

2
2

∫ β

α+β

2

(t− α + β

2
)2dt

≤ M2
(β − α)3

24

Dans l’exemple, on aM2 = 6, donc l’erreur sur une subdivision est majorée par
0.25e− 3, donc sur 10 subdivisions par0.25e− 2 = 0.0025.

Pour les trapèzes, la fonctiong dont le graphe est le segment reliant[α, f(α)] à
[β, f(β)] estf(α) + (t − α)/(β − α)f(β), c’est en fait un polynome de Lagrange, si
f est deux fois continument dérivable, on peut donc majorer ladifférence entref et g
en utilisant (10), on intègre la valeur absolue ce qui donne

|
∫ β

α

f(t)dt−
∫ β

α

g(t)dt| ≤
∫ β

α

|f
′′(ξx)

2
(x− α)(x− β)| ≤M2

(β − α)3

12
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oùM2 est un majorant de|f ′′| sur[a, b].
Lorsqu’on calcule l’intégrale sur[a, b] par une de ces méthodes, on fait la somme

surn = (b−a)/h subdivisions de longueurβ−α = h, on obtient donc une majoration
de l’erreur commise sur l’intégrale :

– pour les rectangles à droite ou gauchenM1h
2/2 = M1h(b− a)/2

– pour le point milieuM2h
2(b− a)/24

– pour les trapèzesM2h
2(b− a)/12.

Lorsqueh tend vers 0, l’erreur tend vers 0, mais pas à la même vitesse, plus rapidement
pour les trapèzes et le point milieu que pour les rectangles.Plus on approche précisé-
ment la fonction sur une subdivision, plus la puissance deh va être grande, plus la
convergence sera rapide lorsqueh sera petit, avec toutefois une contrainte fixée par la
valeur deMk, borne sur la dérivéek-ième def (plusk est grand, plusMk est grand en
général). Nous allons voir dans la suite comment se comportecette puissance deh en
fonction de la facon dont on approchef .

6.2 Ordre d’une méthode

On appelle méthode d’intégration l’écriture d’une approximation de l’intégrale sur
une subdivision sous la forme

∫ β

α

f(t)dt ≈ I(f) =
k
∑

j=1

wjf(yj)

où lesyj sont dans l’intervalle[α, β], par exemple équirépartis sur[α, β]. On utilise
aussi la définition :

∫ β

α

f(t)dt ≈ I(f) = (β − α)

k
∑

j=1

w̃jf(yj)

On prend toujours
∑

j wj = β − α (ou
∑

j w̃j = 1) pour que la méthode donne le
résultat exact si la fonction est constante.

On dit qu’une méthode d’intégration est d’ordren si il y a égalité ci-dessus pour
tous les polynômes de degré inférieur ou égal àn et non égalité pour un polynôme de
degrén+1. Par exemple, les rectangles à droite et gauche sont d’ordre0, le point milieu
et les trapèzes sont d’ordre 1. Plus générallement, si on approchef par son polynôme
d’interpolation de Lagrange enn + 1 points (donc par un polynôme de degré inférieur
ou égal àn), on obtient une méthode d’intégration d’ordre au moinsn.

Si une méthode est d’ordren avec deswj ≥ 0 et sif estn + 1 fois continument
dérivable, alors sur une subdivision, on a :

|
∫ β

α

f − I(f)| ≤Mn+1
(β − α)n+2

(n + 1)!
(

1

n + 2
+ 1) (15)

En effet, on fait le développement de Taylor def par exemple enα à l’ordren

f(t) = Tn(f) +
(t− α)n+1

(n + 1)!
f [n+1](θt),

Tn(f) = f(α) + (t− α)f ′(α) + ... +
(t− α)n

n!
f [n](α)
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Donc

|
∫ β

α

f −
∫ β

α

Tn(f)| ≤
∫ β

α

(t− α)n+1

(n + 1)!
|f [n+1](θt)| ≤

[

Mn+1
(t− α)n+2

(n + 2)!

]β

α

De plus,

|I(f)− I(Tn(f))| = |I
(

f [n+1](θt)
(t− α)n+1

(n + 1)!

)

| ≤
k
∑

j=1

|wj |Mn+1
(yj − α)n+1

(n + 1)!

≤
k
∑

j=1

|wj |Mn+1
(β − α)n+1

(n + 1)!

Donc comme la méthode est exacte pourTn(f), on en déduit que

|
∫ β

α

f − I(f)| = |
∫ β

α

f −
∫ β

α

Tn(f) + I(Tn(f))− I(f)|

≤ |
∫ β

α

f −
∫ β

α

Tn(f)|+ |I(Tn(f))− I(f)|

≤ Mn+1
(β − α)n+2

(n + 2)!
+

k
∑

j=1

|wj |Mn+1
(β − α)n+1

(n + 1)!

Si leswj ≥ 0, alors
∑k

j=1 |wj | =
∑k

j=1 wj = β − α et on obtient finalement (15)
On remarque qu’on peut améliorer la valeur de la constante enfaisant tous les

développement de Taylor en(α + β)/2 au lieu deα, Après sommation sur lesn sub-
divisions, on obtient que :

Théorème 15 Pour une méthode d’ordren à coefficients positifs et une fonctionf
n + 1 fois continument dérivable

|
∫ b

a

f − I(f)| ≤Mn+1
hn+1

2n+1(n + 1)!
(b− a)(

1

(n + 2)
+ 1)

On observe que cette majoration a la bonne puissance deh sur les exemples déja
traités, mais pas forcément le meilleur coefficient possible, parce que nous avons traité
le cas général d’une méthode d’ordren.

6.3 Simpson

Il s’agit de la méthode obtenue en approchant la fonction surla subdivision[α, β]
par son polynome de Lagrange aux pointsα, (α + β)/2, β. On calcule l’intégrale par
exemple avec un logiciel de calcul formel, avec Xcas :

factor(int(lagrange([a,(a+b)/2,b],[fa,fm,fb]),x=a..b))
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qui donne la formule sur une subdivision

I(f) =
h

6
(f(α) + 4f(

α + β

2
) + f(β))

et sur[a, b] :

I(f) =
h

6



f(a) + f(b) + 4

n−1
∑

j=0

f(a + jh +
h

2
) + 2

n−1
∑

j=1

f(a + jh)



 (16)

Si on intègret3 sur[0, 1] en 1 subdivision par cette méthode, on obtient

1

6
(0 + 4

1

23
+ 1) =

1

4

c’est-à-dire le résultat exact, ceci est aussi vérifié pourf polynome de degré inférieur
ou égal à 2 puisque l’approximation de Lagrange def est alors égale àf . On en déduit
que la méthode de Simpson est d’ordre 3 (pas plus car la méthode de Simpson ap-
pliquée à l’intégrale det4 sur [0, 1] n’est pas exacte). On peut même améliorer (cf. par
exemple Demailly) la constante générale de la section précédente pour la majoration
de l’erreur en :

|
∫ b

a

f − I(f)| ≤ h4

2880
(b− a)M4

Cette méthode nécessite2n + 1 évaluations def (le calcul def est un point étant
presque toujours l’opération la plus couteuse en temps d’une méthode de quadrature),
au lieu den pour les rectangles et le point milieu etn + 1 pour les trapèzes. Mais on
a une majoration enh4 au lieu deh2 donc le “rapport qualité-prix” de la méthode de
Simpson est meilleur, on l’utilise donc plutot que les méthodes précédentes sauf sif
n’a pas la régularité suffisante (ou siM4 est trop grand).

6.4 Newton-Cotes

On peut généraliser l’idée précédente, découper la subdivision [α, β] en n parts
égales et utiliser le polynôme d’interpolation en cesn + 1 pointsx0 = α, x1, ..., xn =
β. Ce sont les méthodes de Newton-Cotes, qui sont d’ordren au moins. Comme le
polynôme d’interpolation dépend linéairement des ordonnées, cette méthode est bien
de la forme :

I(f) = (β − α)
n
∑

j=0

w̃jf(xj)

De plus lesw̃j sont universels (ils ne dépendent pas de la subdivision), parce qu’on
peut faire le changement de variablesx = α+ t(β−α) dans l’intégrale et le polynôme
d’interpolation et donc se ramener à[0, 1].

Exemple : on prend le polynôme d’interpolation en 5 points équidistribués sur une
subdivision[a, b] (méthode de Boole). Pour calculer lesw̃j , on se ramène à[0, 1], puis
on tape
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int(lagrange(seq(j/4,j,0,4),[f0,f1,f2,f3,f4]),x=0..1)

et on lit les coefficients def0 à f4 qui sont lesw̃0 à w̃4 : 7/90, 32/90, 12/90, 32/90,
7/90. La méthode est d’ordre au moins 4 par construction, mais on vérifie qu’elle est
en fait d’ordre 5 (exercice), la majoration de l’erreur d’une méthode d’ordre 5 est

|
∫ b

a

f − I(f)| ≤ M6

266!
(1 +

1

7
)h6(b− a)

elle peut être améliorée pour cette méthode précise en

|
∫ b

a

f − I(f)| ≤ M6

1935360
h6(b− a)

En pratique, on ne les utilise pas très souvent, car d’une part pourn ≥ 8, leswj ne
sont pas tous positifs, et d’autre part, parce que la constante Mn devient trop grande.
On préfère utiliser la méthode de Simpson en utilisant un pasplus petit.

Il existe aussi d’autres méthodes, par exemple les quadratures de Gauss (on choisit
d’interpoler en utilisant des points non équirépartis telsque l’ordre de la méthode soit le
plus grand possible) ou la méthode de Romberg qui est une méthode d’accélération de
convergence basée sur la méthode des trapèzes (on prend la méthode des trapèzes en 1
subdivision de[a, b], puis 2, puis22, ..., et on élimine les puissances deh du reste

∫

f−
I(f) en utilisant un théorème d’Euler-Mac Laurin qui montre que le développement
asymptotique de l’erreur en fonction deh ne contient que des puissances paires deh).
De plus, on peut être amené à faire varier le pash en fonction de la plus ou moins
grande régularité de la fonction.

6.5 En résumé

Intégration sur[a, b], h pas d’une subdivision,Mk majorant de la dérivéek-ième
de la fonction sur[a, b]

formule Lagrange degré ordre erreur
rectangles (11), (12) 0 0 M1h(b− a)/2

point milieu (13) 0 1 M2h
2(b− a)/24

trapèzes (14) 1 1 M2h
2(b− a)/12

Simpson (16) 2 3 M4h
4(b− a)/2880

7 Algèbre linéaire

7.1 Le pivot de Gauss

Cet algorithme permet de créer des zéros en effectuant des manipulations réversibles
sur les lignes d’une matrice. Ces lignes peuvent représenter les coefficients d’un sys-
tème linéaire, on obtient alors un système linéaire équivalent, ou les coordonnées d’un
système de vecteur, on obtient alors les coordonnées d’un système de vecteur engen-
drant le même sous-espace vectoriel. On peut également représenter 2 matricesA etB
reliés par une relationAx = B, cette relation reste alors vraie au cours et donc après
la réduction.
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7.1.1 L’algorithme

L’algorithme est le suivant :

1. on initialisec = 1 et l = 1, c désigne le numéro de colonnec à réduire, etl
le numéro de ligne à partir duquel on cherche un “pivot” (au début l et c valent
donc 1, en général les 2 augmentent de 1 à chaque itération)

2. Sic ou l est plus grand que le nombre de colonnes ou de lignes on arrête.

3. Si la colonnec n’a que des coefficients nuls à partir de la lignel, on incrémente le
numéro de colonnec de 1 et on passe à l’étape 2. Sinon, on cherche la ligne dont
le coefficient est en valeur absolue le plus grand possible (en calcul approché) ou
le plus simple possible (en calcul exact), on échange cette ligne avec la lignel.
Puis on effectue pour toutes les lignes saufl ou pour toutes les lignes à partir de
l + 1 (selon qu’il s’agit d’une réduction de Gauss complète ou d’une réduction
de Gauss sous-diagonale) la manipulation réversible

Lj ← Lj −
ajc

alc
Ll

On incrémentec et l de 1 et on passe à l’étape 2.

7.1.2 Efficacité de l’algorithme

Si la matrice possèdeL lignes etC colonnes, le nombre maximal d’opérations pour
réduire une ligne estC divisions,C multiplications,C soustractions, donc3C opéra-
tions arithmétiques de base. Il y aL − 1 lignes à réduire à chaque étape et min(L,C)
étapes à effectuer, on en déduit que le nombre maximal d’opérations pour réduire une
matrice est3LCmin(L,C). Pour une matrice carrée de taillen, cela fait3n3 opéra-
tions.

7.1.3 Erreurs d’arrondis du pivot de Gauss

Comme|ajc| ≤ |alc|, une étape de réduction multiplie au plus l’erreur absolue des
coefficients par 2. Donc la réduction complète d’une matricepeut multiplier au pire
l’erreur absolue sur les coefficients par2n (où n est le nombre d’étapes de réduction,
inférieur au plus petit du nombre de lignes et de colonnes). Ceci signifie qu’avec la
précision d’un double, on peut au pire perdre toute précision pour des matrices pas si
grandes que ça (n = 52). Heureusement, il semble qu’en pratique, l’erreur absolue ne
soit que très rarement multipliée par un facteur supérieur à10.

Par contre, si on ne prend pas la précaution de choisir le pivot de norme maximale
dans la colonne, les erreurs d’arrondis se comportent de manière bien moins bonnes,
cf. l’exemple suivant.

Exemple
Soit à résoudre le système linéaire

ǫx + 1.0y = 1.0, x + 2.0y = 3.0

avecǫ = 2−54 (pour une machine utilisant des doubles pour les calculs en flottant, plus
générallement on choisiraǫ tel que(1.0 + 3ǫ)− 1.0 soit indistinguable de 0.0).
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Si on résoud le système exactement, on obtientx = 1/(1 − 2ǫ) (environ 1) ety =
(1 − 3ǫ)/(1 − 2ǫ) (environ 1). Supposons que l’on n’utilise pas la stratégie du pivot
partiel, on prend alors comme pivotǫ, donc on effectue la manipulation de ligneL2 ←
L2−1/ǫL1 ce qui donne comme 2ème équation(2.0−1.0/ǫ)y = 3.0−1.0/ǫ. Comme
les calculs sont numériques, et à cause des erreurs d’arrondis, cette 2ème équation sera
remplacée par(−1.0/ǫ)y = −1.0/ǫ d’où y = 1.0, qui sera remplacé dans la 1ère
équation, donnantǫx = 1.0− 1.0y = 0.0 doncx = 0.0.
Inversement, si on utilise la stratégie du pivot partiel, alors on doit échanger les 2
équationsL′

2 = L1 et L′
1 = L2 puis on effectueL2 ← L′

2 − ǫL′
1, ce qui donne

(1.0−2.0ǫ)y = 1.0−3.0ǫ, remplacée en raison des erreurs d’arrondi par1.0∗y = 1.0
doncy = 1.0, puis on remplacey dansL′

1 ce qui donnex = 3.0− 2.0y = 1.0.
On observe dans les deux cas que la valeur dey est proche de la valeur exacte, mais la
valeur dex dans le premier cas est grossièrement eloignée de la valeur correcte.

On peut aussi s’intéresser à la sensibilité de la solution d’un système linéaire à des
variations de son second membre. Le traitement du sujet à ce niveau est un peu difficile,
cela fait intervenir le nombre de conditionnement de la matrice A du système (qui est
essentiellement la valeur absolue du rapport de la valeur propre la plus grande sur la
valeur propre la plus petite), plus ce nombre est grand, plusla solution variera (donc
plus on perd en précision).

7.2 Applications de Gauss

7.2.1 Base d’un sous-espace

On réduit la matrice des vecteurs écrits en ligne, puis on prend les lignes non nulles,
dont les vecteurs forment une base du sous-espace vectorielengendré par les vecteurs
du départ.

Exemple : base du sous-espac engendré par(1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 9). On réduit la
matrice, la 3ème ligne est nulle donc on ne garde que les 2 premières lignes(1, 0,−1), (0, 1, 2)
(remarque : une réduction sous-diagonale aurait suffi).

7.2.2 Déterminant

On réduit la matrice (carrée) en notant le nombre d’inversions de ligne, et on fait
le produit des coefficients diagonaux, on change le signe si le nombre d’inversions de
lignes est impair.

7.2.3 Réduction sous forme échelonnée (rref)

On réduit la matrice puis on divise chaque ligne par son premier coefficient non nul.
Si la matrice représentait un système linéaire inversible on obtient la matrice identité
sur les colonnes sauf la dernière et la solution en lisant la dernière colonne. La relation
conservée est en effetAx = b où x est la solution de l’équation, et à la fin de la
réductionA = I.
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Par exemple pour résoudre le système






cccx + 2y + 3z = 5
4x + 5y + 6z = 0

7x + 8y = 1

on réduit sous forme échelonnée la matrice[[1,2,3,5],[4,5,6,0],[7,8,0,1]],
ce qui donne[[1,0,0,-9],[0,1,0,8],[0,0,1,-2/3]], d’où la solutionx =
−9, y = 8, z = −2/3.

7.2.4 Inverse

On accolle la matrice identité à droite de la matrice à inverser. On effectue la ré-
duction sous forme échelonnée, on doit obtenir à droite l’identité si la matrice est
inversible, on a alors à gauche la matrice inverse. La relation conservée est en effet
Ax = B oùx est l’inverse de la matrice de départ, et en fin de réductionA = I.

Par exemple, pour calculer l’inverse de[[1,2,3],[4,5,6],[7,8,0]], on
réduit avecrref [[1,2,3,1,0,0],[4,5,6,0,1,0],[7,8,0,0,0,1]].

7.2.5 Noyau

On réduit la matrice sous forme échelonnée. Puis on introduit des lignes de 0 afin
que les 1 en tête de ligne se trouvent sur la diagonale de la matrice. On enlève ou on
rajoute des lignes de 0 à la fin pour obtenir une matrice carrée. Une base du noyau
est alors formée en prenant chaque colonne correspondant à un 0 sur la diagonale,
en remplaçant ce 0 par -1. On vérifie qu’on obtient bien 0 en faisant le produit de ce
vecteur par la matrice réduite. De plus les vecteurs créés sont clairement linéairement
indépendants (puisqu’ils sont échelonnés), et il y en a le bon nombre (théorème noyau-
image).

Exemple : calcul du noyau de[[1,2,3,4],[1,2,7,12]], on réduit la ma-
trice avec rref, ce qui donne[[1,2,0,-2],[0,0,1,2]], on ajoute une ligne
de 0 entre ces 2 lignes pour mettre le 1 de la 2ème ligne sur la diagonale ce qui
donne[[1,2,0,-2],[0,0,0,0],[0,0,1,2]], puis on ajoute une ligne de 0
à la fin pour rendre la matrice carrée. On obtient ainsi le système équivalent de ma-
trice[[1,2,0,-2],[0,0,0,0],[0,0,1,2],[0,0,0,0]]. La 2ème colonne
donne le premier vecteur de la base du noyau,(2,−1, 0, 0), la 4ème colonne donne le
deuxième vecteur(−2, 0, 2,−1), on vérifie aisément que ces 2 vecteurs forment une
famille libre du noyau, donc une base car la dimension du noyau est égale à 2 (dimen-
sion de l’espace de départ moins le rang de la matrice, c’est-à-dire le nombre de lignes
non nulles de la matrice réduite).

7.2.6 La méthode de factorisationLU

Nous ne la développons pas à ce niveau, elle permet d’écrire une matriceA comme
produit de deux matrices triangulaire inférieures et supérieures, ce qui permet de ramener
la résolution de système à la résolution de deux systèmes triangulaires.
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7.3 Réduction exacte des endomorphismes

On calcule le polynome caractéristique ou le polynome minimal, on le factorise, et
on calcule ensuite le noyau deA−λI pour lesλ racines. Il existe des méthodes évitant
le calcul de noyau, méthode de Fadeev-Laguerre-Souriau quenous ne présentons pas
ici.

7.3.1 Polynome caractéristique

On peut le calculer en développant le déterminant detA − λI, mais il est plus ef-
ficace de le calculer par interpolation. SoitA une matrice carrée de taillen, on sait
que son polynome caractéristique est un polynome de degrén, il suffit de connaitre
sa valeur enn + 1 points distincts, on calcule doncn + 1 déterminants detA − λI
en remplaçantλ par sa valeur (il y a plus de déterminants à calculer mais ce sont des
déterminants sans paramètreλ donc beaucoup plus simple à calculer), ce qui permet
de reconstruire le polynome caractéristique par interpolation de Lagrange.

Exercice : pour[[1,-1],[2,4]], calculer det(A − λI) enλ = 0, 1, 2 puis le
polynome d’interpolation, vérifier que c’est bien le polynome caractéristique.

Il faut effectuern+1 calculs de déterminants, ce qui nécessiteO(n4) opérations. Il
existe des méthodes plus efficaces, par exemple le calcul du polynome minimal proba-
biliste présenté plus bas (O(n3) opérations).

7.3.2 Polynome minimal

Définition 5 Le polynome minimal d’une matriceA est un polynômeM de degré min-
imal tel queM(A) = 0 et de coefficient dominant égal à 1. Un tel polynome divise
tous les polynomes tels queP (A) = 0, il divise le polynome caractéristique deA et il
a les mêmes racines que le polynome caractéristique.

Preuve :
D’abordM divise tous les polynomes tels queP (A) = 0, car siR désigne le reste de
la division deP parM alorsR(A) = (P − QM)(A) = P (A) − Q(A)M(A) = 0,
doncR est nul car son degré est plus petit que celui deM .

En particulier le polynome minimal divise le polynome caractéristiqueC, carC(A) =
0 (on peut montrer queC(A) = 0 en faisant le produit de la matriceA − λI par sa
comatrice, on obtient le déterminant fois l’identité, soitC(λ)I. CommeC(λ)I−C(A)
peut se factoriser parλI −A en appliquant (17) à chaque monome deC, on en déduit
queC(A) se factorise parλI−A, doncC(A) = 0 en regardant les termes de plus haut
degré de ces polynomes enλ à coefficients matriciels).

Montrons enfin que les racines du polynome caractéristique sont racines du poly-
nome minimal. En effet soitλ une racine du polynome caractéristique alorsA − λI
n’est pas inversible. OrM(A)−M(λ)I se factorise parA− λI car

Ak − λkI = (A− λI)
k−1
∑

j=0

λk−1−jAj (17)
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doncM(A) −M(λ)I ne peut pas être inversible. CommeM(A) = 0 on en déduit
queM(λ)I n’est pas inversible doncM(λ) = 0, λ est une racine deM . Donc si le
polynome caractéristique n’a pas de racines multiples, il est égal au polynome minimal.

Pour calculerM , on peut chercher une relation de degré minimal entre les puis-
sances deA, en les voyant comme des vecteurs àn2 composantes (ce qui revient à
aplatir en un long vecteur tous les coefficients de la matrice). Cela revient à calculer
le noyau de l’application linéaire dont les colonnes sont les coefficients des puissances
deA (de 0 àn), en gardant le premier vecteur obtenu par l’algorithme calcul du noyau
ci-dessus.

Cette méthode est toutefois couteuse, car il faut réduire une matrice ayantn2 lignes
et n + 1 colonnes. Il existe une autre méthode moins couteuse et qui marche presque
toujours. Elle consiste à calculer le polynome minimal deA par rapport à un vecteurv
c’est-à-dire le polynome de degré minimal (et coefficient dominant 1) tel queMv(A)v =
0. CommeM(A) = 0, on aM(A)v = 0, doncMv diviseM qui divise le polynome
caractéristique. Si par chance, on trouve queMv est de degrén, alorsMv sera égal
à M et au polynome caractéristique. On fait donc le calcul du noyau de l’application
linéaire dont les colonnes sont lesAjv pourj variant de 0 àn. Si l’on trouve un espace
de dimension 1, alorsMv est de degrén et on a simultanément le polynome minimal et
caractéristique avec le polynome correspondant à ce vecteur du noyau. Si le degré n’est
pasn, on peut essayer un ou quelques autres vecteurs, et faire le PPCM des polynomes
minimaux obtenus. Si on obtient un polynome de degrén on conclut, sinon on peut
tester si ce polynome évalué enA est nul, ce sera alors le polynome minimal.

Exemple, on reprend la matrice[[1,-1],[2,4]], et comme vecteur aléatoire
v = (1, 0), on aAv = (1,−1) et A(Av) = (−1,−5). On calcule donc le noyau de
la matrice[[1,1,-1],[0,-1,-5]] (on écrit en colonnesv,Av,A2v), on trouve
que(−6, 5,−1) engendre le noyau, donc le polynome minimal relatif au vecteur v est
(au signe près)−6 + 5x − x2. Comme il est de degré maximal 2, c’est le polynome
minimal et caractéristique.

7.4 Réduction approchée des endomorphismes

On pourrait trouver des valeurs propres approchées d’une matrice en calculant le
polynome caractéristique ou minimal puis en le factorisantnumériquement. Mais cette
méthode n’est pas idéale relativement aux erreurs d’arrondis (calcul du polynome car-
actéristiaue, de ses racines, et nouvelle approximation encalculant le noyau deA−λI),
lorsqu’on veut calculer quelques valeurs propres on préfère utiliser des méthodes itéra-
tives directement surA ce qui évite la propagation des erreurs d’arrondi.

7.4.1 Méthode de la puissance

Elle permet de déterminer la plus grande valeur propre en valeur absolue d’une
matrice diagonalisable lorsque celle-ci est unique. Supposons en effet que les valeurs
propres deA soientx1, ..., xn avec |x1| ≤ |x2| ≤ ... ≤ |xn−1| < |xn| et soient
e1, ..., en une base de vecteurs propres correspondants. On choisit un vecteur aléatoire
v et on calcule la suitevn = Avn−1 = Anv. Si v a pour coordonnéesV1, ..., Vn) dans
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la base propre, alors

vn =

n
∑

j=1

Vjx
n
j ej = xn

nwn, wn =
∑

Vj

(

xj

xn

)n

ej

L’hypothèse quexn est l’unique valeur propre de module maximal entraine alorsque
limn→+∞ wn = Vnen puisque la suite géométrique de raisonxj/xn converge vers
0. Autrement dit, siVn 6= 0 (ce qui a une probabilité 1 d’être vrai pour un vecteur
aléatoire),vn est équivalent àVnxn

nen. Lorsquen est grand,vn est presque colinéaire
au vecteur propreen (que l’on peut prendre commevn divisé par sa norme), ce que
l’on détecte en testant sivn+1 et vn sont presques colinéaires, et de plus le facteur de
colinéarité entrevn+1 etvn est presquexn, la valeur propre de module maximal.

Exercice : tester la convergence deAnv vers l’espace propre associé àλ = 3 pour
la matrice[[1,-1],[2,4]] et le vecteur(1, 0).

Lorsqu’on applique cette méthode a une matrice réelle, il peut arriver quíl y ait
deux valeurs propres conjuguées de module maximal. Le même type de raisonnement
montre que pourn grand,vn+2 est presque colinéaire à l’espace engendré parvn et
vn+1, la relationvn+2 + xvn+1 + x2vn = 0 permet de calculer les valeurs propres.

La convergence est de type série géométrique, on gagne le même nombre de déci-
males à chaque itération.

7.4.2 Itérations inverses

La méthode précédente permet de calculer la valeur propre demodule maximal
d’une matrice. Pour trouver une valeur propre proche d’une quantité donnéex, on peut
appliquer la méthode précédente à la matrice(A− xI)−1. En effet, les valeurs propres
de cette matrice sont les(xi−x)−1 dont la norme est maximale lorsqu’on se rapproche
dexi.

7.4.3 Elimination des valeurs propres trouvées

Si la matriceA est symétrique, et sien est un vecteur propre normé écrit en colonne,
on peut considérer la matriceB = A−xnenet

n qui possède les mêmes valeurs propres
et mêmes vecteurs propres queA avec même multiplicité, saufxn qui est remplacé par
0. En effet les espaces propres deA sont orthogonaux entre eux, donc

Ben = xnen − xnenet
nen = 0, Bek = xkek − xnenet

nek = xkek

On peut donc calculer la 2ème valeur propre (en valeur absolue), l’éliminer et ainsi de
suite.

Si la matriceA n’est pas symétrique, on peut utiliser une technique analogue lorsque
0 n’est pas valeur propre deA (on peut s’y ramener en ajoutant àA un multiple de l’i-
dentité). En effet on peut construire un vecteur propre deB pour une valeur propre
xk 6= 0 à partir d’un vecteur propre deB, en cherchanty tel que tel que

B(ek − yen) = xk(ek − yen)
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On obtient pour le membre de gauche :

Bek − yBen = Bek = (A− xnenet
n)ek = xkek − xnen.eken

et pour le membre de droite
xkek − yxken

d’où l’équation
yxk = xnen.ek

Néanmoins cette méthode n’est pas stable, en particulier sila valeur propreek est
proche de 0, car les vecteurs propres se rapprochent alors tous deen.
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A La moyenne arithmético-géométrique.

A.1 Définition et convergence

Soienta et b deux réels positifs, on définit les 2 suites

u0 = a, v0 = b, un+1 =
un + vn

2
, vn+1 =

√
unvn (18)

On va montrer que ces 2 suites sont adjacentes et convergent donc vers une limite
commune notéeM(a, b) et il se trouve que la convergence est très rapide, en raison de
l’identité :

un+1 − vn+1 =
1

2
(
√

un −
√

vn)2 =
1

2(
√

un +
√

vn)2
(un − vn)2 (19)

la convergence est quadratique.
On suppose dans la suite quea ≥ b sans changer la généralité puisque échangera

et b ne change pas la valeur deun et vn pourn > 0. On a alorsun ≥ vn (d’après (19)
pourn > 0) etun+1 ≤ un car

un+1 − un =
1

2
(vn − un) ≤ 0

et vn+1 =
√

unvn ≥
√

vnvn = vn. Donc (un) est décroissante minorée (parv0),
(vn) est croissante majorée (paru0), ces 2 suites sont convergentes et commeun+1 =
un+vn

2 , elles convergent vers la même limitel qui dépend dea et b et que l’on note
M(a, b). On remarque aussi queM(a, b) = bM(a/b, 1) = aM(1, b/a).

Précisons maintenant la vitesse de convergence lorsquea ≥ b > 0. On va com-
mencer par estimer le nombre d’itérations nécessaires pourque un et vn soient du
même ordre de grandeur. Pour cela, on utilise la majoration

ln(un+1)− ln(vn+1) ≤ ln(un)− ln(vn+1) =
1

2
(ln(un)− ln(vn))

donc

ln
un

vn
= ln(un)− ln(vn) ≤ 1

2n
(ln(a)− ln(b)) =

1

2n
ln

a

b

Donc sin ≥ ln(ln(a/b)/m)
ln(2) alors ln un

vn
≤ m (par exemple, on peut prendrem = 0.1

pour avoirun/vn ∈ [1, e0.1]). Le nombre minimum d’itérationsn0 est proportionnel
au log du log du rapporta/b. Ensuite on est ramené à étudier la convergence de la suite
arithmético-géométrique de premiers termesa = un0

et b = vn0
et même en tenant

compte deM(a, b) = aM(1, b/a) àa = 1 et b = vn/un donc0 ≤ a− b ≤ 1− e−0.1.
Alors l’équation (19) entraine

un+1 − vn+1 ≤
1

8
(un − vn)2

puis (par récurrence)

0 ≤ un − vn ≤
1

82n−1
(a− b)2

n

59



Donc commeM(a, b) est compris entrevn et un, l’erreur relative sur la limite com-
mune est inférieure à une précision donnéeǫ au bout d’un nombre d’itérations propor-
tionnel auln(ln(1/ǫ)).

Typiquement dans la suite, on souhaitera calculerM(1, b) avecb de l’ordre de
2−n en déterminantn chiffres significatifs, il faudra alorsO(ln(n)) itérations pour se
ramener àM(1, b) avecb ∈ [e−0.1, 1] puisO(ln(n)) itérations pour avoir la limite avec
n chiffres significatifs.

Le cas complexe
On suppose maintenant quea, b ∈ C avecℜ(a) > 0,ℜ(b) > 0. On va voir que la suite
arithmético-géométrique converge encore.
Étude de l’argument
On voit aisément (par récurrence) queℜ(un) > 0 ; de plusℜ(vn) > 0 car par définition
de la racine carréeℜ(vn) ≥ 0 et est de plus non nul car le produit de deux complexes
d’arguments dans] − π/2, π/2[ ne peut pas être un réel négatif. On en déduit que
arg(un+1) = arg(un + vn) se trouve dans l’intervalle de bornesarg(un) etarg(vn) et
quearg(vn+1) = 1

2 (arg(un) + arg(vn)) donc

| arg(un+1 − arg(vn+1)| ≤
1

2
| arg(un)− arg(vn)|

Aprèsn itérations, on a

| arg(un)− arg(vn)| ≤ π

2n

Après quelques itérations,un et vn seront donc presque alignés. Faisons 4 itérations.
On peut factoriser par exemplevn et on est ramené à l’étude de la suite de termes
initiaux a = un/vn d’argumentarg(un)− arg(vn) petit (inférieur en valeur absolue à
π/16) et b = 1. On suppose donc dans la suite que

| arg(
un

vn
)| ≤ π/16

2n

Étude du module
On a :

un+1

vn+1
=

1

2





√

un

vn
+

1
√

un

vn





Posonsun

vn
= ρneiθn , on a :

|un+1

vn+1
| =

1

2

∣

∣

∣

∣

√
ρneiθn/2 +

1√
ρn

e−iθn/2

∣

∣

∣

∣

=
1

2

∣

∣

∣

∣

(
√

ρn +
1√
ρn

) cos
θn

2
+ i(
√

ρn −
1√
ρn

) sin
θn

2

∣

∣

∣

∣

=
1

2

√

(
√

ρn +
1√
ρn

)2 cos2
θn

2
+ (
√

ρn −
1√
ρn

)2 sin2 θn

2

=
1

2

√

ρn +
1

ρn
+ 2 cos θn
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Si ρ désigne le max deρn et1/ρn, on a alors la majoration

|un+1

vn+1
| ≤ 1

2

√

ρ + ρ + 2ρ =
√

ρ

donc en prenant les logarithmes

ln ρn+1 ≤
1

2
ln ρ =

1

2
| ln ρn| (20)

On rappelle qu’on a la majoration

| arg(
un

vn
)| = |θn| ≤

π/16

2n
≤ 1

2n+1

qui va nous donner la minoration deρn+1

ρn+1 = |un+1

vn+1
| =

1

2

√

ρn +
1

ρn
+ 2− 2(1− cos θn)

=
1

2

√

ρn +
1

ρn
+ 2− 4 sin2(

θn

2
)

≥ 1

2

√

ρn +
1

ρn
+ 2− θ2

n

≥ 1

2

√

ρn +
1

ρn
+ 2×

√

1− θ2
n

ρn + 1
ρn

+ 2

≥ 1

2

√

1

ρ
+

1

ρ
+ 2

1

ρ
×
√

1− θ2
n

4

≥ 1√
ρ

√

1− θ2
n

4

≥ 1√
ρ

√

1− 1

4× 22n+2

en prenant les log et en minorantln(1− x) par−2x

ln ρn+1 ≥
1

2
(−| ln ρn|+ ln(1− 1

4× 22n+2
)) ≥ −1

2
(| ln ρn|+

1

22n+3
)

Finalement avec (20)

| ln ρn+1| ≤
1

2
(| ln ρn|+

1

22n+3
)

On en déduit

| ln ρn| ≤
1

2n
ln ρ0 +

1

2n+3
+ ... +

1

22n+1
+

1

22n+2
=

1

2n
ln ρ0 +

1

2n+2

La convergence duln(un/vn) vers 0 est donc géométrique, doncun et vn convergent
quadratiquement.
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A.2 Lien avec les intégrales elliptiques

Le calcul de la limite commune des suitesun et vn en fonction dea et b n’est pas
trivial au premier abord. Il est relié aux intégrales elliptiques, plus précisément on peut
construire une intégrale dépendant de deux paramètresa et b et qui est invariante par
la transformationun, vn → un+1, vn+1 (18)

I(a, b) =

∫ +∞

−∞

dt
√

(a2 + t2)(b2 + t2)

On a en effet

I(
a + b

2
,
√

ab) =

∫ +∞

−∞

du
√

((a+b
2 )2 + u2)(ab + u2)

On pose alors

u =
1

2
(t− ab

t
), t > 0

où t→ u est une bijection croissante det ∈]0,+∞[ versu ∈]−∞,+∞[, donc

I(
a + b

2
,
√

ab) =

∫ +∞

0

dt/2(1 + ab/t2)
√

((a+b
2 )2 + 1/4(t− ab/t)2)(ab + 1/4(t− ab/t)2)

= 2

∫ +∞

0

dt
√

(a2 + t2)(b2 + t2)
= I(a, b)

On note au passage queI est définie sia, b ∈ C vérifientℜ(a) > 0,ℜ(b) > 0, on peut
montrer que la relation ci-dessus s’étend (par holomorphie).

Lorsquea = b = l (par exemple lorsqu’on est à la limite), le calcul deI(l, l) est
explicite

I(l, l) =

∫ +∞

−∞

dt

(l2 + t2)
=

π

l

donc
I(a, b) = I(M(a, b),M(a, b)) =

π

M(a, b)

On peut transformerI(a, b) en posantt = bu

I(a, b) = 2

∫ +∞

0

du
√

(a2 + b2u2)(1 + u2)
=

2

a

∫ +∞

0

du
√

(1 + (b/a)2u2)(1 + u2)

Puis en posantu = tan(x) (du = (1 + u2)dx)

I(a, b) =
2

a

∫ π
2

0

√

1 + tan(x)2

1 + (b/a)2 tan(x)2
dx
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et enfin en posanttan2(x) = sin(x)2

1−sin(x)2

I(a, b) =
2

a

∫ π
2

0

√

1

1− (1− b2

a2 ) sin(x)2
dx

Si on définit pourm < 1

K(m) =

∫ π
2

0

dx
√

1−m sin(x)2

alors on peut calculerK en fonction deI, en posantm = 1−b2/a2 soitb2/a2 = 1−m

K(m) =
a

2
I(a, a

√
1−m) =

a

2

π

M(a, a
√

1−m)
=

π

2M(1,
√

1−m)

d’où l’on déduit la valeur de l’intégrale elliptique en fonction de la moyenne arithmético-
géométrique :

K(m) =

∫ π
2

0

dx
√

1−m sin(x)2
=

π

2M(1,
√

1−m)
(21)

Dans l’autre sens, pourx ety positifs

K((
x− y

x + y
)2) =

π

2M(1,
√

1− (x−y
x+y )2)

=
π

2M(1, 2
x+y

√
xy)

=
π

2 2
x+y M(x+y

2 ,
√

xy)
=

π

4

x + y

M(x, y)

et finalement
M(x, y) =

π

4

x + y

K
(

(x−y
x+y

)2

)

A.3 Application : calcul efficace du logarithme.

On peut utiliser la moyenne arithmético-géométrique pour calculer le logarithme
efficacement, pour cela on cherche le développement asymptotique deK(m) lorsque
m tend vers 1. Plus précisément, on va poser1−m = k2 aveck ∈]0, 1], donc

K(m) =

∫ π
2

0

dx
√

1− (1− k2) sin(x)2
=

∫ π
2

0

dy
√

1− (1− k2) cos(y)2

en posanty = π/2− x, et

K(m) =

∫ π
2

0

dy
√

sin(y)2 + k2 cos(y)2

la singularité de l’intégrale pourk proche de 0 apparait lorsquey est proche de 0. Si on
effectue un développement de Taylor eny = 0, on trouve

sin(y)2 + k2 cos(y)2 = k2 + (1− k2)y2 + O(y4)
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Il est donc naturel de comparerK(m) à l’intégrale

J =

∫ π
2

0

dy
√

k2 + (1− k2)y2

qui se calcule en faisant par exemple le changement de variables

y =
k√

1− k2
sinh(t)

ou directement avec Xcas,

supposons(k>0 && k<1);
J:=int(1/sqrt(k^2+(1-k^2)*y^2),y,0,pi/2)

qui donne après réécriture :

J =
1√

1− k2

(

ln
(π

k

)

+ ln

(

1

2

(
√

1− k2 + 4
k2

π2
+
√

1− k2

)))

(22)

et on peut calculer le développement asymptotique deJ en 0

series(J,k=0,5,1)

qui renvoie :

J = ln
(π

k

)

+ O(

( −1

ln(k)

)5

)

on peut alors préciser ce développement par

series(J+ln(k)-ln(pi),k=0,5,1)

qui renvoie (après simplifications et où la notationÕ peut contenir des logarithmes)
(

1

π2
+

ln(π)− ln(k)− 1

2

)

k2 + Õ(k4)

donc

J = − ln(k) + ln(π) +

(

1

π2
+

ln(π)− ln(k)− 1

2

)

k2 + Õ(k4) (23)

Examinons maintenantK−J , il n’a plus de singularité eny = 0, et il admet une limite
lorsquek → 0, obtenue en remplacantk par 0

(K − J)|k=0 =

∫ π
2

0

(

1

sin(y)
− 1

y

)

dy =
[

ln
(

tan
(y

2

))

− ln(y)
]

π
2

0
= ln(

4

π
)

D’où pourK

Kk→0 = ln

(

4

k

)

+ O(

( −1

ln(k)

)5

)
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Pour préciser la partie du développement deK en puissances dek, nous allons majorer
K − J − ln(4/π), puisJ − ln(π/k). Posons

A = sin(y)2 + k2 cos(y)2, B = y2 + (1− y2)k2

Majoration de K − J − ln(4/π)
L’intégrand de la différenceK − J − ln( 4

π ) est

1√
A
− 1√

B
−
(

1

sin(y)
− 1

y

)

=

√
B −

√
A√

A
√

B
− y − sin(y)

y sin(y)
(24)

=
B −A√

A
√

B(
√

A +
√

B)
− y − sin(y)

y sin(y)
(25)

=
(y2 − sin(y)2)(1− k2)√

A
√

B(
√

A +
√

B)
− y − sin(y)

y sin(y)
(26)

Soit

K−J−ln(
4

π
) =

∫ π
2

0

(y − sin(y))[(1− k2)y sin(y)(y + sin(y))−
√

AB(
√

A +
√

B)]√
A
√

B(
√

A +
√

B)y sin(y)
(27)

On décompose l’intégrale en 2 parties[0, k] et [k, π/2]. Sur [0, k] on utilise (25), on
majore chaque terme séparément et on minoreA etB par

A = k2 + (1− k2) sin(y)2 ≥ k2, B = k2 + (1− k2)y2 ≥ k2

Donc

|
∫ k

0

| ≤
∫ k

0

|B −A|
2k3

dy +

∫ k

0

(
1

sin(y)
− 1

y
) dy

≤
∫ k

0

y2 − sin(y)2

2k3
dy + ln(tan(

k

2
))− ln(

k

2
)

≤
1
3k3 + −1

2 k + 1
4 sin(2k)

2k3
+ ln(sin(

k

2
))− ln(

k

2
)− ln(cos(

k

2
))

≤
1
3k3 + −1

2 k + 1
4 (2k − 8k3

6 + 32k5

5!

2k3
− ln(cos(

k

2
))

≤ k2

30
− ln(1− 1

2!

(

k

2

)2

)

≤ k2

30
+

k2

4

Sur [k, π/2], on utilise (27) et on minoreA etB par

A = sin(y)2 + k2 cos(y)2 ≥ sin(y)2, B = y2 + (1− y2)k2 ≥ y2

on obtient

|
∫ π

2

k

| ≤
∫ π

2

k

(y − sin(y))|C|
y sin(y)(y + sin(y))

,
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où :

C = (1− k2)y sin(y)(y + sin(y))−A
√

B + B
√

A

= −A(
√

B − y)−B(
√

A− sin(y))−Ay −B sin(y) + (1− k2)y sin(y)(y + sin(y))

= −A(
√

B − y)−B(
√

A− sin(y))− k2(y + sin(y))

Donc

|C| ≤ A(
√

B − y) + B(
√

A− sin(y)) + k2(y + sin(y))

≤ A
B − y2

√
B + y

+ B
A− sin(y)2√
A + sin(y)

+ k2(y + sin(y))

≤ A
k2

2y
+ B

k2

2 sin(y)
+ k2(y + sin(y))

et

|
∫ π

2

k

| ≤
∫ π

2

k

(y − sin(y))k2( A
2y + B

2 sin(y) + (y + sin(y)))

y sin(y)(y + sin(y))

On peut majorery − sin(y) ≤ y3/6, donc

|
∫ π

2

k

| ≤ k2

6

∫ π
2

k

Ay

2 sin(y)(sin(y) + y)
+

By2

sin(y)2(sin(y) + y)
+

y2

sin(y)

On majore enfinA etB par 1,

|
∫ π

2

k

| ≤ k2

6

∫ π
2

k

y

2 sin(y)2
+

y2

sin(y)

Le premier morceau se calcule par intégration par parties

k2

6

∫ π
2

k

y

2 sin(y)2
=

k2

6

(

[− y

tan(y)
]
π/2
k +

∫ π
2

k

1

tan(y)

)

=
k2

6

(

k

tan(k)
+ [ln(sin(y))]

π
2

k

)

=
k2

6

(

k

tan(k)
− ln(sin(k))

)

≤ k2

6
(1− ln(k))

Le deuxième morceau se majore en minorantsin(y) ≥ (2y)/π

k2

6

∫ π
2

k

y2

sin(y)
≤ k2

6

∫ π
2

0

π

2
y =

k2π3

96

Finalement

|K − J − ln(
4

π
)| ≤ k2

(

−1

6
ln(k) +

π3

96
+

1

6
+

1

30
+

1

4

)

66



oùJ est donné en (22).
Majoration de J − ln(π/k)

On a

|J−ln
(π

k

)

| =
∣

∣

∣

∣

∣

(
1√

1− k2
− 1) ln

(π

k

)

+
1√

1− k2
ln

(

1

2

(
√

1− k2 + 4
k2

π2
+
√

1− k2

))∣

∣

∣

∣

∣

et on va majorer la valeur absolue de chaque terme de la somme.Pourk ≤ 1/2, on a

1√
1− k2

− 1 =
k2

√
1− k2 + 1− k2

≤ k2

3/4 +
√

3/2

Pour le second terme, on majore le facteur1√
1−k2

par 2√
3
, l’argument du logarithme

est inférieur à 1 et supérieur à

1

2
(1− k2

2
+ 1− k2(1− 4

π2 )

2
) = 1− k2(1− 1

π2
) > 1− k2

donc le logarithme en valeur absolue est inférieur à

2k2

donc, pourk ≤ 1/2,

|J − ln
(π

k

)

| ≤ k2

3/4 +
√

3/2
ln
(π

k

)

+ k2 4√
3

Finalement, pourk < 1/2

|K− ln

(

4

k

)

| ≤ k2

(

lnπ

3/4 +
√

3/2
+

4√
3

+
π3

96
+

9

20
− (

1

3/4 +
√

3/2
+

1

6
) ln(k)

)

(28)
que l’on peut réécrire

| π

2M(1, k)
− ln

(

4

k

)

| ≤ k2(3.8− 0.8 ln(k)) (29)

La formule (29) permet de calculer le logarithme d’un réel positif avec (presque)n bits
lorsquek ≤ 2−n/2 (ce à quoi on peut toujours se ramener en calculant le logarithme
d’une puissance2m-ième dex ou le logarithme de2mx, en calculant au préalable
ln(2)). Par exemple, prenonsk = 2−27, on trouve (en 8 itérations)M(1, 2−27) =
M1 = 0.0781441403763. On a, avec une erreur inférieure à19× 2−54 = 1.1× 10−15

M(1, 2−27) = M1 =
π

2 ln(229)
=

π

58 ln(2)
,

On peut donc déduire une valeur approchée deπ si on connait la valeur approchée de
ln(2) et réciproquement. Si on veut calculer les deux simultanément, comme les re-
lations entreln et π seront des équations homogènes, on est obligé d’introduireune
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autre relation. Par exemple pour calculer une valeur approchée deπ on calcule la dif-
férenceln(229 + 1) − ln(229) dont on connait le développement au premier ordre,
et on applique la formule de la moyenne arithmético-géométrique. Il faut faire atten-
tion à la perte de précision lorsqu’on fait la différence desdeux logarithmes qui sont
très proches, ainsi on va perdre une trentaine de bits, il faut grosso modo calculer les
moyennes arithmético-géométrique avec 2 fois plus de chiffres significatifs.

L’intérêt de cet algorithme apparait lorsqu’on veut calculer le logarithme avec beau-
coup de précision, en raison de la convergence quadratique de la moyenne arithmético-
géométrique (qui est nettement meilleure que la convergence linéaire pour les développe-
ments en série, ou logarithmiquement meilleure pour l’exponentielle), par contre elle
n’est pas performante si on ne veut qu’une dizaine de chiffres significatifs. On peut
alors calculer les autres fonctions transcendantes usuelles, telle l’exponentielle, à partir
du logarithme, ou les fonctions trigonométriques inverses(en utilisant des complexes)
et directes.

On trouvera dans Brent-Zimmermann quelques considérations permettant d’améliorer
les constantes dans les temps de calcul par rapport à cette méthode (cela nécessite d’in-
troduire des fonctions spécialesθ) et d’autres formules pour calculerπ.
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