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Exercice 1. Fonction sinus intégral

On considere la fonction Si:R; — R définie par

T ¢in(t

Si(x):/ ()dt, x>0. (1)
0 t

Le but de cet exercice est de calculer une valeur approchée de Si(x) pour tout z > 0 avec une précision

au moins égale & 1073, On admet que Si(x) converge vers 7/2 lorsque z — 400, de sorte que

Si(:c):g—/oowdt, 23>0, )

1. On ¢s’intéresse d’abord aux grandes valeurs de l'argument x. En intégrant quatre fois par
parties dans l'expression (2), établir un développement asymptotique de Si(x) lorsque x —
+00. Les termes tout intégrés produits par les intégrations par parties successives forment le
développement asymptotique proprement dit, et le reste est donné par 'intégrale qui demeure
a la fin du calcul. Donner une majoration de la différence entre Si(z) et son développement
asymptotique, et montrer que cette différence est inférieure & 1072 en valeur absolue si z > 10.

2. On cherche maintenant a estimer Si(x) pour les petites valeurs de z. Calculer le développement
de Taylor de Si(z) a ordre n € N au voisinage de x = 0, et estimer le reste de ce développement.
Quel ordre n faut-il choisir de sorte que le reste soit inférieur & 10~2 pour tout < 10? Ce
procédé fournit-il une méthode efficace pour calculer Si(x) lorsque x € [0,10] ?

3. On essaie a présent d’estimer U'intégrale (1) par la méthode de Simpson. On rappelle que, pour
une fonction f : [a,b] — R de classe C*, on a pour tout n € N*

/bf<t>dt—@§(f<x~>+4f<x~ )+ fw541)) < Lo g 1001, @)
i 6\ it1/2 VNS TR0 ey ’

ou h = (b—a)/n et z; = a+ jh. On prendra ici a = 0, b = 10, et f(t) = sin(¢)/t. Donner
une majoration de la dérivée quatrieme |f(#| sur lintervalle [0, 10], et en déduire pour quelles
valeurs de n la formule de Simpson (3) permet d’obtenir une estimation de Si(x) avec une
précision au moins égale & 1073 pour tout z € [0, 10].

4. Ecrire un programme qui, pour tout = > 0, renvoie une approximation de Si(x) & 1073 pres, et
comparer avec les valeurs obtenues en utilisant la fonction sinus intégral implantée dans Xcas.

Exercice 2. Phénomeéne de Runge

On considére la fonction g : R — R donnée par g(z) = 1/(1 + 22). Représenter graphiquement la
fonction g ainsi que son polynéme d’interpolation de Lagrange calculé sur I'intervalle [—a, a] avec une
subdivision réguliere & n 4+ 1 points. On prendra d’abord a = 1 et n = 5, 10, 20, puis on répétera
Popération avec a = 5. Qu’observez-vous ? Interprétez vos observations en utilisant I'estimation de
la différence entre g et son polynéme d’interpolation :

1 n
l9(x) — Pu(z)] < sup g™ ()| [[le -1, z€l-a,d],
7=0
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Exercice 1 :
1. En intégrant par parties on trouve pour x > 0:

cos(z)  sin(x) n 2 cos(x) n 6sin(z) 04 /°° sin(t) dt
4 - b ’
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Si(z) =
Le reste de ce développement asymptotique se majore ainsi:

t5

et est donc inférieur & 1072 si z > 10.
2. On a pour tout x > 0:
22k+1

Si(z) = kzzo(—l)’“(%H) @E+ 1)

Il s’agit d’une série alternée dont le terme général décroit pour k > x/2 et tend vers zéro lorsque
k — oco. La série converge donc, et on a I’estimation

six <2n.

' n—1 N x%H w2n+1
‘S‘(x) - ;0(—1) (2k +1) - (2k + 1)!‘ S @nrn) @il

Si on suppose = < 10, le reste est inférieur & 1073 si n > 14, et il faut donc prendre le développement
de Taylor de Si(z) & I'ordre 27 au voisinage de zéro pour avoir une approximation & 10~3 preés sur
[0,10]. L’évaluation numérique d’un tel polynéme est susceptible de générer des erreurs d’arrondi,
donc cette approche n’est pas efficace ici.

3. Si f(t) = sin(t)/t, on remarque que

fit) = /01 cos(tzr)dx donc fW(t) = /01 24 cos(tx) dx |

d’ott I'on déduit facilement que |f®*)(t)| < 1/5 pour tout ¢ > 0. Pour la fonction f sur Pintervalle
[a,b] = [0,z], lerreur de quadrature de la méthode de Simpson est donc majorée par x°/(14400n?),
quantité inférieure & 1073 si < 10 et n > 10. II suffit donc d’utiliser la méthode de Simpson avec
une subdivision & 10 points pour calculer Si(x) & 10~2 pres pour tout z < 10.

Exercice 2 : En remarquant que

(2) 2( 1 1 >
z) = — —
g 2\z+i x—1i/’

on voit facilement que |¢g(™ (x)| < n! pour tout x € R et tout n € N. L’erreur d’interpolation sur
l'intervalle [—a, a] peut donc étre estimée ainsi:

n
n! n! (2a)"*!
+1 _
l9(2) = Fulo)] < Hok”_xﬂfzhn =1
j:

Comme n! ~ n™e "/27mn lorsque n — oo (formule de Stirling), on voit que lerreur ci-dessus tend
vers zéro si 2a < e (par exemple, quand a = 1) et vers l'infini si 2a > e (par exemple, quand a = 5),
en accord avec les observations numériques.



