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Les calculatrices, téléphones portables et documents ne sont pas autorisés.
Baréme indicatif : questions de cours : 4 points, exercice 1 : 2 points, exercice 2 : 5 points,
exercice 3 : 3 points, exercice 4 : 6 points.

QUESTIONS DE COURS :

1. Soient E et E’ deux espaces vectoriels et B = {v1,...,v,} et B = {v],...,v],} des bases
respectives de E et E’. Donner la définition d’une application linéaire f : £ — FE'.
Rappeler brievement comment on obtient sa matrice Matg_ .5 (f) dans les bases B, B'.

2. Soit f: E — E' une application lindaire. Donner la démonstration de la propriété : f est
injective si et seulement si ker f = {Og} (Og est le vecteur nul de E).

3. Soient A et B deux matrices n x n telles que B = P~ AP, ot P est une matrice inversible.
En utilisant les propriétés des déterminants, démontrer que A et B ont méme polynoéme
caractéristique. En déduire que A et B ont les mémes valeurs propres.

EXERCICE 1 : Calculer le déterminant

2a¢ a+b a+b 2b
a+b 2a 2b a—+b
26 a+b a+bdb 2a
a+b 2b 20 a+b

pour des valeurs réelles quelconques de a et b.

EXERCICE 2 :

1. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice

2 -1 -6
A= -6 3 12
4 -2 -9

Cette matrice est-elle diagonalisable?

2. Résoudre le systeme d’équations différentielles :
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avec la condition initiale z(0) = 1, y(0) =1, 2(0) = 1.



EXERCICE 3 : Soit M(x,y) un point dans le demi-plan D = {(z,y) € R? z > 0} distinct de
Porigine (0,0). Les coordonnées polaires (r,6) de M sont définies par

r=+vz2+y* Hzarctan<%>.

1. Sur quels intervalles varient r et 6 lorsque (x,y) varie dans D \ {(0,0)}?
Exprimez x et y en fonction de r et 6.
Of(rcosf,rsinf)
or

2. Soit f : D — R une fonction de classe C! sur D. Calculer r en fonction

af ., of
de 55 €t T

3. Déterminer toutes les fonctions f de classe C'! sur D vérifiant I'équation

x%(x’y) + yg—z(x,y) = (@ +y°)f(x,y) , (2,9) € D\{(0,0)}.

EXERCICE 4 : On se propose d’étudier la fonction f de deux variables réelles définie par

f(z,y) = sin(zy).
1. f est-elle continue sur R? ? Quelles sont ses valeurs minimales et maximales?

2. Déterminer les courbes de niveau de f correspondant & f(z,y) =0, f(z,y) = let f(z,y) =
—1. Les tracer dans un repere orthonormé (zOy).

3. Tracer l'allure de la courbe représentative de la fonction d’une variable F : z € R +—
f(x,z). Méme question pour F_ :z € R — f(z,—x).

4. Déterminer toutes les dérivées partielles de f jusqu’a l'ordre 2 inclu.

5. Calculer le gradient de f au point M(z,y). Vérifier qu'il est orthogonal a la courbe de
niveau de f passant par M.

6. Déterminer tous les points (xg,yo) pour lesquels f a un extremum local. Pour chacun de
ces points, étudier la nature de cet extremum (maximum, minimum ou point selle).



