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Feuille de TD n�3
Diagonalisation d’endomorphismes

Exercice 1 :

Déterminer les valeurs propres et, s’il en existe une, une base de vecteurs propres de chacune des matrices suivantes :

A =

0@2 0 4
3 �4 12
1 �2 5

1A ; B =

0@�1 1 1
1 �1 1
1 1 �1

1A ; C =

0@�4 0 �2
0 1 0
5 1 3

1A
Exercice 2 :

1. Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres de

A =

0BBBB@
1

6
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1CCCCA
2. Montrer que deux vecteurs propres deA correspondant à des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

On convient de les normaliser pour obtenir une base orthonormée de vecteurs propres.

Ecrire la matriceP de passage de la base canonique à cette base.

3. Montrer que(tP )P = I3: Calculer le produitP�1AP: Que constate-t-on ?

4. CalculerdetA:

5. CalculerA1000 etA�1:

6. Résoudre le système

A

0@ x1
x2
x3

1A =

0@ v1
v2
v3

1A
oùv1; v2 etv3 sont trois réels quelconques.

Exercice 3 : Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres des matrices suivantes, et dire si elles sont diagonalisables.

M =

0BB@
8 12 0 0
�1 �8 0 0
0 0 �2 3
0 0 7 2

1CCA et N =

0BB@
7 4 0 0
�12 �7 0 0
20 11 �6 �12
�12 �6 6 11

1CCA
Exercice 4 : On considère deux endomorphismesf et g d’un espace vectorielE de dimensionn: Montrer quef � g et g � f ont les

mêmes valeurs propres.

Exercice 5 :On considère deux endomorphismesf et g d’un espace vectorielE de dimensionn qui vérifientf � g = g � f: On
suppose de plus queg admetn valeurs propres distinctes.

1. Montrer qu’il existe une base deE formée de vecteurs propres communs àf et àg:

2. En déduire quef = an�1gn�1 + : : :+ a1g + a0IdE oùgk est la composéeg � g � � � � � g| {z }
k facteurs

:

Indication :on pourra montrer que cette égalité est équivalente à un système den équations àn inconnuesa0; a1; . . . ,an�1 dont
le déterminant est un déterminant de Van der Monde.
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Exercice 6 : On considèref un endomorphisme de rang 1 d’un espace de dimensionn:

Déterminer les valeurs propres def:Montrer quef est diagonalisable si et seulement si tr(f) 6= 0:
On rappelle que la trace def est égale à la somme de ses valeurs propres.

Exercice 7 : On considèreA une matrice carrée d’ordren à coefficients réels.

1. Montrer que si� est une valeur propre complexe deA; alors�� est aussi valeur propre deA; de même multiplicité que�:

2. Déterminer les valeurs propres de la matrice

A =

0@�1 1 0
0 �1 1
1 0 �1

1A
puis une base de vecteurs propres deA dansC3:

Exercice 8 : On considère un réelm; et la matriceAm définie par :

Am =

0@m 1 1
1 m 1
1 1 m

1A

1. Déterminer les valeurs propres deAm , puis une base de vecteurs propres

2. Déterminer, suivant les valeurs dem; le rang deAm: Déterminer, lorsqu’elle existe, la matrice inverseA�1m :

3. LorsqueAm n’est pas inversible, déterminer le noyau et l’image deAm:

Exercice 9 : On appellef l’endomorphisme deC3 dont la matrice dans la base canonique est :

M =

0@ 2 �1 1
�1 k �1
1 �1 2

1A ; oùk 2 R

1. Déterminer, suivant les valeurs dek; la dimension deker f:

2. Démontrer queM admet une valeur propre réelle entière, indépendante dek; puis déterminer toutes les valeurs propres deM:

3. Indiquer toutes les valeurs dek pour lesquelles la matriceM possède des valeurs propres multiples.

Pour quelles valeurs dek la matriceM est-elle semblable à une matrice diagonale ?

Exercice 10 :On définit, poura et b réels, la matriceA par :

A =

0@a b b
b a b
b b a

1A
CalculerAn pour tout entiern:

Exercice 11 :On appellef l’endomorphisme deR3 canoniquement associé à la matrice :

A =

0@ 1 1 0
1=2 3=2 �1=2
�1=2 1=2 3=2

1A
1. Déterminer le polynôme caractéristique deA

2. Trouver une baseB0 = (e01; e02; e03) telle que

Mat (f;B0) =

0@2 0 0
0 1 1
0 0 1

1A
3. On noteg un endomorphisme deR3 tel quef � g = g � f:

a. Montrer queker (f � 2Id) etker (f � 2Id)2 sont stables parg:
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b. En déduire queMat (g;B0) est de la forme :

Mat (g;B0) =

0@� 0 0
0 a b
0 c d

1A avec

�
a b
c d

��
1 1
0 1

�
=

�
1 1
0 1

��
a b
c d

�

Préciser les valeurs possibles des réelsa; b; c; etd:

Exercice 12 :On définit deux suites(un)n2N et (vn)n2N par :�
un+1 = 2un � vn
vn+1 = un + 3vn

avecu0 = 1 etv0 = 0

1. Montrer que, pour tout entier natureln; on a : �
un+1
vn+1

�
= A

�
un
vn

�
oùA est une matrice carrée que l’on précisera.

2. En déduire les expressions deun et devn en fonction den:

Exercice 13 :Résoudre les deux ssystèmes différentiels :

(1)

8><>:
dx

dt
= x+ 2y

dy

dt
= �x+ 4y

et (2)

8>>>><>>>>:
dx

dt
= 4x+ 6y

dy

dt
= �3x� 5y

dz

dt
= �3x� 6y � 5z
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