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Diagonalisation d’endomorphismes

Exercice 1:
Déterminer les valeurs propres et, s'il en existe une, une base de vecteurs propres de chacune des matrices suivantes :

2 0 4 -1 1 1 —4 0 -2
A=[3 -4 12| , B=[1 -1 1| ,c=|l0 1 0
1 -2 5 1 1 -1 5 1 3

Exercice 2 :

1. Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres de
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6 6

2. Montrer que deux vecteurs propres deorrespondant a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.
On convient de les normaliser pour obtenir une base orthonormée de vecteurs propres.
Ecrire la matriceP de passage de la base canonique a cette base.

3. Montrer que(* P) P = I3. Calculer le produit” —! AP. Que constate-t-on ?
4. Calculerdet A.
5. CalculerA0 et A=1,

6. Résoudre le systeme

Z1 U1
A X9 = V2
Z3 U3

olwvy, vy etvs sont trois réels quelconques.

Exercice 3 : Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres des matrices suivantes, et dire si elles sont diagonalisabl

§ 12 0 0 7 4 0 0
1 -8 0 0 12 -7 0 0

M=143 o -2 3| ®®N=(9 11 6 _12
0 0 7 2 12 -6 6 11

Exercice 4 : On considéere deux endomorphismyest g d’'un espace vectoridi de dimensiom. Montrer quef o g etg o f ont les
mémes valeurs propres.

Exercice 5 :0On considére deux endomorphismeést g d'un espace vectorigl de dimensiom qui vérifientf o g = go f. On
suppose de plus queadmetn valeurs propres distinctes.

1. Montrer qu'il existe une base dé formée de vecteurs propres communset ag.

2. Endéduire que = a,_1g" ' + ...+ a19 + agldg ol g* estla composégo go---og.
N—_———
k facteurs

Indication :on pourra montrer que cette égalité est équivalente a un systéeméqietions & inconnuesu, a1, ... ,a,_1 dont
le déterminant est un déterminant de Van der Monde.



Exercice 6 : On considéere’ un endomorphisme de rang 1 d'un espace de dimension

Déterminer les valeurs propres fleMontrer quef est diagonalisable si et seulement 6fir 0.
On rappelle que la trace dfeest égale a la somme de ses valeurs propres.

Exercice 7 : On considéred une matrice carrée d’ordrea coefficients réels.

1. Montrer que si\ est une valeur propre complexe dealors\ est aussi valeur propre de de méme multiplicité que.

2. Déterminer les valeurs propres de la matrice

puis une base de vecteurs propresidgansC?.

Exercice 8 : On considére un réeh, et la matriceA,,, définie par :

1. Déterminer les valeurs propres dg, , puis une base de vecteurs propres
2. Déterminer, suivant les valeurs de le rang de4,,,. Déterminer, lorsqu’elle existe, la matrice inversg'.

3. LorsqueA,, n'est pas inversible, déterminer le noyau et 'imagedde

Exercice 9 : On appellef I'endomorphisme d&€? dont la matrice dans la base canonique est :
2 -1 1

M=1|-1 k -1 , oUkeR
1 -1 2
1. Déterminer, suivant les valeurs élela dimension déer f.
2. Démontrer queV/ admet une valeur propre réelle entiére, indépendanke pigis déterminer toutes les valeurs propresifle
3. Indiquer toutes les valeurs depour lesquelles la matrick/ posséde des valeurs propres multiples.

Pour quelles valeurs dela matriceM est-elle semblable a une matrice diagonale ?

Exercice 10 :On définit, pour etb réels, la matriced par :

a b b
A=1|b a b
b b a

CalculerA™ pour tout entier.

Exercice 11 :On appellef I'endomorphisme d&2 canoniquement associé a la matrice :

1 1 0
A= 1/2 3/2 -1/2
—-1/2 1/2  3/2
1. Déterminer le polyndme caractéristique die
2. Trouver une basg’ = (e, ¢, %) telle que
2 00
Mat (f,B)=10 1 1
0 0 1

3. On noteg un endomorphisme d&3 tel quefog = go f.
a. Montrer queker (f — 21d) etker (f — 2Id)” sont stables pay.



b. En déduire qué/at (g, B’) est de la forme :
A 00

N a b\ (1 1\ (1 1\ fa b
Mat (g,B") = 8 CCL Z avec <c d> (0 1><0 1) <c

Préciser les valeurs possibles des réels c, etd.

Exercice 12 :On définit deux suiteéu,, ),y €t (vn),, oy PAr :

U =2Uu, —v
{ ntl " " avecug =1etyg =0

Un+1 = Un + 31}'”

1. Montrer que, pour tout entier naturel on a :

Un41 A Unp
Un+41 Un
ou A est une matrice carrée que I'on précisera.

2. En déduire les expressions dg et dev,, en fonction de.

Exercice 13 :Résoudre les deux ssystemes différentiels :

v —t=4x—|—6y
— =x+2y Y
(1) é et (2) — = -3z — by
— = -3z — 6y — 52



