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Exercice 1 : On donne les sous-ensembles suivants deR3 :

E1 =
�
(x; y; z) 2 R3; x+ y � z = x+ y + z = 0

	
; E2 =

�
(x; y; z) 2 R3; x2 � z2 = 0

	
E3 =

�
(x; y; z) 2 R3; exey = 0

	
; E4 =

�
(x; y; z) 2 R3; 3x� 2y + z = 0

	
E5 =

�
(x; y; z) 2 R3; z

�
x2 + y2

�
= 0

	
; E6 =

�
(x; y; z) 2 R3; x+ 2y + 1 � 0

	
Parmi ces ensembles, lesquels sont des sous-espaces vectoriels deR3 ?
S’il s’agit d’un sous-espace vectoriel, en donner une base et préciser sa dimension.

Exercice 2 :

1. DansR2; on donne la famille de vecteurs :F1= fe1 = (3; 2) ; e2 = (4; 1) ; e3 = (�5; 2)g : Est-elle libre ? Sinon, donner une
relation de dépendance entree1; e2 ete3:

2. Même question dansR3 avec la familleF2= fe1 = (9; 3; 7) ; e2 = (1; 8; 8) ; e3 = (5; 5; 1)g :

3. Même question dansR4 avec la familleF3= fe1 = (3; 2; 1; 4) ; e2 = (4; 1;�1; 5) ; e3 = (�5; 2; 1;�1) ; e4 = (6;�3;�3; 2)g :

Exercice 3 : DansR3; on définit les vecteurs :

e1 = (1; 1; 1) ; e2 = (1; 1; 2) ; e3 = (1; 2; 3)

1. Montrer que(e1; e2; e3) est une base deR3:

2. Calculer dans cette base les coordonnées dev = (5; 7; 12)

Exercice 4 : Dans unK-espace vectorielE de base(e1; e2; e3) ; on donne les familles suivantes :

F1= fe1 + e2; e2 + e3; e3 + e1g F2= fe1 � e2; e2 � e3; e3 � e1g

F3= fe1 + e2; e2 � 2e3g F4= fe1; e1 + e2; e1 + e2 + e3; 2e1 + e2 � e3g

Sont-elles libres dansE ? Génératrices deE ?

Exercice 5 :Peut-on déterminer les réelsx ety pour que le vecteurv = (2; x; y; 3) appatienne au sous-espace vectoriel engendré dans
R4 parfe1 = (1; 1; 1; 2) ; e2 = (1; 2; 3; 1)g ?

Exercice 6 : DansR4; on donne les vecteurs :

e1 = (1; 2; 3; 4) ; e2 = (1; 1; 1; 3) ; e3 = (2; 1; 1; 1) ; e4 = (1; 0; 1; 2) ; e5 = (2; 3; 0; 1)

On poseE = V ect (e1; e2; e3) etF = V ect (e4; e5) :

Déterminer les dimensions respectives deE; F; E \ F etE + F:

Exercice 7 : Discuter, suivant la valeur du réelx; le rang de la famille de vecteurs :

fe1 = (1; x;�1) ; e2 = (x; 1; x) ; e3 = (�1; x; 1)g

Exercice 8 : DansE = R4; on donne les vecteurs :

e1 = (1; 1; 0; 0) ; e2 = (0; 1; 1; 0) ; e3 = (1; 1; 0; 1) ; e4 = (1; 0; 0; 0) ; e5 = (1; 1; 1; 1)

et l’on poseF = vect fe1; e2g ; G = vect fe3; e4g etG0 = vect fe3; e4; e5g :

1. Montrer queE = F �G:

2. A-t-onE = F �G0 ?
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Exercice 9 : Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

f1 : R2 �! R2 ; f1 (x; y) = (2x+ y; x� y)
f2 : R3 �! R3 ; f2 (x; y; z) = (xy; x; y)

f3 : R3 �! R3 ; f3 (x; y; z) = (2x+ y + z; y � z; x+ y)
f4 : R3 [X] �! R3 ; f4 (P ) = (P (�1) ; P (0) ; P (1))

Dans le cas où elles sont linéaires, déterminer leur matrice dans les bases canoniques des espaces de départ et d’arrivée.

Exercice 10 : On considère un espace vectorielE de dimensionn; et� une application linéaire deE dansE telle que�n = 0 et
�n�1 6= 0:
Si x est un élément deE tel que�n�1 (x) 6= 0E ;montrer que la famille

�
x; � (x) ; �2 (x) ; ::: ; �n�1 (x)

	
est une base deE:

Exercice 11 :Montrer que l’applicationf deR3 dans lui-même définie par :

f (x; y; z) = (z; x� y; y + z)

est un automorphisme deR3: (C’est-à-dire une application linéaire bijective).

Exercice 12 :Déterminer le noyau et l’image des applications linéaires deR2 ou deR3 dans lui-même canoniquement associées à
chacune des matrices suivantes :

A =

�
1 �2
�2 4

�
; B =

0@1 0 1
5 2 0
2 1 1

1A ; C =

0@1 �2 �1
1 �2 �1
0 0 0

1A :

Exercice 13 :Déterminer le rang de la matrice

A =

0BB@
1 2 1
3 4 1
5 6 1
7 8 1

1CCA
Donner une base du noyau et une base de l’image de l’application linéaire canoniquement associée àA:

Exercice 14 :On considère un espace vectorielE dont une base est(e1; e2) ; etf l’endomorphisme deE défini par :

f (e1) = 2e2 � e1 et f (e2) = e1 + 2e2

On poseu1 = 2e2 � e1 etu2 = e1 + 2e2: Vérifier que(u1; u2) est une base deE, puis exprimer la matrice def dans cette base.

Exercice 15 :On donne
v1 = (1; 0; 1) ; v2 = (1; 1; 0) ; v3 = (�1;�1; 1)

1. Vérifier que(v1; v2; v3) est une base deR3:

2. Ecrire la matrice de passage de la base canonique deR3 à la base(v1; v2; v3) :

3. On considère l’endomorphisme deR3 dont la matrice dans la base canonique estA =

0@2 �3 �1
1 �2 �1
1 �1 0

1A :
Déterminer la matrice de� dans la base(v1; v2; v3) :

Exercice 16 :Pour chaque couple(�; �) 2 R2; on considère l’application linéairef�;� deR4 dansR3 dont la matrice dans les bases
canoniques est :

M�;� =

0@ 1 3 � �
2 �1 2 1
�1 1 2 0

1A
Déterminer les valeurs des paramètres réels� et� pour lesquellesf�;� est surjective.
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