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Feuille de TD 1 : fonctions réelles (généralités)

Exercice 1. Les courbes suivantes sont-elles des graphes de fonctions 7 Si oui, s’agit-il de
fonctions injectives 7
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Exercice 2. Donner les domaines de définition des fonctions suivantes :
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fQZxHix(xQ—l)

farx—=a(z+1)

f42$i—>m

f5:xb—>(x2—2)%.

Exercice 3. Donner les domaines de définition et dessiner 'allure des graphes des fonctions

fix=Vr,g:x—vr+3eth:x— Jx+3.

Exercice 4. Tracer le graphe de la fonction

|z +4] six<0
frzeR—=<-2r+1 si 0<x<1
-2 s 1<x.

Déterminer graphiquement puis par le calcul 'ensemble f~1({0}) des antécédents de 0 par f.

, [—4,—1] et [—2, 3].

Exercice 5. Déterminer les images par f : x € R +— 22 des intervalles [1 1
—(1,3)).

3]
Méme question pour les images réciproques f~1([1, 00]), f~1(] — 00,3]) et f

Exercice 6. Les fonctions suivantes sont-elles injectives 7
firzeR— 23
forz € R |z
fz:x € R* — sign(x) =

E

]



2z si x>0
firxeR— T

x six<O0
f5:2 € R x|z
fo: 2 € R sin(2z).
Justifiez vos réponses. Dessiner I’allure du graphe de chaque fonction f et de sa réciproque f~!
si f est injective. Si f n’est pas injective, trouver si c’est possible un intervalle I tel que la
restriction f|; soit injective et tracer qualitativement le graphe de f \;1.

Exercice 7. Les fonctions suivantes sont-elles paires ou/et impaires 7 Justifiez vos réponses.
fiiz€eR—=0, fo:zxeR— |z, f3: 2 € R* — sign(zx)

2¢ si x>0

. SiX<0,f5:x€Rr—>x|x|

f4:x€Rr—>{

f6::r3€]Rr—>sin(2x),f7:x€R*r—>%,f8:x€R+r—>\/E
fo:x € R sin(z?), fio: 7 € R sin?(z), f11: 7 € R+ cos(z?)
fi2:r € R 23 +sin(z), fi3: 2 € R o+ cos(x), fia: v € R — xcos(x).

Si f et g sont paire(s)/impaire(s), que pouvez-vous dire sur la parité de f + g et fg ?

Exercice 8. La fonction
. 2rx T
fixeR—sin — —i—cos(?)

est-elle périodique ? Si oui, trouver une période.
Plus généralement, si f; et fo sont périodiques de périodes 17 et T, f 4+ g et fg sont-elles
périodiques ?

Exercice 9. Les fonctions suivantes sont-elles majorées et/ou minorées ? Sont-elles strictement
croissantes ou décroissantes sur leurs domaines de définition ?

firz €R— —2?

fo:x€0,1] = —a?
1

fz 2 €]0,1] — —
T
322 +2

: R _—
fa:x € +H6x2+6

fs:xe€]0,1] = sin <l>

x
Exercice 10. Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = z — E(x), ou E(x) désigne la partie
entiere de z (c’est-a-dire, le plus grand entier inférieur ou égal a x).

1. La fonction f est-elle bornée ? Si oui, déterminer le plus grand minorant inf(f) de f sur
R, ainsi que son plus petit majorant sup(f).

2. Montrer que f est périodique de période 1. Tracer le graphe de f.



Exercice 11. Etudier le signe des fonctions suivantes suivant la valeur de x :

f1:x€[3 o[~ Ve —1—+2r -3

57
forz € R ]z — 1] — /|22 — 3]
f3:r €R e (22 — 1)1 — 222 — 8|11

fa: 2 €10,27] — sin(x) cos(2z)
T.  COST

2

f5:1’€]0, 5

—sinz.

tan x

Exercice 12. Soit f: D — Ret g : D' — R deux fonctions telles que D’ C f(D). Soit I C D un
intervalle. On rappelle qu’une fonction est monotone si elle est soit croissante, soit décroissante.
Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Justifiez toutes vos réponses.

1. Si f et g sont respectivement monotones sur I et f(I), alors g o f est monotone sur I.
Plus précisemment : go f est croissante si f et g sont toutes les deux croissantes ou toutes
les deux décroissantes, et g o f est décroissante si f est croissante et g décroissante ou
Iinverse.

2. Si f est paire alors g o f est paire.

3. Si f est impaire alors g o f est impaire.

4. Si f est injective et g est injective, alors g o f est injective.

5. Si f n’est pas injective, alors g o f n’est pas injective.

6. Si g n’est pas injective, alors g o f n’est pas injective.

7. Si f: D — f(D) est bijective et monotone, alors f~! est monotone.
8. Si f: D — f(D) est bijective et paire, alors f~1 est paire.

9. Si f:D — f(D) est bijective et impaire, alors f~! est impaire.

Exercice 13. Etudier le signe de la fonction f : z €]0,1] — sin(1). Donner les intervalles sur
lesquelles f est strictement croissante ou décroissante. Tracer le graphe de f.

Exercice 14. Soit f : R — R définie par :

x siz€eZ
fl@)=% 1 sizeQ\Z
0 sizeR\Q

1. f est-elle croissante/décroissante, paire/impaire, périodique, bornée ?
2. Calculer les images par f de Z,Q,R\Z, [-1,2] et [1/2,/2].

3. Calculer les images réciproques des ensembles {0}, {1/2}, {1} et N.



Exercice 15. On consideére la fonction

1—\/:?)
1+Vx/

1. Montrer que f a pour domaine de définition D = [0, 1].

f:xr—>ln<

2. Montrer que Yu € R\ {—1},
1—u 2u

1+u 14w’

3. Montrer que la fonction h: u € Ry +— 12+_uu est croissante.

4. En déduire (sans calculer la dérivée f’) que f est décroissante sur [0, 1[ (On pourra utiliser
les résultats de l'exercice 12).

Exercice 16. 1. Soient x et y deux nombres réels tels que x < y. Montrer qu’il existe un
nombre rationnel r € Q tel que x < r < y. (Indication : par l'axiome d’Archimede, il
existe un entier naturel ¢ > 1/(y — x); prendre alors r = p/q avec p = E(qz) + 1).

2. Montrer par I'absurde que v/2 n’est pas un nombre rationnel.

3. Montrer que 'ensemble B = {x € Q; 2% < 2} n’a pas de plus petit majorant dans Q.



