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Exercice 1. Soit a < b, I = [a,b] CR et 0 < k < 1. On note Lipy 'espace vectoriel des fonctions
h: I — C vérifiant :

)= sup O

s,tel,s<t |t - 5|k

(fonctions k-lipschitziennes).
1. Montrer que si h € Lipy, alors h est continue sur I.

2. Montrer que
[12]lx,00 = pr(h) + sup [h(t)|
tel

définit une norme sur Lip,.

3. Montrer que (Lipy, ||.|[k,00) est un espace de Banach.

Exercice 2. On consideére le sous-espace de ¢>°(N) défini par :
co(N) = {a € (*°(N); lim a, =0} .
n—0o0
1. Montrer que ¢o(N) est un sous-espace fermé de (£*°(N), ||| )-

2. Soit b € (1(N). Vérifier que I'application ¢y : co(N) — C définie par :

eo(a) =Y bpan , a€c(N)
n=0

est une forme linéaire continue sur c¢o(N).

3. Montrer que pour tout ¢ dans le dual co(N)" de co(N), il existe une unique suite b € £*(N) telle
que @y = @.

4. L’espace co(N) est-il réflexif ?
Exercice 3. Soit X = L*([0,1]) (muni de la norme ||.|[12) et (£(X), |.|lz(x)) I'espace de Banach des

applications linéaires bornées de X dans X.
On associe a tout f € L°°([0,1]) une application linéaire My : X — X définie par :

Mi(g)=fg , geX.
1. Vérifier que My € L(X).

2. Montrer que ||[M¢||z(x) = ||f|lz. En déduire que I'application linéaire

. {LOO([O, 1) — L£(X)
f — My

est une isométrie. Ainsi, on peut identifier L>°([0, 1]) avec Z(L>°([0,1])) C L(X).



3. Soit E = C([0,1]) I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1].

(a) Le sous-espace Z(E) est-il fermé dans £(X) ?

(b) Montrer que pour tout f € L*([0,1]), il existe une suite (f,)nen dans E telle que, pour
tout g € X, la suite (My, (9))nen converge vers M¢(g) dans (X, |[|.||z2).

Indication : On pourra montrer au préalable qu’il existe une suite (fy)nen dans E telle
que f,(z) converge vers f(z) pour presque tout = € [0, 1].



