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Chaos dans les systèmes dynamiques classiques

EX : particule libre dans un domaine compact Ω ⊂ R
2 (billiard)

H(q,p) =
p2

2m
si q ∈ Ω , H(q,p) = +∞ si q /∈ Ω .

INTÉGRABLE

x

y

CHAOTIQUE

x

y

H(q,p) et |px| =
const. du mouvement

H(q,p) = seule const. du mouvement

Dynamique régulière

Hyperbolicité : séparation exponentielle des
trajectoires (λ > 0)

Ergodicité : lim
T→∞

∫ T

0

dt

T
f(qt,pt) = 〈f〉H=E .
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Chaos dans les systèmes quantiques ?

CHAOS QUANTIQUE = étude des systèmes quantiques ayant une

dynamique classique chaotique (hyperbolique, ergodique, . . . )

↪→ spectre du Hamiltonien, fonctions propres, . . .

APPLICATIONS : physique mésoscopique, atome H en champ ~B, . . .

EX : spectre {En} du Laplacien H = −~
2∆ sur Ω (spectre discret)

INTÉGRABLE

x

y

CHAOTIQUE

x

y

En = ~
2
(
n2

x + n2
y

)

nx, ny = 1, 2, . . .

(non générique)

spectre “aléatoire” similaire aux
spectres des noyaux complexes
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Densité d’états ρ(E)

{En} = valeurs propres du Hamiltonien H (spectre discret)

ρ(E) =
∑

n

δ(E − En) .

〈
ρ(E)

〉
= moyenne de ρ sur un intervalle spectral I∆,

I∆ = [E − ∆, E + ∆] contient beaucoup de valeurs propres En

c’est-à-dire :

∆ � 1

〈ρ(E)〉 (= distance moyenne entre énergies voisines).

Formule de Weyl : pour f degrés de liberté (f ≥ 2)

〈
ρ(E)

〉
∝ ~

−f .
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Statistique spectrale : espacement entre valeurs propres

Espacement entre énergies voisines : sn = 〈ρ(E)〉(En+1 − En)

P (s) ds =
] valeurs propres En∈ I∆, s ≤ sn ≤ s + ds

] valeurs propres En∈ I∆
.

INTÉGRABLE
(générique) ⇒ Poisson CHAOTIQUE

symétrie par renversement
du temps ⇒ GOE
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Statistique spectrale : corrélations entre valeurs propres

Fonction de corrélation à 2 points pour la densité d’états ρ :

R(ε) =
〈
ρ(E)ρ(E + ε)

〉
−

〈
ρ(E)

〉2

≡ 1√
2π∆2

∑

n,m

exp

(
− (En − E)2

2∆2

)
δ
(
En − Em + ε

)
−

〈
ρ(E)

〉2

moyenne 〈.〉 sur beaucoup de valeurs propres En ≈ E

Facteur de forme = transformée de Fourier

“tronquée” de R(ε) :
T T+T−δ δ

T’

E’
E

∆

T/2 T/2

K(T ) =
〈
ρ(E)

〉−1
∫ T+δT/2

T−δT/2

dT ′

δT

∫ ∞

−∞

dε e−iεT ′/~R(ε)

=
〈
ρ(E)

〉−1
∫ ∞

−∞

dε sinc

(
ε δT

2~

)
e−iεT/~ R(ε)

avec 0 < δT � ~
〈
ρ(E)

〉
→ K(T ) est auto-moyennant.
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Théorie des matrices aléatoires (Wigner ’58, Dyson)

1. Ensemble GOE :
H = matrice aléatoire N × N réelle symétrique (éléments de
matrice = variables aléatoires indépendantes gaussiennes).

Pour N → ∞, τ = T/N〈ρ(E)〉 fixé,

KGOE(τ) = 2τ − τ log(1 + 2τ) si 0 ≤ τ ≤ 1

= 2τ − 2τ2 + . . .

2. Ensemble GUE :
H = matrice aléatoire N × N complexe auto-adjointe (id.).

KGUE(τ) = τ si 0 ≤ τ ≤ 1

3. Spin 1
2 , autres symétries ⇒ autres ensembles de matrices

aléatoires
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Conjecture de Bohigas, Giannoni & Schmit (’84)

TEMPS DE HEISENBERG : TH = 2π~ 〈ρ(E)〉 ∝ ~
1−f

CONJECTURE : Si le système a une dynamique classique

chaotique, le facteur de forme K(τ) exprimé en fonction de

τ = T/TH est universel (indépendant du système considéré) et

coı̈ncide avec la prédiction de la théorie des matrices aléatoires.

Dynamique invariante par ren-
versement du temps (RT) :

K(τ) = KGOE(τ) = 2τ − 2τ2 + . . .

NB : ici, système déterministe
(pas de désordre).
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Limite semi-classique : intégrable vs chaotique

DYNAMIQUES INTÉGRABLES : H(q,p) = H(I),
I1, .., If actions conservées (f = ] degrés de liberté)

Quantification de Einstein-Brillouin-Keller :

Ii = h (ni + νi) , ni = 1, 2, . . . , νi = indice de Maslov.

DYNAMIQUES CHAOTIQUES : seul H est conservé

→ Principe de correspondance de Bohr ?

Orbites périodiques γ

x

y

 CLOSED GEODESIC

• période Tγ

• exposants de Lyapunov
λγ > 0

• action Sγ =

∫ Tγ

0

p(t) · q̇(t) dt

EX : Sγ = longueur de γ
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Formule de trace de Gutzwiller (’71)

ρ(E) ∼ 〈ρ(E)〉 +
1

π~
Re

∑

orbites périod.γ d’énergie E

Aγ eiSγ/~ , ~ → 0

spectre quantique {En} ↔ ens. {Sγ} des actions classiques

NB : particule libre sur Ω = surface de Riemann compacte à courbure
négative constante ⇒ formule de Selberg (exact).

Facteur de forme à la limite semi-classique ~ → 0 :

Ksemicl(T ) =
1

TH

1

δT

〈
∑

2T−δT≤Tγ+Tγ′≤2T+δT

AγA∗
γ′ ei(Sγ−Sγ′ )/~

〉

corrélations spectrales ↔ corrélations entre orbites périod.

↪→ Seules les familles de paires d’orbites périodiques (γ, γ ′)

telles que Sγ − Sγ′ est arbitrairement petit (de l’ordre de ~)

contribuent à la limite ~ → 0.
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Approximation diagonale (Berry ’85)

LIMITE INTÉRESSANTE : ~ → 0 , T → ∞ , τ = T
TH

fixé.

Ksemicl(T ) =
1

TH

1

δT

〈
∑

2T−δT≤Tγ+Tγ′≤2T+δT

AγA∗
γ′ e

i
~
(Sγ−Sγ′)

〉

Contribution des paires d’orbites (γ, γ ′) telles que Sγ = Sγ′ :

Hypothèse : pas de dégénérescences entre
actions (modulo RT)

NB : non satisfait pour certaines surfaces à
courbure < 0 const.

K
(1)
semicl(T ) =

g

TH δT

∑

T−δT/2≤Tγ≤T+δT/2

|Aγ |2 ∼ g τ
x

y

γ

γ TR

• Invariance par RT ⇒ g = 2 : Ksemicl(τ) ∼ 2τ︸︷︷︸
approx. diag.

−2τ2 + · · ·︸ ︷︷ ︸
résultat GOE

• Sinon ⇒ g = 1 : Ksemicl(τ) ∼ τ = résultat GUE si τ ≤ 1.
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Orbites partenaires (Sieber & Richter ’01, Turek & Richter, Spehner ’03)

q2

q1

ε γ γ∼

f

p i

−p

Sγ ' Seγ , Aγ ' Aeγ

Existe seulement :
(Sieber & Richter ’01)

1. dans les systèmes invariants par RT

2. si γ est hyperbolique (λγ 6= 0)

3. pour des petits angles d’intersection |ε| � 1.

Dans l’espace des phases : x = (q,p) ∈ M
Application RT : T : (q,p) → (q,−p)

γ = (xt)0≤t≤T = courbe fermée dans M
possédant un point x0 = (qi,pi) tq :

|xt`−t − T x0+t| � 1 , −ts ≤ t ≤ tu .

t` = temps de rencontre modulo RT.

γ

γ TR

q

q

p

1

2

xt

Λ

x−ts xt u
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Différence d’actions

ε
q

q

q

q2

q1

0 t

qt  t  −tl
l

γ~γ

Orbite partenaire : γ̃ = (x̃t)0≤t≤eT{
x̃t`−t ≈ T xt si 0 ≤ t ≤ t`

x̃t ≈ xt si t` ≤ t ≤ T γ

q

q

p

1

2

xt
γτxt+tl

xt+t l

τ

region de rencontre

γ~

TR

Existe si λγ,i > 0 et si ‖xt` − T x0‖ est suffisament petit.

Hyperbolicité ⇒ ∃ base de l’espace tangent (TM)⊥ ⊥ ẋ0 en x = x0

• eu,i(x) directions instables (i = 1, ..., f − 1)

• es,i(x) directions stables (id.)

(
T xt`

− x
)
⊥

=

f−1∑

i=1

(
ui eu,i(x) + si es,i(x)

)

Différence d’actions : δS = Seγ − Sγ =

f−1∑

i=1

uisi
x

S

q

p

s

DIRECTION

STABLE

UNSTABLE DIRECTION

~

x t

x~ t

l
τ

u

δ

−tt

−tltxτ
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Contribution de (γ, γ̃) au facteur de forme

K
(2)
semicl(T ) ≡ 1

TH

1

δT

〈 ∑

2T−δT≤Tγ+T
eγ
≤2T+δT

Aγ

∑

eγ

A∗
eγ e

i
~
(S

eγ
−Sγ)

〉

∑

γ̃

e
i
~
(S

eγ
−Sγ) =

∫ Tγ

0

dt

∫ f−1∏

i=1

(
dui dsi e

i
~

uisi

)
Nγ(xt; u, s)

Nγ(x; u, s) = densité au point x ∈ γ de

“rencontres modulo RT”.

Théorème d’équidistribution:

(Bowen ’72, Parry & Pollicott)

Pour T → ∞,

xt

p

q

γ

∑

T≤Tγ≤T+δT

|Aγ |2
δT

∫ Tγ

0

dt

T 2
f(xt) → 〈f〉H=E ≡

∫

H(x)=E

dx′ f(x′) .

LIMITE : ~ → 0 , T → ∞ , τ = T
TH

fixé ⇒ K
(2)
semicl(T ) ∼ −2τ2

Ksemicl(τ) ∼ 2τ︸︷︷︸
approx. diag.

−2τ2

︸ ︷︷ ︸
orbites partenaires

+ . . .︸ ︷︷ ︸
multi-partenaires?

→ KGOE , universel.
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Corrélations entre éléments de matrice diagonaux
(Turek, Spehner, Müller & Richter ’04)

A = observable quantique de symbole de Weyl a(x) ∈ C∞(M)

Vecteurs propres |n〉 du Hamiltonien : H|n〉 = En|n〉

ρa(E) =
∑

n

〈n|A|n〉 δ(E − En)

↪→ facteur de forme Ka(T ).

Théorème de Snirelman (’74) : si la dynamique classique est
ergodique, ∀ |n〉 dans un ensemble de “densité 1”,

〈n|A|n〉 → a ≡
∫

dµ(x) a(x) , ~ → 0 .

RÉSULTAT :

Ka(T ) ∼ K(τ) a2

︸ ︷︷ ︸
Snirelmann

+
1

T

(
2τ−2τ2 + ...)

∫ ∞

0

dt Ca(t)

︸ ︷︷ ︸
correction d’ordre 1/TH

Ca(t) =
1

2

∫
dµ(x) a(xt)

(
a(x) + a(T x)

)
fonction de corrél. class.
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Conclusions - Perspectives

• L’ universalité des corrélations spectrales dans les systèmes

classiquement chaotiques trouve son origine dans l’hyperbolicité

et la répartition uniforme des orbites périodiques classiques

dans l’espace des phases (+ fort que ergodicité).

• Corrélations spectrales ↔ corrélations d’actions entre orbites

périodiques.

• Question : pourquoi seules les paires d’orbites partenaires (γ, γ̃)

contribuent au facteur de forme à l’ordre τ 2 à la limite ~ → 0 ?

PERSPECTIVES :

• Application au transport dans les systèmes mésoscopiques

(théorie semi-classique).

• Vers une preuve rigoureuse de la conjecture BGS?
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