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Recordatorios y plan
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Recordatorios y plan

@ Ecuacion de Lorenz, describimos sus puntos fijos y una
bifurcacionen r = 1.
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Recordatorios y plan

@ Ecuacion de Lorenz, describimos sus puntos fijos y una
bifurcacién en r = 1. Nos falta encontrar una herradura escondida
en el atractor.
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Recordatorios y plan

@ Herradura de Smale.
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Conjunto de Cantor

¢, Qué es un conjunto de Cantor?
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¢, Qué es un conjunto de Cantor?
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Conjunto de Cantor

¢, Qué es un conjunto de Cantor?

Definicion
Un conjunto es un conjunto de Cantor si es un espacio métrico
compacto totalmente disconexo y sin puntos aislados.
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Herradura de Smale
Describir el conjunto invariante de f,

r = {xecC|f"(x)eCVneZ}
rnr-.
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Herradura de Smale
Describir el conjunto invariante de f,

r = {xecC|f"(x)eCVneZ}
rnr-.

Observemos que el ancho de R; es 5~ 1.
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Herradura de Smale

r = renr-.

Ri1 Rz Ry> Rop

Dominio de f3
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Herradura de Smale

r = renr-.

Ri1 Rz Ry> Rop

Dominio de f3

Observaciones
o RV0V1 C RV()!
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Herradura de Smale

r = renr-.

Ri1 Rz Ry> Rop

Dominio de f3

Observaciones
o RV0V1 C RVQ!
e f(RV0V1) C RV1'

Ana Rechtman Ejemplos de sistemas dindmicos cadticos

6/23



Herradura de Smale
¢, Cémo describir el dominio de 4?
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Herradura de Smale
¢,Como describir el dominio de f4? (sin dibujar)
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Herradura de Smale
¢,Como describir el dominio de f4? (sin dibujar)

Dominio de

Esta formado por 2*~" = 8 rectangulos verticales Ry, v,-

° F?VbV1V2 C F?VbV1 C f?Vbs
° f(RVoV1 Vz) C RV1 v Y fz(RV0V1 Vz) = RVz'
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Herradura de Smale

¢,Como describir el dominio de f4? (sin dibujar)

Dominio de f*

Esta formado por 2*~" = 8 rectangulos verticales Ry, v,-
@ Ryvv, C Ry, C Ry,
@ f(Ryvvo) C Ruyw Y fz(Rvow v) = Ry,

También,
RV0V1 Vo — RVo nf! (RV1) N f_2(RV2)'
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Herradura de Smale

¢,Como describir el dominio de f4? (sin dibujar)

Dominio de f*

Esta formado por 2*~" = 8 rectangulos verticales Ry, v,-
@ Ryvv, C Ry, C Ry,
@ f(Ryvvo) C Ruyw Y fz(Rvow v) = Ry,

También,
RV0V1 Vo — RVo nf! (RV1) N f_2(RV2)'

En general,
Ryy...vo = Ry N f_1(RV1) NN "(Ry,),
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Herradura de Smale

¢,Como describir el dominio de f4? (sin dibujar)

Dominio de

Esta formado por 2*~" = 8 rectangulos verticales Ry, v,-
@ Ryvw C Ryy C Ry,
@ f(Ryvvo) C Ruyw Y fz(Rvow v) = Ry,

También,
Rvov1 Vo = Rvo N f_1 (Rv1) N f_Z(sz)-

En general,
RV0-~~Vn = RVO N f_1(RV1) n---N f_n(RVn)a

define un rectangulo vertical cuyo ancho es 5~ ("t1),
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Herradura de Smale

¢,Como describir el dominio de f4? (sin dibujar)

Dominio de

Esta formado por 2*~" = 8 rectangulos verticales Ry, v,-
@ Ryvw C Ryy C Ry,
@ f(Ryvvo) C Ruyw Y fz(Rvow v) = Ry,

También,
Rvov1 Vo = Rvo N f_1 (Rv1) N f_Z(sz)-

En general,
RV0-~~Vn = RVO N f_1(RV1) n---N f_n(RVn)a
define un rectangulo vertical cuyo ancho es 5~ ("t1),
r=Cy x[0,1],
con Cy un conjunto de Cantor.
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Herradura de Smale: conjunto invariante

f~1 esta definida en f(Ry) U f(Rx) = f(C) N C,

Ana Rechtman Ejemplos de sistemas dindmicos cadticos



Herradura de Smale: conjunto invariante

f~1 esta definida en f(Ry) U f(Rx) = f(C) N C,

con Sy, = f(Rw,)-
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Herradura de Smale: conjunto invariante
f~2 esta definida en
f(f(C) N C) NnC= f(S1 N 82) NC=S811NSi2N SN Sy.

_
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Herradura de Smale: conjunto invariante
2 esta definida en
f(f(C) N C) NnC= f(S1 N 82) NC=S811NSi2N SN Sy.

_

Observemos que Sw,w, C Sw, ¥ 1 (Swiwy) = Sws-
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Herradura de Smale: conjunto invariante
2 esta definida en
f(f(C) N C) NnC= f(S1 N 82) NC=S811NSi2N SN Sy.

Observemos que Sw,w, C Sw, ¥ 1 (Swiwy) = Sws-

SW1 Wy — SW1 N f(SWz)v

es un rectangulo horizontal cuya altura mide o?.
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Herradura de Smale: conjunto invariante

En general,

Sw

4

Wy = SW1 N f(SW2) n---N fn_1(SWn)

es un rectangulo horizontal cuya altura mide «".
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Herradura de Smale: conjunto invariante

En general,

Sw

4

Wy = SW1 N f(SW2) n---N fn_1(SWn)
es un rectangulo horizontal cuya altura mide «".
r~ =1[0,1] x Cy,

con C, un conjunto de Cantor.
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Herradura de Smale: conjunto invariante

En general,

SW1~~~Wn = SW1 n f(SW2) ARERl fn_1(SWn)

es un rectangulo horizontal cuya altura mide «".
r~ =1[0,1] x Cy,

con C, un conjunto de Cantor.

Conjunto invariante
r=r+tnr-
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Herradura de Smale: conjunto invariante

En general,

SW1~~~Wn = SW1 n f(SW2) ARERl fn_1(SWn)

es un rectangulo horizontal cuya altura mide «".
r~ =1[0,1] x Cy,

con C, un conjunto de Cantor.

Conjunto invariante
=TT NI~ esun conjunto de Cantor.
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Dinamica simbolica

Sea ¥, = {1,2}7 el conjunto de las sucesiones bi-infinitas de 1y 2.
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Dinamica simbolica

Sea ¥, = {1,2}7 el conjunto de las sucesiones bi-infinitas de 1y 2.

<|
Mm

2o
VoV VgV VoL
Vi € {1,2}.

<|
Il
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Dinamica simbolica

Sea ¥, = {1,2}7 el conjunto de las sucesiones bi-infinitas de 1y 2.

<|
Mm

2o
VoV VgV VoL
Vi € {1,2}.

<|
Il

Distancia en X,
Si v, w € Y, entonces
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Dinamica simbolica

Sea ¥, = {1,2}7 el conjunto de las sucesiones bi-infinitas de 1y 2.

<|
Mm

2o
VoV VgV VoL
Vi € {1,2}.

<|
Il

Distancia en X,
Siv,w € ¥, entonces

_ Vi — w;
s, (V, W) = Z |I2TI|
i

Dadoe >0y V € Xy, scudles son los elementos de w € %, tales que
d):z(v, W) <€e?
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La dinamica en ¥,

Desplazamiento (shift)
c:1Y¥Ys — Yo
R A1 AR T ) 21 - I o SR VAR § VAR L 7/ T 2 7 T
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La dinamica en ¥,

Desplazamiento (shift)
c:1Y¥Ys — Yo
R A1 AR T ) 21 - I o SR VAR § VAR L 7/ T 2 7 T

¢ Cual es la dinamica de o ?
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oy f

Teorema

Existe un homeomorfismo h : ¥, — I tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

ZQL)ZQ
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oy f

Teorema

Existe un homeomorfismo h : ¥, — I tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

T —2 %
|

r—"r

Ry,..v, = Ry, N Y(R,)N---NF"(Ry,),

Swy..wn = Swy N F(Sw,) M-+ N fn_1(SWn).
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oy f

Teorema

Existe un homeomorfismo h : ¥, — T tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

22%22
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oy f

Teorema

Existe un homeomorfismo h : ¥, — T tal que el siguiente diagrama es
conmutativo
22 L) 22

ol

r—'"+r

Decimos que f y o estan topolégicamente conjugados.

Observacion

h es continua, lo que implica x, y € I son cercanos, entonces
h=1(x), h~'(y) € ¥, son cercanos.
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Preguntas sobre la dinamica de o
...odef.
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Preguntas sobre la dinamica de o
...odef.

@ Encontrar dos puntos x,y € I tales que f(x) = xy f(y) = y.
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Preguntas sobre la dinamica de o
...odef.

@ Encontrar dos puntos x,y € T tales que f(x) = xy f(y) = y.
© Dado n € N encontrar una érbita periédica de longitud n.
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Preguntas sobre la dinamica de o
...odef.

@ Encontrar dos puntos x,y € T tales que f(x) = xy f(y) = y.

© Dado n € N encontrar una érbita periédica de longitud n.

© AUn mejor, para toda n € N demonstrar que existen 2" érbitas
periédicas.
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© Demostrar que las érbitas periédicas son densas: para toda € > 0
y V € ¥, existe un punto w en una érbita periddica tal que
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© Dependencia de condiciones iniciales: demostrar que para toda
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ds,(c"(v),c"(w)) > 1.
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Preguntas sobre la dinamica de o
..odef.

@ Encontrar dos puntos x, y € I tales que f(x) = xy f(y) = y.

© Dado n € N encontrar una érbita periédica de longitud n.

© Aun mejor, para toda n € N demonstrar que existen 2" érbitas
periddicas.

© Demostrar que las érbitas periédicas son densas: para toda € > 0
y V € ¥, existe un punto w en una 6rbita periddica tal que
d):z(V, W) < €.

© Dependencia de condiciones iniciales: demostrar que para toda
e>0existenv,w € Xy ne Ntales que ds,(V,W) < ey
ds,(c"(v),c"(w)) > 1.

© Demostrar que la dinamica es transitiva:
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Preguntas sobre la dinamica de o
..odef.

@ Encontrar dos puntos x, y € I tales que f(x) = xy f(y) = y.

© Dado n € N encontrar una érbita periédica de longitud n.

© Aun mejor, para toda n € N demonstrar que existen 2" érbitas
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© Demostrar que las érbitas periédicas son densas: para toda € > 0
y V € ¥, existe un punto w en una 6rbita periddica tal que
d):z(V, W) < €.

© Dependencia de condiciones iniciales: demostrar que para toda
e>0existenv,w € Xy ne Ntales que ds,(V,W) < ey
ds,(c"(v),c"(w)) > 1.

© Demostrar que la dindmica es transitiva: existe un punto v € ¥,

tal que para toda wy e > 0 existe n € N tal que ds,(c"(v), W) < e.
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Preguntas sobre la dinamica de o
..odef.

@ Encontrar dos puntos x,y €I tales que f(x) = xy f(y) = y.

© Dado n € N encontrar una érbita periédica de longitud n.

© AUn mejor, para toda n € N demonstrar que existen 2" érbitas
periddicas.

© Demostrar que las érbitas periédicas son densas: para toda € > 0
y V € ¥, existe un punto w en una 6rbita periddica tal que
d):z(V, W) < €.

© Dependencia de condiciones iniciales: demostrar que para toda
e>0existenv,w € Xy ne Ntales que ds,(V,W) < ey
ds,(c"(v),c"(w)) > 1.

© Demostrar que la dindmica es transitiva: existe un punto v € ¥,
tal que para toda W y ¢ > 0 existe n € N tal que ds,(0"(v), W) < e.

@ Mezclante:
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Preguntas sobre la dinamica de o
..odef.

@ Encontrar dos puntos x,y €I tales que f(x) = xy f(y) = y.

© Dado n € N encontrar una érbita periédica de longitud n.

© AUn mejor, para toda n € N demonstrar que existen 2" érbitas
periddicas.

© Demostrar que las érbitas periédicas son densas: para toda € > 0
y V € ¥, existe un punto w en una 6rbita periddica tal que
d):z(V, W) < €.

© Dependencia de condiciones iniciales: demostrar que para toda
e>0existenv,w € Xy ne Ntales que ds,(V,W) < ey
ds,(c"(v),c"(w)) > 1.

© Demostrar que la dindmica es transitiva: existe un punto v € ¥,
tal que para toda W y ¢ > 0 existe n € N tal que ds,(0"(v), W) < e.

@ Mezclante: dados dos abiertos U, V € C que intersectan a T,
existe n > O tal que f(UNT)N V # 0.
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Puntos fijos de la herradura y dinamica hiperbdlica

En ¥, hay dos puntos fijos de o

Vi=..11.111... y Vo=...22.222....
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Puntos fijos de la herradura y dinamica hiperbdlica

En ¥, hay dos puntos fijos de o
Vi=...11.111... y Vp=...22.222. ...
Entonces, x;1 = h(v1) y xo = h(V2) son puntos fijos de f.

x1 € Ry1 N Sy Yy ¥y €RxnSo.
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Puntos fijos de la herradura y dinamica hiperbdlica
Fijemonos en x; = h(v4), la linea vertical que pasa por x; es Ry11....

Ana Rechtman Ejemplos de sistemas dindmicos caéticos 17/23



Puntos fijos de la herradura y dinamica hiperbdlica

Fijemonos en x; = h(v4), la linea vertical que pasa por x; es Ry11....
Para y € Ry11.., f"(y) esta bien definido y esta en Ry11....

B

¢, Qué pasa con dy2(x1, f"(y))?
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Orbita homoclinica
Como Vy € Ryq1.. = dge(x1,f"(y)) — 0, decimos que Ry11.. esla
variedad estable de x;.
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Orbita homoclinica

Como Yy € Ryy1.. = dga(xq,f'(y)) — 0, decimos que Ry11..

variedad estable de xj.

De la misma forma, S;11_. es la variedad inestable de x;.

X es un punto fijo hiperbdlico.
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Orbita homoclinica
Como Yy € Ryy1.. = dga(xq,f"(y)) — 0, decimos que Ry11.. esla
variedad estable de xj.

De la misma forma, S;11_. es la variedad inestable de x;.

X es un punto fijo hiperbdlico.

y es un punto de interseccion de las variedades estables e inestables
de xj.
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Homoclinic tangle
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Homoclinic tangle
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Homoclinic tangle

Inicialmente descrito por Poincaré.
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Dinamica hiperbolica

Definicion

f:UcCR"— f(U) de clase C? un difeomorfismo y A un conjunto
cerrado invariante.
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Dinamica hiperbolica

Definicion

f:UcCR"— f(U) de clase C? un difeomorfismo y A un conjunto
cerrado invariante. Decimos que N\ es hiperbdlico si para toda x € N\

R" = W3(x) ® WY(x)
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tal que
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Dinamica hiperbdlica

Definicion

f:UcCR"— f(U) de clase C? un difeomorfismo y A un conjunto
cerrado invariante. Decimos que N\ es hiperbdlico si para toda x € N\

R" = W3(x) ® WY(x)

tal que
@ contraccion y expansion uniforme,
@ /a descomposicion es invariante.

Definicion
A\ es un atractor hiperbolico si AV vecindad de A tal que

/\ E ﬁnzofn( V).
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Dinamica hiperbdlica

Definicion

f:UcCR"— f(U) de clase C? un difeomorfismo y A un conjunto

cerrado invariante. Decimos que N\ es hiperbdlico si para toda x € N\
R" = W3(x) ® WY(x)

tal que
@ contraccion y expansion uniforme,
@ /a descomposicion es invariante.

Definicion
A\ es un atractor hiperbolico si AV vecindad de A tal que

/\ = ﬂnzofn( V).

Decimos que Up>of~"(V) es la cuenca de atraccion de A.
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Dinamica hiperbdlica de la herradura

Regreso a la herradura, Vx € I
@ la variedad estable W*(x) de x es la linea vertical que pasa por x:
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Dinamica hiperbdlica de la herradura

Regreso a la herradura, Vx € I

@ la variedad estable W*(x) de x es la linea vertical que pasa por x:
paratoday € We(x)NT

e (f7(x), F'(y)) = "d(x,y) = O;
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Dinamica hiperbdlica de la herradura

Regreso a la herradura, Vx € I

@ la variedad estable W*(x) de x es la linea vertical que pasa por x:
paratoday € We(x)NT

e (f7(x), F'(y)) = "d(x,y) = O;

@ la variedad inestable WY(x) de x es la linea horizontal que pasa
por X:
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Dinamica hiperbdlica de la herradura

Regreso a la herradura, Vx € T

@ la variedad estable W*(x) de x es la linea vertical que pasa por x:
paratoday € We(x)NT

e (f7(x), F'(y)) = "d(x,y) = O;

@ la variedad inestable WY(x) de x es la linea horizontal que pasa
por x:paratoday € WY(x)nT

e (F(x), () = "d(x,y) = O;
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Dos teoremas importantes

Teorema (Smale)

Dada una interseccion homoclinica transversa de un punto hiperbdlico
X,
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Dos teoremas importantes

Teorema (Smale)

Dada una interseccion homoclinica transversa de un punto hiperbdlico
X, se puede encontrar un rectangulo R y n € Z, tales que f" actua en
R como una herradura.

En particular, hay un conjunto de Cantor C invariante que es un

conjunto hiperbdlico de " y f"| - es conjugado al shift en dos
elementos.

Ana Rechtman Ejemplos de sistemas dinamicos caéticos 22/23




... y otro teorema

Teorema

Sea f: U c R" — f(U) con un conjunto hiperbdlico A tal que 3V
vecindad de A tal que N = Npez (V) (es decir N es maximal).
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... y otro teorema
Teorema

Sea f: U c R" — f(U) con un conjunto hiperbdlico A tal que 3V
vecindad de A tal que N = Npez (V) (es decir N es maximal).
Entonces existe una cubierta finita de \ por conjuntos A1, ..., A C A
con interiores disjuntos, una matriz de transicion A y un mapeo

h: X4 — A tales que h es continuo excepto en U,c7f"(B) y el
diagrama es conmutativo

ZA%ZA

A

A —T 5 A
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... y otro teorema
Teorema

Sea f: U c R" — f(U) con un conjunto hiperbdlico A tal que 3V
vecindad de A tal que N = Npez (V) (es decir N es maximal).
Entonces existe una cubierta finita de \ por conjuntos A1, ..., A C A
con interiores disjuntos, una matriz de transicion A y un mapeo

h: X4 — A tales que h es continuo excepto en U,c7f"(B) y el
diagrama es conmutativo

ZALZA

A= (aj)f_y tal que

g1 SN #0
710 sif(A)NA =0
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