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Introduccion

El objetivo de este texto es exponer, siguiendo la demostraciéon que dan Pierre-
Alain Cherix, et al. en el libro Groups with the Haagerup Property: Gromov’s a-T-
menability,' que el grupo U(n, 1) tiene la propiedad de Haagerup. Por definicién esto
quiere decir que U(n, 1) admite una accién isométrica, fuertemente continua y propia
en un espacio de Hilbert real.

En el primer capitulo se desarrolla el lenguaje de representaciones que se necesita
para definir la propiedad de Haagerup. En este sentido las funciones de tipo positivo y
las funciones de tipo negativo seran definidas, brevemente estudiadas y caracterizadas
mediante las dos construcciones de Gelfand-Neimark-Segal, que aqui se presentaran.
Con estas herramientas se probaran cuatro equivalencias de la propiedad de Haagerup.
Una de ellas es la existencia de una funcién de tipo negativo y propia. En el tercer
capitulo se demostrara que U(n, 1) admite una funcién de este tipo.

Se describira la relacién entre las acciones de un grupo en espacios de Hilbert
reales por isometrias y un tipo de funciones definidas en el grupo llamadas cociclos.
Utilizando esto se dara un método para construir representaciones afines que sera
fuente de ejemplos de grupos con la propiedad de Haagerup.

En el segundo capitulo se exponen algunos ejemplos de grupos con la propiedad de
Haagerup, entre ellos los grupos promediables y los grupos que actiian propiamente
en espacios con muros. Esta tultima familia, se mostrara, incluye a los grupos libres
finitamente generados. También se daran condiciones suficientes para que a partir de
una acciéon de un grupo en un espacio de medida se pueda concluir que dicho grupo
tiene la propiedad de Haagerup.

En el tercer capitulo se muestra que U(n, 1) tiene la propiedad de Haagerup. Pa-
ra ello se definirdn las funciones de Busemann asociadas a rayos geodésicos en un
espacio métrico y se estudiaran aquellas asociadas al espacio hiperbdlico complejo.
Se introduciran la frontera visual del espacio hiperbélico complejo y el mapeo visual
asociado a cada punto del espacio hiperbdlico complejo, y se obtendran las férmulas
para cada una de estas funciones. En el espacio de formas diferenciales en la frontera
visual con integral nula se definird un producto escalar definido positivo y no degene-
rado. Se construird una accién natural por transformaciones ortogonales de U(n, 1) en
este espacio y utilizando los mapeos visuales se definira una funcién equivariante en
el espacio hiperbdlico complejo con valores en las formas diferenciales de la frontera
visual con integral cero y que cumple la condiciéon de cociclo. De ahi se obtendra la

'Pierre-Alain Cherix, et al., Groups with the Haagerup Property: Gromov’s a-T-menability, Ba-
silea, Springer Basel AG, 2001.



funcién de tipo negativo propia para U(n,1).



Capitulo 1

La propiedad de Haagerup

1.1. Funciones de tipo positivo y negativo

En esta seccion se desarrollard el lenguaje en el que se describira la propiedad de
Haagerup en la siguiente seccion. Aqui se sigue el tratamiento del tema que dan Bachir
Bekka et al. en el libro Kazhdan’s Property (T).! En esta seccién y en el resto del
texto G serd un grupo topolégico y Hausdorff. Més adelante se supondra ademas que
G es localmente compacto y segundo numerable, y en estos 1ltimos grupos se centrara
el texto, pero para las construcciones hechas en esta seccién no son necesarias esas
hipétesis.

Se dird que (H, ) es una representacion fuertemente continua de G si 7 es un
homomorfismo G' = Homeo(H), con H un espacio de Hilbert real o complejo, y si
para toda h € H, la funcién g — w(g)h es continua. Diremos que (H,7) es una
representacion afin de G si es una representacién fuertemente continua, H es un
espacio de Hilbert real y para toda g € G, 7(g) es una isometria de H. Diremos
que (H, ) es una representaciéon ortogonal (unitaria) de G, si es una representacion
fuertemente continua, H es un espacio de Hilbert real (complejo) y para toda g € G,
7(g) es una transformacion lineal ortogonal (unitaria) de #.

Definicién 1.1. Una funcién continua G % C se dice de tipo positivo o definida
positiva, si para cadan € N y para cada {g1,...,9.} C G y cada {z,...,z,} CC,

n

> zzelgrt - g) 2 0.

ij=1

Proposicién 1.2. Si G 2 C es una funcién definida positiva, se cumple:

a) (e) > 0.
b) Para toda g € G, o(g7') = ¢(g).
¢) Para toda g € G, |p(9)| < p(e).

Demostracién. a) Sin=1,g; = ey z; = 1, se deduce de la definicién que p(e) > 0.
b) Sin=2,9, =g,90 =e,21 = 1,25 = z, entonces

= —1 2
ple) +¢(9)Z + (g™ )z +ple)]z]” 2 0.
'Bachir Bekka, et al., Kazhdan’s Property (T), Cambridge, Cambridge University Press, 2008.




6 CAPITULO 1. LA PROPIEDAD DE HAAGERUP

Tomando z = i se tiene 2p(e) +i(p(g) — ©(g)) > 0. Si z = 1, entonces

2¢(e) + ¢(g) +9(g') > 0.

De esto se puede concluir que i(¢(g7') — ¢(g9)) v ©v(g7!) + ©(g) son nimeros reales,
y por lo tanto, (g) = w(g7").

c) Supéngase ¢(e) = 0y sea z = —p(g). Se tiene, por la demostracién de b), que
—2(Jp(9)]?) > 0. Entonces ¢(g) = 0 para toda g € G.

Ahora supéngase @(e) > 0. Sea z = —p(g)p(e)”", entonces, por la demostracién
de b),
o(e) = la)e(9)e(e) " — oy~ Vela)e(e) ™ + (o) pla)e(e)
#(e) = p(9)p(9)e(e) ™ = pl9)p(9)p(e) ™ + [(9)][sple) ]
= wle) = e ¢(e) " = |p(9) (o) +[e(o)| [ele) |
wle) = le(9)[ ele) " 20
Por lo tanto ¢(e) > |¢(g)|, para toda g € G. O

Proposicién 1.3. Sea (7w, H) una representacion unitaria de G y sea n € H. La
funcion g — (mw(g)n,n) es de tipo positivo.

Demostracién. Sean {gi,...,9,} C Gy {z1,...,2,} C C. Si h = Y"1 z7w(g:)n,
entonces:

Sz mlert - gmn) = Y7 27w (g, w(g;)n)
(h, h)
0.

Vvl

]

En el siguiente teorema se mostrara que las funciones de tipo positivo de la pro-
posicion anterior son todas, es decir, cada funcién de tipo positivo de G es de esta
forma para alguna representacién unitaria (H, ) de G y algun vector n € H.

Una representacién de G es ciclica, si es una representacién unitaria (H, ), para
la cual existe n € H tal que H = ({7(g)n}),cq- En el préximo teorema, se asignard
de manera unica a cada funciéon de tipo positivo en un grupo G una representacion
ciclica de éste, tal que la funcién de tipo positivo es un coeficiente matricial de la
representacion ciclica. Un coeficiente matricial en G es una funciéon de la forma g —
(m(g)n,0), para alguna representaciéon unitaria de G. Al proceso mencionado se le
llama la construccion de Gelfand-Neimark-Segal.

El siguiente lema sera utilizado a lo largo del texto. Su demostracion es inmediata
y serd omitida.

Lema 1.4. Sea V' un espacio vectorial complejo y sea (+,+) un producto hermitiano
definido positivo.? Si h € V es isotrdpico, entonces para toda v € V', (h,v) = 0.

2Es decir tal que para toda v € V, (v,v) > 0.
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Teorema 1.5. Si G 5 C es una funcidn definida positiva, existe (H,m,n) una re-
presentacion ciclica de G tal que (m(g)n,n) = ¢(g), para toda g € G. Esta terna
es unica en el siguiente sentido. Si (7,L,0) es una representacion ciclica tal que

(1(9)0,6) = ©(g), entonces existe un isomorfismo de espacios de Hilbert H = L,
G-equivariante y tal que I'(n) = 0.

Demostracién. Dada f € C°G), el conjunto de funciones continuas de G con
valores en C, y dada g € G, sea f; = f o R,. Donde R, es la traslacién derecha por g
en G. Sea ¢ la funcién g — ¢!, y para g € G, sea ¢, = ¢ 0. Lldmese V al subespacio
vectorial complejo de C°(G) generado por {¢, | g € G}. Si h,k € V, agregando ceros
s es necesario, se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que h = > " | Nidy, ¥
k=" 7, Definase

(k) = AT elg; " g)-

ij=1

Se afirma que (-, -) es una producto interior definido positivo y no degenerado en V.
Primero se probard que es una funcién bien definida.> Con h y k como antes,

obsérvese que
DD AT (e g) =Y Wh(gy)-
J

j=1 i=1
Por lo tanto .
> A ¢le - g)
ij=1

no depende de la expresién de h. Por otro lado como ¢(g) = p(g7!),

(hok) = 3y X A elg ™t i)
= Z?:1>\ik(gi)'

Entonces el producto esta bien definido, porque tampoco depende de la expresion de

k. Es inmediato que (h,k) = (k,h) y que (Ah + k, 1) = Ah,l) + (k,1). Ademds si
h=3%"", X, es un elemento de V', como ¢ es definida positiva,

(h,h) = > NXjp(g;gi) = 0.
ij=1
Supdngase que (h, h) = 0, entonces, por el Lema 1.4, para toda k € V| (h, k) = 0. Si

g € GG, se tiene que,
(h.dg) = >y Mol i)

= h(g)
= 0.

3No hay ninguna razén para que la familia {¢,, | ¢ € G} sea linealmente independiente, en cuyo
caso, la funcién en cuestién estaria bien definida.
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Entonces h = 0, y en efecto, (-,-) es un producto interior en V', definido positivo y
no degenerado. Llamemos H a la completacion de V' como espacio métrico. Definase,

parag € Gy h=>" N¢, €V,
T(g)h =Y Nitgq,
=1

Sih=>3 " XNogyk=> 7, son dos elementos de V,

(m(g)h, m(g)k) = <Z;;:1 Ai®g.g;» 21?:1 Vig-g:)

D g1 )‘i'Y_jSO(gfl 97" g 9i)
ZZj:l )\N_j@(gf “ i)

= (h,k).

Entonces existe una transformacién unitaria H ﬂ ‘H tal que para toda f € V,

W(Q)f = gflf-
Sean =Y . \i¢y € V y a,b € G. Entonces,

In(an = mEl? = (S A Yy M)
+ <Zi=1 )‘i,?b‘gi’ Zi:l )‘i?b-g¢>
—2Re ((Zz’:l Ai@a-g;» Zi:l )‘i¢b-g¢>)
= 230 Aidelgy i) — 2Re (Z?,j:l Aije(g; llflagz’))

= 2Re (Zijl )\i)\_j(gp(gjflgi) — @(g;lb—lagi)) .

Esta tltima expresion es continua en a y en b, por lo tanto para toda h € V', la funcién
g — 7(g)h es continua. Como V' es denso en H, la representacion es fuertemente
continua. Por lo tanto (H,n) es una representacién unitaria, y como m(g)¢e = ¢y,
ésta es ciclica, con vector ciclico ¢..

La prueba de la unicidad de la representacion ciclica serd omitida en este texto,
una demostraciéon aparece en el libro Kazhdan’s Property (T).* O

La siguiente proposicion establece que la familia de funciones de tipo positivo
definidas en un grupo es cerrada bajo ciertas operaciones elementales, que entre otras
cosas implican que las funciones de tipo positivo son un cono.

Proposiciéon 1.6. Sip y u son dos funciones de tipo positivo definidas en G, entonces
los siguientes son funciones de tipo positivo definidas en G.

1)®.

2) Para toda t > 0, to.

3) p+ p.

4) ¢

Ademas si f es una funcion continua y es el limite puntual de (¢n)nen, donde cada
©n €s una funcion de tipo positivo, entonces f es de tipo positivo.

4Bachir Bekka, et al., op. cit., p. 341.
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Demostracién. Los incisos 1), 2), 3) y la dltima afirmacién son inmediatos. Sea
(H, 7, n) la representacion de la construccién de Gelfand-Neimark-Segal asociada a ¢
y sea (L, T,6) la respectiva asociada a p. Considérese n ® 6 € H ® L. La funcién

G — C
g = (m(g)®@7(9)(n®0),nx0)

es definida positiva. Como

(m(g) @7(9)(n®0),n®0) = (r(g)n©7(9)0,n%®0)
= (n(g)n,m(7(9)¢,0)
= ¢(9)7(9),
entonces ¢ - 7 es de tipo positivo. 0

La familia de funciones que se definira a continuacion tendra, con respecto a las
representaciones afines de un grupo G, un papel analogo al que tuvieron las funciones
de tipo positivo con respecto a las representaciones unitarias.

Definicién 1.7. Una funcion continua G Y R es condicionalmente de tipo negativo
o condicionalmente definida negativa o simplemente de tipo negativo si cumple lo
siguiente:

1) ¢¥(e) = 0.

2) ¢(g) = v(g™").

8) Paran € N, y{g1,...,9.} CG y{c1,....cn} CR tales que Y !  ¢; =0, se tiene

que
n

> (gt gi) < 0.

3,j=1

Lema 1.8. Si H es un espacio de Hilbert y G L H es una funcion, para todo
{er, .. e} CR tal que Y1 ¢; =0 y para todo {g1,...,9,} C G, se tiene que,

> il f(g) = Flgn)l® < 0.
ij=1
Demostracion. Se tiene que,

>oricy cicill f(gi) — f(gi)lI?

Sy (X e)eall Faall? + 220y (3 e)esllgsll?
=23 = cici (f(9:), f(95))
0—2|| > i cif (9P

IA

Dada (#, ) una representacién afin de un grupo G, se tiene que

lac(g; ™ 9:)011* = llx(9:)0 — (g)OI*.
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Entonces por el lema anterior, para una representacion afin, la aplicacién g — ||a(g)0||?
es de tipo negativo. Mas adelante se mostrard que este ejemplo es genérico, es de-
cir, que para toda funcién de tipo negativo existe una representacién afin tal que la
funcion tiene la expresién anterior.

Por el Teorema de Mazur-Ulam,® para toda isometria ¢ de un espacio de Banach
real, » — ¢(0) es lineal. En el caso de un espacio de Hilbert real, si ¢ es una isometria,
¢ — ¢(0) es una transformacién lineal que respeta la norma, y por lo tanto es una
transformaciéon ortogonal.

Definicién 1.9. Si (H,«) es una representacion afin de G, llamaremos el cociclo

asociado a «, a la funcion G > H, dada por b(g) = a(g)0.

Dada una representacién afin de G, (H, «), el cociclo G L 9 asociado es continuo
y si llamamos 7 a la parte lineal de «, para todas g,k € G se tiene

b(gk) = b(g) + 7(g)b(k).

A esta ultima condicién la llamaremos la condicion de cociclo para .

Sea (#H,m) una representacién ortogonal de G y sea G 2 94 una funcién que
cumple la condiciéon de cociclo para 7. Si dados g € G y h € H se define

a(g)h = m(g)h + b(g),

entonces (H,«) es una representacién afin de G. Pues « es fuertemente continua y
para g,k € Gy £ € H, se tiene que

a(g)(a(k)) = w(g)(m(h)E +b(h)) + bg)
= 7(gh)§ +m(g)b(h) + b(g)
= a(gh)§.

Ademss, sié,neHyge G,

la(9)€ = alg)nll = lI=(g)(€ = n)l
= [lg =l

Ahora se describird un método para construir representaciones afines de un grupo
topoldgico que sera empleada en el tercer capitulo. Una acciéon de un grupo G en
un espacio topolégico X se dird que es fuertemente continua si para toda r € X, la
funcién g — gx es continua. Supdéngase que se tienen las siguientes tres cosas para
un grupo topoldgico GGy un espacio topoldgico X,

a) Una accién de G en X por homeomorfismos y fuertemente continua.
b) Una representacion ortogonal de G, (H, ).
¢) Una funcién continua X x X < H que satisface lo siguiente: para todas z,y,z € X

y para toda g € G, m(g)c(x,y) = gz, 9y) ¥
c(z,y) + c(y, z) = c(z, 2). (1.1)

5Richard Fleming y James Jamison, Isometries on Banach Spaces: function spaces, de las Mono-
graphs and Surveys in Pure and Applied Mathematics vol. 129, Boca Raton, Chapman & Hall/CRC,
2002, p.8.
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Para cada x € X se puede definir la funcién continua
G 5 H
g — c(gr,x).
Proposiciéon 1.10. Para cada x € X, b, cumple la condicion de cociclo para .

Demostracion. Para g,k € Gy x € X, , se tiene que

bo(gk) = c(gkx,gx)+ c(gx,x)
= 7(9)bs(k) + b2(g)-

]

La siguiente construccion es analoga a la que se hizo para funciones de tipo positivo
en el Teorema 1.5.

Teorema 1.11. (Gelfand-Neimark-Segal) Si G ¥ R es una funcion condicionalmente
definida negativa, existe una accion ortogonal de G en un espacio de Hilbert real H vy
un cociclo asociado a ésta, G 2 H que es tal que ¥(g) = ||b(g)|*.

Demostracién. Sea V' el espacio vectorial real generado por el conjunto G. Si g1 y
g son dos elementos de G, definase (g1, g2) = —3¢(g5 ' g;). Se afirma que la restriccién
de este producto al subespacio vectorial

es un producto interior definido positivo. Ya que dados dos elementos de V/, sin pérdida
de generalidad, se puede suponer que son de la forma Y ¢;g; y > i, dig;. Entonces

(D i1 CiGis D iy Cii) —% ZZj:l Cicj@/J(gj_lgz‘)
0.

(AVANI

Por el Lema 1.4, el conjunto N = {v € V | (v,v) = 0} es un subespacio vectorial de
V. Sea W = V/N y denétese [v] a la clase de v en WW. Si se define para dos clases en
W, ([u], [v]) = (u,v), se tiene un producto interior (bien definido) no degenerado y
definido positivo en W. Definase en V', la accién de G,

n n

W(Q)(Z Cigi) = Zcig - G-

=1 i=1

Es claro que 7(g) respeta el producto definido en V. Como N es invariante bajo la
accion de GG en V', G también actia en W. Si llamamos H a la completacién de W,
‘H es un espacio de Hilbert real en el cual actia GG por transformaciones ortogonales.
Es directo de la construcciéon que esta representacién de G es fuertemente continua y
por lo tanto, (H, ) es una representaciéon ortogonal de G.
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Se afirma que la aplicacién

e
g — g

— ¢

es un cociclo. Si g, h € G, por un lado se tiene que

2 _
llg — el = [h=€l||” = v(n"g),
lo que implica la continuidad de b, y por el otro lado se tiene que

b(gh) = [gh—¢]
[gh —g] +[g — €]
m(g)b(h) + b(g).

Por 1ltimo, para toda g € G,

1b()I*> = (lg—ellg—e])
—2<g,€>
= (g).

]

Al igual que en el caso de funciones de tipo positivo, la anterior es llamada la
construcciéon de Gelfand-Neimark-Segal. El espacio ‘H del teorema anterior es tal que
({6(9)}) e = M. Si se agrega esta tltima condicién a las hipétesis del teorema, el
espacio H y la representacién afin o son tnicos salvo un isomorfismo de espacios de
Hilbert reales equivariante.

La familia de funciones condicionalmente de tipo negativo definidas en un gru-
po estan intimamente relacionadas con la familia de funciones de tipo positivo. La

siguiente proposicion es una muestra de ello.

Proposicion 1.12. 5i G es un grupo topologico, se cumplen:

a) Si 1y y e son dos funciones condicionalmente de tipo negativo definidas en G y
t >0, tyy + ¥y es condicionalmente de tipo negativo.

b) Si (Yn)nen €s una sucesion de funciones condicionalmente de tipo negativo, que
converge puntualmente a una funcion continua v, entonces ¥ es condicionalmente de
tipo negativo.

¢) Si G5 R es una funcion de tipo positivo, la funcion p(e) — ¢ es condicionalmente
de tipo negativo.

Demostracién. Las demostraciones de a) y b) son inmediatas. Para c), sea {cy,...,¢,} C
R tal que Y 1", ¢; =0y sea {g1,...,9,} C G. Se tiene que

( Z?:1(Z?:1 Cj)ci)SO(e) - ZZj:l Cicj‘%’(g;lgi)
0.

Sy cici(wle) — (g5 g:)

IA
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El siguiente teorema serd una herramienta fundamental en lo que resta del texto,
pues permitira traducir propiedades de funciones de tipo positivo en propiedades
de funciones de tipo negativo y viceversa, y como se ha visto previamente, permitira
traducir propiedades de representaciones unitarias en propiedades de representaciones
afines y en sentido opuesto.

Teorema 1.13. (Schoenberg) Si G %R es una funcion continua tal que ¥(e) =0y
¥(g) = ¥(g™') son equivalentes,

a) ¥ es una funcion condicionalmente de tipo negativo.

b) e7 es una funcion definida positiva, para toda t > 0.

Una demostracion de este teorema puede ser encontrada en el libro Kazhdan’s
Property (T).°

1.2. Cuatro equivalencias

En esta seccién se expondran cuatro equivalencias de la propiedad de Haagerup,
que naturalmente se pueden contrastar como negaciones fuertes de cuatro respecti-
vas equivalencias de la propiedad T de Kazhdan. La prueba de que U(n, 1) tiene la
propiedad de Haagerup recae en una de estas cuatro equivalencias.

Definicién 1.14. Si X es un espacio topologico localmente compacto, una funcion

continua X L5 C desaparece al infinito si para cada € > 0 existe K C X compacto tal
que para toda y & K, |f(y)| < e.

Definicién 1.15. Si (H, ) es una representacion de un grupo topoldgico, los co-
eficientes matriciales de la representacion son las funciones g — (m(g)&,n), con
&m € H. Si todo coeficiente matricial desaparece al infinito diremos que la repre-
sentacion es Cy.

Definicién 1.16. Sea (H, ) una representacion unitaria de un grupo topolégico G.
Diremos que m contiene débilmente a la representacion trivial, o que m tiene vectores
cast invariantes, si para todo (Q C G compacto y para todo € > 0, existe & en H
(Q, €)-invariante, es decir, tal que

sup |7 (x)€ — & < ell€]-

Definicién 1.17. Un grupo topoldgico G localmente compacto, tiene la propiedad T
de Kazhdan si toda representacion unitaria de G que tiene vectores casi invariantes
tiene un vector no nulo invariante.

La propiedad T de Kazhdan fue introducida por David Kazhdan en 1967 en el

articulo “Connection of the dual space of a group with the structure of its closed

subgroups”.”

6Bachir Bekka, et al., op. cit., p. 357.
"David Kazhdan, “Connection of the dual space of a group with the structure of its closed
subgroups”, Functional Analysis and Its Applications vol. 1, Dordrecht, 1967, p. 63-65.
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Teorema 1.18. Son equivalentes para un grupo topolégico o compacto G,

1) Toda funcion condicionalmente de tipo negativo es acotada.

. ., . . %) . ..

2) Si una sucesion (@, )nen de funciones continuas G — R de tipo positivo, tales que
vn(e) =1, converge uniformemente en compactos a la funcion constante 1, entonces
converge uniformemente en G.

3) G tiene la propiedad T de Kazhdan.

4) Toda representacion afin de G tiene un punto fijo.

La propiedad 4) se llama propiedad FH, la equivalencia de esta propiedad y
la propiedad T de Kazhdan, para grupos ¢ compactos, la asegura el Teorema de
Delorme-Guichardet. Una demostracién de este resultado se puede encontrar en el
libro Kazhdan’s Property (T), de Bachir Bekka, et al.®

En este mismo trabajo se puede encontrar una prueba de la equivalencia de 1)
y 4),° aunque con lo expuesto previamente se tienen herramientas suficientes. Si
se supone 1), para toda representacién afin (#,a) se tiene que el cociclo asociado
16(9)]I> = [la(g)(0)||* es acotado, por lo tanto por el Lema del centro, existe una
unica bola cerrada de radio minimo que contiene a la érbita de 0. Por la unicidad de
esta bola, el centro de la misma es un punto fijo para la representacion a. Ahora si
(H, «) tiene un punto fijo, toda orbita de « es acotada, y por lo tanto la aplicacién
g — ||a(0)||* es acotada. Se vio que todas las funciones de tipo negativo son de esta
forma, y por lo tanto, todas son acotadas.

Una demostracién de que 1) y 2) son equivalentes se puede encontrar en el libro
La Propriété (T) de Kazhdan pour les Groupes Localement Compacts de Pierre de la
Harpe y Alain Valette.!”

Definicién 1.19. Un grupo localmente compacto y seqgundo numerable tiene la propie-
dad de Haagerup si cumple alguna de las cuatro equivalencias del siguiente teorema.

Teorema 1.20. Para G un grupo localmente compacto y sequndo numerable son
equivalentes:

1) Existe una funcion continua G YR que es condicionalmente de tipo negativo y
propia.

2) Eriste una sucesion (pn)nen de funciones continuas G 2 R de tipo positivo,
tales que py(e) = 1, que desaparecen al infinito y que convergen uniformemente en
compactos a la funcion constante 1.

3) Eziste una representacion unitaria de G que contiene debilmente a la representa-
cion trivial y cuyos coeficientes matriciales desaparecen al infinito.

4) Eziste una representacion afin de G, «, tal que para todo B C H acotado el
conjunto {g € G | a(g)B N B # 0} es relativamente compacto.

8Bachir Bekka, et al., op. cit., p. 129.

9fdem, p. 79.

0Pjerre de la Harpe y Alain Valette, La Propriété (T) de Kazhdan pour les Groupes Localement
Compacts, en Astérisque vol. 175, Paris, Société Mathématique de France, 1989, p. 61.
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Demostracién. Primero se demostrard la equivalencia de 1) y 2) como aparece en
el articulo de Charles Akemann y Martin Walter, “Unbounded negative definite fun-
ctions” ! Supéngase 1). Como 9 es condicionalmente de tipo negativo, ¥(e) = 0. Sea
(tn)nen una sucesion de reales positivos que converge a 0. Se afirma que la sucesién
de funciones de tipo positivo (ver el Teorema 1.13), (e %),y converge uniforme-
mente en compactos a la funcién constante 1. Sean t,e > 0y () C G compacto. Si
M = max,eq |[¢(q)|, para toda ¢ € Q,

e tM < et <1< et < etM
M

Como e™ — 7™M < 2(et™ — 1), se tiene que, para un n suficientemente grande,
2(et"M — 1) < ¢, y por lo tanto,

max |e_t"¢(‘” -1 <e
q€Q

Ahora se afirma que las funciones e~*¥ desaparecen al infinito. Dados € > 0 y
g€ G, e ™9 > i ysdlost, ¥(g) < %g(g). Como 1 es una funciéon propia y que
toma valores positivos, el conjunto

{gele(g)ng(e)}

t

es compacto y se tiene 2).

Supodngase 2). Sea (@, )neny Una sucesion de funciones definidas positivas que con-
vergen uniformemente en compactos a la funcién constante 1 y que desaparecen al
infinito. Como G es o compacto y localmente compacto, existe {Q, }nen, una familia
de vecindades compactas de e tales que Q; C Q41 y tales que {int(Q,)}nen s una
cubierta de G. Definase Qy = {e}.

Se afirma que existen dos conjuntos de naturales, ordenados de manera ascendente,
{jitien ¥ {ki}ien, con jo = 0 = ko, tales que para toda i € N,

a) |¢r,,., — 1| < g4+, para toda z € Q.
b) |¢w| < &, para toda z & Qj,.

Estas familias se construirdn por recursion. Definase jo, = 0 = ky y supdngase
ya se tienen jo,...,J, V Ko, - - ., kn, ordenados de manera ascendente y que cumplen
a) y b). Sea k,y; un natural tal que k,.; > k;, para toda 0 < i < n, y tal que
k.1 (@) — 1| < 7, para toda z € Qj,. Como ¢y, ,, desaparece al infinito, existe
@ C G compacto tal que si z € Q, entonces |¢y, ., (¢)] < g77. Por como se supuso la
familia {Qy, }nen, existe jni1 > Jo,...,Jn tal que Q C Q...

Sea 1, = 1 — Re(yy,). Debido a la Proposicion 1.6, Re(py,) es una funcién
definida positiva. Por la Proposicion 1.12, para cada n € N, 1, es una funcién con-
dicionalmente definida negativa. Por construccion, la serie ¢ = > 1,2" converge
uniformemente en compactos. Por lo tanto, por la Proposicién 1.12, 1 es una funcién
continua condicionalmente definida negativa.

1 Charles Akemann y Martin Walter, “Unbounded negative definite functions”, Canadian Journal
of Mathematics vol. 33 num. 4, Ottawa, 1981, p. 862-871.
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Se afirma que v es propia. En efecto, si x € @,

Y(x) > a(x)2"
= (1 — Re(epy,))2"
> (1—4m)2n
> 2" 1.

Por lo tanto 1) y 2) son equivalentes.

La demostracién de la equivalencia de 2) y 3), aparece en el articulo de Paul Jolis-
sant, “Borel cocycles, approximation properties and relative property T”.!2 Supéngase
2). Sea (Hy, T, mn) la representacion ciclica asociada a ¢, (ver el Teorema 1.5). Se
afirma que @, _ 7, tiene vectores casi invariantes y que es una representacién Cy de
G.

Sea € > 0 y sea Q C G compacto. Como la sucesion (p,,),en converge uniforme-
mente en compactos, existe N € N tal que para toda m > N y para toda q € @,

neN

€ > “:Om(Q)_H
= [T @) N> M) — 1.

Entonces, para toda g € () y m como antes,

BT ) (@)1 — Ml = 7m (@)1 — NI

neN
= 2]nml* = 2Re((m(Q) N, M)

= 2 —2(Tn(Q)ms Tm)
< 2e.

Por lo tanto 1 < ®nenmy.
Seak € Nysean u =Y  Nmi(g)ne y v => o, vimk(g:)ni dos elementos de Hj,
y sea g € GG. Entonces

(me(g)u,v) = <Z?:1/\ﬂk(ggi)nk{Z?zl%ﬁk(gz‘)ﬁk
= Dij1 M_j<7rk(gj‘1 99:) k> k)
= Zi,j:l )‘W_j%pk(gj_ 99i)-

Como para cada (7, j) la funcién g — ¢y, (gj’1 gg;) desaparece al infinito , la aplicacién
g — (mr(g)u,v) también pertenece a Cy(G). Por un argumento de densidad se puede
concluir que para cada k, los coeficientes matriciales asociados a vectores en Hy
desaparecen al infinito. Como para ¢ # j, H; y H; son ortogonales, se puede concluir
que los coeficientes matriciales asociados a vectores que tienen sélo una cantidad
finita de entradas no nulas desaparecen al infinito. Nuevamente por un argumento de
densidad se puede concluir que la representacion en cuestion es Cy, y por lo tanto, se
tiene 3).

Ahora supéngase 3) y sea (H, ) dicha representacién unitaria, Cy y que contiene
débilmente a la identidad. Como G es localmente compacto y segundo numerable,

12Paul Jolissant, “Borel cocycles, approximation properties and relative property T”, Ergodic
Theory and Dynamical Systems vol. 20, Cambridge, 2000, p. 483-499.
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existe una familia de subconjuntos de G compactos {Q;}ien tal que Q; C Qiy1 y
tal que {int(Q;)}ien es una cubierta abierta de G. Para cada i elijase 7;, un vector
unitario (Q;, 1/i)-invariante y denétese ; al coeficiente matricial g — (7 (g)n;, ;). Se
afirma que la sucesién buscada es (Re(p,,))nen (ver la Proposicién 1.6). Basta probar
que esta sucesion converge uniformemente en compactos a la funcién constante 1. Se
tiene que para cada i € N, si g € Q;,

I7(g)n: — mill* = 2(1 — Re(wi(g)) < 1/4*.

Entonces |1 — Re(p;(g))| < 1/2¢%. Dado un compacto Q C G, existe N tal que para
todam > N, Q C Q,,. Ademés para toda m > N, n,, es (Qy, 1/N)-invariante, y por
lo tanto, para toda g € Q, |1 — Re(o,(g))] < 1/N?. Como N puede ser tan grande
como se quiera, se tiene 2).

La demostracién de la equivalencia de 1) y 4) aparece en el articulo “Proper affine
isometric actions of amenable groups”, de Bachir Bekka, et al.'® Supéngase 1). Existe
(H, @) una representacién afin de G tal que ||a(g)0|> = ¥(g). Se afirma que a da
lugar a una accién propia de G en ‘H. Sea r > 0 y sea B, la bola cerrada de radio r
centrada en cero en H. Definase

D={geG|g-B.NB, #0}.
Si g € D, existe h € B, tal que ||a(g)h|| < r. Entonces

la(g)0]l < fla(g)hll + A
< 2r.

Por lo tanto
D c{geG|y(g) <4’}

Como ) es propia, D es relativamente compacto, y se tiene 4).
Supéngase 4). Se afirma que la funcién g — ||a(g)0]|? es propia. Sea r > 0 y sea

B={geG|(g) <r}

Obsérvese que si D es como arriba, B C D, y por lo tanto, B es compacto. Esto
concluye la demostracién de la equialencia de 1) y 4). O

Obsérvese que la propiedad de Haagerup es una negacion fuerte de la propiedad T
de Kazhdan. Observando los dos teoremas mencionados acerca de estas propiedades,
es evidente que todo grupo compacto tiene ambas propiedades, y mas atn, si un
grupo tiene las dos simultaneamente éste debe ser compacto. En el orden en que son
presentadas las equivalencias de cada una de estas propiedades, se puede contrastar
cada una de las equivalencias de la propiedad de Haagerup, como una negacién fuerte
de la respectiva equivalencia de la propiedad T de Kazhdan.

13Bachir Bekka, et al., “Proper affine isometric actions of amenable groups”, en Novikov conjec-
tures, index theorems and rigidity, Vol. 2 , de las London Mathematical Society Lecture Note Series
Vol. 227, Cambridge, Cambridge University Press, 1995, p. 1-4.
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Capitulo 2

Grupos con la propiedad de
Haagerup.

En este capitulo se daran ejemplos de grupos con la propiedad de Haagerup.

2.1. Grupos que actian en espacios con muros.

Supdngase que G, un grupo discreto, actia en un conjunto X. Llamese

CIX] = {X & C | |sop(f)| < o0},

y definase, para f,k € C[X], (f,k) = >, .y f(x)k(x). Esto define un producto her-
mitiano definido positivo y no degenerado en C[X]. Sea

Ax)={x LY /@) < oo}

la completacién de C[X] con respecto a este producto interior. Lldmese L, a la trasla-
cién izquierda por g en GG. Dada una acciéon de un grupo G en X, existe naturalmente
una accién de G en el espacio de Hilbert complejo ¢2(X) definida como sigue, dadas
ge Gy fel*(X), ldmese g- f = ;-1 f, donde 41 f = foL,1. Es claro que G actia
por transformaciones unitarias. Se tiene que el mapeo de érbita es continuo para todo
elemento de ¢?(X), pues para una funcién en C[X] se tiene trivialmente, y como este
espacio es denso en (?(X), se puede concluir que la accién es fuertemente continua.

Supdngase que existe A C X tal que, para toda g € G, |AAgA| es finito y tal que
limy, o0 [JAAAJ? = 00, es decir, tal que para toda r € RT, {g € G||gAAA| < r} es
finito. Sea Y = {gA},e v definase la funcién

Y xY 5 2(X)
(hA,gA) = dga —Opa.

La funcién g cumple la condicién de cociclo (ver la ecuacién (1.1) en la seccién 1.1) y

(g A, hA)||> = |h'gAAA]

19
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Para g,k,l € G se tiene que,

7(9)(0ka — 01a) = 971(5/&4 —614)
= 5gkA - 5glA'

Por lo tanto el cociclo es equivariante. Entonces si un grupo G numerable! actiia sobre
un conjunto X de manera que existe A C X con las propiedades anteriores, entonces GG
tiene la propiedad de Haagerup. Un ejemplo sencillo de este tipo de accion, es la accion
de Z en si mismo y donde se considera a A = N. Por lo tanto Z tiene la propiedad de
Haagerup. Més adelante se demostraréd que todo grupo abeliano, localmente compacto
y segundo numerable tiene la propiedad de Haagerup. Mas generalmente se mostrara
que todo grupo promediable, localmente compacto y segundo numerable tiene la
propiedad de Haagerup.

Se dice que una pareja (X, H) es un espacio con muros si X es un conjunto y si H
es una familia de particiones de X en dos conjuntos no triviales, y donde ademés para
x,y € X se tiene que = y y pertenecen al mismo elemento de la particién para todo
h € H, salvo un nimero finito. Una accién de un grupo en (X, H) es una accién de G
en X que respeta las descomposiciones de H, es decir, si h = {A, B} € H, entonces
{9(A),g(B)} € H, para todo g € G. Dados z,y € X, sea M, , el numero de muros
que separan a x de y, es decir, el nimero de h € H tales que x y y no estan en el
mismo elemento de la particién h. Dado h = {A, B} un muro, a A y B los llamaremos
los semiespacios asociados a h. En adelante Kx i denotara al conjunto de todos los
semiespacios del espacio con muros (X, H).

Ejemplo 2.1. El conjunto de vértices de un arbol 7" es un espacio con muros. Cada
arista a = {x,y} define una particién del conjunto de vértices, pues al quitarle la
arista a a T', se obtienen dos arboles T} y T. Donde los vértices de T; son los vértices
de T cuyo camino a x contiene a a, y las aristas entre los vértices de T} son las mismas
de T'. Por otro lado los vértices de T, son aquellos vértices de T' cuyo camino a x no
contiene a a y las aristas de 75 también son las mismas de T'. Definase el conjunto
de muros como el conjunto de particiones del tipo {77, T5} inducidas por cada arista.
Dados dos vértices los tinicos muros que los separan son aquellos correspondientes a
aristas en el tinico camino que conecta dichos vértices.

Diremos que una accién de G (discreto) en un espacio con muros es propia si existe
x € X tal que limy_,o, M, 4, = 00. Si un grupo G actia propiamente en un espacio
con muros (X, H), entonces G tiene la propiedad de Haagerup, ya que la accién de G
en Kx g es una accién que admite un subconjunto A C Kx g tal que |[AAgA| < oo
y tal que limy o |[AAgA| = co. En efecto el conjunto {k € Kx y | € k} tiene esta
propiedad.

Ejemplo 2.2. La acciéon de un grupo libre finitamente generado en una grafica de
Cayley asociada a una base del grupo, es una acciéon propia en un espacio con muros.
Es claro que esta accién respeta los muros y ademads, para un vértice x, el conjunto de
puntos que estan separados de x por a lo mas r muros es finito, pues son los puntos

1Se supone que G es numerable para mantenerse en la familia de grupos segundo numerables
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que se encuentran a una distancia (con la métrica de las palabras) menor o igual que r
del vértice x. Este conjunto es finito, y por lo tanto, la accién de un grupo libre en un
numero finito de generadores en su gréafica de Cayley induce una accién propia de éste
en un espacio con muros. Se mostré que todo grupo libre finitamente generado tiene
la propiedad de Haagerup, pero mas aun, todo grupo discreto que actie propiamente
en un arbol tiene esta propiedad, por los mismos argumentos.

2.2. Grupos actuando en espacios de medida.

Sea (X, p) es un espacio con una medida boreliana o finita, regular y tal que
L?(X, ;1) es separable. Supéngase que G es un grupo localmente compacto segundo
numerable que actda en X de manera que G x X - X, la accién de G en X, es
medible (G tiene la medida de Haar). Supéngase ademds que para cada g € G la
transformacion x — (g, x) respeta la medida. Obsérvese que debido a esto ltimo
para cada g € Gy f € L*(X, ), se tiene que (,f, ,f) = ([, f). Por lo tanto la accién
natural de G en L*(X, i), (g, f) — 4-1f, estd dada por transformaciones ortogonales.
Se afirma que esta representacion es fuertemente continua.

Sea f € L*(X, p). Considérese la funcién (g,z) — f(g~'z)f(x). Esta funcién es
medible, pues la accién de G en X es medible. Por el Teorema de Fubini-Tonelli, la
funcién

9 [ Fg e f@)duta) = (2 f.8)
b'e
es medible. El siguiente lema afirma que esta funcién es continua.

Lema 2.3. Con las mismas hipdtesis, la representacion de G en L*(X, 1) es fuerte-
mente continua.

Demostracion. Se afirma que si un conjunto A C G es tiene medida de Haar positi-
va, entonces A - A~! es una vecindad de e € G. Sin pérdida de generalidad supéngase
que A tiene medida finita. Como la medida de Haar, 7, es regular, existen K C A
compacto y A C U abierto tales que n(K) < n(A) < n(U) < 2n(K). Debido a que K
es compacto, existe W C G vecindad abierta de e € G tal que K - W C U. Para cada
weW,w-KNK # (), pues n(U) < 2n(K). Por lo tanto W C A- A~L.

Ahora dado € > 0, definase

A={g€G |2t f) > 2f. ) — /1),

El conjunto A es medible, por el comentario anterior a este lema, y claramente es
simétrico. Ademas

A-Ac{geG||r(g)f - fll <e},

pues si g, h € A, se tiene que

[ (gh).f = £l I (h).f = (g~ [l
7w (k) f = Sl + [lw(g=") f = /]
lm(h)f = fIl + llw(g)f = £

€.

AN
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Se afirma que n(A) > 0. Como L?(X, p) es un espacio métrico separable, entonces
{m(9)f},eq es separable. Por lo tanto existe {gn}nen C G tal que para cada g € G
existe g, tal que ||7(g)f — m(gn)f|| < €/2. Poresto g,'g € Ay G =, cn9n - A. Por
lo tanto n(A) > 0, y por el comentario del principio de la demostracién, A es una
vecindad de e € G. Esto prueba que la funcién g — 7(g)f es continua en e € G, lo
cual es suficiente para concluir. O

Ahora supéngase ademés que p es una medida de probabilidad. Sea

L= {7 € P(X.p) | [ fdu=0} =15,

Para cada A C X medible definase

1—p(A) si z€A
Sale) = { —/L(ljl) si oz ¢ A

Se tiene que £4 € Loy se puede ver que el subespacio cerrado generado por {€4} A medible
es igual a Ly, o sencillamente considerar Ly como la cerradura del espacio generado
por esta familia.

Una accién de un grupo G en un espacio con medida es mezclante si para Ay B
dos subconjuntos medibles, lim, ., (gA N B) = p(A)u(B).

Proposicion 2.4. Con las mismas hipdtesis, se tiene que la accion de G en X es
mezclante si, y solo si, los coeficientes matriciales de la representacion ortogonal de
G en Ly desaparecen al infinito.

Demostraciéon. Para A y B medibles y g € G,

(1—w(A)(1—u(B)) si veg-ANB
L (€0)En(a) = pu(A)u(B) si xeg-A°NB°
g B —(1 — u(A))u(B) si xe€g-ANDB°
—(1— u(B))u(A) si zeg-A°NB.

Por lo tanto
(m(9)(€a). &) = n(gAN B) — u(A)u(B).
Entonces el coeficiente matricial en cuestion desaparece al infinito si, y sélo si,

Jim u(gAN B) = p(A)u(B).

Por 1ltimo, como el espacio generado por el conjunto de las funciones &4 es denso
en Ly, si la accion de G en X es mezclante, todos los coeficientes matriciales de la
representacion de G en L?*(X, i) desaparecen al infinito. ]

Por lo tanto si la representacion ortogonal de (G, inducida por una accién como
antes, tiene vectores casi invariantes, entonces G tiene la propiedad de Haagerup.
Pues al considerar la complejificacién de L*(X, i) y de la accién de G en este espacio,
se obtiene una representacién unitaria que mantiene la propiedad de tener coeficientes
matriciales que desaparecen al infinito y de tener vectores casi invariantes.

La siguiente proposicion da una condicién suficiente para que la representacion
ortogonal inducida por una accién mezclante de G tenga casi vectores invariantes.
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Proposiciéon 2.5. Con las mismas hipotesis que arriba, si existe una familia de
subconjuntos medibles X, { A, }nen, con u(A,) = 1/2 y tales que para cualquier K C G
compacto y cualquier € > 0, existe N = N(K,€) tal que para toda m > N,

sup  p(AngAn) <
geK,m>N

entonces la representacion anterior tiene vectores casi invariantes.

Demostracién. Definase ¢4, = 2£,4,. Se afirma si K C G es compactoy 1 > € > 0,
para toda m > N(K,€/4), ¢, es un vector (K, €)—invariante.

Como (£4,,,é4,,) = (1 — pu(An))p(Ay) = 1/4, se tiene que para toda g € K y
todam > N,

I7(9)ba, — danll* = 2—2n(g)da,, da,)
2 —8u(An) +4u(AnAgA,,) + 2

< €.

Por lo tanto

Entonces ¢4,, es (K, €)—invariante. O

Definicién 2.6. Un grupo G localmente compacto es promediable si la representacion
reqular de G, G — U(L*(G, ug)), tiene vectores casi invariantes.

Obsérvese que si G es un grupo localmente compacto, los coeficientes matriciales
de la representacion regular de G desaparecen al infinito. En efecto, C.(G) es denso en
L3(G, pug) v para @, € C.(G), el coeficiente matricial g — (7(g)p, 1) tiene soporte
compacto. Ya que si 7(g)pi # 0, entonces existe z € g - sop(p) N sop(v)), es decir,
g € sop())sop(¢)~t. Por lo tanto el soporte del coeficiente matricial en cuestion estd
contenido en sop(1))sop(p) . Utilizando la densidad de C.(G) en L?(G, ug), se puede
concluir la afirmacién. Debido al Teorema 1.20 se tiene lo siguiente.

Teorema 2.7. Si G es promediable y sequndo numerable, G tiene la propiedad de
Haagerup.
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CAPITULO 2. GRUPOS CON LA PROPIEDAD DE HAAGERUP,



Capitulo 3

U(n,1) tiene la propiedad de
Haagerup

La demostracion de que U(n, 1) tiene la propiedad de Haagerup que se desarrollard
en este capitulo aparece en el libro Groups with the Haagerup Property: Gromov’s a-
T-menability' de Pierre-Alain Cherix, et al. La estrategia sera construir un cociclo
propio de U(n,1). Para ello primero se estudiara el espacio hiperbdlico complejo y la
acciéon por isometrias de U(n, 1) en éste.

3.1. El espacio hiperbdlico complejo.

)

Definase el producto C**! x C*+! Q C dado por

n

<(Zl, e ,Zn+1), (wl, Ce ,wn+1)> = Z Ziwi — zn+1wn+1.
i=1

Obsérvese que si (p,p) < 0, para toda A € C, ((Ap, Ap)) = |A*(p,p) < 0. Entonces
si H = {p € C"*{p,p) < 0} y C"*1\ {0} & CP" es la proyeccién canénica,
w(H) C CP™ es abierto. Obsérvese que para toda (21,...,2,41) € H, 2,41 # 0, por
lo tanto si se considera la carta del proyectivo (z1,. .., 2,) 2, (21, .., 2n, 1), se tiene
que m(H) C Im(¢) y se puede identificar w(H) con B", la bola abierta de radio 1 en
esta carta. Definase HE = w(H). En este espacio existe una unica métrica hermitiana
que cumple que para cada z € C"*! tal que (x,x) = —1 se tiene que

drmy
(Cl‘)J‘ L> TF(I)Hg
es una isometria. Aqui (Cxz)* es el espacio de vectores ortogonales a x con respecto

al producto (-, ), dotado del producto hermitiano dado por la restriccién de (-,-) a
este subespacio.

'Pierre-Alain Cherix, et al., Groups with the Haagerup Property: Gromov’s a-T-menability, Ba-
silea, Springer Basel AG, 2001.
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Identificando HI{: con B" se tiene que para z € H y V,W € T,HE,

(V'Z)(W'Z))

g.(V,W) = 1—(z-2)

1—(1z-z)<(V.W)+

donde (- - ) es el producto hermitiano usual en C".

Proposicién 3.1. Toda transformacion A € U(n, 1), induce una isometria holomorfa

H2 2 HE.
Demostracién. La transformacién A respeta el producto (-, ), por lo tanto A induce

un difeomorfismo holomorfo H: A Hf. Dado 7(z) € HE, con (x,z) = —1, y dmy(V)
un vector tangente a m(x), se tiene

dAr(e) (Ao (V) = dra@) (A(V)).
Entonces la afirmacion sigue de que A preserva el producto (-, -). n

Proposicion 3.2. Dados p, q € HE, existe una transformacion que respeta la métrica
hermitiana y que manda p en q.

.. . . 1 [ . ~ ,
Demostracion. Si p,q € B", sea p = % y andlogamente definase q. Obsérvese

que

@ - pa) - o
(P — =00 — =7 = =2 = 2Re(|(p, PI) = —2(1 + [{p, D))
|(D: @) (D, @)
Entonces sea, C**! A C"t la transformacion lineal compleja definida como la
reflexién en el subespacio ortogonal a p — |§§’Z~§|cj, con respecto al producto (-,+). Se

tiene que A estd dada por

%)
)

)|

~

=5

<ZE,]§— P,
1+ [(p,

)

Alz) =z +

7 ( (5, )

P,

)

A respeta el producto (-, -). Por lo tanto A induce un difeomorfismo Hg A HE, tal
que A(p) = q. O

Ahora se discutird la férmula de la distancia entre dos puntos en HE. Identificando
el espacio hiperbédlico complejo con B™ se puede demostrar que los rayos euclideanos
que parten de 0 tienen longitud minima para la métrica hiperbdlica. Esto es una
consecuencia de que para z € B™ y V € C" ortogonales para el producto interior
hermitiano de C", se tiene que ¢,(z, V') = 0. Sabiendo esto es inmediato mostrar que
para z € B", la curva

0,C] — t ISI(%

- . tanh(C . .
es una geodésica con velocidad de norma 1, que va de 0 a ‘m—(z)z De esta discusion

se puede concluir que los rayos geodésicos que parten de 0 existen para todo tiempo
y por lo tanto que H: es completa.
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De lo anterior se tiene que

y por lo tanto que

cosh(d(0,p)) = L

" l@).0.0)] _
(@) 710,007

Dados p,q € HE, y p, ¢ € C"™ tales que m(p) = p y 7(§) = ¢, con 7 la identificacién
candnica, se tiene que
KXol

15,5 1@ )

no depende de la eleccién de p y ¢, sino solamente de p y q. Ademés este nimero es
U(n, 1) invariante y como este grupo actia transitivamente en el espacio hiperbdlico
complejo, se tiene que

(B, @)
6,1, D)
Anteriormente se mostré que toda transformacién en U(n, 1) induce una isometria

holomorfa en HE, la siguiente proposicién afirma que asi son todas las isometrias
holomorfas.

cosh(d(p,q)) =

Proposicion 3.3. Sea M una variedad riemanniana conexa y sea G un subgrupo de
Isom(M) que actia transitivamente en M. Si para todo x € M, la accion de G, en
T, M es transitiva en los marcos de T, M, entonces G = Isom(M).

Demostracién. Sean x € M y ¢ € I[som(M),. Existe g € G, tal que dg, = dy,,
por la suposicion de que G, actia transitivamente en los marcos de T, M. Entonces
g v  coinciden en una vecindad de z. Por esto el conjunto

{ye M|gly) =¢(y) y dg, = dp,}

es abierto, cerrado y no vacio, y por lo tanto g = . Ahora sean ¢ € Isom(M) y
x € M. Existe g € G tal que g(z) = ¢(z), entonces g~' o ¢ € Isom(M), = G, y por
lo tanto ¢ € G. ]

Si M es una variedad compleja con una métrica hermitiana, hay un resultado
andlogo si se consideran isometrias holomorfas de M y marcos complejos.

Aplicaremos las ideas de la prueba anterior a G = {A | A € U(n, 1)} pero ahora
I'som(Hf) denotard al conjunto de isometrias holomorfas de Hf con la topologia
compacto abierta.

Proposicion 3.4. La aplicacion U(n, 1) 2, Isom(HZ), dada por U(A) = A es con-
tinua, suprayectiva y abierta.
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Demostracién. A U(n, 1) se le considerara con la topologia compacto abierta. La
suprayectividad de ¥ es consecuencia de la proposicién anterior, del comentario sub-
secuente a ésta y del hecho que para toda x € Hg, U(n, 1), actia transitivamente en
los marcos complejos tangentes a x.

Sean C"*1\ {0} > CP" la identificacién canénica, A € U(n,1) y sea

W = {p € Isom(Hg) | p(K) C W},

con K compacto y W abierto, una vecindad subbdsica de A € Isom(HZ). Se puede
identificar K C HZ con un subconjunto compacto de B". Sea K = K x {1} C
C"+1. Obsérvese que W((7'W)X) = WK, En efecto, si B € (n7'W)X y k € K,
B(r(k)) = n(B(k)) € W, pues B(k) € 7 'W. Por otro lado si B € WX y k € K,
7(B(k)) = B(n(k)) € W. Por lo tanto B(k) € 7~ 'W y se da la igualdad. Por ltimo,
(77 'W)X es una vecindad de A, pues si k € K, m(A(k)) = A(x(k)) € W. Entonces
U es continua y abierta. O]

Se utilizé implicitamente que las topologias compacto abierta, como grupo de
transformaciones de C"*!, y de grupo matricial en U(n, 1) coinciden. De lo anterior
se puede concluir que /som(Hg) tiene una tunica estructura de grupo de Lie para
la cual ¥ es una submersion y un homomorfismo. El nicleo de ¥ es el conjunto de
matrices diagonales con un complejo unitario en la diagonal. Este subgrupo es el
centro de U(n, 1), y a menudo se denota PU(n,1) a U(n,1)/ker(¥).

3.2. Las funciones de Busemann y la frontera vi-
sual.

. . ¥ , . . . ,
Diremos que una curva lisa Rt — Hf es un rayo geodésico si es una isometria

métrica. Identificando el espacio hiperbdlico complejo con B™, se mostr6 anteriormen-
te que si V € §?"7! C C", entonces vy (t) = tanh(t)V es el rayo geodésico que parte
de 0 en la direcciéon V. Pensando esta curva en el espacio proyectivo se tiene que
limy_, oo tanh(t)V =V (identificando V' con [V : 1] € CP™).

Obsérvese que S?*~! representa al conjunto de lineas isotrépicas de C**!. Llama-
remos la frontera visual de H a esta 2n —1 esfera. Obsérvese que todo rayo geodésico
que parte de 0 tiende a un punto en la frontera visual y todo punto en la frontera
visual es limite de un unico rayo geodésico que parte de 0.

Una isometria holomorfa de HZ es de la forma A para alguna A € U(n, 1), esto
muestra que toda isometria holomorfa de Hf se extiende naturalmente a una trans-
formacion del espacio proyectivo que preserva las lineas isotrépicas. Entonces cada
isometria holomorfa de Hf induce una transformacién en la frontera visual de HE.
Usando esto y que la accién de U(n, 1) en Hf es transitiva, se puede definir para

cada z € H? una funcién T!HZ 2% §2=1 donde T'HZ es el conjunto de vectores
tangentes a = de norma 1 y donde A, es tal que A\, (v) es el limite del rayo geodésico
basado en x y tangente a v. A la funcion A, le llamaremos el mapeo visual asociado
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az. SiAeU(n,l),se tiene el diagrama conmutativo,

g2n—1 A g2n—1

AIT AZ(m)T

n dzx n

Identificando naturalmente Ty HZ con S*"~! ya se mostré que A\g = Idgzn-1.

A continuacién se demostrara que la frontera visual de H se puede identificar con
un conjunto de clases de equivalencia de rayos geodésicos en Hf:. En ese sentido es 1til
la siguiente construccién. Sean p € HZ y p € C"™! tales que 7(p) =py (p,p) = —1.
Sea v € pt y supéngase que (v,v) = 1. Lldmese 7, a la curva en C"** que parte de p,
dada por 7,(t) = cosh(t)p + sinh(t)v. Es claro que para toda t, (7,(t),,(t)) = —1.
Se afirma que 7, = m 0 4, es un rayo geodésico en HZ. En efecto, para t,t’ € RT,

N |G (8), 50 ()]

cosh(d(u(8), w(t) = 1= e
= |(cosh(t)p + sinh(t)v, cosh(t')p + sinh(t')v)|
= cosh(t—1).

Por lo tanto d(v,(t),7,(t')) = |t — ¢/|. Como £7,|o = v, identificando p* con T,H
mediante dm;, se tiene que 7, es el rayo geodésico de H que parte de p con direccién
v. Obsérvese que (p +v,p + v) = 0.

Se afirma que con la identificacién anterior para cada p € H. se tiene

Ap(v) = 7(p +v).

En efecto, la curva ¢ — e '3, (t) en C*™ \ {0} converge a 3(p + v) cuando t tiende a
infinito, y como 7(e™'9,(t)) = 7(Y,(t)), se tiene la afirmacién.

La frontera visual de Hf puede ser construida como un conjunto de clases de
equivalencia de rayos geodésicos de Hf. Dados dos rayos geodésicos (no necesaria-
mente con el mismo punto base) o y 7, diremos que estan relacionados si el conjunto
{d(o(t),7(t)) | t € RT} es acotado. Claramente esto define una relacién de equivalen-
cia en el conjunto de rayos geodésicos de HE.

Proposicién 3.5. Sea S**~! C C" la esfera que hemos identificado con la frontera
visual de HI:. Entonces dos rayos geodésicos con velocidad unitaria estan relacionados
si, y s6lo si, tienden al mismo punto de S 1.

Demostracién. Sean o y 7 dos rayos geodésicos en HE. Supdngase que

lfm o(t) = lim 7(t) € $*"' c C".

t—o0 t—o0
Sean &(t) = cosh(t)p +sinh(t)v y 7(t) = cosh(t)q + sinh(¢)w, dos curvas en C"™ con
(p,p) = -1 =1{q,q), (v,v) =1 = (w,w) y con vy w ortogonales a p y ¢, respecti-
vamente. Supongase ademas que ¢ y 7 son levantamientos de o y 7 respectivamente.



30 CAPITULO 3. U(N,1) TIENE LA PROPIEDAD DE HAAGERUP

Como se supuso w(p + u) = 7(q + v), y esta es una linea isotrépica, se tiene que
(p+u,q+v) =0. Por lo tanto (p,q) + (u,v) = —(p,v) — (u,q). Se tiene que

[(o(t), 7())| = |cosh(t)*(p, q) + sinh(t)*(u, v) + sinh(t) cosh(t)((u, @) + (p,v))]
= (@) + ((p, @) + (u,v))(sinh(t)* — sinh() cosh(t))]
= cosh(d(a(t), 7(t))).

Como
lim cosh(d(o(t), 7(t))) = %Kp, q) — (u,v)l,

t—o00

entonces {d(o(t),7(t)) | t € RT} es un conjunto acotado. Ahora supéngase que oy 7
son tales que el conjunto anterior es acotado. Tanto o como 7 convergen, vistas como
curvas en el espacio proyectivo, a dos puntos z y y en S?*~! C C". Se demostré que
para cualquier punto en Hf y para cualquier z € S*"~!, existe un rayo geodésico que
parte de dicho punto y que en el espacio proyectivo converge a x. Sean A y 7 dos
rayos geodésicos que parten de 0 y que convergen a = y y respectivamente. Se tiene
que los conjuntos {d(c(t), A(¢))|t € RT} y {d(7(t),v(t))|t € RT} son acotados. Por lo
tanto el conjunto {d(A(¢),v(t))|t € R} es acotado.

Ahora si 7, v 7., son dos rayos geodésicos distintos que parten de 0 con direcciones
v y w, respectivamente, es facil mostrar que para t € R™, la funcién

t — cosh(d(7y(t), Yu(t)) = |tarllh_(tt)az}.1(l::)2_ !

esta acotada si, y solo si, v = w. Por lo tanto se puede concluir que A = v, y por lo
tanto, que o y 7 convergen al mismo punto en la frontera visual. O

Asi es posible identificar la frontera visual con un conjunto que no depende de
las coordenadas. Esta definicién “abstracta” de la frontera visual tiene sentido para
variedades de Hadamard o mds generalmente para espacios C AT'(0).

Sea o un rayo geodésico y sea x € HE. Es una consecuencia de la desigualdad
triangular que la funcién ¢ — d(x, o (t)) —t es decreciente y acotada inferiormente por
—d(x,0(0)). Entonces limy_,, d(z,0(t)) — t existe.? Llamemos b, (z) a este nimero.
A la funcién b, le llamaremos la funcion de Busemann asociada a o. Sea

7 (t) = cosh(t)p + sinh(t)u
un levantamiento de o y sea ¢ € C"™! tal que 7(q) = z y (g,q) = —1, entonces

bo(x) = limy,d(o(t),z) —t
= lim; , arcosh (|(6(t),q)|) — ¢

[(6(1).a)|+/ (5 (1), 0)[*—1

= limy_,oIn
= In(|{(p+uq)l)
_ [{ptu,q)|

= 1n(|<q,q>|1/2>'

2Esto es valido para cualquier espacio métrico.
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Sean 7 y o dos rayos geodésicos asintéticos, y tomense respectivamente dos levan-
tamientos de la forma, cosh(¢)p + sinh(¢)u y cosh(t)q + sinh(¢)v. Si & € C*™'\ {0}
es tal que m(Z) = x y (Z,Z) = —1, entonces b,(x) = In(|{p+u,2)|) y b-(z) =
In (|[(g + v, 2)]). Como 7 y o son asintéticos, ¢ + v = A(p + u), para algin A # 0.
Entonces b,(x) = b;(x) + In(|A]). De esto se desprende que la funcién suave

Yy (q) = bo () — b (y),

con ¢ € OHE y o un rayo geodésico que tiende al infinito a ¢, sélo depende de la clase
de asintoticidad de o.

Dados dos rayos geodésicos o0 y 7 que no son asintoticos, y dadas las curvas
cosh(t)p+sinh(t)u y cosh(t)g+sinh(t)v, que son levantamientos respectivos, haciendo
un calculo sencillo se obtiene que

lim d(o(t), 7(t)) — 2t = In(|(p + u, ¢ + v)|).

t—00

Entonces para o, 7 y x como antes,

limy o0 d(o (), 7(1)) = d(o(t),2) — d(r(t),2) = In (il

\ \
Kptu,q+v)|[(Z,7)]
[(p+u,@)[[(g+v,7)]

—

n

De las férmulas obtenidas es claro que este ultimo ntimero no depende de la clase
de asintoticidad de o ni de la de 7, ni tampoco de la eleccién de z. Es decir, dados
p,q € OHE distintos y = € HE,

fe(p,q) = In (W)

(B, 2)|1{q, )]
estd bien definido, donde Z,p y ¢ son levantamientos de z, p y ¢ en C*™!. Como toda
isometria holomorfa de H es inducida por alguna transformacion en U(n, 1), todas

estas isometrias también estan definidas en la frontera visual. Como consecuencia de
esto se tiene que para ¢ una isometria holomorfa de HE,

fow)(0(p), 9(q) = f=(p, q)-

Obsérvese que se tiene la relacion, directa de las férmulas obtenidas,

fo(0; @) = [4(P; @) = Yy (P) + Y2y (@)

3.3. U(n,1) tiene la propiedad de Haagerup.

En esta tltima seccién se construird una accion afin propia de U(n, 1) utilizando
la construccién previa a la Proposicién 1.10.

Dado un espacio vectorial real V' de dimensién n con un producto interior definido
positivo y no degenerado, (-,-), sea S = {v € V|(v,v) = 1}. El espacio tangente a S
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en un punto v € S se puede identificar con el subespacio de V' de vectores ortogonales
a v. Por lo tanto el producto (-,-) induce una métrica riemanniana en S.

Fijese una orientacién en V. Esto permite definir una orientacion canénica en cada
espacio TV, con p € V. Témese la n-forma diferencial w de V' tal que parav € V' y
cada base ortonormal orientada positivamente (wy, ..., w,) de V, w,(wy, ..., w,) = 1.
Sea x un campo vectorial en V suave tal que y(v) = v para todo v € S. Sea [ la
(n — 1)-forma diferencial de V' tal que parap € V' y wy, ..., w,_1 vectores tangentes a
pEV, fy(wi, ..., we 1) =wy(x(p),wr,...,w,_1). Sea S = V la inclusién. Entonces
t* i es una (n — 1)-forma diferencial que no se anula, y que dada una orientacién en
V, estd canénicamente definida. Sea p el tnico multiplo de ¢*fi tal que [ g =1

Para cada = € H2, el mapeo visual T'HZ 2% §2=1 ¢ R2" es un difeomorfismo
que respeta la orientacion. Ya que por un lado \g = Idsz2«—1 y por otro lado, para
cada x € HE, A, se puede obtener componiendo )y con difeomorfismos que preservan
la orientacion.

Por lo dicho arriba, fijando una orientacién en Hf, para cada z € H existe
canénicamente fi, una (2n — 1)-forma diferencial en T}HZ de integral 1. Definase
Mo = (Agl)*ﬂx

Sea E el espacio de formas diferenciales de grado méximo en S?"~! de integral
0. Obsérvese que para todas x,y € H, p, — py € E. Sea A € U(n,1) y v € HE,
anteriormente se utilizé que se tiene el siguiente diagrama conmutativo

§2n—1 A §2n—1

AIT AZ(m)T

n dAs n

Se puede mostrar, utilizando este diagrama v el hecho de que dA, es una isometria,
que fig) = (Z_l)*,ux. Como el pullback de formas con integral cero, tiene integral
cero, se puede definir una accién U(n,1) x E — FE, dada por A - «a = (Z_l)*@.
Considerando la accién natural de U(n, 1) en Hf, para toda A € U(n,1) y para toda
x € HE se tiene que A - i, = jia.. Aqui se utiliza que A preserva la orientacién.

Se dotara a E de una forma bilineal definida positiva y no degenerada, que sera
preservada por esta accién de U(n, 1).

Teorema 3.6. Sean 7 y m las dos proyeccidnes S*" 1 x S*"~1 — §¥~1 y seq z € HE.
Dadas o, 5 € E, definase Q(a, B) = — fS%,ngQn,I\A famia A w5, Entonces

a) La forma Q estd bien definida, es bilineal, simétrica y no depende de la
eleccion de x € H.

b) La forma Q es preservada por la accion de U(n,1).

Demostracién. a) Dadas «, 8 € F, para mostrar que Q(«, 3) estd bien definido,
primero se demostrara que

* *
— foria A T3
SQn—l XSQn—l\A
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existe. Para ello es suficiente ver que la funcion f; es integrable en una vecindad de
cualquier punto (z, z) en S**~1 xS§?"~! ya que la forma mfa A7} 3 esté definida en todo
S?n=1x§?"~1 Entonces se debe mostrar que la funcién (p, q) — In(1—p-q) es integrable
en una vecindad de cualquier (z,z) de la forma U x U, para una U suficientemente
pequena. Obsérvese que esto es equivalente a demostrar que (p, q) — |In(1—p-q)| es
integrable en una vecindad suficientemente pequenia de (x, z). No se daran los detalles
de esta demostracion.

Es claro que @, por ahora con x = 0, define una forma R bilineal. Para probar
que es simétrica, considérese la funcién S~1 x §2~1\ A 5 §271 x §2"71\ A, dada
por (p,q) — (g,p). Se tiene que

C(forfaNTiB) = fomsa NS
= —fomiB A T3

Aqui se utilizé que fy es simétrica en sus dos variables y que m ot = mg y mp 01 = 3.
Por lo tanto, como ¢ invierte la orientacién, Q(a, f) = Q(5, ).
Sean oy 8 como arriba y sea x € Hf. Se tiene que

fSQn—lXSQn—l\A femfa AT 0 = fSQ"—lezn_l\A foria A T3
+ fS2n71X82n71\A(,yx70 o 7T1)7TTO( A WSB
+ fS2n71XS2n71\A(’YLU7O © WQ)WTOZ A W;ﬁ

Integrando primero con respecto a una variable y usando que fS%_l 8 =0, se
obtiene que

/ (Yep om)mia ATy = 0.
§2n—1y§2n—1

Analogamente se demuestra que

/ (10 0 To)wia A6 = 0.
S2n71 X§2n71

Como

/ (rap o m)mia A = (eg o mi)Tia A3
§2n—1 XSZn—l\A

§2n—1y§2n—1

/ (o0 0 To)Tia A8 = (100 0 ma)Tl o A 3B,
SQn—l XSQn—l\A

§2n—1x§2n—1

se puede conlcuir que
/ famia AT 8 = foria AT,
SQn—l ><S2n—l\A S2n—1 XSQn—l\A
y por lo tanto, que la definicién de () no depende de x € HI.

b) Dada una isometria ¢ de Hg, se tiene que fo)(¢(p), v(q)) = fo(p,q)- Siay B
son formas como antes y w € HE,

Q(SO*OQSO*/B) = ffwl(w)ﬁ@*a/\@%?*ﬂ-
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Como
Tt AT B = (@ x @) (mja Amy ),
se tiene que
forrwmie a A" B = (¢ x @) (furia AT35),
y por lo tanto, Q(¢*a, p*f) = Q(«, 5). ]

Lema 3.7. Dada oo € E y dados z,y € H,

—Q(py — flzy ) = / Y,y Q-
SZn—l
Demostracion. Se tiene que

—Q(py — pay ) = fgzn—l xS2n—1\ A formi (py — pz) A 500
= fs%*l ><S2”*1\A(fx — [Ty A T3

+ fSQn—IXSanl\A fyﬂ-i‘/vby N T

o f§2n—1 x§2n—1\ A f:}cﬂ-fuz A ﬂ;a'

Se afirma que los dos 1ltimos términos son cero. La funcion q fSQn,l\ () fe(p, @)1z (p)

es constante, pues dados ¢,q; € S~ ! existe A~! € U(n, q), tal que A(q) = ¢;. Esto
debido a que el estabilizador de z actiia transitivamente en T'HZ. Por lo tanto, si
en unas coordenadas alrededor de un punto pg, pizxy = k(X)dxy A -+ Adxo,_1, v si
en unas coordenadas alrededor de A(py), pay = {(Y)dyy A -+ A dyan_1, se tiene que
alrededor de py,

A (fo(p, A(@))a(p))x = fo

pues
A Mo = :uzfl(x) = Hz-

Entonces A" (f,(p, A(q))1a(p)) = fo(p. @)11=(p), y por ello,

/ [0 A(9) e (p) = / fo (P, @) 112 (p)-
s2n-1\{A(q)}

§2n=1\{q}

Utilizando este hecho y que fg2n—1 a = 0, se obtiene que

* *
/ fymipy Amya = 0.
S2n—1 XS27L71\A

Anélogamente se demuestra que

* *
/2 o famipts N moae = 0.
§2n-1x§2n-1\A



3.3. U(N,1) TIENE LA PROPIEDAD DE HAAGERUP. 35

Por otro lado f; — fy = Va,y © ™1 + Ya,y © T2, entonces el término que falta por analizar
es

* * * *
/ (’Yz,yoﬂ-l —|—’j/x7yO7T2)7T1/,Ly/\7T2Oé = / (/}%,yoﬂ-l+7x,yo7r2)7rlluy/\7r2a'
S2n—1 XSQn—l\A SQn—l XSQn—l

Usando particiones de la unidad y coordenadas producto, se puede concluir que

* * _ .
/ (Yay © T1) Ty A\ To00 = / ’Vx,yﬂy/ a=0
§2n—1y§2n—1 §2n—1 §2n—1

* * _ _
/ (Vx,y © 72)7T1,Uy A Ty = / f)/x,ya/ ﬂy - / ’y:p,ya'
§2n—1x§2n—1 S2n—1 S2n—1 S2n—1

Dados x,y € HZ, para todo A~* € U(n, 1),, como z*ux = U, se tiene que

Y que

Z* (Vx,y,ux) = Yay© Z,Ur
Vo a7 M

Por lo anterior y debido a que U(n,1) actia transitivamente en cualquier esfera
métrica {y € H | d(y,z) = r}, la funcién y — [c,—1 Yayite €s invariante en cada una

de las esferas anteriores. Y si ademés A € U(n, 1) es tal que Zil(x) = y, se tiene que

—%

A (’Yz,y,uw) = (’Yw,yOZ>Z*,Ux
= Tyatyhy

= Aty

Entonces fg%,l Voylts = — fs%fl V2ylty Para cualquier z tal que d(z,y) = d(x,y), en
particular para x. Por lo tanto se tiene que

Qpby — Has fty — Ha) = = Joon—1 Yoy (tty — 1)
= =2 fg2n—1 VayHa-

Obsérvese que, si D es la bola abierta de radio 7 y centrada en el origen de R?"1,
r=0yy=(R,0,...,0), con R < 1, entonces

fooos eatte =y (5 dp
JpIn ﬁ) dp.

v

Por lo tanto tomando R cercano a 1, fSQn_l Yoyt tiende a —oo. Esto demuestra lo
siguiente.

Proposicién 3.8. Siz,y € HE, entonces Q(fty — flo, fhy — fz) —> 00 , st d(x,y) — 00.
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Ahora demostraremos que () es definida positiva, e induciremos una accién de
U(n, 1) fuertemente continua en E, la completacién de E con la forma Q). Con lo cual
se terminarfa la demostracién de que U(n, 1) tiene la propiedad de Haagerup.

Un kernel de tipo positivo es una funcién continua X x X Iy C tal que para
cualquier {z1,...,z,} C X y {z1,...,2,} C C se tiene que
n
Z 2z f(x;, ;) > 0.
ij=1
Esta definicion es muy similar a la de funcién de tipo positivo que se ha utilizado
en este texto. De hecho se puede probar con la misma técnica de la construccién
de Gelfand-Neimark-Segal que aparece en este texto que para cada kernel de tipo
positivo f, existen H un espacio de Hilbert complejo y una funcién continua X < H
tal que f(z,y) = (p(x),¢(y)). También se puede demostrar que las propiedades de
la Proposicién 1.6 se valen si se cambia funcién de tipo positivo por kernel de tipo
positivo.
Considérese o € E/, entonces se tiene que

Q(av O‘) = - f§2n71XS2n—1\A fo(P, C])WTCY AN v e’
In|l —p-q|ria AT

- fS2n71 xS2n—1\ A

Se afirma que para p, g € S?*~! tales que p y ¢ no son proporcionales se tiene que
o0

—ln|l—p-ql =) %Re((p -q)’).

=1
En efecto, sea z € C tal que |z| < 1. Entonces

|1 — z| = |exp(log(1 — z))| = exp(Re(log(1 — z2))).

Por lo tanto In|l — z| = Re(log(1 — 2)). Como log(1 — 2) = — >3 %zj, se tiene la
afirmacién.

Cada funcién (p, q) — %Re((p -q)7) es un kernel de tipo positivo (ver Proposicién
1.6). Sea {Uy, ..., U,,} una cubierta abierta de S**~! de dominios de cartas. Supéngase
que la imagen de cada una de estas cartas es el mismo abierto ciibico de R?" 1
Llamese U a este abierto. Sea {1, ..., ¢, } una particién de la unidad subordinada
a esta cubierta y considérese la particion de la unidad {g; - ¢;};; subordinada a la
cubierta {U; x U;};; de S*"~1 x §?"~1. Supéngase que en las coordenadas U; se tiene
a(X) = a;(X)dxy A -+ Adzy, ;. Para cada k,

f§2n71><g2n71 %Re((p Q)T AT
= 2hict S #01(X)ai(X) 9 (Y)a;(Y)Re((X - Y)*F)dXdY.

Por lo tanto para cada 7, j la integral respectiva puede ser aproximada por sumas de
Riemann de la forma

S e )es Do B Eau(p)as (p2) . Rel(pr - p2)1)) > 0.

r,s=1
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Las sumas anteriores son no negativas debido a que la funcién (x,y) — +Re((x-y)¥))

%
es de tipo positivo. Como consecuencia de esto

1 1
/ —Re((p-¢)")mia ATha = / —Re((p- q)")mia ATia > 0.
S2n—1XS2n—1\A k: §2n—1%§2n—1 kj

La tinica manera en que dados p,q € S**! se tenga |p- ¢l = 1 es que p y ¢ sean

proporcionales. El conjunto W de puntos (p, q) € S**~1 x §?*"~! tales que p y ¢ no son
proporcionales es un abierto denso en S**~! x §?"~1. Por lo tanto

_ fSQn—lxszn_l\A ln‘l — p . q‘ﬂ?a A\ W;a e — fW ln‘l _1p . q‘ﬂ_ika /\ 7_‘_;0(
= — Jw 25t jRe((p- @))mia Ao
= > Jw s Rel(p - ¢))mia A Tsa.

Entonces Q(«, ) > 0, para toda € E. Antes se mostré que existe v € E para la
cual existe g € U(n, 1) tal que Q(w(g)y — 7, m(g)y —7) es tan grande como se quiera.
Se afirma que toda 8 € E tiene esta propiedad. En efecto,

Q(r(g)y—v.mlgv—7) < QB—78-7)+Q(x(9)8—8,7(9)B— B)+
Q(m(9)8 —7(g)v,7(9)8 — (g9)7)
= C+Q(n(9)B—B.7(9)8 —B).

para alguna constante C. Por lo tanto si el lado izquierdo de la desigualdad puede ser
tan grande como se quiera, el lado derecho también.

Como toda a € E es tal que ||m(g)a — af|? # 0, para alguna g € G, se afirma que
el producto interior @) es no degenerado. En efecto, si a € F es tal que Q(«, ) = 0,
por el Lema 1.4,

Q(W(Q)O‘ -, 77(9)04 - O‘) i (Q)Q(O‘v a) - 2@(7]-(9)0‘7 C“)

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto @ es no degenerada. Tomando E la com-
pletacion de E para el producto interior (), podemos extender la acciéon ortogonal de
U(n,1) a E. Dicho esto se puede concluir el siguiente teorema.

Teorema 3.9. U(n, 1) tiene la propiedad de Haagerup.

Demostracion. Falta por mostrar dos cosas, que la representacion ortogonal de
U(n,1) en E es fuertemente continua y que la funcién g + ||7(g) e — ||* es propia.

Para lo primero es suficiente demostrar, por un argumento de densidad, que la
accién de U(n, 1) en E es fuertemente continua para la topologia inducida por Q.
Para ello es suficiente mostrar que si (A, )nen €s una sucesién en U(n, 1) que converge
a la identidad y o € E, entonces (Q(A%a, a))nen converge a Q(a, av).

Con las ideas de la Proposicién 3.4, y debido a que S**~! es cerrada en B", se
puede probar que la aplicacién A —+ A es una transformacién continua entre U(n, 1)
y Difeo(S*"71), donde ambos espacios tienen la topologia compacto abierta.

Dada U una carta compacta de S?*~!, las formas diferenciales en FE restringidas a

U se pueden identificar con un subconjunto de C'(U). Sea V},, la unién de las imagenes
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de U bajo el conjunto {A, },>,. Para m suficientemente grande se puede suponer que
V., UU esta contenido en un dominio de una carta . Sin pérdida de generalidad sea
m = 0. Considerando esto se tiene que en U, (det(d,A,))nen converge uniformemente
a 1. Por otro lado si & € E, y en las coordenadas W, ay = a(Y)dy; A -+ A dyap—1,
entonces la sucesion (a o A,),en converge uniformemente en U a la funcién a. La
forma () se puede calcular usando f,, para cualquier . Entonces en la vecindad
U x U (achicando U si es necesario) se tiene,

i . ae)ata)dpda — ., P Belp), A et A Jap)a( ()i
Josw 12(p, @) |a(p) (alq) — det(d,As)a(Ay(q)))| dpdg.

Por la discusion anterior el término adentro del paréntesis converge uniformemente
a 0. En cartas cubicas compactas fuera de la diagonal el andlisis es mas sencillo.
Como S?~1 x §?"~1 es compacto, para probar que Q(a, A, o) — Q(a, ), es necesario
controlar un numero finito de integrales del tipo que se analizé. Dicho esto es facil
concluir que la accién de U(n, 1) en E es fuertemente continua.

En cuanto a lo segundo, se demostré que para cada M > 0 existe T > 0 tal que
si dun (,y) > T, entonces ||, — pig||* > M. Por otro lado para = € Hg, la aplicacién
de érbita U(n,1) — HE, dada por g — ¢ - x es propia, pues las preimégenes de todos
los puntos son compactas, ya que el estabilizador de cada x € Hf es compacto. Por
lo tanto la aplicacién g — ||m(g)u. — 112||? es propia. O

Corolario 3.10. SU(n,1) y O(n, 1) tienen la propiedad de Haagerup.

Demostracién. Como SU(n, 1) es un subgrupo cerrado de U(n, 1), este hereda la
propiedad de Haagerup. En el caso de O(n,1) pasa lo siguiente. Es suficiente de-
mostrar que PO(n, 1) tiene la propiedad de Haagerup. Si se traduce la demostracién
que se dio para U(n, 1) al caso real, se tiene que considerar al grupo PO(n, 1)y, pues
estas transformaciones inducen difeomorfismos de la frontera visual que preservan la
orientacién. Y se tiene que mostrar que PO(n, 1)y actia transitivamente en el espacio
hiperbdlico real y en los marcos positivos tangentes a cada punto del hiperbdlico. El
problema con PO(n,1) es que no todas las transformaciones en este grupo inducen
difeomorfismos en la frontera visual que preservan la orientacién. En sentido estricto
el problema es que no preservan la integral de formas. Para ello hay que hacer una
pequena modificacién a la accién de PO(n, 1) en el espacio de formas de grado maxi-
mo en la frontera visual, que se restringira al espacio de formas con integral cero.
Dada una forma a y A € PO(n, 1), definase A - o como (Z”)*a si A preserva la

orientacién, y como —(A_l) a si A no preserva la orientacién. Con esta consideracion
se puede imitar la prueba que se dio para U(n, 1) al caso de PO(n,1). ]

En el articulo “Crofton Formulae and Geodesic Distance in Hyperbolic Spaces”?

Guyan Robertson da otra demostracion de esta afirmacion. En ella define una medida
en el espacio de hiperplanos (subvariedades totalmente geodésicas de codimension 1)

3Guyan Robertson, “Crofton Formulae and Geodesic Distance in Hyperbolic Spaces”, Journal of
Lie Theory vol. 8, Darmstadt, 1998, p. 163-172.
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en el espacio hiperbdlico real, invariante bajo la accién de O(n, 1). Ahi demuestra que
la medida del conjunto de hiperplanos que separan dos puntos es un multiplo (cons-
tante) de la distancia hiperbdlica de dichos puntos. Utilizando este hecho demuestra
que existe una funcién de tipo negativo y propia. Esta demostracion no puede ser
extendida al caso complejo pues en el espacio hiperbdlico complejo no existen subva-
riedades totalmente geodésicas de codimension 1.
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