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INTRODUCCION

Un tema clasico dentro de la teoria de representaciones (de grupos) es el estudio de re-
presentaciones ortogonales (o unitarias) en espacios de Hilbert, por lo cual, uno se puede
interesar en construcciones sobre espacios de Hilbert para obtener resultados méas generales
acerca de representaciones en ellos. Una primera construccién consiste en considerar formas
cuadraticas no necesariamente definidas positivas en dichos espacios (asi como sus respec-
tivas formas bilineales asociadas) y estudiar los operadores que preservan dichas formas.
En este sentido, si p > 1 es un entero y % un espacio de Hilbert real separable, dada una
base hilbertiana (e;);>1 de ¢ se define la forma bilineal

p
By(w,y) =Y mjyi— Y iy (1)
j=1

Jj>p+1

donde z = } .~ zjej y y = > ;5 yje;. Como se muestra en [8], salvo isomorfismo, By, y
—B,, son las tinicas formas fuertemente no degeneradas de indice p en 7, donde el indice
es la dimensién méxima posible de los subespacios isotrépicos respecto a B,. Ademads, sea
O(p, o0) el grupo de operadores lineales acotados e invertibles que preservan la forma B,,.
Estos espacios (de dimensién infinita) junto con los operadores lineales que preservan estas
formas han sido estudiados desde los afios 40, primero por Pontryagin y después por Krein
e Tokhvidov, como se refiere en [1] y [3], donde se presentan resultados de dlgebra lineal
similares a los que se tienen en espacios de Hilbert y se incluyen casos donde el indice no
es necesariamente finito.

Al considerar las construcciones anteriores, en particular, es de interés el estudiar re-
presentaciones irreducibles de un grupo G en O(p, 00), aunque para grupos en general no es
facil saber si éstas existen o no. Por los trabajos de Sally [36, 37] y Johnson y Wallach [25]
se sabe que cuando G = PO(1,n), con n > 2, existen representaciones irreducibles para
ciertos valores de p. Ademads, en [8] se estudian las representaciones irreducibles de cier-
tos subgrupos del grupo de automorfismos Aut(.7) de un arbol .7 en O(1, 00). También,
N. Monod y P. Py [31] demostraron que las representaciones irreducibles de PO(1,n) en
O(1, 00) pueden ser clasificadas mediante de una familia de representaciones llamada serie
principal esférica (ver [25] y [37] para un estudio de esta familia en el caso de grupos de Lie
con algunas condiciones adicionales). Para obtener este resultado, estudiaron propiedades
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de las acciones de PO(1,n) en el espacio hiperbélico de dimensién infinita H*, el cual
generaliza de manera natural a los espacios hiperbdlicos H", y notaron que las acciones
inducidas por las representaciones irreducibles tienen propiedades similares a las dadas de
manera natural por la geometria del espacio hiperbdlico. Respecto al estudio cuando p > 2
se pueden revisar [14, 15, 17].

En esta tesis nos interesamos en las representaciones de PO(1,n) en O(p,00) cuando
p > 2. En particular, si nos restringimos a la componente de la identidad PO(1,n)°, tenemos
dos preguntas acerca de representaciones en O(p, o0):

(A) (Es posible clasificar las representaciones irreducibles de PO(1,7n)° en O(p, c0) para
p > 27

(B) ;Para qué valores de n y p existen representaciones irreducibles de PO(1,n)° en
O(p, 00)?

Notemos que la pregunta (A) es més general que la pregunta (B). De hecho, el segundo
cuestionamiento ayuda a resolver el primero, ya que permite identificar qué casos no hay
que considerar.

Parte del trabajo presentado en este documento consiste en dar una respuesta parcial a
la pregunta (B). Para ello, consideremos una generalizacién natural del espacio hiperbdlico
H que se obtiene como sigue. Si JZ es un espacio de Hilbert separable que esta dotado
con la forma bilineal B, de indice p dada en (1), definimos X, la grassmanianna de tipo
no compacto como

X, = {E C J€| E subespacio de ¢, dim(E) = p, By|gx g definido positivo} .

B. Duchesne muestra en [14, Capitulo 3] que X, admite una estructura de espacio
simétrico, es decir, es una variedad riemanniana (de dimensién infinita) conexa que en cada
punto E € X, tiene una isometria que fija E'y tal que su diferencial en E es —Id. Ademds,
ya que hay una accién por isometrias de O(p, 00) en X, se obtiene una identificacién

O(p, o0)
O(p) x O(o0)

En [22], Gromov invita al estudio de estos espacios simétricos porque se pueden considerar
como una generalizacion del espacio simétrico de O(p, ¢) cuando p, ¢ son ambos enteros no
negativos. Observamos que ademéas X; = H*.

Notemos que la pregunta (A) no es vacia, es decir, existen representaciones irredu-
cibles como las que nos interesan. En la secciéon 2.3 se describe una familia continua de
representaciones irreducibles de PO(1,n)° en O(p, ), donde p es un nuimero de la for-
ma (”;ﬂ”) con j > 0. Por otro lado, respecto a la pregunta (B), en [31, Teorema 5.3]
se muestra que sin > 4 y 2 < p < n, entonces no existen representaciones irreducibles
PO(1,n)° — O(p, ), por lo cual los tnicos casos que faltan estudiar, cuando p < n, son
p=2conn>3yp=3conn=4.

X, =
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En este trabajo, para estudiar el caso p = 2 con n > 3 se utilizan complejificaciones
de representaciones, por lo cual también aparecen los espacios complejos X;c definidos
en términos de formas hermitianas fuertemente no degeneradas en 7 ® C que cumplen
propiedades andlogas a sus contrapartes reales. Ademas, ya que conocemos la clasificacién
de representaciones irreducibles en O(1, 00), es 1til considerar teoremas de descomposicién
de A ® C respecto a subgrupos de U(p,o0) (el grupo de operadores unitarios respecto a
B,) como el Lema de Ismagilov (ver Lema 3.8). Usando la herramienta mencionada antes
y algunos conceptos adicionales, en el Capitulo 4 se prueba el siguiente resultado.

Teorema A. Sea n > 3. Entonces no existe ninguna representacién continua irreducible
PO(1,n)° — 0O(2, c0).

Este resultado fue obtenido en conjunto con P. Py y aparece publicado en [34]. Utilizan-
do ideas similares a las empleadas en la prueba del resultado anterior, la propiedad (7") de
Kazhdan y un poco de teoria espectral, en el Capitulo 5 se demuestra el siguiente resultado.

Teorema B. Sea (G, K) un par de Gelfand. Si G tiene la propiedad (1) de Kazhdan y cual-
quier homomorfismo continuo K — O(2) es trivial, entonces no existen representaciones
continuas irreducibles G — O(2, 00).

Ahora, dado p > 2 un numero primo, si Q, es el campo de nimeros p-adicos y Zj, el
anillo de enteros p-adicos, se tiene que el par de Gelfand (SL(n,Qp), SL(n,Zy)), con n > 3,
satisface las hipétesis del Teorema B, a partir de lo cual se puede obtener el siguiente
resultado

Teorema C. Sea n > 3 un entero. No existen representaciones continuas irreducibles
SL(n,Q,) — 0O(2,q) con 1 < ¢ < 0.

Finalmente, en el Capitulo 6 se dan algunos resultados parciales respecto a la existencia
de representaciones irreducibles de PSL(2,R) en O(2, c0) distintas a las obtenidas a partir
de la serie principal esférica.

Estructura del texto

Este texto consta de 6 capitulos. Los capitulos 1, 2 y 3 son expositorios, mientras que los
resultados originales se encuentran en los capitulos 4, 5 y 6.

En el Capitulo 1 se presentan los cuatro conceptos fundamentales en torno a los cuales
gira el presente texto: formas fuertemente no degeneradas en espacios vectoriales, espa-
cios hiperbdlicos (reales y complejos), pares de Gelfand y propiedad (7') de Kazhdan. Se
enuncian algunos resultados acerca de ellos, los cuales seran utilizados mas adelante.

En el Capitulo 2 se define la serie principal esférica para PO(1,n) con n > 2. Ademas de
presentar algunas propiedades elementales de dicha familia de representaciones, se enuncia
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el teorema de N. Monod y P. Py que clasifica las representaciones irreducibles de PO(1,n)
en O(1,00).

El capitulo 3 se emplea para demostrar el Teorema 3.1 de Naimark, el cual permite
asegurar la existencia de susbespacios invariantes bajo la accién de familias de operadores
en espacios vectoriales dotados de una forma fuertemente no degenerada B. Se incluye
ademds un lema de descomposicién (respecto a B) debido a Ismagilov que serd utilizado
varias veces en los capitulos siguientes.

El Capitulo 4 se dedica a la prueba del Teorema A. Para ello, se introduce el concep-
to de argumento de Cartan, el cual permite identificar los subespacios totalmente reales
de los espacios hiperbdlicos complejos, y dichos subespacios seran usados para obtener
representaciones irreducibles en O(1, co).

En el Capitulo 5 se utiliza el método de prueba del Teorema A para demostrar el
Teorema B. Ademas, luego de introducir el campo de los nimeros p-addicos Q, y presentar
algunas propiedades del grupo de matrices SL(n,Q),), se prueba el Teorema C.

En el Capitulo 6 se estudia un mapeo PSL(2,R)-equivariante del plano hiperbdlico
H? en la grassmanniana de planos definidos positivos Xs, el cual estd asociado a una
representacién PSL(2,R) — O(2,00). En particular, se presenta un modelo proyectivo
de X5 en el cual es mas sencillo estudiar las propiedades del mencionado mapeo. Esta
estrategia es una primera etapa para estudiar representaciones de PSL(2,R) en O(2, c0).

A lo largo de este trabajo usaremos la siguiente convencién. Decimos que una represen-
tacién o de un grupo topoldgico G en un espacio de Hilbert .77 es (fuertemente) continua si
los mapeos érbita G — V' dados por g — ¢(g)v, para cualquier v € S, son continuos. En
lo que sigue, todas las representaciones consideradas seran continuas, salvo que se indique
lo contrario.
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PRELIMINARES

1.1. Formas fuertemente no degeneradas

Esta seccién esta dedicada a presentar algunos de los resultados dados en la seccién 2 de
[8]. Unicamente enunciaremos los resultados mds importantes y remitimos al lector a la
referencia original para mas detalles. Este desarrollo esta también realizado en la seccién
9 de [14].

Sean 4% un espacio vectorial real y ) : 7 — R una forma cuadrética en . Tenemos
que la forma bilineal B : J# x ## — R dada por B(z,y) = 1 (Q(z +y) — Q(z —y))
es la forma bilineal asociada a Q). Ademads, si S C J2, el conjunto ortogonal a S estd
dado por S+ = {z € # : B(x,y) =0, Yy € S}, y decimos que Q (anidlogamente B) es no
degenerada si '+ = {0}. También, como es usual, Q es definida positiva si Q(z) > 0 para
toda z € A\ {0}, y Q es definida negativa si —@Q es definida positiva. De manera similar,
si B es una forma bilineal en .7 y W es un subespacio de 57, diremos que W es positivo
(respecto a B), o que B es positiva en W, si B(xz,z) > 0 para toda z € W, y diremos
que W es definido positivo si B(x,x) > 0 para toda x € W \ {0}; andlogamente se define
que W es negativo o definido negativo, respectivamente. Cuando @ es definida positiva lo
denotamos por ¢ > 0, de manera similar, si ) es definida negativa entonces escribimos
Q@ < 0. Por otro lado, si Q|w = 0, respectivamente Bl ww = 0, decimos que W es un
subespacio totalmente isotropico.

A continuacién definiremos algunos conceptos adicionales acerca de una forma cuadrati-
ca @, los cuales utilizaremos indistintamente también para una forma bilineal B ya que
basta considerar la forma cuadrética asociada Qp(z) = B(x,z). El indice de @ estda dado
por

i(Q) = sup {dim(W') : W subespacio de .%, Q|w = 0}, (1.1)

adem4s se definen

i+(Q) = sup {dim(W) : W subespacio de J, Q|w > 0}, (1.2)

1



2 Preliminares

i—(Q) = sup {dim(W) : W subespacio de 2, Q|w < 0} . (1.3)

Proposicién 1.1 (Prop. 2.1 de [8]). Sea Q una forma cuadrdtica en S de indice finito.
Entonces

(1) i(Q) = min {i4 (Q), i-(Q)}
Si suponemos que i(Q) = i4+(Q), entonces

(2) SiW es subespacio de H tal que diim(W) = i(Q) y Qlw > 0, entonces H# = WOW+

(3) Si A = Wy ®W_ es una suma directa ortogonal tal que Qlw,. > 0 y Qlw_ < 0,
entonces dim(Wy) = i(Q).

En virtud de la Proposicién 1.1, denominamos a cualquier descomposicién en suma
directa ortogonal J# = W, @ W_ tal que Q|w, >0y Q|w_ < 0 una descomposicion (+£).
Dada una descomposicién (+) de # consideramos el producto interior

(z,y)q = B(a+,y+) — Blz—,y-) (1.4)
dondex =24 +2_,y=y+ +y-_conzy,yr e Wy yax_,y_ € W_.

Definicion 1.2. Sea ) forma cuadratica en JZ. Decimos que @) es una forma fuertemente
no degenerada de indice finito si es no degenerada y (¢, (, )g) es un espacio de Hilbert.

Por el Lema 2.4 de [8] la definicién anterior no depende de la eleccién de la descomposi-
cién (+) de . Dados S y S espacios vectoriales dotados con las formas cuadréticas @
y @', respectivamente, dichas formas cuadraticas son equivalentes si existe un isomorfismo
de espacios vectoriales f : #' — A tal que Q' = Q o f. En particular, si #' = J, a
los isomorfismos f : 7 — 7 tales que @ = Q o f se les llama transformaciones ortogo-
nales. Denotaremos por O(Q), o bien por O(B), al grupo de transformaciones ortogonales
respecto a ) (o B, respectivamente).

Ya que en el caso de dimensién finita la signatura de una forma cuadratica caracteriza
completamente su clase de equivalencia (respecto a los mapeos ortogonales), nos interesa
saber si ello ocurre en el caso de dimensién infinita. Si @ es una forma cuadratica fuerte-
mente no degenerada de indice finito en .’ y tomamos una descomposicién (£) dada por
H =Wy @ W_ con Qlw, >0y Qlw_ <0, por la hipdtesis se verifica que (W+,Q|W+) y
(W_, —Q|W7) son espacios de Hilbert, luego, dados p el cardinal de una base hilbertiana
de W y q el cardinal de una base hilbertiana de W_, el par (p, q) es la signatura o tipo de
Q. De manera analoga se usara el concepto en el caso de la forma bilineal B asociada a Q).

Proposicién 1.3 (Prop. 2.7 de [8]). La signatura es un invariante completo de equivalencia
entre las formas cuadrdticas fuertemente no degeneradas de indice finito.
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Proposicién 1.4 (Prop. 2.8 de [8]). Si Q es una forma cuadrdtica fuertemente no de-
generada de indice finito en A y W es un subespacio cerrado de F tal que Qlw es no
degenerada, entonces Qly es fuertemente no degenerada y H# =W & W+,

En virtud de la Proposiciéon 1.3 escribiremos
O(p,q) = O(Q) = O(B)

donde (p, q) es la signatura de Q.

Es importante notar que todos los resultados establecidos aqui se verifican, con las
modificaciones adecuadas, en el caso de espacios vectoriales complejos y formas hermitianas.
En tal caso, para evitar confusiones, usaremos

U(p,q) = U(Q) = U(B)

para denotar al grupo de transformaciones invertibles de # que preservan la forma cuadrati-
ca de signatura (p, q).

Finalmente, para un estudio profundo de espacios dotados con formas bilineales con
signatura, referimos al lector a [3], donde también se consideran formas bilineales de indice
no necesariamente finito.

1.2. Espacios hiperbdlicos

En esta seccién se construyen los espacios hiperbédlicos reales y complejos. Unicamente
se presentan los modelos que usaramos en el presente trabajo. En primer lugar se define
el modelo del hiperboloide de los espacios hiperbdlicos reales y posteriormente se hace
la construccién del modelo proyectivo, el cual, con las modificaciones adecuadas, permite
obtener los espacios hiperbdlicos complejos. Para el modelo definido més adelante en (1.6)
tomamos el desarrollo presentado en la seccién 2 de [32], mientras que pueden consultarse
[4] y también [30, 7] para la construccién del modelo proyectivo.

Sea k un cardinal. Para construir el primer modelo consideremos (H,( , )) un espacio
de Hilbert real de dimensién x. Definimos el espacio de Minkowski como R® H y lo dotamos
con la forma bilineal B dada por

B(s®h,s ®N)=ss—(hh). (1.5)

Por construccién, B es una forma bilineal fuertemente no degenerada de indice 1. Ademas,
dotamos a R @ H con la topologia inducida por las normas en cada uno de los factores.
Con base en lo anterior, definimos el modelo del hiperboloide del espacio hiperbdlico real
H" por

Hf ={x=s®heR®H : B(z,z)=1,s>0}. (1.6)
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Es la hoja superior de un hiperboloide, donde H es un espacio de Hilbert de dimensién
k. Ademas de los casos de dimension finita, nos interesa cuando x = Ry, que por simplicidad
denotamos por H® = H®. La distancia asociada a la métrica hiperbélica estd caracterizada
por la relacién

cosh (d(z,y)) = B(z,vy),

ademas, d es compatible con la topologia ambiente de H” y es una métrica comple-
ta. También notemos que O(B) actia proyectivamente en H" e induce un isomorfismo
PO(B) = Isom (H"); de hecho, como se muestra en la Proposicién 3.4 de [8], también se
satisface que Isom (H") es isomorfo al subgrupo de indice dos O (B) < O(B) de elementos
que preservan a H".

A continuacion, para construir el segundo modelo del espacio hiperbdlico consideramos
la proyeccién natural P: R @ H \ {0} — P(R& H), donde P(R @& H) denota el espacio
proyectivo de R @ H. Definimos el modelo proyectivo del espacio hiperbdlico como

H* = {[z] € PR ® H) | B(z,2) > 0}. (1.7)

Decimos que la frontera OH" de H" es el conjunto de las lineas B-isotrépicas. Ya que ambos
modelos del espacio hiperbélico son equivalentes, usaremos este hecho indistintamente del
modelo que estemos considerando.

Observamos que (1.7) se generaliza al caso complejo de manera inmediata. Para ello,
sea (H,(, )) un espacio de Hilbert complejo de dimensién x, y consideremos el respectivo
espacio de Minkowski C & H dotado con la forma hermitiana B¢ definida por

Be (2@ h, 2 @ k') = z2' — (h, I'). (1.8)

A continuacién, sea P: C® H \ {0} — P(C @ H) la proyeccién natural, donde P (C & H)
denota el espacio proyectivo (complejo) de C @ H. Luego, definimos el modelo proyectivo
del espacio hiperbdlico (complejo) como

H* = {[z] e P(C® H) | Bc(z,2) > 0} (1.9)

Finalmente, cuando sea necesario, denotaremos por Hg al espacio hiperbdlico real de
dimensién x y por HE a su andlogo complejo.

1.3. Pares de Gelfand

Consideremos un grupo localmente compacto G y H un subgrupo compacto de G. El es-
tudio de los pares de Gelfand estd motivado, en cierto sentido, en el interés por conocer
cudl es la dimensién de los subespacios que son fijados por H bajo las representaciones
irreducibles de G. Para los fines de este documento, en esta seccién se presentan la defi-
niciéon de par de Gelfand, una condicién suficiente para identificar un par de Gelfand, asi
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como algunos ejemplos que serdn utiles en capitulos posteriores. Aqui se sigue el desarrollo
realizado por J. Faraut en [18, Cap. 1] y, en una versién mds reciente, por G. van Dijk en
[12, Cap. 6]. Otra referencia usual para este tema es la seccién 24 de [41].

Consideremos G un grupo localmente compacto dotado con una medida de Haar dz
invariante a la izquierda, y sea C.(G) el dlgebra de convolucién de funciones continuas con
soporte compacto f : G — C, donde dadas dos funciones f,g € C.(G), el producto de
convolucién estd definido por

(f+g)(x) = /G Fw)gly z)dy,

para toda x € G. Ademas, sea K un subgrupo compacto de G y consideremos su medida
de Haar normalizada dk, es decir, la medida de Haar tal que

/dkzzl.
K

Sea C¥ (@) la subslgebra de C.(G) formada por funciones biinvariantes respecto a K, esto
es,

CH(G) = {f € C(Q) : f(kxk') = f(z) para cualesquiera k, k' € K}.

Definimos la proyeccion # : Co.(GQ) —s C#(G) como sigue: si f € C.(G), entonces para
cada x € G sea

f#(x) = / / f(kxk")dkdk'.
K JK
Se verifica que f#* € CI(G) y f# = f si f € CF(G). Ademas, * deja estable a CI (G).

Definicién 1.5. El par (G, K) es de Gelfand si el algebra de convolucién (Cf(G), *) es

conmutativa.

Ejemplo 1.6. Si G es un grupo abeliano localmente compacto, entonces (G, {eg}) es par
de Gelfand.

A continuacién presentamos dos resultados ttiles que permiten obtener ejemplos no
triviales de pares de Gelfand.

Proposicién 1.7 (C. Berg). Si (G, K) es un par de Gelfand, entonces G es unimodular.

1Recordemos que si dx es una medida de Haar sobre G que es invariante izquierda, entonces, para g € G
fijo, se tiene que la forma lineal f +— [ f(gzg~") dz define una medida invariante izquierda (sobre C.(G)),
por lo cual existe un nimero positivo A(g) tal que

/G f(gzg™") dz = A(g) /G f(z)da.

Esto define un mapeo A : G — Ry llamada mddulo de Haar, €l cual resulta ser un homomorfismo de
grupos. Si A = 1, decimos que G es unimodular. Para més detalles, se puede consultar [19, Seccién 5.1].
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Demostracion. Sea A el médulo de Haar de G. Entonces

/f(w)darz/f(x‘l)A(x‘l)d:c (1.10)
G G

para cualquier f € C.(G). La igualdad (1.10) es una propiedad clasica de A que se puede
consultar, por ejemplo, en [19, Prop. 5.1.4]. Se demostrarda que para cualquier f € C.(Q)
se verifica que

/Gf(x_l)da::/Gf(w)dx, (1.11)

que a partir de (1.10) implica que A = 1.
Observamos que si f € C.(G) entonces

# _ / r
/Gf (x)dx—/GXKQf(k:vk:)dxdkdk —/ f(z)dz,

G

donde la 1dltima igualdad se obtiene porque

[ stsairie = a1 [ steyis = [ o

ya que k' € K, esto es, A(k') = 1. Asi, se ha demostrado que para cualquier f € C.(G) se
tiene que

/Gf(x)dm:/Gf#(x)dx. (1.12)

En virtud de (1.12), es suficiente demostrar la igualdad (1.11) para f € CZ (G). Por ello,
si f e C¥(G), al considerar una funcién g € C7 (@) tal que g(z) = 1 si = € supp(f) U
(supp(f)) ", obtenemos que

Feate) = [ s o= [

upp

x)dr = x)dx,
R | 1@

y también,

g*f(e)z/Gg(:c)f(xl)dx:/

(supp(f))~*

f (xil) dx = /Gf (wil) dx,

y como (G, K) es par de Gelfand, se satisface que fxg = gx* f, por lo cual se cumple (1.11)
cuando f € C¥(G). Esto prueba lo deseado. O

Proposicion 1.8. Sean G un grupo localmente compacto y K un subgrupo compacto de G.
Supongamos que existe un automorfismo 0 : G — G tal que 0> = 1d. Si para toda x € G
se tiene que

0(z) € Kz 'K, (1.13)

entonces (G, K) es un par de Gelfand.
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Demostracion. Sean f € C.(G)y f%(x) = f(6(x)) para toda x € G. Tenemos que el mapeo

f »—>/ fo(x) (1.14)

define una medida invariante izquierda sobre G, por lo cual existe una constante ¢ > 0 tal

h /G F(@)de = ¢ /G F(@)da (1.15)

para cualquier funcién f € C.(G). Ahora, ya que §? = Id, se cumple lo siguiente

/Gf(:v)d;r:/GfGQ(:L‘)dJU:/G(fe)e(:c)d:v:C/Gf(ﬁx)dx:cz/(}f(:v)dw

por lo cual ¢ = 1. Sean f,g € C.(G), por un lado tenemos que

(f *9)° (z) /f 0(x)) dy,

y por otro,
(fe*g /fa (y~'x) dy—/f (=710(2)) dz,

lo cual implica que (f * g)? = f? x ¢° para cualesquiera f,g € C.(G). Dada una funcién
f € Ce(G), definimos f¥(z) = f (z™'). Notamos que

(f*g)" /f (y 196‘1)dy=/ fly) gy dy
—/G Y)Y (yte) dy = g¥ « Y (@),

donde la segunda igualdad se satisface porque dy es invariante a la izquierda. Lo anterior
implica que para cualesquiera f, g € C.(G) se tiene que

(fxg9)" =g"*f". (1.16)

También, si f es K-biinvariante, entonces, por (1.13), obtenemos que para toda x existen
k, k' € K tales que
o) =f(Ka™k) = f(z7) = V(). (1.17)
Asi, si f € C¥(G), por (1.17) se obtiene que f = fV. Luego, dadas f,g € C¥ (G) se tiene
que

(fx9)’ =(Fxg) =g 5 f =g"x " = (g% 1),
y por lo tanto, f x g = g x f. Esto prueba que C’f(G) es un algebra conmutativa. O



8 Preliminares

Corolario 1.9. Sean G un grupo localmente compacto y K un subgrupo compacto de G.
Si para toda x € G se satisface que

re Kz 'K, (1.18)
entonces (G, K) es un par de Gelfand.

Demostracion. Basta aplicar la Proposicién 1.8 considerando 6 = Idg. 0

Para concluir esta seccién se presentan tres ejemplos no triviales de pares de Gelfand.

Ejemplo 1.10. Sea n > 2 un entero y denotemos por S, el grupo simétrico del conjunto

{1,...,n}. Observamos que el estabilizador de un punto en S, es isomorfo a S,_1, en
particular, denotemos K al estabilizador de 1. Tenemos que S, actia en {1,...,n} X
{1,...,n} por la accién diagonal, y notemos que para cualesquiera x,y € {1,...,n} existe

h € S, tal que
h-(z,y) = (h-,h-y) = (y, ),
pues basta tomar h de manera que h(z) =y, h(y) = x y la identidad en los demds puntos.
Consideremos g € S,, y veamos que g € Sp,_1g~'S,,_1. Observamos que (1,9_1(1)) =
g~ 1(g(1),1). Por lo dicho en el parrafo anterior, existe h € S, tal que h-(1,g(1)) = (g(1), 1),
luego,

(Lg ' (1) =97 (g(1), 1) =g~ (h-(1,9(1))) = (g7 " o h) - (1,9(1))

de donde (g7 oh) (1) =1y (g7t oh) (g(1)) = ((¢7 o h) og) (1) = g~*(1). En particular,
la primera igualdad implica que g~ ! o h € K, mientras que a partir de la segunda igualdad
se obtiene que

go (g_l o h) og(l) =1,
es decir, g o (g_1 o h) og € K. Por lo tanto,

g=(go (g_l oh)og) og~lto (g_1 o h)_l e Kg 'K
Finalmente, a partir del Corolario 1.9 obtenemos que (S, S,—1) es un par de Gelfand.

Ejemplo 1.11. Consideremos G = K X R"” donde K = O(n). Si denotamos g = (k,a) € G,
con k€ K yaeR" el producto en G esta dado por

(k,a) (k/, a') = (kk', a+k- a’) ,

y también (k,a)~! = (k_l, —k 1. a). Notamos que G es el grupo de isometrias del espacio
euclidiano R™ dotado con el producto escalar usual. Definimos 6 : G — G por 0(k,a) =
(k, —a). Entonces 6 es un automorfismo continuo de G, 6% = Idg y

0(k,a) = 0((1d,a)(k,0)) = (Id, —a)(k,0) = (k,0) (k,a) " (k,0),

esto es, 0(g) € Kg 'K para toda g € G. Por la Proposicién 1.8 se sigue que (G, K) es un
par de Gelfand.



1.3 Pares de Gelfand 9

Ejemplo 1.12. Consideremos G = PO(1,n)° la componente conexa de la identidad del
grupo de isometrias del espacio hiperbdlico real Hy. Fijemos p € Hp y tomemos K el
estabilizador de p, el cual resulta ser un subgrupo compacto maximal de G que es isomorfo
a SO(n). Sea £ una geodésica que pasa por p. Entonces existe A = (at),cg < G subgrupo
uniparamétrico que actiia por traslaciones en £, lo cual implica que A actia transitivamente
en £. Ahora, dado g € G, sucede alguno de los siguientes casos:

(1) Si g(p) = p, entonces g € K.

(2) Sig ¢ K, entonces existe k1 € K tal que k1g(p) = q € £. Luego existe t € R tal que
atk19(p) = p, y por lo tanto ke := ask1g € K, en particular, g = kl_lat_lkg € KAK.

Por lo anterior, G = KAK. Observamos que si para toda a € A se cumple (1.18),
entonces se satisface para toda g € G, ya que si g = k1atkz, entonces a; e Ka,K y luego

gt =kyta kit € kT KaKky ' = Kkyako K = KgK.

Asi, sea a; € A. Entonces at_l = a_¢. Sean q; = a;(p) y g2 = a—¢(p). Notemos que existe
k € K tal que k(q1) = ¢2, y esto implica que k deja invariante a ¢ porque ademads fija a
p. Entonces a:k(p) = ¢1 vy atk(q1) = p, por lo cual a;k deja invariante a ¢. Vemos que de
hecho, a;ka; € K porque

atkai(p) = atk(q1) = at(q2) = at (a—t(p)) = p-

A partir de lo anterior es inmediato que ka; € a; 'K, y luego a; € K a; K. Esto muestra
lo deseado. Finalmente, por el Corolario 1.9, se concluye que (PO(1,7)? K) es un par de
Gelfand.
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1.4. Propiedad (7)) de Kazhdan

Sea (4,( , )) un espacio de Hilbert complejo con producto hermitiano ( , ) y U(5) su
grupo unitario, esto es, el grupo de operadores lineales invertibles f : 5 — 7 tales que

(f(u), f(v)) = (u,v)

para cualesquiera u, v € J#. Sea G un grupo topolégico. Una representacion unitaria® de G
en .7, es decir, un morfismo 7 : G — U(J), es (fuertemente) continua si para cualquier
v € A el mapeo G — S dado por g — m(g)v es continuo.

Ejemplo 1.13. Sea G un grupo localmente compacto dotado de una medida de Haar
invariante izquierda dr. Consideremos L?(G) = L?(G,dz) el espacio de Hilbert de clases
de equivalencia de funciones f : G — C de cuadrado integrable respecto a dx. Si g € G,
definimos el operador A\g(g) : L?(G) — L*(G) mediante

Aa(9)é(z) =€ (97 'x),

para cualesquiera ¢ € L?(G) y © € G. Notamos que A\g(g) es un operador unitario por
la invariancia izquierda de la medida de Haar. Ademés, dados g,h € G se satisface que
Ac(gh) = Ac(9)Ag(h). Finalmente, el mapeo G — L?(G) definido por g — Ag(g)¢ es
continuo para cada £ € L*(G). Asf, A\¢ : G — U (L*(G)) es una representacién unitaria
que se llama representacion reqular izquierda.

Como se senala en [2], la propiedad (7') fue introducida por Kazhdan en 1967 para
estudiar grupos localmente compactos al considerar sus representaciones unitarias.

Definicién 1.14. Sea 7 : G — U(J¢) una representacién unitaria de G.

(1) Decimos que 7 tiene vectores invariantes no nulos si existe v € 2 con v # 0 tal que
m(g)v = v para toda g € G.

(2) La representacion 7 tiene vectores cuasiinvariantes si para cualesquiera () C G sub-
conjunto compacto y € > 0, existe v € JZ tal que

sup|[m(g)v —v|| <ellv].
geQ

(3) Decimos que G tiene la propiedad (T) de Kazhdan si toda representaciéon unitaria
que tiene vectores cuasiinvarientes, tiene vectores invariantes no nulos.

2De manera andloga, si ¢ es un espacio de Hilbert real, una representacion ortogonal de G en J es
un homomorfismo G — O(#), donde O(H#) es el grupo de operadores lineales invertibles de J# que
preservan el producto interior de 7.
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A partir de la desigualdad indicada en el inciso (2) de la definicién anterior se sigue que
si v € J€ es un vector cuasiinvariante para m, entonces v # 0. También, es importante notar
que resulta muy complicado dar ejemplos no triviales de grupos que tienen la propiedad (7).

Ejemplo 1.15. Si G es un grupo compacto, por ejemplo cuando G es un grupo finito,
entonces G tiene la propiedad (7). Para una prueba de este hecho se puede consultar la
Proposicién 1.1.5 de [2].

Proposicién 1.16. Supongamos que G tiene la propiedad (T).
(1) Si N <G es un subgrupo normal cerrado, entonces G/N tiene la propiedad (T').

(2) Si G es localmente compacto, entonces G es compactamente generado. En particular,
si I' es un grupo discreto con la propiedad (T), entonces I' es finitamente generado.

Para una demostracién del resultado anterior se pueden consultar, por ejemplo, los
Teoremas 1.3.1 y 1.3.4 de [2].

Ejemplo 1.17. Veamos que Z no tiene la propiedad (T'). Consideremos la representacién
regular izquierda Az de Z en L?(Z). En primer lugar, notemos que Az no tiene vectores
invariantes no nulos. Para ello, supongamos que para ¢ € L%(Z) se tiene que \z(n)é = €
para toda n € Z. A partir de lo anterior se sigue que {(—n + ) = {(z) para todax € Z y
para cualquier n € Z. En particular, si x = 0, obtenemos que £(n) = £(0) para toda n € Z,
lo que implica que ¢ es una funcién constante. Luego, como & € L%(Z), se sigue que £ = 0.

Sin embargo, Az si tiene vectores cuasiinvariantes. Para mostrar esto, sean () un com-
pacto de Z y € > 0. Consideremos A = {a,a + 1,--- ,b}, con a < b enteros y x la funcién

caracteristica de A. Definimos § = \/1)1_7 X € L*(Z) y observamos que |[¢|| = 1 y también

2|m|

Az(m)é — €| = — < &2

Pa(m)é )2 =

para cualquier m € @ cuando consideramos b — a > 0 suficientemente grande. Esto prueba
lo deseado.

Ejemplo 1.18. Para n > 3, SL(n,R) tiene la propiedad (7"). También, SL(n,Z) tiene la
propiedad (7). La prueba de estos hechos se puede consultar, por ejemplo, en la Seccién
1.4 de [2].

Ejemplo 1.19. Si n > 2, el grupo libre en n generadores F), no tiene la propiedad (7).
Esto se obtiene porque Z es un cociente de F,, y, como Z no tiene la propiedad (7T, la
Proposicion 1.16 implica que F;, tampoco tiene dicha propiedad.

Finalmente, enunciamos un resultado que relaciona la propiedad (7") con acciones en
espacios hiperbdlicos.
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Proposicién 1.20. Sea G un grupo con la propiedad (T). St G actia continuamente por
isometrias en un espacio hiperbdlico (real o complejo), entonces dicha accion tiene un punto

fijo.

Una prueba de este hecho se puede encontrar en [2, Cor. 2.7.3]. En particular, la Pro-
posicién 1.20 implica que PO(1,n) no tiene la propiedad (7).



SERIE PRINCIPAL ESFERICA

La serie principal esférica es una familia de representaciones en espacios de Hilbert de di-
mension infinita muy util para entender algunas propiedades de representaciones de grupos
de Lie conexos, semisimples y con centro finito. En [45], N. R. Wallach expone a detalle la
construccién mediante el uso de la descomposicién de Iwasawa y acciones de los subgru-
pos que aparecen en dicha descomposicién. Un andlisis similar al anterior se hace en [25]
para estudiar elementos de la serie principal esférica que no son unitarios. En particular,
esta familia de representaciones ha sido estudiada ampliamente en el caso de SL(2,R), por
ejemplo, en [26], [28], [36] y [37].

En nuestro caso, nos interesa construir la serie principal esférica {7s}sec para PO(1,n)
el grupo de isometrias del espacio hiperbdlico real H” de dimensién n > 2. Para nuestros
fines seguiremos principalmente el desarrollo hecho en [31, Seccién 3.A]; es importante
mencionar, que esta es una construccién muy cléasica, se puede consultar por ejemplo en
[11], [25), [26], [45) y [46].

Dividimos este capitulo en tres partes. Por un lado, en la Secciéon 2.1 se define la
mencionada familia de representaciones para PO(1,n), se presenta un modelo isomorfo de
dicha familia y se presentan algunos resultados elementales acerca de ella, mientras que
en la Seccién 2.2 se construyen formas bilineales invariantes y se da una interpretacién
geométrica de m; para algunos valores de s. Finalmente, en la Seccién 2.3 se plantean
algunas preguntas que motivan el contenido de este documento.

2.1. Dos modelos de la serie principal

Sea n > 2. Tomamos el espacio hiperbdlico real H" construido al considerar H = R”
con el producto interior usual (ver Seccién 1.2). Recordamos que PO(1,n) es el grupo de
isometrias de H".

Sean ey = (1,0,...,0) € H" y K = Stab(eg) el estabilizador de eg en PO(1,n); de
hecho, K es isomorfo a O(n) (ver [4, Teorema 2.24]) y por lo tanto es compacto. Recordamos

13
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que la frontera de H", denotada por 0H", es la grassmanniana de lineas B-isotrépicas en
R = R@ H (ver Seccién 1.2). Consideremos Vol la tinica forma de volumen normalizada
en OH" que es K°-invariante. Ahora, sea Jac(g)(-) el jacobiano de g para la forma de
volumen Vol, es decir, la funcién tal que (g*Vol), = Jac(g)(b)Vol, para b € 9H". Otra
manera de obtener el jacobiano es considerar que Vol es una medida y tomar la derivada
de Radon-Nikodym respecto a la medida trasladada por g, esto es, Jac(g) = dg, ! Vol/dVol.
De manera explicita (ver [25]), dados g € G y b € 9B se tiene que

n—1
pac (o) 0] = (s 21)

Notemos que en la férmula anterior hay un abuso de notacién, pues del lado izquierdo b
denota una linea B-isotrépica, mientras que del lado derecho, b denota un representante de
dicha linea, pero esto no causa problema ya que el cdlculo es independiente del representante
elegido.

Antes de dar la definicién que nos interesa, denotemos por L? (9H") al espacio de clases
de equivalencia de funciones con valores complejos en JH" de cuadrado integrable respecto
a Vol. También, sea L% (OH") C L? (OH") el subespacio de clases de funciones con valores
reales.

Definicién 2.1. La serie principal esférica de PO(1,n) es la familia de representacio-
nes {m;}sec parametrizada por los nimeros complejos, cuyo espacio de representacién es
L? (0H") y esté4 definida por

ma(9)(f) = [Jac (g7 )| 2" Fog L, (2.2)

En el siguiente lema se presentan algunas de las propiedades méas importantes de esta
familia de representaciones.

Lema 2.2. (1) Sis € R, entonces ms(g) preserva L (OH").

(2) Dados fi,f> € L*(0H"), sea (f1,f2) = Jomn fifo. Entonces para cualquier g €
PO(1,n) se cumple que

(ms(9) (f1),7m=5(9) (f2)) = (fr, f2)
es decir, las representaciones s y m—g son duales.
(8) Si s € iR, entonces w4 es unitaria respecto a (-,-).

(4) Sea s € C. Se satisface que la representacion ws es irreducible si y sdélo si s #
+ (% =+ %) para todo k € N.
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Demostracion. (1) Se obtiene a partir de la definicién.
(2) Sean s € C y g € PO(1,n). Consideremos fi, fo € L? (0H"). Basta observar lo
siguiente:

(ms(9) (f1), 7-5(9) (f2)) :/ | Jac (971)\%“ frog™t [Jac(g=h)|F " fro g7

OHn"

= [ b (5 ) eg
OH"™
= fif2

OHm"

= (f1, f2)

(3) Si s € iR, entonces s = —s y por ello

(ms(9) (f1)  7s(9) (f2)) =/ | Jac (971){%“ frog™t- [Jac(g=N)|7* fro g7

BH"L
[ Jraclg | (- T)eg
OH"™
= fife
OH"™
= (f1, f2)
(4) Una prueba de este hecho se puede consultar, por ejemplo, en [45]. O

Para continuar, en el caso s € R, nos interesa introducir una forma sesquilineal en
L? (OH™) que depende de s, la cual serd invariante bajo la accién de PO(1,n). Para esto, se
usard otro modelo de las representaciones, el cual se obtiene a partir de la descomposicién
de Iwasawa K AN de PO(1,n). En primer lugar, sean ¢, & € R™! dados por
5—1(110 0)&—1(1 1,0 0)
1 - \/i ) ) AR b 2 - \/§ ) 7 PR )
los cuales son B-isotrépicos, donde B es la forma bilineal que permite definir H" (ver Seccién
1.2). Consideremos P = Stab(R&;) el estabilizador en PO(1,7n) de la linea isotrépica R¢;.
Se puede demostrar que P es isomorfo a {gAﬂ,’A | NeR,veR"™ A€0(n— 1)} , donde

A S Ao, A())
Doa= [0 AT 0 )
0 ) A

y {, ) denota el producto interno usual en R"~!. Observamos que cualquier g € PO(1,n)
se puede escribir de manera 1inica como

g=k-grua,
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donde k € K, A\, v y A dependen de g aunque no se indica para no sobrecargar la no-
tacion. Ademds, consideremos el subgrupo uniparamétrico L = {gxo14} \er: Y sea M su
+

centralizador en K, es decir,
M ={k € K| kg = gk para cualquier g € L}.

Procedemos a definir el segundo modelo de las representaciones m,. Sea V; el espacio
de clases de funciones medibles F' : PO(1,n) — C tales que

(1) Para cualesquiera g € PO(1,n), m € M, A € R yve R ge tiene que
F (gmgxp,1a) = F(g))ﬁ(%“)(nfl)_

(1) F|k es de cuadrado integrable.

Sea dk la medida de Haar en K normalizada. Entonces V; admite una norma | - | dada por

P2 = / P (k)2 d,
K

la cual le da estructura de espacio de Hilbert. Ademas, si g € PO(1,n), entonces hay una
accion dada por

(g-F)(h)=F (g7 'h), (2.3)
la cual define una accién de PO(1,n) en V.
A continuacién referimos al lector a [31] para la prueba del siguiente resultado.

Proposicién 2.3 (Vergne). La representacion ws es isomorfa a la representacion de PO(1,n)
en Vs.

La demostracion de la proposicién anterior consiste en dar explicitamente un isomor-
fismo entre L? (OH") y Vi que sea PO(1,n)-equivariante. La versién y prueba originales de
este resultado se pueden encontrar en [43].

2.2. Formas sesquilineales e irreductibilidad

En esta seccién se contruye una forma sesquilineal en L?(0H") que es 7 -invariante cuando
s > 0. Este es un resultado cldsico que se puede encontrar por ejemplo en [25], [36] y [37].

Sea s € Ryg. Ya que ms y m_s son duales para s € R, basta construir un operador Lg
de L2(OH") que entrelace 7, y m_g, esto es, que cumpla

Lsoms(g) =7m_s0 Ls
para cualquier g € PO(1,n).

1Sea H un espacio vectorial complejo. Una funcién ¢ : H x H — C es una forma sesquilineal si
x+y,z+w) =, 2) + (@, w) + @y, 2) + ey, w) y p(ar, by) = abp(x,y) para cualesquiera a,b € Cy
x? y7 Z7 w e H'
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Definicion 2.4. Sea F' € V. Si suponemos que F' es continua, definimos L F € V_g

mediante 1

K(n,s)

LyF(x) = /Rnl F (zg14140) dv, (2.4)

donde dv es la medida de Lebesgue en R, o = (g é }9 ), con J; = diag(—1,1---,1) de
1

tamano (n—1) x (n—1), y ademés se considera k(n, s) > 0 una constante de normalizacién
obtenida al considerar que L es un operador lineal que manda la funcién constante 1gpn
a una funcién constante positiva, y elegimos k(n, s) para que tal constante positiva sea 1.

Observamos que la definicién anterior es correcta porque la integral que define LgF
siempre es convergente y, ademads, hace que Ly sea un mapeo continuo (ver [31, Prop. 3.3]).
Por lo anterior, L se extiende a todo V. Notamos que, por definicién, Ly entrelaza las
acciones de PO(1,n) en Vi y V_g (basta comparar (2.3) y (2.4)). Por la Proposicién 2.3 y
porque L es un operador de L?(OH") se sigue que L, entrelaza s y 7_.

Definicién 2.5. Sea B; la forma bilineal PO(1,n)-invariante en L?(0H") dada por

Bs (h1,he) = / hiLghs. (2.5)
OH™
Notamos que, por la normalizacién pedida en (2.4), se obtiene que B (1gpn, lggn) = 1.
A continuacién estudiamos algunas propiedades de la forma Bs, para ello seguimos el
desarrollo dado en la Seccién 3.B de [31].

Consideremos la descomposicién de L?(0H") en componentes K-irreducibles dada por
o0

L? (oH") = @ HY, (2.6)
k=0

donde estamos considerando el modelo de Klein de H" (para un estudio de este modelo se
puede consultar, por ejemplo, [4]) para obtener el homeomorfismo OH" =2 S~ ! e identifi-
camos S™~! como la esfera unitaria en R™ y tomamos H* como el espacio de restricciones
a S"! de funciones dadas por polinomios homogéneos arménicos de grado k. Ademas,
po := dim (HO) =1, p; :=dim (Hl) =nysik > 2, entonces

Dk ::dim<H’€):<":fI1><”:f;3). (2.7)

Observacién 2.6. En el caso n = 2 suele considerarse la descomposicién de L? (OH") en
las componentes irreducibles para SO(2) (ver, por ejemplo, [44]) y, en tal caso, para k > 0 se
satisface que H* se descompone en dos lineas invariantes bajo SO(2). Sin embargo, cuando
se considera la descomposicién respecto a K = O(2), los subespacios H k¥ son irreducibles
incluso cuando k = 2.
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A continuacién, nos interesa calcular la signatura de Bs. Ya que la accién de 7g(K) en
L? (0H™) no depende de s y Ls conmuta con dicha accién, se obtiene que L preserva cada
subespacio H*, lo cual implica, junto con el Lema de Schur, que Lg|gx = Ai(s) Idyx para
algun Ag(s) € R. De hecho, por (2.4), A\o(s) = 1. Ademds, de acuerdo con Sally [36, 37] y
Johnson y Wallach [25], dado k > 1 se satisface que

1:[ g —(m-Ds (2.8)

s 1+(n 1)s

Para una exposicién moderna acerca del cdlculo de (2.8) se puede consultar [11] si n = 2.
Para el célculo cuando n > 3 se puede revisar [25]. Ahora, denotemos s; = —L5 + % con
7 = 0 entero.

Lema 2.7. Cuando s € (0, sg) tenemos que By es definida positiva. Para valores s > sg se
cumple lo siguiente:

(1) Sis € (sj,8j41) con j impar, entonces By tiene indice p(s Z Pk
1<k<j
k impar
(2) Sis € (sj,8541) con j par, entonces By tiene indice p(s Z D-
1<k<j
k par

En virtud del lema anterior y de (2.7) obtenemos que los valores posibles del indice p(s)
de la forma B, para s > 0, estan dados por los niimeros (" iﬂ ) con j > 0. En particular,
cuando n = 2 es posible obtener todos los enteros positivos (ver [11]), y en el caso de n = 3
los indices posibles coinciden con los ntimeros triangulares WF%M (con j > 0).

Observacion 2.8. Si s = %—{— % para algin k € N, entonces B; es degenerada. De hecho,
el radical de By es W = @511 H”, ya que al considerar (2.8) obtenemos que para todo
J > k + 1 se satisface que A;(s) = 0. Esta es una demostracién concreta de que 7, no es
irreducible para este valor de s.

Pasamos ahora a estudiar de manera directa la forma bilineal B. En particular, supon-
gamos que s € (g, 1), lo cual implica que Bj tiene indice 1. Ademds, como los coeficientes
Ak(s) son nimeros reales, la forma By toma valores en R y por ello es posible considerar su
restriccion a Lﬁ (OH™). Sin embargo, el producto escalar —Bs en &p>1H k¥ no es completo
porque los coeficientes A\i(s) convergen a 0 cuando k tiende a infinito (ver [31, Lema 3.8]).
Consideremos V' la complecién de @1 H k respecto a —By. Notemos que PO(1,n) también
actia en HY @ V y preserva la accién de la forma B, en este espacio. Ademds, la accién
lineal de PO(1,n) en H @V sigue siendo irreducible (ver [11, Seccién 2.1] y notar que los
argumentos dados para el caso n = 2 funcionan para todo n > 2).
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Denotamos por HZ® el espacio hiperbélico asociado a (H ‘v, BS) (aqui consideramos
que R = H? para realizar la construccién como en la Seccién 1.2). Ademads, denotamos con
Ts a la representacion inducida

s : PO(1,n) — O(1, 00)

correspondiente. Ahora, si 6y es el punto en H2° asociado a la funcién constante 1, se tiene
el siguiente resultado.

Proposicién 2.9 (Monod-Py). El punto 0y es el unico punto fijo por la accion de K° =
SO(n) en HS® (y por ello por la accion de K = O(n)). Ademds, el mapeo f, : H" — HS°
dado por

fs (g -e0) = 7s(g) (6o) (2.9)
donde g € PO(1,n), es el inico mapeo PO(1, n)-equivariante de H™ en HZ°.

Observamos que f; se define tinicamente mapeando ey en 6y y luego extendiendo me-
diante la accién transitiva de PO(1,n) en H" via la representacién 7s.

Para finalizar esta seccion, presentamos una clasificacion de las representaciones conti-
nuas e irreducibles PO(1,n) — Isom (H>). El resultado original aparece como Teorema
B en [31]. Para enunciarlo requerimos de la funcién de longitud de traslacién.

Definicién 2.10. Sea I" un grupo, X un espacio métrico, Isom(X) el grupo de isometrias
de X y o: ' — Isom(X) un homomorfismo de grupos, la longitud de traslacion de v € T'
respecto a la representacion o es

lo(y) = Inf dx (o(7)(z), z).

En particular, cuando X = H", denotamos por ¢y~ la funcién de longitud de traslacién
asociada a la representacién identidad cuando I' = PO(1,n) (recordamos que PO(1,n) =
Isom (H™)).

Ahora, antes de enunciar el teorema de clasificacién, observamos que dado s € (%, ﬁ +

al considerar ¢t = (n — 1) (s — 3) se obtiene que ¢ € (0,1).

Teorema 2.11 (Clasificacién de representaciones irreducibles en O(1, c0)).

(1) Sip:PO(1,n) — Isom (H*) es una representacion (continua) irreducible, entonces
existe un unico t € (0,1) tal que
E‘Q = tEHn

(2) fz’ t € (0,1) y definimos s(t) = 3 + —L, entonces, salvo conjugacion en Isom (H*),

Ts(t) €S la unica representacion irreducible tal que

E* = tEHn .

Ts(t)

Observacién 2.12. Todos los resultados han sido enunciados en el caso de PO(1,n), pero
también se verifican cuando consideramos la componente conexa de la identidad PO(1,n)°,
por lo cual, se utilizardn en ese contexto méas adelante (ver [31, Obs. 3.13]).

N[ —
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2.3. Representaciones en espacios simétricos

Supongamos que s € Ry con s ¢ { % + % ‘ ke N}. Por lo hecho en la seccién anterior,

los valores de la funcién s — p(s), donde p(s) es el indice de la forma Bs, son enteros de la

forma 14
n — +] .
> 0. 2.10

< n—1 >"7_ (2.10)

A partir de lo anterior obtenemos una familia de representaciones irreducibles de la forma
PO(1,n) — O(p(s), 00). Luego, al restringirnos a la componente conexa de la identidad
PO(1,n)° del grupo de isometrias de H", por el Teorema 2.11, de manera natural nos
preguntamos lo siguiente.

Pregunta 2.13. Sea p > 2. Si consideramos PO(1,n)° — O(p,00) una representacion
irreducible, ses conjugada a alguna de las representaciones Ts?

Una primera aproximacién al problema anterior es entender como son las representa-
ciones irreducibles en O(p, o0) cuando no existe s tal que p(s) = p.

Pregunta 2.14. Si p es un entero que no es de la forma dada en (2.10), ;existen repre-
sentaciones irreducibles de PO(n,1)° en O(p,o0)?

Notemos que los primeros valores para los que tiene sentido la pregunta anterior estan
en el conjunto {2, --- , n — 1}. Este problema fue estudiado en [31] donde se demuestra el
siguiente resultado.

Teorema 2.15 (Monod-Py). Sea p un entero con 2 < p < n para n > 4. Entonces no
existe ninguna representacion irreducible PO(1,n)° — O(p, ).

Con base en lo anterior, si suponemos que p € {2, --- , n—1}, resta resolver el problema
planteado en la Pregunta 2.14 en los siguientes casos:

(1) p=2,n>3;
(2) p=3,n=4.

Para el caso (1) se da una respuesta negativa a la Pregunta 2.14 en el Capitulo 4
(ver Teorema A). Para el caso 2, es posible hacer un andlisis similar al que se realiza
en el Capitulo 4: para ello, si consideramos morfismos SO(4) — U(3), esto nos induce
morfismos no triviales del tipo SO(4) < SO(3) < U(3), por lo cual es de interés el estudio
de si existen morfismos que se factoricen o que sean “inyectivos” en el dlgebra de Lie, lo
cual motiva un andlisis similar al que se realiza en la Proposicién 4.16 para los morfismos
SO(4) — SO(2), con la dificultad de la existencia de los ya mencionados morfismos no
triviales de SO(4) en SO(3). Otra enfoque posible tratar de imitar los argumentos dados
para la prueba del Teorema B.
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Finalmente, si p,q > 0 son ambos finitos entonces podemos conocer un poco acerca de
las representaciones de PO(1,7n)° en O(p, q). Existen las representaciones obvias: si consi-
deramos un espacio vectorial V; con una forma de signatura (1,n) y otro espacio vectorial
Vo con una forma de signatura (p — 1,q — n), entonces PO(1,n)° actia en Vi @ V5 de
manera estandar en V; y como la identidad en V5. Veamos que estas son todas las re-
presentaciones salvo conjugacién. Para esto, si consideramos un homomorfismo continuo
0:PO(1,n)° — PO(p, q), entonces es C*, y ademés p estd determinado por su diferen-
cial en la identidad Djqp. Como Diqp es morfismo de dlgebras de Lie y po(p, q) es simple,
entonces Diqp es o bien el morfismo cero o bien es inyectivo. Esto tltimo implica que si g es
una representacion no trivial de PO(1,n)° en O(p, q), por la conexidad se induce un mor-
fismo en PO(p, ¢), y ello implica que g debe ser inyectivo y nos lleva a las representaciones
mencionadas al principio de este parrafo.
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TEOREMA DE NAIMARK

Para simplificar la exposicién, denotemos por ., a un espacio de Hilbert complejo 7
que es separable y estd dotado de una forma hermitiana fuertemente no degenerada B de
signatura (p, 00), con p > 0 un entero. Ademads, recordemos que U(B) denota al grupo de
operadores unitarios de .7, (ver Seccién 1.1).

El presente capitulo estd dedicado principalmente a presentar la demostracion del si-
guiente resultado debido a Naimark [33].

Teorema 3.1 (Naimark). Sea % C U(B) una familia de operadores que conmutan. En-
tonces existe un subespacio W positivo de 72, y de dimension p que es invariante respecto
a cualquier U € % .

En la Seccién 3.1 se presenta la prueba del Teorema 3.1 siguiendo el desarrollo realizado
por J. Bognér en [3]. Por otro lado, en la Seccién 3.2 se presentan los dos corolarios originales
de dicho teorema, los cuales son importantes por si mismos, en particular, el Corolario 3.7
es utilizado por N. Monod y P. Py para demostrar el Teorema 5.4 de [31] (ver Proposicién
4.15). Finalmente, en la tercera seccién se presenta un lema auxiliar debido a Ismagilov
[24], en cuya demostracién se muestra una estrategia para obtener descomposiciones en
subespacios ortogonales de .7, que sean invariantes bajo subgrupos de operadores unitarios,
y este resultado se utiliza en el Capitulo 4 (ver la Proposicién 4.2).

3.1. Teorema principal

Como se indica arriba, esta seccion estd dedicada a demostrar el Teorema de Naimark.
La prueba original se puede encontrar en [33], pero aqui seguimos el desarrollo dado por
J. Bognar [3]. Existe otra prueba dada por Z. Sasvari en [39], la cual utiliza técnicas de
analisis complejo y considera subespacios negativos en lugar de subespacios positivos. Para
comenzar presentamos algunos resultados sobre la existencia de subespacios invariantes en
el caso de una familia finita de operadores que conmutan.

23



24 Teorema de Naimark

Teorema 3.2 (Pontryagin). Sea p > 0. Si U es un operador unitario en J,, entonces
existe un subespacio L de 7%, de dimension p, positivo y U-invariante.

Una prueba de este hecho se puede encontrar en [3, Th. IX.7.1].

Lema 3.3. Sea U un operador unitario en 7¢,. Sea M un subespacio cerrado de 5%, tal
que UM = M. Si M no es definido negativo, entonces M contiene un subespacio positivo
no cero que es invariante bajo U.

Demostracion. Sea Mg = M N M . Si My # {0}, entonces My es un subespacio invariante
que cumple lo deseado. Ahora, supongamos que My = {0}. Como M no es definido negativo
y por lo anterior B|pr« s es no degenerada, entonces por la Proposicién 1.4 se obtiene que
(M By« M) es de signatura (p’,00) con 0 < p’ < p. Finalmente, obtenemos la conclusién

deseada al aplicar el Teorema 3.2 al operador unitario U|yy. O
Lema 3.4. Sean Uy, ..., U, operadores unitarios en 7, que conmutan, conp > 0. Entonces
4, tiene un subespacio L positivo y no cero tal que U;L C L para j =1,...,n.

Demostracion. Por induccion sobre n. Por el Teorema 3.2 verifica el caso n = 1. Suponga-
mos que el resultado es cierto para n > 1. Tomemos Uy, ..., Uy, U,+1 operadores unitarios
en 7, que conmutan. Por la hipétesis de induccién, existe un subespacio L C %, positivo
y no cero tal que U;L C L para j =1,...,n. Notemos que dim(L) < p.

Recordemos que si V' es un espacio vectorial complejo de dimension finita y 11, ...,7T,
son operadores unitarios en V que conmutan, entonces tienen un vector propio comun. Asi,
al considerar los operadores unitarios Ui |z, . .., Uy|L, obtenemos que existe un vector propio
comun xo € L, esto es, existen Aq,...,\, € C tales que Ujzg = \jxg, para j = 1,...,n.
Definimos

M = () ker (U; — \;1d).
j=1

Ahora, observemos que si 71 y T son dos operadores lineales en un espacio vectorial V'
que conmutan, entonces cada subespacio propio de uno de ellos es un subespacio invariante
del otro. Basta notar que si (71 — Ald)xz = 0, entonces

(T1 — )\Id)TQ"E == T2 (T1 - )\Id).’E == 0,

esto es, To(z) es un vector propio asociado a A\ para Tj. Usamos este hecho para obtener
que Up+1 M C M.
Ademds, si A, B son operadores invertibles que conmutan, entonces B~! conmuta con
A:
AB' =B 'BAB™' =B 'ABB™!' =B 'A.

Por lo tanto, Un_jl también conmuta con todo los U;’s, por lo cual también Un_ilM CcC M,
y por ello, Up1M = M. Como xg € M, entonces M no es definido negativo. Luego, como
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M es un subespacio cerrado, por el Lema 3.3 se sigue que M tiene un subespacio L' que
es positivo, no cero e invariante bajo U, 1. Finalmente, por la definicién de M, L' € M
también es invariante bajo Uy,...,U,. O

A continuacién damos la version finita del Teorema de Naimark.

Proposicién 3.5. Sean Uy,...,U, operadores unitarios en J¢, que conmutan. Entonces
J, tiene un subespacio positivo L de dimension p tal que U;L C L para j =1,...n

Demostracion. El caso p = 0 es trivial. Supongamos que p > 0. Por el Lema 3.4 obtenemos
un subespacio positivo L no cero tal que U;L C L para j = 1,...n. Si dim(L) = p
terminamos, por lo cual supongamos que dim(L) < p. Ya que U; es 1nvert1ble y dim(L) <
00, entonces U;L = L. Por ello también

UL+ = Lt y UjLo = Lo,

donde Ly = L N L. A partir de esto, obtenemos que L*/Lg es un espacio de signatura
(p';00) con p' = p — dim(L) y ademas p’ > 0 (ver [3, Th. IX.2.6, Cor. V.3.7] ). Luego, los
operadores U; inducen operadores unitarios U en L/ Lg que ¢ conmutan, y por el Lema 3.4
existe un subespacm positivo M C L+ /Lo no cero y tal 1 que U MC M para j =1,.
Entonces, dlm(M ) <p'. Sea {Z1,...,Ts} una base de M y consideremos x; representante
de z;. Tenemos que el subespacio M = (21,...,25) C L+ cumple que

U;j(L+M)C L+ M,

para j = 1,...,n. Ademas, ya que M es positivo, no cero y linealmente independiente de
Ly, el subespacio L + M es positivo y diferente de L. La construccién anterior muestra que
un subespacio positivo L no cero e invariante puede ser extendido a un subespacio positivo
L + M no cero e invariante tal que dim(L + M) > dim(L) si dim(L) < p. Asi, al iterar
dicho proceso a lo mds p — dim(L) veces obtenemos un subespacio positivo de dimensién p
que es invariante. [

Finalmente, para terminar esta seccién se presenta la prueba del Teorema de Naimark.

Demostracion [Teorema 3.1]. Consideremos una descomposicién + de .7, dada por
= H, © H_, donde H es definido positivo y H_ es definido negativo. Sean P, x = x4
yPrx=2z_dondex =z, +2x_conzy € Hy yx_ € H_, ademés, sea J = P, — P_.
Escribamos la matriz (Ujl)j =1 2 asociada a U € % respecto a la descomposicién +, donde

Un =P Uy, Ui2=PyU|g_, U =P Ulp,,Ux=PU|g_.

Consideremos el espacio Z (H, H_) de operadores lineales continuos de H en H_. Dote-
mos a A (Hy, H_) con la topologia débil de operadores 7,,, esto es, la topologia generada
por las seminormas p, (7)) = |B(Tz,y)|conzx € Hy,yc H_.yT € B(Hy,H_), y sea

‘%1 = {T € %(HJHH*) ‘ HTHJ < 1}7
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donde tomamos ||z||; = B (z4,24) — B(x_,xz_)siz=x4 +x_conxy € Hy yoz_ € H_
y dado T € B (H,, H_) definimos

1Tl = sup [ T] -
lz+lls=12+ €Hy

Se verifica lo siguiente:
Afirmacién 1. La férmula

L={x+Kz|xe H}

define una biyeccién entre la clase de subespacios positivos L de dimensién p que son
U-invariantes y el conjunto %} de operadores K que cumplen

(1) K e %,
(2) Ug1 + UpK — K (Uy1 +U2K) = 0.

Para la demostrar este hecho consideremos lo siguiente: Sea L C ., un subespacio
positivo de dimensién p. Entonces fr, = Pi|; es inyectiva pues si & € L cumple que
frxr =0, entonces = € LN H_ = {0}, por lo cual z = 0. Pero L y Hy tienen la misma
dimension, por lo tanto f7, es invertible. Definimos el operador K = P_|; o f, ! Entonces
K € #(H4,H_). Ahora, por definicién de K,

L:{$++K$+‘.’E+ €H+}.
Ademas, si x4+ € Hy, se obtiene que
Bzt + Koy, 2o + Kay) = B(wy,24) + B (Koy, Koy) = |a4]|; — [[Kzi |,

y como z4 + Kz € L, entonces B (zy + Kz, x4 + Kx4) > 0, de donde se sigue que
|lz4|l; > || Kz4||; para toda x4 € Hy. En particular, esto dltimo implica que

1Kl = sup Kz, <1

lztlls=12+€Hy

Asi, K € ;. Para concluir la prueba de la afirmacién veamos que L es U-invariante si
y sélo si cumple la condicién (2). Para esto, si x4 € Hy, al considerar U = (Uj)
obtenemos que

jl=1,2"

U (ZL‘+ + KZE+) = (U11$+ + U12K33‘+) + (U21x+ + U12K1‘+) ,
por lo cual L es U-invariante si y sélo si

Unzy +UpKry =K (U11£L'+ + UlQK:L‘Jr) .
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Afirmacién 2. %) es compacto.

Consideremos 7 y - como espacios de Hilbert dotados con la topologia débil. Sea
I = #7 el espacio producto dotado con la topologia producto. Definimos .% C _¢# el
subespacio de funciones lineales de . en J#_; veamos que .% es cerrado. Para esto, sea
azy(T) = (Tx,y); donde x € Hy,y € H_. Supongamos que Tx + Ty — T'(x +y) # 0,
entonces existe z € H_ tal que (Tx + Ty — T'(z + y), z) # 0; por lo cual

g (T) + oy - (T) — gy - (T) # 0.

Esto prueba lo deseado. Ahora, por lo hecho en la prueba de la afirmacién anterior sabemos
que, dado T' € #(H, H_), se satisface que

17, <1 (3.1)
si y sélo si para cualquier x € H; se cumple que
|Tx||; = B(Tz,Tx) < B(x,z) = ||z ;. (3.2)

Definimos

o =[] BO.llz|s) c 7

zeH

donde B(0,r7) = {y € H_ | ||ly|ll; < r} es la bola de centro 0 y radio » > 0. Notamos que
por el Teorema de Banach-Alaoglu se obtiene que, para cada z € H4, la bola B (0, ||z s)
es compacta; asi que &/ es compacto por el Teorema de Tychonoff. Finalmente, por lo
establecido en (3.1) y (3.2), se sigue que

B =F N,

y como % es cerrado y &7 es compacto, entonces %7 es compacto. Para concluir, observamos
que el espacio producto dotado de la topologia producto de las topologias débiles coincide
con dicho espacio dotado con la topologia de operadores débil. Esto prueba lo deseado.

Afirmacién 3. La funcién ¢ : 1 — B (H;, H_) dada por ¢(K) = Uay + U K —
K (Uyy + U1aK) es Tyo-continua.

Ya que ¥ se define como una suma de operadores lineales, basta ver que cada su-
mando es en s mismo una funcién continua. Unicamente debemos probar que la funcién
v B — B (Hy,H_) definida por ¢(K) = KUj2K es una funcién continua. Recor-
demos que es posible escribir Ujp : H- — Hy como

U (2-) =Y _ Bla_,v;)z

j=1
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con {Zj}§:1 una base de Hy y {vj}];:l C H_ (usamos que la dimensién de H es finita y
el teorema de representaciéon de Riesz). Asi, dados zy € Hy v y— € H_ se sigue que

p
B(p(K)rt.y-) = B(KUizKay,y_) = S B(Kay,v) B(Kzy,y),
j=1

y esta tdltima expresion es un polinomio en K. Por lo tanto, ¢ es continua y, en conclusion,
1 es continua. Esto prueba la Afirmacién 3.

Ahora, en virtud de la Afirmacién 1, la conclusién del Teorema se obtiene si y sélo si

N # #e. (3.3)

Uew

Pero por la propia Afirmacién 1 y la Afirmacién 3, cada %Y estd contenido en %; y es
cerrado respecto a la topologia inducida por 7,,. Finalmente, por la Afirmacién 2, para
demostrar (3.3) resta ver que el resultado es cierto para intersecciones de familias finitas,
esto es, que el Teorema es cierto para familias finitas, lo cual se verifica por la Proposicién
3.5. Esto termina la prueba. O

3.2. Resultados tutiles

A continuacién se enuncian dos corolarios del Teorema principal. Es importante notar que
el segundo de ellos es citado en la prueba de la Proposicién 5.4 de [31]. Para los fines de
esta seccion, si A : 7, — 7, un operador lineal acotado, denotamos por A* al operador
adjunto respecto a B, es decir, al operador tal que para cualesquiera z,y € J¢, se cumple
que B(Ax,y) = B (z, A*y). Ademds, decimos que A es un operador hermitiano si A* = A.

Corolario 3.6. Sea H una familia de operadores hermitianos en 7€, que conmutan. En-
tonces existe un subespacio positivo de dimension p que es invariante respecto a todos los
operadores de H.

Demostracion. Sean t € R y H € ‘H. Definimos el operador

olt, H) = M = 3 iy

>0’

Entonces la familia % = {p(t,H),t € Ry H € H} estd formada por operadores que
preservan B y ademd&s conmutan. Por el Teorema 3.1, existe un subespacio positivo N
de dimensién p que es invariante bajo todos los elementos de .%#. Finalmente, ya que
H% (eitH — Id) - H H — 0 cuando t — 0, se obtiene que N también es invariante bajo
todo H € H.
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Corolario 3.7. Sea R una C-dlgebra conmutativa de operadores acotados en %, tal que
A € R implica que A* € R. Entonces existe un subespacio positivo de dimension p e
invariante respecto a cualquier A € R.

Demostracion. Sea H el conjunto de operadores hermitianos de R. Entonces H cumple
las hipétesis del Corolario 3.6, por lo cual existe un subespacio positivo N de dimensién p
e invariante respecto a cualquier H € H.

Ahora, sea A € R. Por hipétesis, A* € R y podemos escribir A = H; + iHs, donde
H| = % (A+ A*)y Hy = 2% (A — A*). Por lo tanto, Hy y Hs son hermitianos y Hy, Hy € H.
Por lo dicho arriba, N es invariante bajo H; y Hs y por lo tanto es invariante bajo A. [

3.3. Descomposiciones ortogonales

Como se anuncia al comienzo del capitulo, en esta seccién presentamos el siguiente resultado
debido a Ismagilov [24].

Lema 3.8 (Ismagilov). SeaI' un subgrupo de U(B). Si 7, no contiene subespacios isotrdpi-
cos no triviales y I'—invariantes, entonces existe una descomposicion en suma directa or-
togonal

Ay = Ay B A, B H

donde H_ es un subespacio cerrado T-invariante tal que la forma Blg_xp_ es definida
negativa, y 4, es un subespacio cerrado I'-invariante que no contiene subespacios cerrados
no triviales I'-invariantes y tal que la restriccion B|,g;7kx,?»pk es una forma sesquilinear de
indice p, (k=1,...,n).

Observacién 3.9. Notemos que si M es un subespacio I'-invariante de .7,, entonces
B es no degenerada en M. En caso contrario, el subespacio isotrépico M N M5B serfa
I'-invariante y no trivial.

Demostracion [Lema 3.8]. Supongamos que existe W subespacio cerrado, no trivial e
invariante de .77, tal que B|w xw es definido negativo (en caso contrario definimos H_ =
{0}). Usaremos el Lema de Zorn para mostrar que existe H_ como en el Lema. Para ello,
consideremos

W ={W C J,, W subespacio cerrado, no trivial, I'-invariante y definido negativo}.

Por la hipétesis, # # @. Sea C = {W, }aea una cadena en # . Observamos que Wy, = UW,,
es una cota superior de C. Afirmamos que W, € #'.

(1) W es subespacio vectorial de .7, porque la unién de subespacios vectoriales es un
subespacio vectorial si dichos subespacios forman una cadena, y ademas la cerradura
de un subespacio vectorial es también un subespacio vectorial.
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(2) Wy es I'-invariante. Para ello, sean ¢ € I' y w € W. Entonces, existe una sucesién
{wy} en UW,, tal que w,, converge a w cuando n tiende a infinito y, por la continuidad
de ¢, pw, converge a pw. Como {pw,} es una sucesién en UW,, porque cada W, es
T'-invariante, se obtiene que pw € Wo.

(3) La forma B restringida a Wy, x W, es definida negativa. Primero, sea w € W
con w # 0. Nuevamente, hay una sucesién {w,} contenida en Wy, \ {0} tal que
wy, converge a w; por hipdtesis, B(wy,,w,) < 0, luego, por la continuidad de B,
B(wy, wy,) converge a B(w, w), por lo cual B(w,w) < 0. Para continuar, notemos que
{r €Wy | B(z,2) =0} = Woo NWLB. Ahora, el subespacio isotrépico We, N WLB
es ['-invariante, asi que, por la hipdtesis, es trivial. En conclusién, Blw, xw., €s
definido negativo.

Lo anterior prueba que W, € # . Por esto, # cumple las hipétesis del Lema de Zorn y, por
lo tanto, existe un subespacio vectorial cerrado H_ que es ['-invariante tal que B|g_xpg_
es definido negativo y que es maximal respecto a esta propiedad. Ahora, escribimos J2, =
H' ® H_. Por lo dicho anteriormente, observamos que H» es I-invariante y B tiene
indice p en dicho subespacio. Supongamos que H- contiene un subespacio propio M #
{0} que es cerrado y T'-invariante. Entonces B|jrxar es no degenerada porque no hay
subespacios isotrépicos no triviales I'-invariantes. Asi, por la Proposicion 1.4, obtenemos
una descomposicién H- = M@ M+, donde M también es invariante, B|arxas es de indice
p1 Y Bl es de indice pa. Como estamos suponiendo que H_ es maximal respecto a
ser definido negativo, entonces p; > 0 y po > 0. Estas desigualdades permiten repetir el
argumento anterior a lo mas una cantidad finita de veces y ello nos da la descomposicion

deseada. O

Es importante notar que veremos un enunciado similar en el Capitulo 4 (Proposicién
4.2), el cual se demuestra de manera andloga, por lo cual no se presentard su prueba.
Ademads, en el caso de un espacio de Hilbert de dimensién finita, se puede enunciar un
resultado totalmente andlogo, lo cual se utilizara en el Capitulo 5.



REPRESENTACIONES DE PO(1,n)° EN
O(2, o0)

El objetivo de este capitulo es resolver el problema planteado en la Pregunta 2.14 en el
caso p = 2 con n > 3. En primer lugar enunciamos el resultado principal.

Teorema A. Sea n > 3. Entonces no existe ninguna representacion irreducible

PO(1,1n)° — O(2, 00). (4.1)

En virtud del teorema anterior, sélo resta por resolver el caso (2) (ver p. 20) para tener
una respuesta negativa a la Pregunta 2.14 cuando p < n.

Para construir la prueba del Teorema A se requieren algunos resultados generales acerca
de complejificaciones de representaciones en O(2, o) (que son presentados en la seccién 4.1),
asi como del concepto de argumento de Cartan (introducido en la Seccién 4.2). Dedicamos
la seccion 4.3 a la demostracion del teorema principal. Finalmente, en la seccién 4.4 se
prueba un resultado similar al Teorema A en el caso de pares de Gelfand donde el grupo
ambiente tiene la propiedad (7') de Kazhdan.

4.1. Complejificaciones de representaciones en O(2, c0)

En esta seccién consideremos G un grupo topolégico, S un espacio de Hilbert real y B
una forma bilineal fuertemente no degenerada en J# de signatura (2,00). Denotamos por
O(42, B) al grupo de operadores lineales biyectivos de .7 que preservan B. Consideremos
una representaciéon irreducible

0:G — O(#,B).

Ahora, tomemos la complejificaciéon .77 ® C de 5 y denotemos (con abuso de notacion)
por B a la extensién hermitiana de B a 5 ® C. Sea U(J ® C, B) el grupo de operadores

31
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lineales biyectivos de J# ® C que preservan B. Denotamos por gc : G — U(4 ® C, B)
la complejificacién de o, que es una representacién lineal de G en el espacio 7 ® C.
Identificamos 57 con #°®1 C # QC y denotamos por Re, Im a los mapeos 7 QRQC — #°
que mandan x + iy a x y y, respectivamente, para z,y € JZ.

Supongamos que oc no es irreducible. Entonces existe un subespacio complejo G-
invariante, cerrado y no trivial en s ® C. La siguiente proposicion es cierta para cualquier
subespacio con tales propiedades.

Proposicién 4.1. Sea W C 57 ® C un subespacio propio cerrado, no cero y G-invariante.
(1) Las restricciones de Re e Im a W son inyectivas.
(2) La dimension de W es infinita.
(8) La restriccion de B a W es fuertemente no degenerada.

Demostracion. Si la restriccion de Im a W no es inyectiva, entonces W N % es un subespa-
cio cerrado, no trivial y G-invariante de ¢, por lo cual debe ser .7Z porque p es irreducible.
Luego, 57 C W y ya que W es subespacio complejo, entonces W = 7 ® C, pero esto
contradice que W es un espacio propio. La prueba es analoga para Re.

Si la dimensién de W es finita, Re(W) y Im(W) son subespacios de dimensién finita
G-invariantes de ., y por lo tanto ambos son iguales a {0}. Esto implica que W = {0},
lo que contradice que W es no trivial. Por lo tanto, W es de dimensién infinita.

Sea Ny el radical de la restricciéon de B a W. Se cumple que Ny es un subespacio
isotropico y por lo tanto de dimensién finita porque B es de indice finito. Como también es
G-invariante, debe ser igual a {0}. Por ello, B restringido a W es no degenerada. El hecho
de que la restriccién es fuertemente no degenerada se sigue de la Proposicién 2.8 en [8]. Es
importante notar que los resultados en [8] estdn dados para el caso real, pero también se
satisfacen en el caso complejo. O

El siguiente resultado es similar al Lema 3.8. La prueba es esencialmente la misma, sélo
hay que usar de manera adicional la Proposicion 4.1.

Proposicion 4.2. Ocurre uno de los dos casos siguientes:

(1) Eziste una descomposicion ortogonal G-invariante en subespacios cerrados 7 @ C =
V & W donde B restringida a W es definida negativa, B restringida a V tiene sig-
natura (2,00) y la accion de G en V' es irreducible.

(2) Erxiste una descomposicion ortogonal G-invariante en subespacios cerrados 7 @ C =
Vi@ Vo @ W donde B restringida a W es definida negativa, B restringida a cada W
es de signatura (1,00) y la accion de G en cada W es irreducible.
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4.2. Argumento de Cartan

El objetivo de esta seccion es dar la prueba del siguiente resultado.

Proposicién 4.3. Sea o : PO(1,n)° — U(1, 00) una representacion irreducible. Entonces
a es la complejificacion de una representacion irreducible PO(1,n)° — O(1, 00).

En primer lugar se presentaran algunos conceptos auxiliares que seran requeridos para
dicha prueba, asi como algunos resultados de interés por si mismos. A lo largo de esta
seccion consideramos 7 un espacio de Hilbert complejo de dimensién x, la proyeccion
natural P : (C® ) \ {0} — P(C® ) de (Cd ) \ {0} en el espacio proyectivo
P(C @ ) y el modelo proyectivo del espacio hiperbélico complejo HE.

Definicién 4.4. Sea X un conjunto no vacio. Una funcién v : X? — R es un 2-cociclo si
su cofrontera dy : X* — R se anula, donde dv se define mediante

dry (l‘o,ﬂfl,l’g,xg) = ’}/(l’l,ﬂfg,l’g) -7 (1'0,332,1’3) +7 (fL‘o,I‘l,ﬂfg) -7 ($07l‘1,$2) .

Ademas, decimos que un 2-cociclo es alternante si para cualquier permutacién o de
{1,2,3} se cumple
Y (To(1)s To(2)s To(z)) = sign (o) (x1, T2, 73)

para cualesquiera x1,z2,x3 € X. Es importante notar que trivialmente el mapeo v = 0
es un 2-cociclo alternante. A continuacién presentamos un concepto debido a Cartan [9].
Para obtenerlo, consideremos [z], [y], [2] € Hf y notemos que

B(z,z),B(y,y),B(z,2) >0

para cualesquiera representantes de [x], [y] v [z], respectivamente. Luego, definimos el triple
producto (-,-,-) : (C& #)* — C por

(z,y,2) = B(z,y)B(y, 2) B(z, )

para cualesquiera z,y, 2z € C@® . En particular, si [z], [y], [2] € Hf, entonces (z,y, z) # 0,
ya que en caso contrario alguno de los factores serfa igual a 0, y ello implicaria que existen
dos vectores positivos ortogonales, lo cual contradice que B es de signatura (1, 00). También
observamos que el triple producto se escala por un factor positivo cuando multiplicamos
cualquier vector por un escalar complejo no cero: si x,y,z € CH I y A € C*, entonces

(A\x,y,2) = B(Az,y)B(y, 2)B(z,A\x) = AAB(x,y)B(y, 2)B(z,2) = \)\\Q(x,y, zy.  (4.2)

Ahora, en virtud de (4.2), podemos suponer que z,y, z representan a [z], [y], [2] € HE,
respectivamente, y satisfacen que (z,y,2) € S' C C. Veamos que (z,y, z) tiene parte real
positiva. Notemos que para cualquier g € PU(1, k) se satisface que

(97, 9y, 92) = (2,9, 2), (4.3)
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porque B es PU(1, k)-equivariante. Luego, como PU(1, k) actia transitivamente en HE,
por (4.3) nos basta estudiar cuando x =140, y =y1 +4' y 2 =21 + 2/, con 1,1,21 € C
y 0,%/,2' € 2. En primer lugar obtenemos que

(r,9,2) =1+ 0,01 + ¢, 21+ 2) =mz1B (1 + ', 21 + 2') = 7121 B(y, 2). (4.4)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que y1, 21 € Rsg, ya que y,z son B—
positivos y por ello y; # 0y 21 # 0. Asi, a partir de (4.4), salvo un escalar positivo, nos
basta estudiar

Re(B(y,z)) = Re (yﬁl —{y/, z/>) .

Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos lo siguiente
Re (B(y,2)) = y121 — Re(y', %) > y121 — Hy’H Hz’H > 121 —y121 = 0, (4.5)

donde la ultima desigualdad se obtiene porque y1 > ||| y 2 > ||Z/|| ya que y y 2z son
B-positivos. Por lo tanto (z,y, z) tiene parte real positiva cuando [z],[y], [2] € Hf. En
virtud de esto dltimo, tenemos que el argumento del triple producto se puede representar
por un numero en el intervalo (—g, g)

Definicién 4.5. La funcién c : Hg x Hg x Hg — (—g, g) dada por

c([al; [v], [2]) = arg (21,491, 21) ,

donde 1,y y 21 son representantes de [z], [y] y [2], respectivamente, se llama argumento
de Cartan.

Lema 4.6. El argumento de Cartan es un 2-cociclo alternante.

Demostracion. Como la forma B es hermitiana, se obtiene de inmediato que el argumento
de Cartan es alternante. En primer lugar veamos que el triple producto es un 2-cociclo
multiplicativo. Para ello observamos que si [zg], [x1], [x2], [x3] € HE, entonces, salvo un
escalar positivo,

. B (.%'1, $2) B (xg,xg) B (.ZC(),:C3)
() (@o, 21,22, 23) = B (x1,x3) " B (0, x2) B (2, x3)
B (wo, 1) B (x1,3) B (w0, 72) (4.6)
B (xo,x3) B (wo,21) B (21, 22)
=1.

A continuacién, para mostrar que el argumento de Cartan ¢ es un cociclo, primero
consideremos [z], [y], [2] € HE y notemos que

eicllaloll) — (& ¥:2)
[(z,y, 2)|
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por lo cual

et de(lzlL LI — 1. (4.7)
donde [t] € HE y usamos (4.6). Luego, la igualdad (4.7) implica que dc toma valores en 27Z.
Ya que la expresion de([z], [y], [2], [t]) tiene 4 términos todos menores a 5 en valor absoluto,
entonces |de([x], [y], [2], [t])] < 27, y por lo tanto de = 0. Esto prueba lo deseado. O

Definicion 4.7. Decimos que un subespacio real V de C @ 57 es totalmente real si es
cerrado y B(z,w) € R para cualesquiera z,w € V. También, U C Hf es un subespacio
totalmente real de dimensién r si existe un subespacio totalmente real Viy € C @ 2 de
dimensién r + 1 tal que P (V) =U.

A continuacién presentamos algunos resultados acerca de esta clase de subespacios.

Lema 4.8. Sea V' un subespacio real de C® 7. Si V es un subespacio totalmente real de
C @ o2, entonces se cumple alguno de los siguientes casos:

(1) o bien, VN J(V) = {0}, donde J : C® H# — C& H es la multiplicacion por el
escalar i;

(2) o bien, existe w € V wvector isotrépico tal que V.= Cw® U, donde U es un subespacio
contenido en wr, la restriccion de B a U es definida negativa y U N J(U) = {0}.

Demostracion. Supongamos que no ocurre (1). Entonces V N J(V) # {0}. Tomemos w €
VN J(V) con w # 0. Luego, Cw C V pues iw € V. A continuacién, notamos que

B(iw,w) = iB(w,w) € R,

y como por hipdtesis también se tiene que B(w,w) € R, entonces B(w,w) = 0.

Ahora, consideremos v € V. Entonces, por las hipétesis, B(w,v), B(iw,v) € R, de
donde B(w,v) = 0, esto es, v € w. Esto tltimo implica que V N J(V) = Cw ya que en
caso contrario tendriamos dos lineas ortogonales isotrépicas en C @ 7.

A continuacién, observamos que, sin pérdida de generalidad, podemos escribir w =
e1 + ez con B(ep,ea) =0, B(ej,e1) =0, B(ez,e2) = —6 para algin € > 0, y a partir de
esto obtenemos una descomposiciéon de C & 5 en suma directa ortogonal dada por

CoH=Ce; ®Cerd W,

donde W es un subespacio definido negativo. Definimos U = V N W. Veamos que V =
Cw @ U. Tomemos v € V y escribamos v = Aej + pes + w', con w’' € W. Entonces

B (v—w',w) = B(Xey + peg,w) = (A — p) b,

pero B (v — w',w) = —B (w',w) y w’ es ortogonal a w, por lo cual se tiene que A — p = 0,
esto es,
v=w+w.
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Obtenemos que Cw NU = {0} porque si v € (CwNU) \ {0}, entonces B(v,v) = 0y
B(v,v) < 0, 1o cual es una contradiccién. Por lo tanto, V' = Cw®U. Finalmente, UNJ(U) =
{0} porque en caso contrario, repitiendo los argumentos del inicio, obtenemos otro vector
isotrépico ortogonal a w, lo cual contradice que B es de indice 1. Esto termina la prueba. [

Corolario 4.9. Sea V' un subespacio totalmente real de C @ 3. Si existe v € V tal que
B(v,v) > 0, entonces tenemos una descomposicion V.=Rv @ U, con U ortogonal a v y tal
que UNJ(U) ={0}.

Demostracion. Ya que existe v € V tal que B(v,v) > 0 estamos en el caso (1) del Lema
4.8 y el resultado es inmediato. O

Lema 4.10. Sea V un subespacio totalmente real de C & 5 y supongamos que existe
ug € V tal que B (ug,up) > 0.

(1) Si Pg denota la proyeccion natural de V en su espacio proyectivo real, entonces
Pr(V) =P(V).

(2) SiVi es otro subespacio totalmente real tal que P(V1) = P(V), entonces existe A\g € S*
tal que Vi = AoV

Demostracion. (1) Ya que existe ug € V, se cumple el inciso (1) del Lema 4.8, es decir,
VN J(V) = {0}. Ahora, sean u,v € V \ {0}. Supongamos que [u] = [v] € P(V), esto es,
supongamos que existe a + ib € C* tal que u = (a + ib)v. Si b # 0, entonces iv € V' \ {0},
lo cual contradice que V' N J(V) = {0}. Por lo tanto, b =0y [u] = [v] € Pr(V). Como la
otra contencién es inmediata, entonces se tiene la igualdad deseada.

(2) Por la hipétesis, podemos escribir V = Ruo@®V’, donde V' C ug. Ya que B (uq,ug) >
0, existe £ > 0 tal que para cualesquiera w,w’ en la bola abierta B.(0) C V' se tiene que
B(uo+w,u0+w’) > 0.

Vemos que dados v,v" € V, existen A\, \ € C* y vy, v} € V; tales que v = vy y v’ = Nvj.
Luego, B(v,v’) = AN B(vy,v}). Ahora, si v = ug y v' = up+w, entonces A\ € R, por lo cual
arg(A\) = arg(\'). A partir de lo anterior obtenemos que para cualquier w € B.(0) se tiene
que up+w € A\gV1 y, como ug € A\gV1, entonces w € A\gV1 (aqui denotamos A = A el escalar
asociado a ugp). Por lo tanto, V' C A\gV;. De manera anédloga obtenemos que existe u € C*
tal que Vi C pV. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Ay y p tienen norma
1. Notemos que existe 0 € V' tal que ug = Aou0, por lo cual AouB (0,0) = B (ug,v) € R*.
Esto implica que Aoyt € R,de donde \g = £~ 1. En conclusién, V = \gVj con A\g € S'. O

Observacién 4.11. En el Lema 4.10 se obtiene que \g € S! es tinico salvo un signo. Para
verlo, notamos que si ug = Av; = Nv}, con A\, N € S, como By, xy; es no degenerada,
existe v{ € V] tal que B (v1,v]) # 0. Luego, se tiene que

\NB (v’l,v’f) =B (uo,vi’) = )\B (vl,vi’) #0,

y como B (v],v]), B (v1,v]) € R, se sigue el resultado deseado.
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Antes de continuar, introducimos algunos conceptos adicionales que permitiran enten-
der la motivacién de algunas construcciones relacionadas con el argumento de Cartan. En
primer lugar, dado un conjunto X # &, un ntcleo de tipo positivo complejo es una funcion
P : X2 — C tal que para cualquier n € N y para cualesquiera z1,...,z, € X y cuales-
quiera cq, ..., c, € C se satisface que Z?,k:l cjcr® (zj, 1) > 0. Para el caso real se agrega
la hipétesis de que @ sea simétrica. Si consideremos un conjunto X, (H,(, )) un espacio
de Hilbert complejo y u : X — H una funcién, entonces 7, : X?> — C definida por
Tu(z,y) = (u(x),u(y)) es un nicleo de tipo positivo complejo. Resulta que, esencialmente,
cualquier nticleo de tipo positivo esta dado como k,. Esto tdltimo hecho es conocido como
construccion GNS (en honor a Gelfand, Naimark y Segal): si 7 : X2 — C es un niicleo
de tipo positivo complejo, existen un espacio de Hilbert complejo (H,( , )) y una funcién
u: X — H tales que 7, = 7 y span{u(z)} es denso en H. Para mayor informacién acerca
de niicleos de tipo positivo y la construccién GNS se puede consultar [2, Apéndice CJ.

Para los fines del presente trabajo, también estamos interesados en una generalizacién
de los nticleos de tipo positivo: dado un conjunto X # &, un nicleo de tipo hiperbdlico real
es una funcién simétrica B : X2 — Rx( que es igual a la constante 1 sobre la diagonal y
para cualquier xg € X se tiene que la funcién definida por

(z,y) = B (z,20) B (z0,y) — B (2, y)

es un nucleo de tipo positivo para toda zg € X. En la Proposicién 1.1 de [30] se exhibe
que la condicién anterior es equivalente a la existencia de un mapeo f : X — HEg, para
algun cardinal s, tal que B(z,y) = cosh (d (f(z), f(y))). Para el caso complejo definimos
un nicleo de tipo hiperbdlico complejo sobre un conjunto no vacio X como un par (53,7),
donde 8 : X? — R>oyy: X3 — (—g, g) tales que (8 es la constante 1 sobre la diagonal
de X2, v es un 2-cociclo alternante y el mapeo

($, y) = B (l’, ;UO) B (.%'(], y) - eiv(x()’%y)ﬁ(xv y)

es un nucleo de tipo positivo complejo para toda zg € X. Como v = 0 es un cociclo
alternante, un par (3,0) es un nicleo de tipo hiperbdlico complejo si y sélo si 5 es un
nticleo de tipo hiperbdlico real. Los resultados anteriores y mas propiedades acerca de
ntcleos de tipo hiperbélico se pueden consultar en [31] y [30].

A continuacién usaremos el argumento de Cartan ¢ y los conceptos anteriores para
caracterizar los conjuntos contenidos en un subespacio totalmente real. Este resultado
aparece como Lema 2.6 de [30].

Lema 4.12. Sea X un subconjunto de Hf. El argumento de Cartan se anula en X3 siy
s6lo si X estd contenido en un subespacio totalmente real de HE.

Demostracion. Notemos que la segunda implicacién es inmediata porque el argumento
de un numero real es cero. Para la primera implicacién supongamos que el argumento
de Cartan c se anula en X3 y consideremos Hc(X) C Hf la interseccién de todos los
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subespacios hiperbdlicos de Hf que contienen a X. Tenemos que el par (3, c) es un ntcleo
de tipo hiperbélico complejo, donde 8 : X? — C estd dada por 3(z,y) = cosh (d(z,y))
(ver [30, Proposicién 1.9]). Pero como ¢ = 0, entonces 5 es un nicleo hiperbdlico real.

Por la construccién GNS, existen un espacio de Hilbert complejo (H, (, )) y un mapeo
h: X — H tal que

(h(z), h(y)) = B (z,20) B (y, 0) — B(,y)

para un xg € X fijo y cualesquiera z,y € X. Dotamos al espacio C & H con la forma
hermitiana de Minkowski B y definimos f : X — C & H por f(x) = S (z,x0) & h(x).
Entonces para cualesquiera x,y € X se tiene que

B (f(x), f(y)) = B(x,y) = cosh (d (f(x), f(y))) -

Esto nos dice que la forma B es real sobre la imagen de f, entonces X estd contenido en
un espacio hiperbdlico complejo Hg totalmente real. Luego, por la unicidad (salvo isometria
holomorfa) del espacio hiperbdlico complejo que contiene a un conjunto, obtenemos que

fé/ es isométrico a He(X), esto es, Hg(X) es un espacio hiperbdlico complejo y es un
subespacio totalmente real de Hf que contiene a X. O

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [30].

Lema 4.13 (Lema 4.2 de [30]). Sea 3 < n < 0o. Si vy es un cociclo alternante en (HZ)?
que es PO(1,n)°-invariante por la accidn diagonal, entonces v se anula en (HE)?. O

Finalmente, para concluir esta seccion, presentamos la prueba de la Proposicion 4.3.
Demostracion [Proposicion 4.3]. Consideremos W el espacio de Hilbert complejo subya-
cente a la representacién «, y B la forma hermitiana de signatura (1,00) en W. Denotemos
por HZ el espacio hiperbdlico de dimensién infinita asociado, es decir,

HE = {[z] e P(W) | B(z,x) > 0}.

Consideremos el argumento de Cartan c : Hg" x HZ x HZ — (—%; %) Por definicién, ¢
es invariante bajo la accién diagonal del grupo PU(1,00) y, por el Lema 4.6, también es
un 2-cociclo alternante. Ahora, la representacién « induce una accién isométrica continua
de PO(1,n)° en Hf que también denotaremos por a. Sea f : Hp — HZ un mapeo
a-equivariante continuo, por ejemplo, consideremos la siguiente construccién. Sea ey =
(1,0...,0) € H. Como el estabilizador Stab(ep) en PO(1,n)° de eg es compacto y actia
por isometrias en HZ, por el Teorema de punto fijo de Cartan existe ¢ € HZ" que es fijado
por Stab(eg). Definimos f(eg) = ¢y, ya que para todo x € Hy existe g, € PO(1,7n)° tal que
9z(€e0) = x, extendemos mediante la accién de « (ver la Proposicién 2.9 para un argumento
similar), es decir,

f(x) = f (g2 (e0)) = a(gz) (C) -
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Notemos que el Lema 4.13 implica que

c(f(x), f(y), f(2)) =0

para cualesquiera x,y, z € Hg. Si denotamos X = f (Hp), a partir del Lema 4.12 se obtiene
que existe un subespacio totalmente real V' de W tal que X C P(V) C HZ. Notemos que
por definicién, X es PO(1,n)°invariante. Ademds, existe g € V tal que B (xg,z9) >0y
x = [zo] € X. Consideremos .4 la interseccién de todos los subespacios totalmente reales
de HZ que contienen a la imagen de f, es decir,

A= (1 PW).
Wl
totalmente real,
XCP(W')CH®

También, sea
U= N w.
totahwr/l(,e%t‘g/real,
zoeW', XCP(W')CHZ®

Afirmacién. Se satisface que A4 = P(U).

La contencién P(U) C .4 es inmediata porque U es un subespacio totalmente real ya
que es un subespacio cerrado y para cualesquiera v,v’ € U se tiene que B (v,v') € Ry, por
definicién, contiene a X. Por otro lado, la contencién .4~ C P(U) se obtiene como sigue.
Consideremos subespacios totalmente reales W/, W"” C W tales que X C P(W') C H¥ y
X Cc P(W”) C HY. Veamos que o € W/ NW”. Ya que [z9] € P(W') NP (W"), existen
NN e Cxw e W yw" e W” tales que zop = Nw' = N'w”. Tenemos que w’' = )/‘\—,,/w”,
pero como B (w',w"”) € R porque W” es totalmente real, y de hecho B (w”,w") > 0
porque [w”] € H, entonces ’/\\—/,, € R. Con un argumento similar se muestra que debe
ocurrir A € R y por lo tanto A € R. Esto prueba que o € W N W” y por lo tanto se
tiene la otra contencién. En conclusion, es cierta la Afirmacién.

La Afirmacién implica que .4/ es la imagen de un subespacio totalmente real U. Ob-
servamos que .4 es invariante bajo la accién de PO(1,n)°. Veamos que U también lo es.
Notamos que si g € PO(1,n)°, entonces gP(U) = P(U). Por el Lema 4.10, existe A\, € S*
tal que gU = A\,U. Definimos G — S dado por g — )\3, vemos que es un morfismo
porque

(gh) - U =g (AU) = MpAgU,

y estd bien definido porque gzg = A\gz(, con xo € U tal que B (zg,x¢) > 0, y entonces
2 2
(B (gm0, 20))" = A3 (B (2, 75))" -

Lo anterior implica que el morfismo es continuo y, por lo tanto, debe ser trivial. En con-
clusién, gU = U. Por lo tanto, U es PO(1, n)°-invariante.
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Observemos que la restriccién de B a U es fuertemente no degenerada de signatura
(1,00). En primer lugar notamos que si vy, vy € U, entonces para cualesquiera v,v" € U se
verifica que

B (v1 + v, v9 + i’u') = B (vy,v2) —iB (Ul,U/) +1iB (v,v2) + B (v,v’) ,

por lo cual B es hermitiana en U. Luego, como zg € U y B (xg,xg) > 0, por el Corolario
4.9, existe una descomposicién ortogonal U = Rz & U’ tal que U' N J (U’) = {0}, y como
B es de signatura (1,00) en W, U’ debe ser definido negativo, lo cual prueba lo deseado.
Tenemos que, por el Lema 4.8, U N J(U) = {0}. Consideremos la inclusién j : U @
J(U) — W y mostremos que j (U & J(U)) es cerrado en W para obtener que W =
U @ J(U) por la irreductibilidad de . Adem4s, ello implica que la accién de PO(1,n)° en
U es irreducible. Ya que B es de signatura (1, 00) en W, podemos tomar una descomposicién
W = Ce® Wi, donde Blw, xw, es definida negativa. Con un argumento analogo, obtenemos
que existe una descomposiciéon U = R @ Vi, donde B|y, xv, es definida negativa. Notemos
que V} es un subespacio real de U. Asi, j (U & J(U)) = C & (Vi + J (V1)). Para terminar,
unicamente se debe mostrar que Vi + J (V1) es cerrado. Con un argumento similar al de la
prueba del Lema 4.8, obtenemos que Vj es ortogonal a J (V7), por lo cual podemos escribir
Wy = Vi@ J(Vi) @ Wy, donde W5 es el complemento ortogonal en Wy de Vi @ J (V4).
Observamos que Vi, J (V1) y Wa son espacios de Hilbert reales y Wa se expresa como su
suma directa, de donde se sigue que en particular V3 @ J (V1) es un subespacio cerrado.
Esto concluye la prueba. O

4.3. Prueba del Teorema A

Procedemos a la prueba del resultado principal. Consideremos una representacién irredu-
cible
0:PO(1,n)° — O(2,00)

con n > 3. Como se hizo en la seccién anterior, denotemos por 7 al espacio de Hilbert
y por B a la forma bilineal subyacentes a la representacion o. Fijemos desde ahora un

subgrupo compacto maximal
K Cc PO(1,n)°.

Observemos que K es isomorfo al grupo SO(n). Para continuar, revisamos el siguiente
resultado de [31].

Proposicion 4.14. FExiste un subespacio P C J€ de dimension 2 que es fijado puntual-
mente por K.

Demostracion. Consideremos el espacio X5 () de subespacios de % de dimensién 2 en los
cuales la restricciéon de B es definida positiva. Se cumple que X2(##°) admite una estructura
de espacio CAT(0) completo en el cual el grupo O(, B) actiia por isometrias (ver [14]
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para una prueba de estos resultados); luego, por el Teorema de Cartan se obtiene que existe
P € X5(H) que es fijado por la accién de K. Ahora, la accién de K en P estd dada, salvo
conjugacién, por un homomorfismo K — O(2). Se sigue que tal morfismo es trivial, por
lo cual P C s%. Por lo tanto, K fija puntualmente a P. O

La siguiente proposicién es demostrada en [31, Prop. 5.4] y se presenta porque ser4 refe-
rida varias veces. La version original incluye una afirmacién para el caso de representaciones
reales que no utilizaremos aqui.

Proposicién 4.15. Sea (G, K) un par de Gelfand. Consideremos m una representacion
C-lineal en un espacio de Hilbert 7€ que preserva una forma hermitiana continua y fuer-
temente no degenerada de indice finito. Si T es irreducible, entonces el espacio K de
vectores K -invariantes tiene dimension compleja a lo mas 1.

Se refiere al lector a la Seccion 1.3 para consultar la definicion de par de Gelfand y
la prueba de que (PO(1,n)°, K) es un par de Gelfand. Notemos que la versién unitaria
sobre espacios de Hilbert es un resultado clasico, mientras que el trabajo de N. Monod y P.
Py generalizo el resultado al caso de formas fuertemente no degeneradas de indice p (con
p>1).

En virtud de las dos proposiciones anteriores se obtiene que la complejificacién oc de o
no es irreducible. En efecto, primero notemos que la dimensién real del espacio de puntos
K-fijos en 2 es igual a la dimension compleja de puntos K-fijos en 77 ® C:

dimp (%) = dimc ((# © C)F) .

Si pc fuese irreducible, el lado derecho debe ser menor o igual a 1 por la Proposicién 4.15,
pero el lado izquierdo tiene dimensién mayor o igual a 2 por la Proposicién 4.14. Lo anterior
es un absurdo y por lo tanto gc no es irreducible.

Ahora, por la Proposicién 4.2 obtenemos dos casos que analizamos de manera separada:

Caso (1). Supongamos que tenemos una descomposicién PO(1, n)°-invariante
HRC=VeW

donde V' es subespacio cerrado de signatura (2, c0) tal que la accién de PO(1,n)° es irredu-
cible y W es cerrado y definido negativo. Con un argumento similar al dado en la prueba de
la Proposicién 4.14 obtenemos que existe un subespacio complejo P de dimensién compleja
2 que es fijado por K.

Ahora estudiemos la acciéon de K en P. Ya que dicha accién preserva la restriccién de
B a P, ésta define un homomorfismo de K en el grupo unitario U(2) (bien definido salvo
conjugacién). De hecho, se tiene el siguiente resultado acerca de homomorfismos entre
dichos grupos.
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Proposicién 4.16. Sea n > 3. Cualquier homomorfismo continuo de SO(n) en U(2) es
trivial.

Demostracion. Sea ¢ : SO(n) — U(2) un homomorfismo continuo, entonces ¢ es suave.
Ahora, consideremos el mapeo determinante det : U(2) — S!'. Luego, la diferencial del
mapeo composicion det o ¢ en el elemento identidad Id es

DId(det o (p) : 50(n) — R.

Como SO(n) es simple, su algebra de Lie es perfecta, esto es, si z € so(n) entonces z
se puede escribir como una suma de conmutadores

2= [z,

para algunos z;,y; € s0(n). Ya que Diq(det o ¢) es un morfismo de algebras de Lie y R es
un &lgebra de Lie abeliana, obtenemos que Diq(det o ) es el mapeo cero, y como SO(n)
es conexo, se obtiene que det o ¢ es el mapeo constante 1. Esto implica que ¢(A) € SU(2),
por lo cual podemos considerar que tenemos el mapeo ¢ : SO(n) — SU(2).

(n—1)

Ahora, observemos que si n > 5, como SO(n) es simple y dim(so(n)) = =% > 3,

entonces el morfismo Digq(¢) es cero, lo cual implica que ¢ es trivial por la conexidad de
SO(n).

Para n = 3 notamos que, por la simplicidad de s0(3), Diq(p) es cero o bien es inyectiva.
Si ocurre que Dig(¢) = 0, procedemos como en el caso anterior. Veamos que no puede
suceder que Diq(¢p) sea inyectiva. Por contradiccién, supongamos que Dig(p) es inyectiva,
entonces es un isomorfismo porque son espacios de la misma dimension. Luego, por el
teorema de inversién local obtenemos que ¢ es un difeomorfismo local, y esto implica que
© es un mapeo cubriente. Ya que SO(3) es simple, se sigue que ¢ es un difeomorfismo, pero
esto es una contradiccién porque SU(2) es simplemente conexo pero SO(3) no lo es. En
conclusién, ¢ es trivial.

Finalmente estudiamos el caso n = 4. Supongamos que ¢ no es trivial. Tenemos que
existe un mapeo cubriente de dos hojas 7 : SU(2) x SU(2) — SO(4) cuyo nicleo es
generado por (—Id, —1Id). Consideramos la composicién

pom:SU(2) x SU(2) — SU(2)

Veamos que las restricciones p; y pa a SU(2) x {Id} y {Id} x SU(2), respectivamente,
no pueden ser ambas no triviales, pues en caso contrario, obtenemos que Dig(p o m)| :
su(2) x {0} — su(2) y Dia(pom)|: {0} x su(2) — su(2) son isomorfismos, luego, para
cualesquiera X,Y € su(2) existen dnicos (u,0) € su(2) x {0} y (0,v) € {0} x su(2) tales
que X = Dig(pom)(u,0) y Y = Dig(p o7)(0,v), pero ello implica que

[X7 Y] = [DId(QD 07‘-)(“’ 0)7D1d(<10 ° W)(O,’U)] = DId(Qp © 7T) [(’LL, 0) ) (0,’0)] =0,
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y esto significa que su(2) es un algebra abeliana, pero ello no ocurre. Asi, al menos una
de las dos proyecciones es trivial. Sin pérdida de generalidad supongamos que la segunda
proyeccion es trivial. Entonces, existe f : SU(2) — SU(2) tal que

pom=fopi.

Como f es un homomorfismo no trivial, entonces debe ser un isomorfismo. Por otro
lado,
f(=1d) = fopi(—1Id,—Id) = pon(—1d, — Id) = ¢(Id) = Id,

lo cual contradice que f es un isomorfismo. Por lo tanto, ¢ es trivial. Esto concluye la
prueba. O

En virtud de la Proposicién anterior, obtenemos que K fija puntualmente a P (como
en la Proposicién 4.14) y por ello dim¢ (VK ) es mayor o igual que 2, pero esto contradice
la. Proposicién 4.15 porque estamos suponiendo que la representacién de PO(1,n)° en V
es irreducible. En conclusién, este caso no es posible.

Caso (2). Supongamos que tenemos una descomposicién PO(1, n)°-invariante
HRC=U0UsdW,

donde Uy, Uy son subespacios cerrados de signatura (1,00) y la accién de PO(1,n)° es
irreducible en cada uno de ellos, y W es subespacio cerrado definido negativo.

Aplicamos la Proposicién 4.3 a la representacion de PO(1,7n)° en U;. Esto nos da un
subespacio totalmente real V) C U; tal que su complejificacién es igual a Uy y la restriccion
de B a Uj es la extension hermitiana de una forma fuertemente no degenerada en Vi de
signatura (1, 00).

Consideremos la proyeccién p; : S ® C — Uy que tiene nicleo Us & W y el mapeo
Re : Uy — Vi que tiene nicleo J(V7). Sea m = Re o p1|, el cual es un mapeo lineal.
Notemos que en caso de que m = 0, podemos cambiar Re por el mapeo Im : Uy — Vi, pues
si ambas composiciones fueran igual al mapeo cero, entonces 7 C Us@ W, pero ello implica
que i€ C Ua®W y por lo tanto, como son subespacios complejos, Us®W = # ®C, lo que
no ocurre por hipétesis. Asi, supongamos sin pérdida de generalidad que 7w # 0. Tenemos
que 7 es inyectiva ya que ker(w) es un subespacio propio, cerrado e invariante de ¢ vy,
por la irreductibilidad de p, ker(w) = {0}. Por la Proposicién 4.14 existe P subespacio
2-dimensional de J# que es fijado puntualmente por K. Luego, 7(P) esta contenido en
VlK y, por la inyectividad de 7, dimp (VlK ) > 2, pero esto implica que dimc (UlK ) > 2.
Finalmente, esto es una contradiccién con la Proposicién 4.15 porque la representacién en
Ui es irreducible. Esto muestra que este caso tampoco ocurre.

Para concluir, lo anterior demuestra que no existen representaciones irreducibles de
PO(1,n)° en O(2,00). Esto termina la prueba del Teorema A.
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4.4. Una aplicacion del Teorema A

Fn la Seccion 4.1 se uso la estrategia de considerar la complejificacion de una representacion
irreducible de un grupo G en O(2,00) = O(4#, B) para obtener, mediante la Proposicién
4.2, una descomposicién de 5 ® C en espacios G-invariantes (o bien, irreducibles respecto
a la restricciéon de B, o bien, definidos negativos respecto a la restriccién de B). En esta
seccion utilizamos esa misma idea para obtener un resultado analogo al Teorema A que
es valido para ciertos grupos con la propiedad (7') de Kazhdan (con algunas condiciones
adicionales). Se presenta el siguiente teorema porque su demostracion es sencilla y usa ideas
similares a las presentadas a lo largo de esta capitulo, aunque en el siguiente capitulo se
prueba un resultado que lo mejora (ver Teorema B).

Teorema 4.17. Sea (G, K) un par de Gelfand. Si G tiene la propiedad (T') de Kazhdan y
cualquier homomorfismo continuo K — U(2) es trivial, entonces no existen representa-
ciones irreducibles G — O(2, 00).

Demostracion. Por contradicciéon. Supongamos que existe una representacién irreducible
0:G — O(2,00), y consideremos su complejificacién gc : G — U(2, 00).

Ahora, con un argumento analogo al dado en la Proposicién 4.14 y usando el hecho de
que cualquier morfismo K — U(2) es trivial, tenemos que existe un subespacio complejo
V de 57 ® C de dimensién 2 que es fijado puntualmente por K. Luego, por la Proposicién
4.15 se obtiene que g¢ no es irreducible.

A continuacién usamos la Proposicién 4.2. Vemos que el segundo caso no ocurre porque
G tiene (T), pues si @ : G — U(1,00) es una representacién lineal, entonces G fija una
linea definida positiva en el espacio de Hilbert subyacente, lo que contradice que « es
irreducible.

Asi, supongamos que 7 ® C =U & W con U subespacio cerrado G-invariante tal que
la restriccién de B a U es de signatura (2, 00) y la accién es irreducible, y W es subespacio
cerrado definido negativo. Tenemos que K fija puntualmente a un plano complejo Z C U,
entonces la dimensién de UX es mayor o igual 2, lo cual contradice que la accién de G en
U es irreducible por la Proposicién 4.15. O

Ejemplo 4.18. Consideremos G = SL(3,R) y K = SO(3). Tenemos que (G, K) es un par
de Gelfand y por la Proposicién 4.16, no hay homomorfismos no triviales de K en U(2), asi
que por el Teorema 4.17 no existen representaciones irreducibles de SL(3,R) en O(2, 00).
Es importante notar que este hecho se puede deducir a partir de los resultados presentados
en [16], pero la prueba presentada aqui es mds sencilla.
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En este capitulo estamos interesados en obtener resultados andlogos al Teorema A. En
particular, uno de los objetivos es presentar la prueba del siguiente teorema.

Teorema B. Sea (G, K) un par de Gelfand. Si G tiene la propiedad (7') de Kazhdan
y cualquier homomorfismo K — O(2) es trivial, entonces no existen representaciones
continuas irreducibles G — O(2, c0).

Notamos que dicho teorema es andlogo al Teorema 4.17, sin embargo, se impone una
condiciéon menos restrictiva sobre los morfismos con dominio K. Para dar una prueba
completa de este teorema, primero se presentan algunos resultados auxiliares acerca de
subespacios invariantes bajo conjugaciéon al considerar complejificaciones de representacio-
nes irreducibles de un grupo G en un espacio de Hilbert real (ver Seccién 5.1); luego, en
la Seccién 5.2 se enuncian algunos resultados de Teoria Espectral que seran utilizados mas
adelante. La demostracién del Teorema B se da en la Seccién 5.3, asi como un resultado
que identifica algunas propiedades de los subespacios invariantes bajo representaciones de
G en O(2,00). Finalmente, en la Seccién 5.4 se hace una aplicacién directa del Teorema
B al estudio de representaciones de grupos de matrices con coeficientes en el campo de
numeros p-adicos (con p > 2 un nimero primo).

5.1. Conjugacion de subespacios invariantes

Sea G un grupo topoldgico y consideremos ¢ una representacién irreducible de G en el
espacio de Hilbert real 5. Tomemos oc¢ la complejificacion de dicha representacion y sea
W C 5 ® C un subespacio cerrado G-invariante. Definimos el subespacio conjugado de W
como

W={a—ib| atibeW}.
Notemos que {0} y ## ® C cumplen que {0} = {0} y ## @ C = # ® C. El siguiente
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resultado dice que, bajo estas condiciones, son los tinicos subespacios que cumplen esta pro-
piedad.

Lema 5.1. Sean ¢ una representacion irreducible de un grupo topoldgico G en un espacio de
Hilbert 7€ y oc su complejificacion. Si W C 7 ®C es un subespacio cerrado G-invariante
y tal que W =W, entonces W ={0} o W = 7 @ C.

Observacion 5.2. Un subespacio complejo U C 77 ® C es invariante bajo conjugacién si
y sblo si U =V @iV para algtin subespacio V' C 7. Ademds, U es cerrado si y sélo si V
es cerrado.

Demostracion [Lema 5.1]. Sea W como en las hipétesis del Lema. Por la observacién
anterior sabemos que existe V C . subespacio cerrado y G-invariante con W =V @ iV.
Como p es irreducible se tiene que o bien V' = {0} o bien V' = ., lo cual implica que
W={0} o W=#C. O

Usamos el resultado anterior para estudiar la descomposicién del espacio subyacente al
considerar una representacién no irreducible.

Lema 5.3. Sean o una representacion irreducible de un grupo topoldgico G en un espacio
de Hilbert 7€ y oc su complejificacion. Si oc no es irreducible y W C 7 ® C es un
subespacio cerrado, propio, no cero y G-invariante, entonces W NW = {0}.

Demostracion. Ya que W N1 W es invariante bajo conjugacion, por el Lema 5.1 se sigue
que WNW ={0to WNW =2 ®C. Como WNW C W # 7 @ C se concluye que
wnw ={0}. O

Observacién 5.4. En general no sabemos que W + W sea un subespacio cerrado. Sin
embargo, cuando W + W es cerrado en 2 ® C, se puede demostrar que W & W = # @C.
Para esto, basta notar que W C W + W, asi que, por el Lema 5.1, o bien W + W = {0}
o bien W +W = # ® C; como W # {0}, entonces W + W = s @ C. Finalmente, por el
lema anterior sabemos que W N'W = {0}, y por lo tanto se satisface la igualdad deseada.

5.2. Interludio de teoria espectral

El contenido de esta seccién sigue principalmente los desarrollos hechos en [21] (ver las
Secciones 6.5, 6.6 y 6.7) y [20] (ver la Seccién 1.4). También se puede consultar el Capitulo
7 de [35]. Ya que el objetivo de esta seccién es unicamente referir una versiéon del Teo-
rema Espectral (ver Proposicién 5.6) y algunos resultados auxiliares, no se hace ninguna
demostracién y se remite al lector a las referencias mencionadas.

A lo largo de esta seccién, ¥ denota un espacio de Hilbert complejo y (, ) su producto
hermitiano. Si M es un subespacio cerrado de ¥, decimos que el operador acotado P es
la proyeccion (ortogonal) sobre M si para todo x € ¥ se cumple que Pz = y si y sélo si
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z=y—+zcony € My ze M. También, si T es un operador acotado en ¥, el espectro
de T se define como

o(T)={Ae€C| T — AId no tiene inverso acotado} .

Recordamos que un operador lineal acotado S en ¥ es simétrico si (Sx,y) = (z, Sy)
para cualesquiera z,y € 7. Es inmediato que si S es simétrico, entonces (Sx,x) € R para
toda x € #. También, un hecho no trivial en este caso es que el espectro o(S) estd formado
por numeros reales, esto es, o(S) C R.

Decimos que un operador simétrico S es positivo si (Sz,x) > 0 para toda = € ¥, y en
tal caso lo denotamos por S > 0. Si S y T son operadores simétricos tales que S — T > 0,
lo denotamos por S > T o T < S.

Sea ) un conjunto equipado con una o-algebra .#. Decimos que P : A4 —> HB(V) es
una medida con valores en proyecciones sobre ¥ si

1) Cada P(F) es una proyeccién ortogonal.

3) P(ENF) = P(E)P(F).

(1)
(2) P(@)=0y P(Q) =1d.
(3)
(4)

Si (Ej) es una familia disjunta, entonces P (UE;) = ) P (Ej;), donde la suma converge
en la topologia de operador fuerte (es decir, la topologia més débil tal que para
cualquier z € ¥, el mapeo evaluacién (T, x) — Tz es continuo en T).

Lema 5.5. Sea S un operador simétrico en ¥ y consideremos E y F' borelianos del espectro
de S. Ademds, supongamos que P es una medida en los borelianos del espectro de S con
valores en proyecciones. Si E y F son ajenos, entonces los conjuntos imagen de P(E) y de
P(F) son mutuamente ortogonales'.

Para una prueba de este lema y la siguiente proposicién se puede consultar [20, Seccién
1.4].

Proposicion 5.6. Sea S un operador simétrico en V. Entonces a S se le puede asociar
Ps una medida en los borelianos del espectro o(S) con valores en proyecciones tal que:

(1) S conmuta con Ps(E) para todo boreliano E.

(2) Si T es un operador acotado que conmuta con S, entonces T conmuta con Ps(E)
para todo boreliano E.

(3) Se cumple que S = [ AdPg(\).

'En este caso, los conjuntos imagen de P(E) y P(F) son mutuamente ortogonales si (P(E)u, P(F)v) =0
para cualesquiera u,v € ¥.
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El inciso (3) tiene sentido a partir de las siguientes consideraciones:

(1) Para cualesquiera u,v € ¥, el mapeo P, , definido en los borelianos por
Puw(E) = (Ps(E)u,v)
es una medida compleja usual.

(2) Luego, dado el operador simétrico S, se satisface que para cualesquiera u,v € ¥ se
tiene la siguiente igualdad

(Su,v) = / AP,(N).
o(S)

5.3. Propiedad (7)) y O(2,00)

La primera parte de esta seccién esta dedicada a la prueba del Teorema B. Posteriormente
se presenta un resultado que mejora a dicho teorema y también una version en dimensién
finita del Teorema B.

Demostracion [Teorema BJ. Procedemos por contradiccién. Supongamos que existe una re-
presentacion irreducible g : G — O(2,00), y sean S el espacio de Hilbert real subyacente
y B la forma bilineal en .7 de signatura (2, co). Consideremos g¢ : G — U(2, 00) su com-
plejificacién y, con abuso de notacién, denotamos también por B a la extension hermitiana
a ' ® C de la forma B. Ya que por hipdtesis no existe un homomorfismo K — O(2) no
trivial, entonces existe P C J# subespacio de dimension 2 que es fijado puntualmente por
K (ver Proposicién 4.14); lo anterior implica que dimg (%) > 2, de donde se sigue que

dim¢ ((%” ® (C)K> > 2y, por la Proposiciéon 4.15, que gc no es irreducible. Ahora, por

la Proposicién 4.2 tenemos dos casos. Observamos que el caso (2) no ocurre por el mismo
argumento dado en la prueba del Teorema 4.17: si a : G — U(1, 00) es una representacién
lineal, como G tiene la propiedad (7") debe existir una linea ¢ definida positiva en el espacio
de Hilbert subyacente, tal que £ es fijada por G, lo cual contradice que « es irreducible.

Pasamos al caso (1) de la Proposicién 4.2: supongamos que € @ C = V & W es
una descomposicién G-invariante en subespacios cerrados tales que B restringida a W es
definida negativa y B restringida a V es de signatura (2,00) con la accién de G en V
irreducible. Notamos que también tenemos una descomposicién en suma ortogonal dada
por # @ C =V @& W que es G-invariante, donde V y W son los respectivos subespacios
conjugados de V' y W. Observamos que W no est4 contenido en W, ya que en caso contrario
WNW =W y el Lema 5.3 implica que W N'W = {0}, por lo cual obtendrfamos que
W = {0}, lo cual no ocurre. Luego, al considerar la proyeccién

p: HARC=VeW —V
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con ker(p) = W, obtenemos que p(W) # {0}. Ahora, definimos la forma hermitiana
Bi: W xW — C por
Bl(uvv) =B (p(u),p(v)) )

para cualesquiera u, v € W. Notamos que B es no cero por definicién. Con esto, By y —B
son dos formas hermitianas en W, de hecho, —B es un producto hermitiano.

Afirmacién 1. Existe un operador lineal acotado S : W — W tal que
By (U, U) = _B(u7 S’U)

para cualesquiera u,v € W.
Para obtener este hecho, primero sea v € W'y consideremos el mapeo lineal f, : W — C

definido por f,(u) = —B(u,v). Entonces, por el Teorema de representacién de Riesz existe
un tnico Sv € W tal que f,(u) = —B(u, Sv) para todo u € W. Esto define S: W — W
tal que Bj(u,v) = —B(u,Sv) para cualesquiera u,v € W. Veamos que S es lineal. Sean

v, v2 € Wy A € C, entonces, para cualquier u € W se tiene que

—B (u, S (v1 + A\vg)) = By (u,v1 + Ave) = By (u,v1) + AB (u,v2)
= —B (u, Sv1) — AB (u, Sv2) = —B (u, Sv1 + ASvy),
asi que por la unicidad del Teorema de Riesz se obtiene que S (v1 + Ave) = Svy + ASve, es

decir, S es lineal. Que S es un operador acotado se obtiene porque es continuo en 0 gracias
a la continuidad de —B. Esto termina la prueba de la Afirmacion 1.

Afirmacién 2. El operador S es simétrico respecto a —B.
Para esto, notemos que si u,v € W, entonces

—B(S’LL, U) = _B(Ua Su) = Bl(va U) = Bl(ua U) = _B(u> S’U),
por lo cual S es un operador simétrico respecto a —B.

Afirmacién 3. El operador S conmuta con la accién de G en W.

Queremos ver que g(Sv) = S(gv) para cualesquiera g € G y v € W. Para ello, basta
con mostrar que —B(u, g(Sv)) = —B(u, S(gv)) para cualquier u € W y utilizar la unicidad
asegurada por el Teorema de Riesz. Pero la igualdad deseada es inmediata porque

—B (u, S(gv)) = Bi(u, gv) = By (¢ 'u,v) = =B (97 'u, Sv) = —B (u, g(Sv))

pues tanto —B como B son G-invariantes. Esto prueba lo deseado.

Asi, las Afirmaciones 1, 2 y 3 muestran que S es un operador y simétrico (respecto al
producto hermitiano —B) en W que conmuta con la accién de G en W. Entonces, por la
Proposicién 5.6, para todo E boreliano del espectro de S se cumple que Pg(F) conmuta
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con la accién de G, en particular, si 4 = (—00,0), E3 = [0,00), entonces P, = Pg (Ej)
y P_ = Pg(F3) conmutan con la accién de G. Luego, por el Lema 5.5, se obtiene que
Wy =P (W)y W_ = P_(IW) son mutuamente ortogonales. Luego, como Id = P, + P_,
obtenemos una descomposicion W = W, @ W_ que es ortogonal respecto a —B.

Afirmacidén 4. La descomposicion W = W, @ W_ es ortogonal respecto a By si y sélo
si S estabiliza a W, y W_.

Vemos que si W, es ortogonal a W_ respecto a B; entonces Bj(u,v) = 0 para cua-
lesquiera v € Wy y v € W_. Pero, por la definicién de S, lo anterior implica que para
cualesquiera u € Wi y v € W_ tenemos que Bj(u,v) = —B(u,Sv) = 0. Como v = P_(v),
se obtiene Sv = SP_(v) = P_Sv € W_, es decir, S estabiliza a W_. Ya que también
obtenemos una descomposicién W = P_(W) @ ker (P-) que es ortogonal respecto a —B,
S estabiliza a ker (P-). Puesto que x = Pyx + P_x para toda © € W, entonces P_z = 0
siy sélo si x € W,. Esto muestra que ker (P_) = W,.. Por lo tanto, S estabiliza a W El
reciproco es inmediato. Esto prueba la Afirmacién 4.

En virtud de la Afirmaciéon 4 obtenemos que la descomposicion W = W, & W_ es
ortogonal respecto a Bj, ya que S estabiliza a W, y W_. Lo anterior implica que B es
positiva en W, de donde se sigue que B es positiva en p (W, ), por lo cual dimc (p (W4)) <
2. Ahora, como p (W) C V ylaaccién de G en V es irreducible, obtenemos que p (W) = 0.
Esto implica que B; es negativa en W, es decir, p(W) es negativo respecto a B, pero
p(W) no es denso en V, asi por G-invariancia se obtiene que p(W) = 0, pero esto es
una contradiccién. En conclusién, tampoco ocurre el caso (1). Esto termina la prueba del
Teorema B. O

Observacion 5.7. Notemos que en la prueba de que no ocurre el caso (1) no fue relevante la
signatura de la restriccién de B al subespacio V', ya que tinicamente se usé la G-invariancia
de la descomposicién. Asi, si p > 2, dada una representacién continua G — U(p, 00),
con H el espacio de Hilbert complejo y B la forma hermitiana subyacentes, no existe una
descomposicién G-invariante H = V @& W en subespacios cerrados tales que la restriccion
de B a W sea definida negativa y la restricciéon de B a V sea de signatura (p,o0) con la
accion de G en V irreducible.

A continuacién se presenta un resultado un poco mas fuerte que el Teorema B.

Teorema B’. Sea (G, K) un par de Gelfand tal que G tiene la propiedad (T") de Kazhdan y
cualquier homomorfismo continuo K — O(2) es trivial. Entonces para toda representacién
continua ¢ : G — O(2,00) se cumple que o(G) preserva un subespacio de dimensién 2
que es definido positivo respecto a la forma bilineal subyacente, o preserva un subespacio
isotrépico no cero.

La prueba de este resultado usa el Teorema B y la siguiente versién en dimensién finita
de dicho teorema.
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Teorema 5.8. Sea ¢ > 1 un entero. Si (G,K) es un par de Gelfand tal que G tiene
la propiedad (T) de Kazhdan y cualquier homomorfismo continuo K — O(2) es trivial,
entonces no ezisten representaciones irreducibles G — O(2, q).

Demostracion. Procedemos por contradiccién. Supongamos que existe ¢ : G — O(2,q)
representacién irreducible. Sea V' el espacio de Hilbert subyacente y B la forma bilineal
sobre V' de signatura (2, ¢). Analizamos los siguientes 3 casos.

Caso (1). Supongamos que g = 1. Ya que G tiene (T') entonces fija una linea definida
negativa, esto contradice que o es irreducible. Por lo tanto no existen representaciones
irreducibles de G en O(2,1).

Caso (2). Supongamos que ¢ = 2. En primer lugar notemos que
0(27 2) =0 (Mat? (R)7 Bdet) 5

esto es, si consideramos el espacio vectorial de matrices cuadradas de tamano 2 x 2 con
entradas reales y det : Mato(R) — R el determinante, entonces Bget es una forma bilineal
de signatura (2,2) en Mata(R) x Matz(R), donde Bget es la forma bilineal inducida por la
forma cuadratica det (el determinante de una matriz). Para obtener el isomorfismo basta
notar que si (¢%) € Matz(RR), entonces:

a b a+d\? a—d\* b+c\? b—c\?
e (i g) mmre= (5) - (559) - (57) < (59)
de donde se obtiene un isomorfismo con R%*2. Ahora, queremos definir un homomorfismo
continuo v : SL(2,R) x SL(2,R) — O(2,2), para ello observamos que si (g, h) € SL(2,R) x
SL(2,R) y definimos (g, h) : Maty(R) — Mats(R) como (g, h)(M) = gMh~!, entonces
det(¢(g,h)(M)) = det(M) para cualquier M € Mata(R), es decir, 1(g,h) preserva la
forma cuadratica det en Maty(R) (y por lo tanto preserva Bget). Notamos que 1) es un
homomorfismo porque dados (g, h), (I, m) € SL(2,R) x SL(2,R) se tiene que para cualquier
M e MatQ(R):

W((g.h) - (L,m) (M) = ¥(gl, hm)(M) = gIM (hm) ™ = gIMm~'h™
=1(g,h) (IMm™") = (g, h) o (1, m)(M).

Ya que v es continua y SL(2,R) es conexo, entonces
P(SL(2,R) x SL(2,R)) C O(2,2)°.

Con abuso de notacién, denotamos 1 : SL(2,R) x SL(2,R) — 0O(2,2)°. A continuacién
veamos que ker(y) = ((—Id, —1d)). Claramente (— Id, — Id) € ker(p). Sea (g, h) € ker(p).
Entonces gMh~! = M para cualquier M € Maty(R), en particular, gIdo h~! = Ids, lo
cual implica que g = h y ademds que gM = Mg para cualquier M € Mats(R), esto
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ultimo significa que g es un elemento del centro Z (Maty(R)) de Matg(R), por lo cual
g = Ald2 con A € R*, pero g € SL(2,R), asi que g € {Id2,—Ida}. Esto muestra que

ker(v) = ((—Idg, — Ida)).
Como ker (1) es discreto (de hecho finito) y cualquier morfismo entre grupos de Lie es
de rango constante, obtenemos que % es una inmersién. Pero ya que

dim O(2,2) = dim(SL(2, R) x SL(2,R)) = 6,

entonces v es un isomorfismo local. En particular, esto implica que la imagen de 1 es
un subgrupo abierto (y por lo tanto cerrado) de O(2,2)°, por lo cual debe coincidir con
0O(2,2)°. Entonces tenemos un isomorfismo

~ SL(2,R) x SL(2,R)
(—1d, —1d))

— O(2a 2)0’

tal que si
SL(2,R) x SL(2,R)

((—1d,—1d))

m:SL(2,R) x SL(2,R) —

es la proyeccién natural, entonces 1) = 1) o w. Consideremos el homomorfismo

_ SL(2,R) x SL(2,R)
(—1d, —1d))

— PSL(2,R) x PSL(2,R)

dado por [(g,h)] — ([g], [h]) y definamos
o=goy ' :0(2,2)° — PSL(2,R) x PSL(2,R).

Observamos que @ es una funcién propia y por lo tanto ¢ también lo es.

A partir de ahora procedemos a la prueba de la inexistencia de representaciones irre-
ducibles continuas de G en O(2,2). Procedemos por contradiccién. Supongamos que existe
0: G — 0O(2,2) una representacién irreducible continua. Tomamos G1 = ¢~ (0(2,2)°),
y notamos que (1 es un subgrupo cerrado de G y de indice finito en G, por lo cual, como
G tiene (T), entonces G; también tiene (T') (ver Teorema 1.7.1 de [2] o el punto 2 de la
prueba del Lema 19.53 de [13]).

Consideremos p; : PSL(2,R) x PSL(2,R) — PSL(2,R) la proyeccién canénica con
i = 1,2. Entonces p; o p 0 p(G1) C PSL(2,R) es relativamente compacto, esto es, existe
K; C PSL(2,R) subgrupo compacto tal que p;opoo(Gy) C K; para i = 1,2. Para obtener
esto usamos que p; o o p(G1) tiene (T') porque G; tiene (T') y su imagen es densa en
piopoo(Gy) (ver Teorema 1.3.4 de [2]); luego, como este grupo actia por isometrias en el
plano hiperbélico H?, fija un punto x € H?, esto implica que p; o p o o (G1) esté contenido
en el estabilizador K; de x, el cual es un subgrupo compacto. Ahora, se tiene que

0(G1) C o ! (K1 x K3) C O(2,2)°
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y como K x K3 es compacto y ¢ es un mapeo propio, entonces K = ¢~ (K; x K3) es
compacto. Ya que K actia continua e isométricamente en R*2, entonces K fija un punto
(ver Corolario 3.75 de [13]), pero esto contradice la irreductibilidad de p. Esto concluye la
prueba de este caso.

Caso (3). Supongamos que ¢ > 3 y consideremos gc la complejificacién de p. Ya que
no existen homomorfismos no triviales K — O(2), entonces existe P C V subespacio
de dimensién 2 que es fijado puntualmente por K (ver Proposicién 4.14), por lo cual
dimp ((V)K) > 2, de donde se obtiene que dimc ((V ® (C)K) > 2y, ya que la Proposicion
4.15 es cierta en dimensién finita, entonces oc no es irreducible.

Notemos que no existe ningtin subespacio de V ® C que sea cerrado, isotrépico, no cero
y G—invariante. En caso contrario, si existe W C V ® C subespacio cerrado, isotrépico,
no cero y G-invariante. Ya que W + W es un subespacio de dimensién finita, entonces
es cerrado, asi, a partir de la Observacién 5.4 obtenemos que W @ W = V @ C. Ya que
W es un subespacio isotrépico no cero, se tiene que 0 < dim¢g W < 2, de donde se sigue
que dim¢(V ® C) = dimc(W @& W) < 4; pero por otro lado, como V admite una forma
bilineal de signatura (2, q) con g > 3, entonces dimg (V') > 5, por lo cual dim¢(V ® C) > 5,
esto es una contradiccién. Asi, no existe ningin subespacio cerrado, isotrépico, no cero y
G-invariante de V ® C.

Observamos que el Lema 3.8 (con las modificaciones adecuadas) también es cierto para
espacios de dimension finita. Lo aplicamos en nuestro caso y obtenemos dos subcasos:

Subcaso 1. Existe una descomposicion V @ C = U; @& Uy @ Us que es G-invariante
y donde Usz es un subespacio cerrado definido negativo, y U; es un subespacio cerrado
de signatura (1,r;) tal que la accién de G es irreducible para j = 1,2. Ahora, como G
tiene (T') y la accién en Uj es irreducible, se debe tener que r; = 0 (en caso contrario
hay una contradiccién y terminamos). Asi, 11 = 0 = r9. Esto tltimo implica que 0 <
dimg (Re (U1)) < 2 0 0 < dimg (Im (U1)) < 2y, ya que dimg(V) > 5, entonces existe
un subespacio cerrado, propio, no cero y G-invariante de V, lo cual contradice que g es
irreducible. Se sigue que este caso no ocurre.

Subcaso 2. Existe V ® C = U; @ Us una descomposiciéon G—invariante en subespacios
cerrados, donde la restriccién de la forma hermitiana B a Us es definida negativa y B
restringida a U; es de signatura (2,7) con la accién de G en U irreducible.

Veamos que r = 0. Procedemos por contradiccion, asi que supongamos que r > 1. Ya
que Uy + U; es de dimensién finita y por lo tanto es cerrado en V ® C, a partir de la
Observacién 5.4 obtenemos que V ® C = U; @ U;. En virtud de lo anterior, definimos un
isomorfismo C-lineal ¢ : Uy — Uy que es G—equivariante: dado v € Uy, por la descompo-
sicién en suma directa existen unicos v, € Uy y w € U tales que v = v, + w, tomamos
() = w. Notamos que por definicién ¢ es lineal pues ¢ es la composicién de la inclusién
de U; en V ® C seguida de la proyeccién en Us. Para la G-equivariancia basta observar
que

@ (97) = ¢ (g (vx +w)) = ¢ (gvs + gw) = gw = g (7).
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De manera andloga se obtiene el mapeo inverso. Ahora, ya que por hipdtesis se tiene
que B|y,xu, es definido negativo, la funcién B; : Uy x U; — C definida por

By (v1,72) = =B (¢ (V1) , ¢ (v2))

es un producto hermitiano en V. Asf, si definimos { , ) : Uy x Uy — C como
<'U1,’U2> == Bl (/0727 /071) P

entonces ( , ) es un producto hermitiano en U; y, por construccién, es G—invariante. De
hecho, (U1, (, )) es un espacio de Hilbert porque (Us, —B|y,xt,) lo es. Ahora, ya que
tenemos 2 formas hermitianas G—invariantes en U; vamos a usar esto para obtener la
contradiccién deseada.

Afirmacidén I. Se satisface lo siguiente:

(1) Existe un operador lineal acotado S : Uy — U tal que para cualesquiera u,v € U
se cumple que
B(u,v) =< u,Sv > .

(2) El operador S es simétrico respecto a <, >.

(3) El operador S conmuta con la accién de G en Uy.

La prueba de la Afirmacién I es totalmente anéloga a la realizada para las Afirmaciones
1,2 y 3 en la demostracién del Teorema B.

Afirmacién II. Existe Ay € R* tal que S = Ay 1d.

Por las Afirmacion I sabemos que S es un operador simétrico que conmuta con la accién
de G en U;. Ya que la representacion oc|Yt es irreducible, por el Lema de Schur (ver [26,
Prop. 1.5]) existe Ag € C tal que S = A\gId. Por las propiedades de S sabemos que S # 0,
asi que \g # 0; ademas, A\g € R porque S es un operador simétrico. Esto prueba lo deseado.

La Afirmacién II implica que para cualesquiera u,v € Uy se tiene que
—B(’LL, U) = <u7 SU> = <U, >\OU> = >\O<U>U>a

es decir, la forma hermitiana B|y, «r7, es un multiplo escalar del producto hermitiano ( , )
en Uy, pero esto es una contradiccion, pues por hipétesis Bly, xu, es de signatura (2,7) con
r > 1. Esto muestra que r = 0.

Entonces debe ocurrir que dimc(U;) = 2, por lo cual o bien 0 < dimg(Re(U1)) < 4 o
0 < dimg(Im(U1)) < 4, y asi, como dimg(V') > 5, se obtiene que existe un subespacio de
V' que es cerrado, propio, no cero y G—invariante, lo cual contradice que g es irreducible.
Por lo tanto, este caso tampoco sucede.

Notemos que los Subcasos 1 y 2 prueban que si ¢ > 3 entonces no existen representa-
ciones irreducibles de G en O(2, q).

)
En conclusién, los Casos (1), (2) y (3) muestran que no existen representaciones irre-
ducibles de G en O(2,¢) con ¢ > 1. dJ
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Finalmente, para concluir esta seccion presentamos la prueba del Teorema B’.
Demostracion [Teorema B’J. Sea 7 el espacio de Hilbert real subyacente. Si existe V- C ¢
un subespacio isotrépico no cero G—invariante, terminamos. Asi, supongamos que no exis-
ten subespacios isotrépicos no cero que sean G-invariantes. Notemos que el Lema 3.8 es
cierto para espacios reales (con las modificaciones adecuadas), asi que de manera inmediata
obtenemos dos casos.

Caso 1. Hay una descomposicion 5 = V) @ Vo que es G—-invariante donde V5 es un
subespacio cerrado definido negativo y Vj es un subespacio cerrado de signatura (2,q) y
la accién de G en Vi es irreducible. Si 0 < g < oo, entonces por los Teoremas B y 5.8 se
obtiene una contradiccién. Por lo anterior, el tinico caso posible es ¢ = 0, y asi V} es un
subespacio de dimensién 2 definido positivo que es G—invariante.

Caso 2. Hay una descomposicién 2 = Vi @ Vo @ V3 que es G-invariante donde V3 es un
subespacio cerrado definido negativo, y V; es un subespacio cerrado de signatura (1, ¢;) tal
que la accién de G en Vj es irreducible (con j=1,2). Notamos que si para algin j € {1,2}
se tiene que 0 < g; < o0, ya que G tiene (T'), se sigue que existe £ C J¢ una linea fija,
pero esto contradice la irreductibilidad de V;. Por lo tanto ¢; = 0 = g2. Entonces, V1 @ V3
es un subespacio de dimensiéon 2 definido positivo que es G-invariante. Esto termina la
prueba. ]

5.4. Matrices de nimeros p-adicos

Sea p € N un ntimero primo fijo. Esta seccion estd dedicada al estudio de la existencia de
representaciones del grupo especial lineal con coeficientes en los nimeros p-adicos SL(n, Q)
en O(2,00). El interés surge al intentar obtener una generalizacién del siguiente hecho: si
consideramos un arbol 7 y Aut(.7) su grupo de automorfismos, en [8] se demuestra la
existencia de representaciones continuas e irreducibles de Aut(.7) en O(1, co). En particular
existen representaciones irreducibles de SL(2, Q) en O(1, 00). Ya que SL(3,Q,) actiia en un
edificio de dimensién 2 (ver, por ejemplo, [5]) y dado que los edificios son generalizaciones
de los arboles, de manera natural surge la pregunta siguiente:

Pregunta 5.9. Sea n > 3. ;Ezxisten representaciones irreducibles de SL(n,Q)) en O(g, o)
para algin g > 27

El Teorema C da una respuesta negativa si ¢ = 2. Para dar la prueba de dicho teorema,
en primer lugar se describen brevemente a los nimeros p-ddicos Q, asi como a los enteros
p-adicos Zp, y posteriormente se presentan algunos resultados acerca de los grupos de
matrices SL(n,Qp) y SL(n,Z,). En la parte final de la seccién se demuestra el Teorema C.

Definicion 5.10. Sea K un campo.

(1) Un valor absoluto en K es una funcién |-| : K — R tal que para cualesquiera z,y € K
se verifica que
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a) x| >0,y |z| =0siysélosiz=0;
b) |zy| = [xllyl;
¢) |z +yl <z +yl.

(2) Un valor absoluto define una topologia en K mediante la métrica d(z,y) = |z — yl.

(3) El campo K es un local si K puede ser dotado de un valor absoluto para el cual K es
localmente compacto y no discreto.

Observacion 5.11. Notemos que, dado un valor absoluto en K, se tiene que K es local-
mente compacto si y sélo si la bola unitaria B(0,1) = {x € K||z| < 1} es compacta, y
también K no es discreto si y sélo si existe z € K\ {0} tal que |z| # 1 (el valor absoluto
no es trivial).

Observacion 5.12. Existe una clasificacién salvo isomorfismo de los campos locales. De
hecho, cualquier campo local es isomorfo a alguno de los siguientes campos:

(1) R o C con el valor absoluto usual,

(2) una extension finita del campo de los nimeros p-adicos con una extensién del valor
absoluto p-adico,

(3) el campo K = k((X)) de series de Laurent sobre un campo finito k con valor absoluto
dado por | Y2 a; X' =e™ con a, € k\ {0}.

Este hecho puede consultarse, por ejemplo, en [47].

A continuacién se presenta la construccién de los nimeros p-adicos tal como aparece
en [2, Seccién D.4]; para una explicacién mas extensa (e introductoria) acerca de esta
construccién (asi como un poco de teorfa de representaciones de grupos sobre campos
p-adicos) se puede consultar [38]. Dado z € Q escribimos z = p™¢, con a,b € Z \ {0},
m € Z, a primo relativo con p y b primo relativo con p. Definimos |z|, = p~™™ y |0], = 0.

Entonces el mapeo |- |, : Q — R dado por
T = [zl

es un valor absoluto no trivial en Q llamado valor absoluto p—ddico. La complecién de Q
respecto a la métrica

dp(x7y) = ‘:U - y‘p7 para r,y € Q

es el campo Q, de los nimeros p-ddicos. Tenemos que @, es en efecto un campo porque
las operaciones de Q se extienden a la complecién Q,. Ademsds, el valor absoluto p-adico
en Q se extiende a un valor absoluto en @,. Ahora, la bola unitaria

Zp:{xe@p| |1‘|p§1}
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es un conjunto abierto y un subanillo compacto de Q, llamado anillo de los enteros p—ddicos.
Por la Observacién 5.11 se obtiene que Q), es localmente compacto. Ya que | - |, no es trivial,
se obtiene que @@, es un campo local.

Teorema 5.13. El par (SL (n,Q,),SL(n,Zy)) es par de Gelfand.

El teorema anterior se sigue de los resultados de F. Bruhat en [6], en particular de su
Ejemplo 2, y del Teorema I de I. Satake en [40, Seccién 5]. También es posible deducirlo
a partir de [29] mediante la reduccién al estudio de ciertas acciones sobre edificios con
caracteristicas adecuadas.

Teorema 5.14. Sea n > 3 un entero. El grupo SL (n,Q)) tiene la propiedad (T') de Kazh-
dan.

Ya que @, es un campo local, el teorema anterior es un caso particular del Teorema
1.4.15 de [2], el cual es valido para campos locales en general.

Definiciéon 5.15. Sean n € N* y A un anillo con 1 € A. Definimos el grupo elemental
E,(A) como el subgrupo de GL(n, A) generado por las matrices elementales e;j(a), donde
1 <i4,57 <nconi# json enteros, a € A, y e;; es la matriz con 1 en la diagonal, a en la
posicién (i,7) y 0 en otro caso.

Es un resultado conocido que SL(n,Z) = E,(Z). Adema&s, dado un anillo unitario A, el
estudio de si SL(n, A) = E,(A) es también un tema clasico. En particular, aqui usaremos
lo siguiente.

Proposicién 5.16. Para todo n > 2 se cumple que SL (n,Zy) = Ey, (Zy).

Ya que Z, es un anillo local (y por tanto un anillo semilocal), por el Teorema 4.3.9
de Hahn y O’Meara [23], se obtiene la proposicién anterior. De hecho, el mismo teorema
de Hahn y O’Meara es cierto para anillos euclidianos, lo cual implica que la proposiciéon
anterior también es cierta si sustituimos Z, por Z, es decir, SL(n,Z) = E,(Z) para todo
n > 2.

Lema 5.17. Sean > 3. Sie;; € En(Zp) es una matriz elemental, entonces es el conmutador
de dos matrices elementales.

Demostracion. Dada e;;(r) € E,(Zy) basta notar que, si l € {1,...,n}\ {7, j}, entonces
[ea(r), e (1)] = eij(r).
O

A partir de la demostracién anterior es inmediato que el Lema 5.17 se satisface para
cualquier anillo con unidad.
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Corolario 5.18. Sea n > 3. Entonces SL (n,Zy) es un grupo perfecto.

Demostracién. Queremos ver que cualquier g € SL(n,Z,) se puede expresar como un
producto de conmutadores. Por la Proposicién 5.16 basta probar el resultado para las
matrices elementales mientras que el Lema 5.17 nos da la conclusién deseada. ]

Finalmente presentamos el resultado principal de esta seccién.

Teorema C. Sea n > 3 un entero. No existen representaciones irreducibles continuas
SL(n,Q,) — O(2,q) con 1 < ¢ < 0.

Demostracion. Notamos que por el Teorema 5.13 se obtiene que (SL(n,Qy),SL (n,Z,))
es un par de Gelfand y por el Teorema 5.14 SL (n,Q,) tiene la propiedad (7). Ahora,
observemos que si ¢ : SL (n,Z,) — O(2) es un homomorfismo (continuo), por el Corolario
5.18 se sigue que, para cualquier g € SL (n,Z,), ¢(g) es un producto de conmutadores de
elementos de O(2), y esto implica que ¢ (SL (n,Zy,)) C SO(2) ya que [h,l] € SO(2) para
cualesquiera h,l € O(2), y puesto que SO(2) es abeliano, se sigue que ¢ es un morfismo
trivial. Por lo tanto, cualquier homomorfismo SL (n,Z,) — O(2) es trivial. Finalmente,
ya que se satisfacen las hipotesis de los Teoremas B y 5.8, se concluye que no existen
representaciones irreducibles de SL (n,Q,) — O(2,¢) con 1 < g < 0. O



DEL PLANO HIPERBOLICO A LA
GRASSMANNIANA NO COMPACTA

Para los fines de este capitulo, consideramos s € (%, %) fijo. Por lo dicho en el Capitulo
2 sabemos que T4 es una representacion irreducible de PSL(2,R) en O(2,00). En virtud
de lo anterior, y relacionado con lo realizado en los dos capitulos anteriores, de manera
natural surgen las siguientes preguntas:

(1) ;existen otras representaciones irreducibles de PSL(2,R) en O(2,00)?
(2) jes posible estudiar de manera geométrica algunas de las propiedades de 747

Aqui, en particular, se estudia la segunda pregunta. Para ello se construird un mapeo
del plano hiperbélico real H? hacia la grassmanniana no compacta X2(L?(S!)) (definida
més adelante). En la Seccién 6.1 se presenta de manera explicita la accién inducida por
la serie principal esférica de PSL(2,R) en los mapeos Re,Im € L?*(S!). Luego, en la
seccion 6.2 se introduce brevemente un modelo auxiliar de la grassmaniana no compacta,
de manera andloga a lo realizado por D. Toledo al comienzo de la Seccién 2 de [42]. A
continuacién, en la Seccién 6.3 se construye el mapeo anunciado y se estudian algunas de
sus propiedades; en particular se muestra que existe un tnico mapeo PSL(2, R)-equivariante
de H? en Xo(L%(S1)) y, ya que Xo(L?(S')) es una variedad compleja, se prueba que dicho
mapeo no es holomorfo. Finalmente, en la Secciéon 6.4 se presentan algunos problemas
abiertos en la misma direccion de los resultados presentados en este capitulo.

__Antes de comenzar, fijamos un poco de notacién. Para simplificar la escritura, sea
H = L*(S',dm) el espacio de Hilbert (complejo) de clases de equivalencia de funciones
medibles de cuadrado integrable respecto a la medida de Lebesgue dm en S' que toman
valores complejos. Por lo visto en el Capitulo 2, la representacién s de la serie principal
esférica, de PSL(2,R) en ., induce una forma hermitiana B = B de signatura (2,00) en
A . Por lo realizado en [11] y [31] (ver Seccién 2.2), tenemos que dicha forma hermitiana se

59
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restringe a una forma bilineal, que también denotamos por B, en 5 = L]%{(S L dm) C A el

subespacio de funciones con valores reales. Notamos que de hecho g es la complejificacion
de J7, asi que denotaremos por B ala extensién C-bilineal de B a . De manera adicional,
tomamos el plano de Poincaré H? = {z + iy € C|y > 0} como el plano hiperbdlico (ver
Seccién 1.2).

6.1. Serie principal y L?(S!)

Sea A el disco de Poincaré, asi 0A = S! y denotamos A = A UJA. Sea g = (‘é 2) un
elemento de PSL(2, R). Consideremos las funciones a, 3 : S — C dadas por

a(e?) = Re(e?) = cos(f) (6.1)

B(e?) = Im(e?) = sen(9). (6.2)

Notamos que «a, 5 € 4. Como se mencioné al inicio de este capitulo, w5 denota la
representaciéon de pardmetro s de la serie principal esférica de PSL(2,R) asi que al evaluar
7s(g) en a y B obtenemos los mapeos

m5(9)(a) : € = [Jac(g™!)]2HRe(g'e) (6.3)

72(9)(8) : € > [Jac(g™1)]3*+*Im(g~1e) (6.4)

Ahora consideremos la descomposicién de ITwasawa ANK de PSL(2,R) donde

A:{(S a(_)1>,a>0}, N:{(é ’;),beR}, K = S0(2).

Supongamos ademds que g = (a b ) € AN, lo cual no resta generalidad porque PSO(2)

0a?!
es el estabilizador de 0 € A y este hecho se usara més adelante. Notemos que hay una

accién simplemente transitiva de AN en H? dada por
Z gz =a’z+ ab,

por lo cual induce una biyeccién ) : AN — H? determinada por

(E)L ab1> > ab + ia”.

También tomemos el difeomorfismo ¢ : H? — A dado por ¢(z) = 2=, el cual manda i

z+i
1 - 14w

a 0y se extiende a OA. También se tiene que ¢! : A — H? estd dada por ¢! (w) = (& s
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A continuacién, definimos el mapeo g, : A — A dado por

ia?(1+w) + (ab—i)(1 — w)
ia?(1 +w) + (ab+1)(1 — w)

ga,b(w) =

Y

1'a w, seguido de la accién de g sobre ¢~ (w), y finalmente

el cual se obtiene de aplicar ¢~
aplicar .

A partir de ahora nuestro interés estd en estudiar el comportamiento de g, en la
frontera del disco de Poincaré OA. Es por esto que supondremos que w = e € S1. De

manera explicita, la imagen de w bajo g, estd dada por

_ia?(1+e”) + (ab—i)(1 — ) (6.5)

i@)
ia2(1+ ") + (ab+1)(1 — i)

ga,b(e

Notamos que podemos considerar que g, es una funcién en las variables a, b y 6, y
observamos que de hecho es diferenciable en las tres variables. Por esto tltimo, después de
algunos cdlculos elementales, la derivada de g, respecto a 0 es:

agmb(ew) B —4iq2et? (6.6)
00 (ia2(1 + e®) + (ab +1)(1 — i6))2 '

0)

Ya que g, 5(e?) € S, existe una funcién a(f) tal que g, p(e?) = € y como g, 5(e?) es

diferenciable en 6, entonces a también lo es, y ademas

0 d

v 0y _ i) _ ;7 io(0) _ ;7 0
5gJan(e”) = ge io/(0)e i (0)gap(€"). (6.7)
En virtud de lo anterior, obtenemos el jacobiano de ga,b(ew) como
Jae(gon) () = /() = —— (2 g,4(e") (6.5)
a,b Zga7b(€7“0) 89 a,b . .

Luego, después de sustituir (6.6) en la ecuacién (6.8) y de hacer las simplificaciones nece-
sarias, el jacobiano estd dado de manera explicita por

) _4a2€i9
Tac(gap) () = (ia2(1 1 €) + ab(1 — €))2 + (1 — ¢i0)?2 (6.9)

A continuacion calculamos explicitamente el valor de las partes real e imaginaria de
gap en €. Ya que g, () € ST, tenemos que

&wmwzl@wﬂ+l>

2 ga,b(ew)
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y también

Im(gap(e”)) = % <g“vb(ew) a 1) '

ga,b(eze)

Asi, después de las simplificaciones necesarias, obtenemos que

(ia2(1 + ew) + ab(l — ew))Q _ (1 _ 62'9)2
(ia2(1 + €i) + ab(1 — e))2 + (1 — ¢if)2’

Re(gap(e”)) = (6.10)

—2(ia?(1 4 €?) + ab(1 — )) (1 — &)

(
(ia2(1 + €%) + ab(1 — )2 + (1 — 619) : (6.11)
)

Im(ga,b(eie)) -

Para continuar, usamos las ecuaciones (6.9), (6.10) y (6.11) para obtener expresmnes

en términos de e de m,(g)a y ms(g)B. Ya que g = (8 aél ), entonces ¢~ = ( P ), por

lo cual, al sustituir en (6.9), (6.10) y (6.11) obtenemos:

_4a72€i0

Taclgar () = Gooa ey ey ey 1o (612

(m72(1 4 ei@) _ ailb(l _ ei@))2 _ (1 _ ei9)2

Re(gafl,—b(ew)) = (ia=2(1 + ) — a=1b(1 — €9))2 + (1 — eif)2’ (6.13)
y
; —2(ia"2(1 4+ ) — a=1b(1 — ))(1 — ¥
Im(ga-1 -5(e"")) = (z'a—(2(1 +(ei;_) - c)rlb(l —(eie))Z J)F)El - ew;?‘ (6.14)
Asi, al retomar las ecuaciones (6.3) y (6.4) y sustituir, obtenemos:
. _4g—2e10 3+s
7s(g)(a)(e 6) = <(z‘a—2(1 + ) —a=1h(1 — eif))2 + (1 — ei0)2> (6.15)
(ia=2(1 + €) — a=1b(1 — €%))? — (1 — )2 ’
C(ia=2(1 + ) —a~1b(1 — €))% + (1 — €if)2
y
_ 619 B _4gq—2¢0 %"_5
s(9)(B)(e") = ((w 21+ e?) —a=1bp(1 — e?))2 + (1 — 619) ) (6.16)

_|_
2204 o) a1~ )1~ )
(ia=2(1+e?) —a=1b(1 — e))2 + (1 — 629)

Ahora, ya que 9(g) = ab-+ia?, hacemos el cambio de variable z = ab, y = a? (asi y > 0).
Ademsis, obtenemos que a2 = y~! vy a7'b = 2y~ !. Asi, después de las sustituciones en
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(6.15) y (6.16), obtenemos las siguientes expresiones:

_4y6i9 ) %+S

m)e) =

(i1 + ) —2(1 =€) + y2(1 = e¥)? (6.17)
(i(1+ ) — (1 = e))? — (1 — )2
(i(T+ ) — 21— )2 4 y2(1 = )2
y
0 ei0) — —4ye’ 7+
s(9)(B)(e") = <((1 +e?) —z(1 —e?))2 +y2(1 — 6i9)2> (6.18)

290+ ey —2(1 — e?))(1 — €)
(i(L+ ) —z(1— )2 + y2(1 — )2’

6.2. Un modelo proyectivo de la grassmanniana

En esta seccién se presentan dos variedades complejas que son de interés porque en
ambas hay una accién de PSL(2,R) inducida por la representacién ms. Ademads, se da un
difeomorfismo entre ellas que permite estudiar dicha accién en cualquiera de ellas.

En primer lugar, consideremos % (7#) la familia de planos de .77, esto es,

() ={E C A, E es un subespacio con dim(E) = 2}.

Observamos que si E € % (), entonces E es un subespacio cerrado de .. Definimos la
grassmanniana de tipo no compacto de planos definidos positivos como

Xo(H) ={E € % (), Blpxr es definida positiva}.

Como se prueba en [14], a este espacio se le puede dar estructura de espacio CAT(0).
De hecho, X2(.#°) admite una estructura de variedad suave (ver [27]), que es totalmente
analoga a la estructura de la grassmanniana en dimensién finita. Definamos a continuacién
la segunda variedad de interés. Tal como en el caso de dimensién finita, el espacio proyectivo
complejo de 7 estd definido por

P(A) = (A \ {0})/~

donde ¢ ~ (' si existe A € C* tal que ¢ = A/, y admite una estructura de variedad compleja
(de dimensién infinita, ver [27]). Tomemos el subespacio

2 ={[(] e B(A), B((,¢) = 0},

que resulta ser una subvariedad compleja. A continuacién, consideremos el subespacio
abierto

0 ={[¢l €2, B((() >0}, (6.19)
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por lo cual & también es una variedad compleja.

Con lo anterior ya se han construido las dos variedades que nos interesan. Para definir
el morfismo que permite relacionarlas introducimos algunas notaciones. En primer lugar,
recordemos que si F € Xo(J) consideramos dos bases ordenadas by = {(1,(2} y by =
{&1,&2} de E, decimos que by y by tienen la misma orientacion si la matriz de cambio de
coordenadas de by en by tiene determinante positivo. Observamos que la propiedad de tener
la misma orientacion induce una relacién de equivalencia en el conjunto de bases ordenadas
de F, y define inicamente dos clases de equivalencia. Denotaremos por

E = (b1) = (1. ¢2)

al plano E con la orientacién inducida por la base b;.

A continuaciéon elegimos una orientacién privilegiada que llamaremos orientacion po-
sitiva. Para esto, sean €1 = my(Id2)a y g2 = ms(Id2)5, con a y 8 como en la Seccién
6.1. Notamos que « y [ toman valores reales por definicién, asi que «, 5 € J; ademas,
B(ey,e1), Bl(eg,e2) > 0y B(er,e2) = 0. Sea Hy =< €1,e9 > y decimos que Hy estd
orientado positivamente. Definimos la grassmanniana orientada por

XS ={E=((,(), Ec X2(H), {C1,(2} es base ordenada de E},

Observamos que X, es homeomorfo a dos copias de Xo().
Definimos el mapeo 7 : X; — 0 mediante

H = ((1,C2) = [C1 + 1G],

donde {(1, (2} es una base ortonormal de H.
En primer lugar veamos que 7 estd bien definida. Para comenzar, sea H =< (1,(o >
un elemento de X; , donde {(1, (2} es una base ortonormal de H. Tenemos que:

B((1 + G, €1 +iG) = B(C1, C1) +iB(C1, G) + iB(Ca, C1) + 12B(Ca, G2)

‘ _ (6.20)
= B(Ch C1> + ZB(Cla CQ) + ZB(C% Cl) - B(C% CQ) =0,

y también:

B(C1 +1iC2, C1 +iC2) = B(C1,¢1) — iB(C1, G2) + iB(C2, ¢1) — i*B(Ga, C2)

6.21
=14+1=2. ( )

Asi, en virtud de (6.20) y (6.21), se tiene que 1n({(¢1,(2)) = [¢1 + (2] € €. Ahora, veamos
que 7 es independiente de la base ortonormal positiva elegida para H = ({1, (2), para lo
cual tomemos {(}, (5} C H otra base ortonormal positiva de H tal que (¢}, %) = (C1,C2).
Ya que ambas bases tienen la misma orientacién, existe

_ [cos(f) —sen(d)
9= <sen(9) cos(0)> €50(2)
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que manda una base en la otra, es decir,

C1 = cos(0)¢1 — sen(6)Ca,

Cé = SGD(Q)C1 —+ COS(Q)CZ (622)
Por lo anterior,
¢l +i¢h = cos(0)¢1 — sen(H)Ca + i(sen(0)¢1 + cos(0)Ca)
= (cos(f) +isen(#))(1 + (—sen(8) + i cos(#)) (o .

= (cos(#) + isen(0))(1 + i(cos(8) + isen())(2
= (G +ia),

y esto tltimo implica que [¢] + i¢5] = [¢1 + i(2] porque e € C*. Por lo tanto, 1 estd bien
definida.

A continuacién, veamos que 7 es inyectiva. Sean < (1,(2 >, < (], >€ X; tales que
[C1 +iC2) = [¢] +iCS], queremos ver que < (1,2 >=< (], () >. Ahora, por hipétesis, existe
A € C* tal que ¢f +i¢5 = A((1 + iC2). Ahora, por (6.21) tenemos que

B(G1 + 162, 1 +1iG2) = 2 = B((] +1G, 61 +1i63), (6.24)

y, como B es una forma hermitiana, también
B(C) + ¢, ¢ +1i¢y) =IAPB(C1 + 2, C1 + iG2) = 2|7 (6.25)

A partir de (6.24) y (6.25) se deduce que |A\|?> = 1, esto es, |\| = 1, por lo cual A € S' y
podemos escribir A = ¢ (con 6 € [0,2n]). Asi obtenemos que ¢} + iy = € (¢1 +iC2), y
luego por (6.22) y (6.23) se sigue que existe

_ (cos(8) —sen(h)
9= (sen(@) cos(6) > €50(2)

que manda una base en la otra. Por lo tanto, {¢1,2} v {{], (}} tienen la misma orientacién

y por ello < (1, ¢ >=< (], >.
Para seguir, veamos que 7 es sobreyectiva (y, por lo tanto, biyectiva). Sea [(] € €. Ya

que ¢ € %\ {0}, podemos escribir { = (1 + i(2 con (1,(2 € S no ambos cero. Ya que

B(z,z) = 0, en particular B(C1,¢2) = 0y B(G1,G) = B((2,¢2), y por lo tanto, ¢1 # 0y
C2 # 0. Ya que también B((,() > 0, entonces B((1,(1) = %B(C, ¢) > 0. En virtud de lo

anterior notamos que

. << § (2 >) _
VB(,G) T /B(é, G)

Esto muestra la sobreyectividad de 7.

1
B((1,¢)

(G +i¢)| =[¢]-
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Finalmente, mostremos que 7 es un difeomorfismo. Observamos que ™! es suave porque

si tomamos el mapeo 7 : p~ (&) C jffT\ {0} — X(#) dado por

G+ G — < G 2 > , (6.26)

VB(G.¢) " V/B(G2 G)

donde p : A \ {0} — P(% es la proyeccién natural, entonces 77 es suave y sobreyectivo, y
como pl,-1(¢) es suave y una proyeccién natural, entonces n~! es suave porque 7 = n~!op.

Ahora, notamos que X3(.#°) es conexo porque tiene estructura de espacio CAT(0).
Esto muestra que & tiene dos componentes conexas, cada una en biyeccién con Xs(7),
y por ello, para probar que 7n es suave, basta hacerlo en cada componente. Sin pérdida
de generalidad, tomamos 7| : (X;)° — €% el mapeo restringido a (X5 )° que es la
componente de Hy.

Como # admite una descomposicién + respecto a B, podemos suponer que ¢ =
Hy @ Hy donde Hy = (£1,£2) que es un plano definido positivo respecto a B y Hj es un
subespacio definido negativo respecto a B. Notamos que hay un difeomorfismo

Xo(#)=C={Aec LR?* H), ||A| <1} (6.27)

donde R? = Hy, L(R?, H;) denota las transformaciones lineales de R? en Hy, y ||A| denota
la norma de operador de A (bien definida porque tomamos el supremo sobre S' C R? que
es compacto). Sea < ey, e > la base canénica de R? y denotemos por L4 al plano asociado
a A € C, entonces el difeomorfismo esta dado por

Ljy=<e1+ Aey,ex + Aey > (6.28)
y tiene la misma orientacién que Hy. Ya que el proceso de ortogonalizaciéon de Gram-

Schmidt es suave y preserva la orientacién, entonces el mapeo C — O que se obtiene
como la composicién

A< eg + Aep,eg 4 Aeg >< ul, vl > [uly +iu?), (6.29)
donde {uh,ui} es la base normalizada luego del proceso de Gram-Schmidt aplicado a

{e1 + Aey,ea + Aes}, es claramente C*°. Y como los primeros dos mapeos son C*; se
concluye que n es C*°. Esto prueba lo deseado.

Todo el desarrollo anterior demuestra el siguiente resultado.

Lema 6.1. Existe un difeomorfismo entre Xo(3) y O .
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6.3. EIl mapeo del semiplano complejo a la grassmaniana

Notamos que al tomar g = Ids, las ecuaciones (6.12), (6.13) y (6.14) se convierten en

Jac(g10(e?)) =1, (6.30)
e1(e) = cos(8), (6.31)
eo(e”) = sen(h). (6.32)

Denotemos ¢ = Idg: : S — S. A partir de (6.31) y (6.32) se obtiene que
(€)= (e1 +ie2)(6).
Definimos el mapeo f, : H? — X5(#) como sigue: tomamos

fs(i) =<e1,e2 >,
luego, como i es el tnico punto fijo por la acciéon de PSO(2) (luego de considerar el di-

feomorfismo ¢ : H? — A), extendemos fs mediante la accién transitiva de elementos
g € AN, esto es,

fs(@ +iy) = fs(g - i) =< ms(g)a, ms(9)B > . (6.33)

Proposicién 6.2. El mapeo fs : H? — Xo() definido en (6.33) es el tinico morfismo
PSL(R)-equivariante del plano hiperbélico H? en la grassmanniana no compacta Xo().

Aunque ya tenemos un mapeo entre H? y la grassmaniana no compacta, no es facil estu-

diar las propiedades del mismo, es por ello que nos apoyamos en el mapeo n : Xo(H#) — O
dado en la seccién anterior y definimos F : H? — & como

Fs(x +iy) = no fs(z +iy). (6.34)
Notamos que por la definicién de 7 y por las propiedades de w5 obtenemos
Fy(z +iy) = [ms(g)e + ims(9) 8] = [ms(g) (o +1B)] = [ms(g)e]. (6.35)

Usaremos la igualdad anterior para estudiar Fi. En primer lugar vemos que si g =

(8 aél) es un elemento de AN, entonces

76(9) (1) () = (Jac(gg-1,_p)e)2 g, 1 (")
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y por las ecuaciones (6.5) y (6.12) obtenemos de manera explicita que

i _Ag-2ei 3+s
ms(9)(0)(e”) = ((m—2(1 o) —a (1 — )2 1 (1= ew)?)
' ia"2(1 + ) + (a7 (=) — i) (1 — )
ia=2(1+¢e?) 4+ (a=1(=b) +4)(1 — i0)

+s

VI

42619
- ((m‘Q(l +e?) —aTb(1 - €?))2 + (1 — ei9)2>
(14 e) — (ab +ia®)(1 — )
i(1+€?) + (—ab +ia?)(1 — )’

(6.36)

Aplicamos nuevamente el cambio de variable z = ab y y = a®

en (6.36) se simplifica a

con lo cual la expresion

. 1
_4y619 +s

((i(l +e) —a(l—e?)? +y2(1 - ei9)2> (6.37)
(L4 e?) — (x+iy) (1 — )
i(1+€?) + (—z +iy) (1 — eif)’

ms(9)(1)(e”) =

En virtud de (6.37) podemos definir G : R x (0, 00) x [0, 27r] — S* dada por
Gs(,y,0) = ms(9)(1)(€"”).
Ademas, claramente G4 es diferenciable en las tres variables y cumple la relacién
Fs(x +iy) = [Gs(z,y,-)); (6.38)

por lo tanto, F, es suave en H?. Esto nos permite resolver uno de los problemas que nos
interesa:

Pregunta 6.3. ;Es Fs; un mapeo holomorfo?

Para ello basta con calcular d;F, : T;H? = C — TMﬁ y, como se satisface (6.38), nos
basta con hacer el siguiente célculo:
0G
+wv .
(0717') 8y (07170)

Usamos fuertemente que G5 es un mapeo suave en las tres variables. Para simplificar los
célculos primero evaluamos Gg en (z,1,60), después derivamos G(z,1,60) respecto a = y
finalmente evaluamos dicha derivada en (0,1, ), con lo cual obtenemos

% = % K; + s> (€ —1) + (e* + 1)] : (6.39)

0G,
ox

diFs(u+iv) =u

(0717')
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De manera andloga, evaluamos G en (0, y, #), a continuacién derivamos G(0, y, ) respecto
a y y finalmente evaluamos en (0,1, 6), con lo cual el otro valor deseado es

0G4
dy

010 % K; * 8> (€ +1) + (2 — 1)} : (6.40)

Finalmente, usamos (6.39) y (6.40) para obtener explicitamente el valor de la diferencial
de F§ en 1:

diFs(u+iv) = — [( + s> (20 — 1) + (% + 1)}

+3 [@ + 5) (€ +1) + (X — 1)] (o4

Es claro a partir de (6.41) que d; Fs no es un mapeo C-lineal, por lo tanto, Fs no es un
mapeo holomorfo. Esto responde de manera negativa la Pregunta 6.3.

Para concluir, mientras se escribia este texto, B. Duchesne, J. Lécureux y M. B. Pozzetti
calcularon la constante que relaciona el pullback (bajo Fs) de la forma de K&hler en & con
la forma de Kihler del semiplano hiperbélico H? y obtuvieron que su valor es cero (ver [17,
Appendix A]), lo cual mejora los resultados obtenidos en esta seccién.

6.4. Lineas de investigacion abiertas

En esta seccién se presentan algunos problemas adicionales relacionados con las cons-
trucciones realizadas en este capitulo.

Sabemos que ¢ admite una métrica riemanniana hg, la cual estd inducida por la forma
hermitiana By de signatura (2,00), luego, al considerar g, es la métrica riemanniana
usual de H?, se puede ver que el pullback de hy mediante F, es un miltiplo escalar de
Ghyp €s decir, F*hs = csgpyp, con cs € R, por lo cual de manera natural surge el siguiente
problema.

Pregunta 6.4. ;Cudl es el valor de cs?, o bien, scs es independiente de s?

Por la Proposicién 2.9 sabemos que, en el caso de representaciones de PO(1,n)° en
O(1,00), la funcién f; : H* — H*> definida por (2.9) es la tnica funcién PO(1,n)°-
equivariante, por lo cual surge la pregunta para representaciones en espacios de indice
mayor a 1.

Problema 6.5. Si 7 : PSLy(R) — O(2,00) es una representacion irreducible, sexiste un
unico punto K-fijo en Xo()? Ademds, sel (los) mapeo(s) inducido(s) por la representa-
cion 7 es (son) holomorfo(s)?, ;o bien es (son) un mapeo(s) lagrangiano(s)?
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A continuacién usamos el concepto de longitud de traslacién (ver Definicién 2.10) para
plantear el siguiente problema. Ya que fs se define en términos de la representacién 7,
podemos considerar la longitud de traslacién de 75(g) en Xo(7) para cada g € PSLa(R).

Problema 6.6. Dado g € PSLa(R), scudl es la longitud de traslacion £, (g) de ms(g) al
considerarla como isometria de Xo()? De hecho, debe cumplirse que la funcion ., es
un maltiplo de la funcion de longitud de traslacion en H2, es decir, existe una constante
c(s) > 0 tal que Uy, = c(s)ly2, scudl es el valor de c(s) en términos de s?
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