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en la vida cotidiana. A Lalo Garćıa por su apoyo en algunos momentos dif́ıciles. Si olvido
a alguno de mis amigos, perdón, no ha sido intencional.

Finalmente, agradezco al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnoloǵıa (Conacyt) por la
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Introducción

Un tema clásico dentro de la teoŕıa de representaciones (de grupos) es el estudio de re-
presentaciones ortogonales (o unitarias) en espacios de Hilbert, por lo cual, uno se puede
interesar en construcciones sobre espacios de Hilbert para obtener resultados más generales
acerca de representaciones en ellos. Una primera construcción consiste en considerar formas
cuadráticas no necesariamente definidas positivas en dichos espacios (aśı como sus respec-
tivas formas bilineales asociadas) y estudiar los operadores que preservan dichas formas.
En este sentido, si p ≥ 1 es un entero y H un espacio de Hilbert real separable, dada una
base hilbertiana (ej)j≥1 de H se define la forma bilineal

Bp(x, y) =

p∑
j=1

xjyj −
∑
j≥p+1

xjyj , (1)

donde x =
∑

j≥1 xjej y y =
∑

j≥1 yjej . Como se muestra en [8], salvo isomorfismo, Bp y
−Bp son las únicas formas fuertemente no degeneradas de ı́ndice p en H , donde el ı́ndice
es la dimensión máxima posible de los subespacios isotrópicos respecto a Bp. Además, sea
O(p,∞) el grupo de operadores lineales acotados e invertibles que preservan la forma Bp.
Estos espacios (de dimensión infinita) junto con los operadores lineales que preservan estas
formas han sido estudiados desde los años 40, primero por Pontryagin y después por Krein
e Iokhvidov, como se refiere en [1] y [3], donde se presentan resultados de álgebra lineal
similares a los que se tienen en espacios de Hilbert y se incluyen casos donde el ı́ndice no
es necesariamente finito.

Al considerar las construcciones anteriores, en particular, es de interés el estudiar re-
presentaciones irreducibles de un grupo G en O(p,∞), aunque para grupos en general no es
fácil saber si éstas existen o no. Por los trabajos de Sally [36, 37] y Johnson y Wallach [25]
se sabe que cuando G = PO(1, n), con n ≥ 2, existen representaciones irreducibles para
ciertos valores de p. Además, en [8] se estudian las representaciones irreducibles de cier-
tos subgrupos del grupo de automorfismos Aut(T ) de un árbol T en O(1,∞). También,
N. Monod y P. Py [31] demostraron que las representaciones irreducibles de PO(1, n) en
O(1,∞) pueden ser clasificadas mediante de una familia de representaciones llamada serie
principal esférica (ver [25] y [37] para un estudio de esta familia en el caso de grupos de Lie
con algunas condiciones adicionales). Para obtener este resultado, estudiaron propiedades
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de las acciones de PO(1, n) en el espacio hiperbólico de dimensión infinita H∞, el cual
generaliza de manera natural a los espacios hiperbólicos Hn, y notaron que las acciones
inducidas por las representaciones irreducibles tienen propiedades similares a las dadas de
manera natural por la geometŕıa del espacio hiperbólico. Respecto al estudio cuando p ≥ 2
se pueden revisar [14, 15, 17].

En esta tesis nos interesamos en las representaciones de PO(1, n) en O(p,∞) cuando
p ≥ 2. En particular, si nos restringimos a la componente de la identidad PO(1, n)◦, tenemos
dos preguntas acerca de representaciones en O(p,∞):

(A) ¿Es posible clasificar las representaciones irreducibles de PO(1, n)◦ en O(p,∞) para
p ≥ 2?

(B) ¿Para qué valores de n y p existen representaciones irreducibles de PO(1, n)◦ en
O(p,∞)?

Notemos que la pregunta (A) es más general que la pregunta (B). De hecho, el segundo
cuestionamiento ayuda a resolver el primero, ya que permite identificar qué casos no hay
que considerar.

Parte del trabajo presentado en este documento consiste en dar una respuesta parcial a
la pregunta (B). Para ello, consideremos una generalización natural del espacio hiperbólico
H∞ que se obtiene como sigue. Si H es un espacio de Hilbert separable que está dotado
con la forma bilineal Bp de ı́ndice p dada en (1), definimos Xp la grassmanianna de tipo
no compacto como

Xp = {E ⊂H |E subespacio de H , dim(E) = p, Bp|E×E definido positivo} .

B. Duchesne muestra en [14, Caṕıtulo 3] que Xp admite una estructura de espacio
simétrico, es decir, es una variedad riemanniana (de dimensión infinita) conexa que en cada
punto E ∈ Xp tiene una isometŕıa que fija E y tal que su diferencial en E es − Id. Además,
ya que hay una acción por isometŕıas de O(p,∞) en Xp, se obtiene una identificación

Xp
∼=

O(p,∞)

O(p)×O(∞)
.

En [22], Gromov invita al estudio de estos espacios simétricos porque se pueden considerar
como una generalización del espacio simétrico de O(p, q) cuando p, q son ambos enteros no
negativos. Observamos que además X1 = H∞.

Notemos que la pregunta (A) no es vaćıa, es decir, existen representaciones irredu-
cibles como las que nos interesan. En la sección 2.3 se describe una familia continua de
representaciones irreducibles de PO(1, n)◦ en O(p,∞), donde p es un número de la for-
ma

(
n−1+j
n−1

)
con j ≥ 0. Por otro lado, respecto a la pregunta (B), en [31, Teorema 5.3]

se muestra que si n > 4 y 2 < p < n, entonces no existen representaciones irreducibles
PO(1, n)◦ −→ O(p,∞), por lo cual los únicos casos que faltan estudiar, cuando p < n, son
p = 2 con n ≥ 3 y p = 3 con n = 4.
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En este trabajo, para estudiar el caso p = 2 con n ≥ 3 se utilizan complejificaciones
de representaciones, por lo cual también aparecen los espacios complejos XC

p definidos
en términos de formas hermitianas fuertemente no degeneradas en H ⊗ C que cumplen
propiedades análogas a sus contrapartes reales. Además, ya que conocemos la clasificación
de representaciones irreducibles en O(1,∞), es útil considerar teoremas de descomposición
de H ⊗ C respecto a subgrupos de U(p,∞) (el grupo de operadores unitarios respecto a
Bp) como el Lema de Ismagilov (ver Lema 3.8). Usando la herramienta mencionada antes
y algunos conceptos adicionales, en el Caṕıtulo 4 se prueba el siguiente resultado.

Teorema A. Sea n ≥ 3. Entonces no existe ninguna representación continua irreducible

PO(1, n)◦ −→ O(2,∞).

Este resultado fue obtenido en conjunto con P. Py y aparece publicado en [34]. Utilizan-
do ideas similares a las empleadas en la prueba del resultado anterior, la propiedad (T ) de
Kazhdan y un poco de teoŕıa espectral, en el Caṕıtulo 5 se demuestra el siguiente resultado.

Teorema B. Sea (G,K) un par de Gelfand. Si G tiene la propiedad (T ) de Kazhdan y cual-
quier homomorfismo continuo K −→ O(2) es trivial, entonces no existen representaciones
continuas irreducibles G −→ O(2,∞).

Ahora, dado p ≥ 2 un número primo, si Qp es el campo de números p-ádicos y Zp el
anillo de enteros p-ádicos, se tiene que el par de Gelfand (SL(n,Qp),SL(n,Zp)), con n ≥ 3,
satisface las hipótesis del Teorema B, a partir de lo cual se puede obtener el siguiente
resultado

Teorema C. Sea n ≥ 3 un entero. No existen representaciones continuas irreducibles
SL(n,Qp) −→ O(2, q) con 1 ≤ q ≤ ∞.

Finalmente, en el Caṕıtulo 6 se dan algunos resultados parciales respecto a la existencia
de representaciones irreducibles de PSL(2,R) en O(2,∞) distintas a las obtenidas a partir
de la serie principal esférica.

Estructura del texto

Este texto consta de 6 caṕıtulos. Los caṕıtulos 1, 2 y 3 son expositorios, mientras que los
resultados originales se encuentran en los caṕıtulos 4, 5 y 6.

En el Caṕıtulo 1 se presentan los cuatro conceptos fundamentales en torno a los cuales
gira el presente texto: formas fuertemente no degeneradas en espacios vectoriales, espa-
cios hiperbólicos (reales y complejos), pares de Gelfand y propiedad (T ) de Kazhdan. Se
enuncian algunos resultados acerca de ellos, los cuales serán utilizados más adelante.

En el Caṕıtulo 2 se define la serie principal esférica para PO(1, n) con n ≥ 2. Además de
presentar algunas propiedades elementales de dicha familia de representaciones, se enuncia
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el teorema de N. Monod y P. Py que clasifica las representaciones irreducibles de PO(1, n)
en O(1,∞).

El caṕıtulo 3 se emplea para demostrar el Teorema 3.1 de Nǎımark, el cual permite
asegurar la existencia de susbespacios invariantes bajo la acción de familias de operadores
en espacios vectoriales dotados de una forma fuertemente no degenerada B. Se incluye
además un lema de descomposición (respecto a B) debido a Ismagilov que será utilizado
varias veces en los caṕıtulos siguientes.

El Caṕıtulo 4 se dedica a la prueba del Teorema A. Para ello, se introduce el concep-
to de argumento de Cartan, el cual permite identificar los subespacios totalmente reales
de los espacios hiperbólicos complejos, y dichos subespacios serán usados para obtener
representaciones irreducibles en O(1,∞).

En el Caṕıtulo 5 se utiliza el método de prueba del Teorema A para demostrar el
Teorema B. Además, luego de introducir el campo de los números p-ádicos Qp y presentar
algunas propiedades del grupo de matrices SL(n,Qp), se prueba el Teorema C.

En el Caṕıtulo 6 se estudia un mapeo PSL(2,R)-equivariante del plano hiperbólico
H2 en la grassmanniana de planos definidos positivos X2, el cual está asociado a una
representación PSL(2,R) −→ O(2,∞). En particular, se presenta un modelo proyectivo
de X2 en el cual es más sencillo estudiar las propiedades del mencionado mapeo. Esta
estrategia es una primera etapa para estudiar representaciones de PSL(2,R) en O(2,∞).

A lo largo de este trabajo usaremos la siguiente convención. Decimos que una represen-
tación % de un grupo topológico G en un espacio de Hilbert H es (fuertemente) continua si
los mapeos órbita G −→ V dados por g 7→ %(g)v, para cualquier v ∈H , son continuos. En
lo que sigue, todas las representaciones consideradas serán continuas, salvo que se indique
lo contrario.
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1 Preliminares

1.1. Formas fuertemente no degeneradas

Esta sección está dedicada a presentar algunos de los resultados dados en la sección 2 de
[8]. Únicamente enunciaremos los resultados más importantes y remitimos al lector a la
referencia original para más detalles. Este desarrollo está también realizado en la sección
9 de [14].

Sean H un espacio vectorial real y Q : H −→ R una forma cuadrática en H . Tenemos
que la forma bilineal B : H × H −→ R dada por B(x, y) = 1

4 (Q(x+ y)−Q(x− y))
es la forma bilineal asociada a Q. Además, si S ⊂ H , el conjunto ortogonal a S está
dado por S⊥ = {x ∈H : B(x, y) = 0, ∀y ∈ S}, y decimos que Q (análogamente B) es no
degenerada si H ⊥ = {0}. También, como es usual, Q es definida positiva si Q(x) > 0 para
toda x ∈H \ {0}, y Q es definida negativa si −Q es definida positiva. De manera similar,
si B es una forma bilineal en H y W es un subespacio de H , diremos que W es positivo
(respecto a B), o que B es positiva en W , si B(x, x) ≥ 0 para toda x ∈ W , y diremos
que W es definido positivo si B(x, x) > 0 para toda x ∈ W \ {0}; análogamente se define
que W es negativo o definido negativo, respectivamente. Cuando Q es definida positiva lo
denotamos por Q > 0, de manera similar, si Q es definida negativa entonces escribimos
Q < 0. Por otro lado, si Q|W = 0, respectivamente B|W×W = 0, decimos que W es un
subespacio totalmente isotrópico.

A continuación definiremos algunos conceptos adicionales acerca de una forma cuadráti-
ca Q, los cuales utilizaremos indistintamente también para una forma bilineal B ya que
basta considerar la forma cuadrática asociada QB(x) = B(x, x). El ı́ndice de Q está dado
por

i(Q) = sup {dim(W ) : W subespacio de H , Q|W = 0} , (1.1)

además se definen

i+(Q) = sup {dim(W ) : W subespacio de H , Q|W > 0} , (1.2)

1



2 Preliminares

y
i−(Q) = sup {dim(W ) : W subespacio de H , Q|W < 0} . (1.3)

Proposición 1.1 (Prop. 2.1 de [8]). Sea Q una forma cuadrática en H de ı́ndice finito.
Entonces

(1) i(Q) = mı́n {i+(Q), i−(Q)}.

Si suponemos que i(Q) = i+(Q), entonces

(2) Si W es subespacio de H tal que dim(W ) = i(Q) y Q|W > 0, entonces H = W⊕W⊥
y Q|W⊥ < 0.

(3) Si H = W+ ⊕W− es una suma directa ortogonal tal que Q|W+ > 0 y Q|W− < 0,
entonces dim(W+) = i(Q).

En virtud de la Proposición 1.1, denominamos a cualquier descomposición en suma
directa ortogonal H = W+ ⊕W− tal que Q|W+ > 0 y Q|W− < 0 una descomposición (±).
Dada una descomposición (±) de H consideramos el producto interior

〈x, y〉Q = B(x+, y+)−B(x−, y−) (1.4)

donde x = x+ + x−, y = y+ + y− con x+, y+ ∈W+ y x−, y− ∈W−.

Definición 1.2. Sea Q forma cuadrática en H . Decimos que Q es una forma fuertemente
no degenerada de ı́ndice finito si es no degenerada y (H , 〈 , 〉Q) es un espacio de Hilbert.

Por el Lema 2.4 de [8] la definición anterior no depende de la elección de la descomposi-
ción (±) de H . Dados H y H ′ espacios vectoriales dotados con las formas cuadráticas Q
y Q′, respectivamente, dichas formas cuadráticas son equivalentes si existe un isomorfismo
de espacios vectoriales f : H ′ −→ H tal que Q′ = Q ◦ f . En particular, si H ′ = H , a
los isomorfismos f : H −→ H tales que Q = Q ◦ f se les llama transformaciones ortogo-
nales. Denotaremos por O(Q), o bien por O(B), al grupo de transformaciones ortogonales
respecto a Q (o B, respectivamente).

Ya que en el caso de dimensión finita la signatura de una forma cuadrática caracteriza
completamente su clase de equivalencia (respecto a los mapeos ortogonales), nos interesa
saber si ello ocurre en el caso de dimensión infinita. Si Q es una forma cuadrática fuerte-
mente no degenerada de ı́ndice finito en H y tomamos una descomposición (±) dada por
H = W+ ⊕W− con Q|W+ > 0 y Q|W− < 0, por la hipótesis se verifica que

(
W+, Q|W+

)
y(

W−,−Q|W−
)

son espacios de Hilbert, luego, dados p el cardinal de una base hilbertiana
de W+ y q el cardinal de una base hilbertiana de W−, el par (p, q) es la signatura o tipo de
Q. De manera análoga se usará el concepto en el caso de la forma bilineal B asociada a Q.

Proposición 1.3 (Prop. 2.7 de [8]). La signatura es un invariante completo de equivalencia
entre las formas cuadráticas fuertemente no degeneradas de ı́ndice finito.
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Proposición 1.4 (Prop. 2.8 de [8]). Si Q es una forma cuadrática fuertemente no de-
generada de ı́ndice finito en H y W es un subespacio cerrado de H tal que Q|W es no
degenerada, entonces Q|W es fuertemente no degenerada y H = W ⊕W⊥.

En virtud de la Proposición 1.3 escribiremos

O(p, q) = O(Q) = O(B)

donde (p, q) es la signatura de Q.

Es importante notar que todos los resultados establecidos aqúı se verifican, con las
modificaciones adecuadas, en el caso de espacios vectoriales complejos y formas hermitianas.
En tal caso, para evitar confusiones, usaremos

U(p, q) = U(Q) = U(B)

para denotar al grupo de transformaciones invertibles de H que preservan la forma cuadráti-
ca de signatura (p, q).

Finalmente, para un estudio profundo de espacios dotados con formas bilineales con
signatura, referimos al lector a [3], donde también se consideran formas bilineales de ı́ndice
no necesariamente finito.

1.2. Espacios hiperbólicos

En esta sección se construyen los espacios hiperbólicos reales y complejos. Únicamente
se presentan los modelos que usaramos en el presente trabajo. En primer lugar se define
el modelo del hiperboloide de los espacios hiperbólicos reales y posteriormente se hace
la construcción del modelo proyectivo, el cual, con las modificaciones adecuadas, permite
obtener los espacios hiperbólicos complejos. Para el modelo definido más adelante en (1.6)
tomamos el desarrollo presentado en la sección 2 de [32], mientras que pueden consultarse
[4] y también [30, 7] para la construcción del modelo proyectivo.

Sea κ un cardinal. Para construir el primer modelo consideremos (H, 〈 , 〉) un espacio
de Hilbert real de dimensión κ. Definimos el espacio de Minkowski como R⊕H y lo dotamos
con la forma bilineal B dada por

B
(
s⊕ h, s′ ⊕ h′

)
= ss′ − 〈h, h′〉. (1.5)

Por construcción, B es una forma bilineal fuertemente no degenerada de ı́ndice 1. Además,
dotamos a R ⊕ H con la topoloǵıa inducida por las normas en cada uno de los factores.
Con base en lo anterior, definimos el modelo del hiperboloide del espacio hiperbólico real
Hκ por

Hκ = {x = s⊕ h ∈ R⊕H : B(x, x) = 1, s > 0} . (1.6)
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Es la hoja superior de un hiperboloide, donde H es un espacio de Hilbert de dimensión
κ. Además de los casos de dimensión finita, nos interesa cuando κ = ℵ0, que por simplicidad
denotamos por H∞ = Hℵ0 . La distancia asociada a la métrica hiperbólica está caracterizada
por la relación

cosh (d(x, y)) = B(x, y),

además, d es compatible con la topoloǵıa ambiente de Hκ y es una métrica comple-
ta. También notemos que O(B) actúa proyectivamente en Hκ e induce un isomorfismo
PO(B) ∼= Isom (Hκ); de hecho, como se muestra en la Proposición 3.4 de [8], también se
satisface que Isom (Hκ) es isomorfo al subgrupo de ı́ndice dos O+(B) < O(B) de elementos
que preservan a Hκ.

A continuación, para construir el segundo modelo del espacio hiperbólico consideramos
la proyección natural P : R ⊕ H \ {0} −→ P(R ⊕ H), donde P(R ⊕ H) denota el espacio
proyectivo de R⊕H. Definimos el modelo proyectivo del espacio hiperbólico como

Hκ = {[x] ∈ P(R⊕H) | B(x, x) > 0}. (1.7)

Decimos que la frontera ∂Hκ de Hκ es el conjunto de las ĺıneas B-isotrópicas. Ya que ambos
modelos del espacio hiperbólico son equivalentes, usaremos este hecho indistintamente del
modelo que estemos considerando.

Observamos que (1.7) se generaliza al caso complejo de manera inmediata. Para ello,
sea (H, 〈 , 〉) un espacio de Hilbert complejo de dimensión κ, y consideremos el respectivo
espacio de Minkowski C⊕H dotado con la forma hermitiana BC definida por

BC
(
z ⊕ h, z′ ⊕ h′

)
= zz′ − 〈h, h′〉. (1.8)

A continuación, sea P : C⊕H \ {0} −→ P (C⊕H) la proyección natural, donde P (C⊕H)
denota el espacio proyectivo (complejo) de C ⊕H. Luego, definimos el modelo proyectivo
del espacio hiperbólico (complejo) como

Hk = {[z] ∈ P(C⊕H) | BC(z, z) > 0} (1.9)

Finalmente, cuando sea necesario, denotaremos por Hκ
R al espacio hiperbólico real de

dimensión κ y por Hκ
C a su análogo complejo.

1.3. Pares de Gelfand

Consideremos un grupo localmente compacto G y H un subgrupo compacto de G. El es-
tudio de los pares de Gelfand está motivado, en cierto sentido, en el interés por conocer
cuál es la dimensión de los subespacios que son fijados por H bajo las representaciones
irreducibles de G. Para los fines de este documento, en esta sección se presentan la defi-
nición de par de Gelfand, una condición suficiente para identificar un par de Gelfand, aśı
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como algunos ejemplos que serán útiles en caṕıtulos posteriores. Aqúı se sigue el desarrollo
realizado por J. Faraut en [18, Cap. 1] y, en una versión más reciente, por G. van Dijk en
[12, Cap. 6]. Otra referencia usual para este tema es la sección 24 de [41].

Consideremos G un grupo localmente compacto dotado con una medida de Haar dx
invariante a la izquierda, y sea Cc(G) el álgebra de convolución de funciones continuas con
soporte compacto f : G −→ C, donde dadas dos funciones f, g ∈ Cc(G), el producto de
convolución está definido por

(f ∗ g)(x) =

∫
G
f(y)g(y−1x)dy,

para toda x ∈ G. Además, sea K un subgrupo compacto de G y consideremos su medida
de Haar normalizada dk, es decir, la medida de Haar tal que∫

K
dk = 1.

Sea C#
c (G) la subálgebra de Cc(G) formada por funciones biinvariantes respecto a K, esto

es,
C#
c (G) = {f ∈ Cc(G) : f(kxk′) = f(x) para cualesquiera k, k′ ∈ K}.

Definimos la proyección # : Cc(G) −→ C#
c (G) como sigue: si f ∈ Cc(G), entonces para

cada x ∈ G sea

f#(x) =

∫
K

∫
K
f(kxk′)dkdk′.

Se verifica que f# ∈ C#
c (G) y f# = f si f ∈ C#

c (G). Además, ∗ deja estable a C#
c (G).

Definición 1.5. El par (G,K) es de Gelfand si el álgebra de convolución
(
C#
c (G), ∗

)
es

conmutativa.

Ejemplo 1.6. Si G es un grupo abeliano localmente compacto, entonces (G, {eG}) es par
de Gelfand.

A continuación presentamos dos resultados útiles que permiten obtener ejemplos no
triviales de pares de Gelfand.

Proposición 1.7 (C. Berg). Si (G,K) es un par de Gelfand, entonces G es unimodular1.
1Recordemos que si dx es una medida de Haar sobre G que es invariante izquierda, entonces, para g ∈ G

fijo, se tiene que la forma lineal f 7→
∫
G
f(gxg−1) dx define una medida invariante izquierda (sobre Cc(G)),

por lo cual existe un número positivo ∆(g) tal que∫
G

f
(
gxg−1) dx = ∆(g)

∫
G

f(x)dx.

Esto define un mapeo ∆ : G −→ R>0 llamada módulo de Haar, el cual resulta ser un homomorfismo de
grupos. Si ∆ ≡ 1, decimos que G es unimodular. Para más detalles, se puede consultar [19, Sección 5.1].
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Demostración. Sea ∆ el módulo de Haar de G. Entonces∫
G
f(x)dx =

∫
G
f
(
x−1

)
∆
(
x−1

)
dx (1.10)

para cualquier f ∈ Cc(G). La igualdad (1.10) es una propiedad clásica de ∆ que se puede
consultar, por ejemplo, en [19, Prop. 5.1.4]. Se demostrará que para cualquier f ∈ Cc(G)
se verifica que ∫

G
f
(
x−1

)
dx =

∫
G
f(x)dx, (1.11)

que a partir de (1.10) implica que ∆ = 1.
Observamos que si f ∈ Cc(G) entonces∫

G
f#(x)dx =

∫
G×K2

f
(
kxk′

)
dxdkdk′ =

∫
G
f(x)dx,

donde la última igualdad se obtiene porque∫
G
f(kxk′)dx = ∆(k′)−1

∫
G
f(x)dx =

∫
G
f(x)dx,

ya que k′ ∈ K, esto es, ∆(k′) = 1. Aśı, se ha demostrado que para cualquier f ∈ Cc(G) se
tiene que ∫

G
f(x)dx =

∫
G
f#(x)dx. (1.12)

En virtud de (1.12), es suficiente demostrar la igualdad (1.11) para f ∈ C#
c (G). Por ello,

si f ∈ C#
c (G), al considerar una función g ∈ C#

c (G) tal que g(x) = 1 si x ∈ supp(f) ∪
(supp(f))−1, obtenemos que

f ∗ g(e) =

∫
G
f(x)g

(
x−1

)
dx =

∫
supp(f)

f(x)dx =

∫
G
f(x)dx,

y también,

g ∗ f(e) =

∫
G
g(x)f

(
x−1

)
dx =

∫
(supp(f))−1

f
(
x−1

)
dx =

∫
G
f
(
x−1

)
dx,

y como (G,K) es par de Gelfand, se satisface que f ∗g = g ∗f , por lo cual se cumple (1.11)

cuando f ∈ C#
c (G). Esto prueba lo deseado.

Proposición 1.8. Sean G un grupo localmente compacto y K un subgrupo compacto de G.
Supongamos que existe un automorfismo θ : G −→ G tal que θ2 = Id. Si para toda x ∈ G
se tiene que

θ(x) ∈ Kx−1K, (1.13)

entonces (G,K) es un par de Gelfand.
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Demostración. Sean f ∈ Cc(G) y fθ(x) = f(θ(x)) para toda x ∈ G. Tenemos que el mapeo

f 7→
∫
G
fθ(x)dx (1.14)

define una medida invariante izquierda sobre G, por lo cual existe una constante c > 0 tal
que ∫

G
fθ(x)dx = c

∫
G
f(x)dx (1.15)

para cualquier función f ∈ Cc(G). Ahora, ya que θ2 = Id, se cumple lo siguiente∫
G
f(x)dx =

∫
G
fθ

2
(x)dx =

∫
G

(fθ)θ(x)dx = c

∫
G
f(θx)dx = c2

∫
G
f(x)dx,

por lo cual c = 1. Sean f, g ∈ Cc(G), por un lado tenemos que

(f ∗ g)θ (x) =

∫
G
f(y)g

(
y−1θ(x)

)
dy,

y por otro, (
fθ ∗ gθ

)
(x) =

∫
G
fθ(y)gθ

(
y−1x

)
dy =

∫
G
f(z)g

(
z−1θ(x)

)
dz,

lo cual implica que (f ∗ g)θ = fθ ∗ gθ para cualesquiera f, g ∈ Cc(G). Dada una función
f ∈ Cc(G), definimos f∨(x) = f

(
x−1

)
. Notamos que

(f ∗ g)∨(x) =

∫
G
f(y)g

(
y−1x−1

)
dy =

∫
G
f
(
x−1y

)
g
(
y−1
)
dy

=

∫
G
g∨(y)f∨

(
y−1x

)
dy = g∨ ∗ f∨(x),

donde la segunda igualdad se satisface porque dy es invariante a la izquierda. Lo anterior
implica que para cualesquiera f, g ∈ Cc(G) se tiene que

(f ∗ g)∨ = g∨ ∗ f∨. (1.16)

También, si f esK-biinvariante, entonces, por (1.13), obtenemos que para toda x existen
k, k′ ∈ K tales que

fθ(x) = f
(
k′x−1k

)
= f

(
x−1

)
= f∨(x). (1.17)

Aśı, si f ∈ C#
c (G), por (1.17) se obtiene que fθ = f∨. Luego, dadas f, g ∈ C#

c (G) se tiene
que

(f ∗ g)θ = (f ∗ g)∨ = g∨ ∗ f∨ = gθ ∗ fθ = (g ∗ f)θ,

y por lo tanto, f ∗ g = g ∗ f . Esto prueba que C#
c (G) es un álgebra conmutativa.
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Corolario 1.9. Sean G un grupo localmente compacto y K un subgrupo compacto de G.
Si para toda x ∈ G se satisface que

x ∈ Kx−1K, (1.18)

entonces (G,K) es un par de Gelfand.

Demostración. Basta aplicar la Proposición 1.8 considerando θ = IdG.

Para concluir esta sección se presentan tres ejemplos no triviales de pares de Gelfand.

Ejemplo 1.10. Sea n ≥ 2 un entero y denotemos por Sn el grupo simétrico del conjunto
{1, . . . , n}. Observamos que el estabilizador de un punto en Sn es isomorfo a Sn−1, en
particular, denotemos K al estabilizador de 1. Tenemos que Sn actúa en {1, . . . , n} ×
{1, . . . , n} por la acción diagonal, y notemos que para cualesquiera x, y ∈ {1, . . . , n} existe
h ∈ Sn tal que

h · (x, y) = (h · x, h · y) = (y, x),

pues basta tomar h de manera que h(x) = y, h(y) = x y la identidad en los demás puntos.
Consideremos g ∈ Sn y veamos que g ∈ Sn−1g

−1Sn−1. Observamos que
(
1, g−1(1)

)
=

g−1·(g(1), 1). Por lo dicho en el párrafo anterior, existe h ∈ Sn tal que h·(1, g(1)) = (g(1), 1),
luego, (

1, g−1(1)
)

= g−1 · (g(1), 1) = g−1 · (h · (1, g(1))) =
(
g−1 ◦ h

)
· (1, g(1))

de donde
(
g−1 ◦ h

)
(1) = 1 y

(
g−1 ◦ h

)
(g(1)) =

((
g−1 ◦ h

)
◦ g
)

(1) = g−1(1). En particular,
la primera igualdad implica que g−1 ◦h ∈ K, mientras que a partir de la segunda igualdad
se obtiene que

g ◦
(
g−1 ◦ h

)
◦ g(1) = 1,

es decir, g ◦
(
g−1 ◦ h

)
◦ g ∈ K. Por lo tanto,

g =
(
g ◦
(
g−1 ◦ h

)
◦ g
)
◦ g−1 ◦

(
g−1 ◦ h

)−1 ∈ Kg−1K

Finalmente, a partir del Corolario 1.9 obtenemos que (Sn, Sn−1) es un par de Gelfand.

Ejemplo 1.11. Consideremos G = KnRn donde K = O(n). Si denotamos g = (k, a) ∈ G,
con k ∈ K y a ∈ Rn, el producto en G está dado por

(k, a)
(
k′, a′

)
=
(
kk′, a+ k · a′

)
,

y también (k, a)−1 =
(
k−1,−k−1 · a

)
. Notamos que G es el grupo de isometŕıas del espacio

euclidiano Rn dotado con el producto escalar usual. Definimos θ : G −→ G por θ(k, a) =
(k,−a). Entonces θ es un automorfismo continuo de G, θ2 = IdG y

θ(k, a) = θ((Id, a)(k, 0)) = (Id,−a)(k, 0) = (k, 0) (k, a)−1 (k, 0),

esto es, θ(g) ∈ Kg−1K para toda g ∈ G. Por la Proposición 1.8 se sigue que (G,K) es un
par de Gelfand.
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Ejemplo 1.12. Consideremos G = PO(1, n)◦ la componente conexa de la identidad del
grupo de isometŕıas del espacio hiperbólico real Hn

R. Fijemos p ∈ Hn
R y tomemos K el

estabilizador de p, el cual resulta ser un subgrupo compacto maximal de G que es isomorfo
a SO(n). Sea ` una geodésica que pasa por p. Entonces existe A = (at)t∈R ≤ G subgrupo
uniparamétrico que actúa por traslaciones en `, lo cual implica que A actúa transitivamente
en `. Ahora, dado g ∈ G, sucede alguno de los siguientes casos:

(1) Si g(p) = p, entonces g ∈ K.

(2) Si g /∈ K, entonces existe k1 ∈ K tal que k1g(p) = q ∈ `. Luego existe t ∈ R tal que
atk1g(p) = p, y por lo tanto k2 := atk1g ∈ K, en particular, g = k−1

1 a−1
t k2 ∈ KAK.

Hn
R

p

q

g(p)

k1

`

`′

at

Por lo anterior, G = KAK. Observamos que si para toda a ∈ A se cumple (1.18),
entonces se satisface para toda g ∈ G, ya que si g = k1atk2, entonces a−1

t ∈ KatK y luego

g−1 = k−1
2 a−1

t k−1
1 ∈ k−1

1 KatKk
−1
2 = Kk1atk2K = KgK.

Aśı, sea at ∈ A. Entonces a−1
t = a−t. Sean q1 = at(p) y q2 = a−t(p). Notemos que existe

k ∈ K tal que k(q1) = q2, y esto implica que k deja invariante a ` porque además fija a
p. Entonces atk(p) = q1 y atk(q1) = p, por lo cual atk deja invariante a `. Vemos que de
hecho, atkat ∈ K porque

atkat(p) = atk(q1) = at(q2) = at (a−t(p)) = p.

A partir de lo anterior es inmediato que kat ∈ a−1
t K, y luego at ∈ Ka−1

t K. Esto muestra
lo deseado. Finalmente, por el Corolario 1.9, se concluye que (PO(1, n)o,K) es un par de
Gelfand.
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1.4. Propiedad (T ) de Kazhdan

Sea (H , 〈 , 〉) un espacio de Hilbert complejo con producto hermitiano 〈 , 〉 y U(H ) su
grupo unitario, esto es, el grupo de operadores lineales invertibles f : H −→H tales que

〈f(u), f(v)〉 = 〈u, v〉

para cualesquiera u, v ∈H . Sea G un grupo topológico. Una representación unitaria2 de G
en H , es decir, un morfismo π : G −→ U(H ), es (fuertemente) continua si para cualquier
v ∈H el mapeo G −→H dado por g 7→ π(g)v es continuo.

Ejemplo 1.13. Sea G un grupo localmente compacto dotado de una medida de Haar
invariante izquierda dx. Consideremos L2(G) = L2(G, dx) el espacio de Hilbert de clases
de equivalencia de funciones f : G −→ C de cuadrado integrable respecto a dx. Si g ∈ G,
definimos el operador λG(g) : L2(G) −→ L2(G) mediante

λG(g)ξ(x) = ξ
(
g−1x

)
,

para cualesquiera ξ ∈ L2(G) y x ∈ G. Notamos que λG(g) es un operador unitario por
la invariancia izquierda de la medida de Haar. Además, dados g, h ∈ G se satisface que
λG(gh) = λG(g)λG(h). Finalmente, el mapeo G −→ L2(G) definido por g 7→ λG(g)ξ es
continuo para cada ξ ∈ L2(G). Aśı, λG : G −→ U

(
L2(G)

)
es una representación unitaria

que se llama representación regular izquierda.

Como se señala en [2], la propiedad (T ) fue introducida por Kazhdan en 1967 para
estudiar grupos localmente compactos al considerar sus representaciones unitarias.

Definición 1.14. Sea π : G −→ U(H ) una representación unitaria de G.

(1) Decimos que π tiene vectores invariantes no nulos si existe v ∈H con v 6= 0 tal que
π(g)v = v para toda g ∈ G.

(2) La representación π tiene vectores cuasiinvariantes si para cualesquiera Q ⊂ G sub-
conjunto compacto y ε > 0, existe v ∈H tal que

sup
g∈Q
‖π(g)v − v‖ < ε‖v‖.

(3) Decimos que G tiene la propiedad (T ) de Kazhdan si toda representación unitaria
que tiene vectores cuasiinvarientes, tiene vectores invariantes no nulos.

2De manera análoga, si H es un espacio de Hilbert real, una representación ortogonal de G en H es
un homomorfismo G −→ O(H ), donde O(H ) es el grupo de operadores lineales invertibles de H que
preservan el producto interior de H .
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A partir de la desigualdad indicada en el inciso (2) de la definición anterior se sigue que
si v ∈H es un vector cuasiinvariante para π, entonces v 6= 0. También, es importante notar
que resulta muy complicado dar ejemplos no triviales de grupos que tienen la propiedad (T ).

Ejemplo 1.15. Si G es un grupo compacto, por ejemplo cuando G es un grupo finito,
entonces G tiene la propiedad (T ). Para una prueba de este hecho se puede consultar la
Proposición 1.1.5 de [2].

Proposición 1.16. Supongamos que G tiene la propiedad (T ).

(1) Si N ≤ G es un subgrupo normal cerrado, entonces G/N tiene la propiedad (T ).

(2) Si G es localmente compacto, entonces G es compactamente generado. En particular,
si Γ es un grupo discreto con la propiedad (T ), entonces Γ es finitamente generado.

Para una demostración del resultado anterior se pueden consultar, por ejemplo, los
Teoremas 1.3.1 y 1.3.4 de [2].

Ejemplo 1.17. Veamos que Z no tiene la propiedad (T ). Consideremos la representación
regular izquierda λZ de Z en L2(Z). En primer lugar, notemos que λZ no tiene vectores
invariantes no nulos. Para ello, supongamos que para ξ ∈ L2(Z) se tiene que λZ(n)ξ = ξ
para toda n ∈ Z. A partir de lo anterior se sigue que ξ(−n+ x) = ξ(x) para toda x ∈ Z y
para cualquier n ∈ Z. En particular, si x = 0, obtenemos que ξ(n) = ξ(0) para toda n ∈ Z,
lo que implica que ξ es una función constante. Luego, como ξ ∈ L2(Z), se sigue que ξ ≡ 0.

Sin embargo, λZ si tiene vectores cuasiinvariantes. Para mostrar esto, sean Q un com-
pacto de Z y ε > 0. Consideremos A = {a, a+ 1, · · · , b}, con a < b enteros y χ la función
caracteŕıstica de A. Definimos ξ = 1√

b−aχ ∈ L
2(Z) y observamos que ||ξ|| = 1 y también

||λZ(m)ξ − ξ||2 =
2|m|
b− a

< ε2

para cualquier m ∈ Q cuando consideramos b− a > 0 suficientemente grande. Esto prueba
lo deseado.

Ejemplo 1.18. Para n ≥ 3, SL(n,R) tiene la propiedad (T ). También, SL(n,Z) tiene la
propiedad (T ). La prueba de estos hechos se puede consultar, por ejemplo, en la Sección
1.4 de [2].

Ejemplo 1.19. Si n ≥ 2, el grupo libre en n generadores Fn no tiene la propiedad (T ).
Esto se obtiene porque Z es un cociente de Fn y, como Z no tiene la propiedad (T ), la
Proposición 1.16 implica que Fn tampoco tiene dicha propiedad.

Finalmente, enunciamos un resultado que relaciona la propiedad (T ) con acciones en
espacios hiperbólicos.
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Proposición 1.20. Sea G un grupo con la propiedad (T ). Si G actúa continuamente por
isometŕıas en un espacio hiperbólico (real o complejo), entonces dicha acción tiene un punto
fijo.

Una prueba de este hecho se puede encontrar en [2, Cor. 2.7.3]. En particular, la Pro-
posición 1.20 implica que PO(1, n) no tiene la propiedad (T ).



2 Serie principal esférica

La serie principal esférica es una familia de representaciones en espacios de Hilbert de di-
mensión infinita muy útil para entender algunas propiedades de representaciones de grupos
de Lie conexos, semisimples y con centro finito. En [45], N. R. Wallach expone a detalle la
construcción mediante el uso de la descomposición de Iwasawa y acciones de los subgru-
pos que aparecen en dicha descomposición. Un análisis similar al anterior se hace en [25]
para estudiar elementos de la serie principal esférica que no son unitarios. En particular,
esta familia de representaciones ha sido estudiada ampliamente en el caso de SL(2,R), por
ejemplo, en [26], [28], [36] y [37].

En nuestro caso, nos interesa construir la serie principal esférica {πs}s∈C para PO(1, n)
el grupo de isometŕıas del espacio hiperbólico real Hn de dimensión n ≥ 2. Para nuestros
fines seguiremos principalmente el desarrollo hecho en [31, Sección 3.A]; es importante
mencionar, que esta es una construcción muy clásica, se puede consultar por ejemplo en
[11], [25], [26], [45] y [46].

Dividimos este caṕıtulo en tres partes. Por un lado, en la Sección 2.1 se define la
mencionada familia de representaciones para PO(1, n), se presenta un modelo isomorfo de
dicha familia y se presentan algunos resultados elementales acerca de ella, mientras que
en la Sección 2.2 se construyen formas bilineales invariantes y se da una interpretación
geométrica de πs para algunos valores de s. Finalmente, en la Sección 2.3 se plantean
algunas preguntas que motivan el contenido de este documento.

2.1. Dos modelos de la serie principal

Sea n ≥ 2. Tomamos el espacio hiperbólico real Hn construido al considerar H = Rn
con el producto interior usual (ver Sección 1.2). Recordamos que PO(1, n) es el grupo de
isometŕıas de Hn.

Sean e0 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Hn y K = Stab(e0) el estabilizador de e0 en PO(1, n); de
hecho, K es isomorfo a O(n) (ver [4, Teorema 2.24]) y por lo tanto es compacto. Recordamos

13
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que la frontera de Hn, denotada por ∂Hn, es la grassmanniana de ĺıneas B-isotrópicas en
Rn+1 = R⊕H (ver Sección 1.2). Consideremos Vol la única forma de volumen normalizada
en ∂Hn que es K◦-invariante. Ahora, sea Jac(g)(·) el jacobiano de g para la forma de
volumen Vol, es decir, la función tal que (g∗Vol)b = Jac(g)(b)Volb para b ∈ ∂Hn. Otra
manera de obtener el jacobiano es considerar que Vol es una medida y tomar la derivada
de Radon-Nikodym respecto a la medida trasladada por g, esto es, Jac(g) = dg−1

∗ Vol/dVol.
De manera expĺıcita (ver [25]), dados g ∈ G y b ∈ ∂B se tiene que

∣∣Jac
(
g−1
)

(b)
∣∣ =

(
B(e0, b)

B(g(e0), b)

)n−1

. (2.1)

Notemos que en la fórmula anterior hay un abuso de notación, pues del lado izquierdo b
denota una ĺınea B-isotrópica, mientras que del lado derecho, b denota un representante de
dicha ĺınea, pero esto no causa problema ya que el cálculo es independiente del representante
elegido.

Antes de dar la definición que nos interesa, denotemos por L2 (∂Hn) al espacio de clases
de equivalencia de funciones con valores complejos en ∂Hn de cuadrado integrable respecto
a Vol. También, sea L2

R (∂Hn) ⊂ L2 (∂Hn) el subespacio de clases de funciones con valores
reales.

Definición 2.1. La serie principal esférica de PO(1, n) es la familia de representacio-
nes {πs}s∈C parametrizada por los números complejos, cuyo espacio de representación es
L2 (∂Hn) y está definida por

πs(g)(f) =
∣∣Jac

(
g−1
)∣∣ 12+s

f ◦ g−1. (2.2)

En el siguiente lema se presentan algunas de las propiedades más importantes de esta
familia de representaciones.

Lema 2.2. (1) Si s ∈ R, entonces πs(g) preserva L2
R (∂Hn).

(2) Dados f1, f2 ∈ L2 (∂Hn), sea (f1, f2) =
∫
∂Hn f1f2. Entonces para cualquier g ∈

PO(1, n) se cumple que

(πs(g) (f1) , π−s(g) (f2)) = (f1, f2) ,

es decir, las representaciones πs y π−s son duales.

(3) Si s ∈ iR, entonces πs es unitaria respecto a (·, ·).

(4) Sea s ∈ C. Se satisface que la representación πs es irreducible si y sólo si s 6=
±
(

1
2 + k

n−1

)
para todo k ∈ N.
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Demostración. (1) Se obtiene a partir de la definición.
(2) Sean s ∈ C y g ∈ PO(1, n). Consideremos f1, f2 ∈ L2 (∂Hn). Basta observar lo

siguiente:

(πs(g) (f1) , π−s(g) (f2)) =

∫
∂Hn

∣∣Jac
(
g−1
)∣∣ 12+s

f1 ◦ g−1 · |Jac (g−1)|
1
2
−s f2 ◦ g−1

=

∫
∂Hn

∣∣Jac
(
g−1
)∣∣ (f1 · f2

)
◦ g−1

=

∫
∂Hn

f1f2

= (f1, f2)

(3) Si s ∈ iR, entonces s = −s y por ello

(πs(g) (f1) , πs(g) (f2)) =

∫
∂Hn

∣∣Jac
(
g−1
)∣∣ 12+s

f1 ◦ g−1 · |Jac (g−1)|
1
2

+s f2 ◦ g−1

=

∫
∂Hn

∣∣Jac
(
g−1
)∣∣ (f1 · f2

)
◦ g−1

=

∫
∂Hn

f1f2

= (f1, f2)

(4) Una prueba de este hecho se puede consultar, por ejemplo, en [45].

Para continuar, en el caso s ∈ R, nos interesa introducir una forma sesquilineal en
L2 (∂Hn) que depende de s, la cual será invariante bajo la acción de PO(1, n). Para esto, se
usará otro modelo de las representaciones, el cual se obtiene a partir de la descomposición
de Iwasawa KAN de PO(1, n). En primer lugar, sean ξ1, ξ2 ∈ Rn+1 dados por

ξ1 =
1√
2

(1, 1, 0 . . . , 0), ξ2 =
1√
2

(1,−1, 0, . . . , 0),

los cuales sonB-isotrópicos, dondeB es la forma bilineal que permite definir Hn (ver Sección
1.2). Consideremos P = Stab(Rξ1) el estabilizador en PO(1, n) de la ĺınea isotrópica Rξ1.
Se puede demostrar que P es isomorfo a

{
gλ,v,A | λ ∈ R∗+, v ∈ Rn−1, A ∈ O(n− 1)

}
, donde

gλ,v,A =

λ 1
2λ |v|

2 λ〈v,A(·)〉
0 λ−1 0
0 v A

 ,

y 〈 , 〉 denota el producto interno usual en Rn−1. Observamos que cualquier g ∈ PO(1, n)
se puede escribir de manera única como

g = k · gλ,v,A,
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donde k ∈ K, λ, v y A dependen de g aunque no se indica para no sobrecargar la no-
tación. Además, consideremos el subgrupo uniparamétrico L = {gλ,0,Id}λ∈R∗+ y sea M su

centralizador en K, es decir,

M = {k ∈ K | kg = gk para cualquier g ∈ L} .

Procedemos a definir el segundo modelo de las representaciones πs. Sea Vs el espacio
de clases de funciones medibles F : PO(1, n) −→ C tales que

(i) Para cualesquiera g ∈ PO(1, n), m ∈M, λ ∈ R∗+ y v ∈ Rn−1 se tiene que

F (gmgλ,v,Id) = F (g)λ−( 1
2

+s)(n−1).

(ii) F |K es de cuadrado integrable.

Sea dk la medida de Haar en K normalizada. Entonces Vs admite una norma | · | dada por

|F |2 =

∫
K
|F (k)|2 dk,

la cual le da estructura de espacio de Hilbert. Además, si g ∈ PO(1, n), entonces hay una
acción dada por

(g · F ) (h) = F
(
g−1h

)
, (2.3)

la cual define una acción de PO(1, n) en Vs.
A continuación referimos al lector a [31] para la prueba del siguiente resultado.

Proposición 2.3 (Vergne). La representación πs es isomorfa a la representación de PO(1, n)
en Vs.

La demostración de la proposición anterior consiste en dar expĺıcitamente un isomor-
fismo entre L2 (∂Hn) y Vs que sea PO(1, n)-equivariante. La versión y prueba originales de
este resultado se pueden encontrar en [43].

2.2. Formas sesquilineales e irreductibilidad

En esta sección se contruye una forma sesquilineal1 en L2(∂Hn) que es πs-invariante cuando
s > 0. Este es un resultado clásico que se puede encontrar por ejemplo en [25], [36] y [37].

Sea s ∈ R>0. Ya que πs y π−s son duales para s ∈ R, basta construir un operador Ls
de L2(∂Hn) que entrelace πs y π−s, esto es, que cumpla

Ls ◦ πs(g) = π−s ◦ Ls
para cualquier g ∈ PO(1, n).

1Sea H un espacio vectorial complejo. Una función ϕ : H × H −→ C es una forma sesquilineal si
ϕ(x + y, z + w) = ϕ(x, z) + ϕ(x,w) + ϕ(y, z) + ϕ(y, w) y ϕ(ax, by) = abϕ(x, y) para cualesquiera a, b ∈ C y
x, y, z, w ∈ H.
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Definición 2.4. Sea F ∈ Vs. Si suponemos que F es continua, definimos LsF ∈ V−s
mediante

LsF (x) =
1

κ(n, s)

∫
Rn−1

F (xg1,v,Idσ) dv, (2.4)

donde dv es la medida de Lebesgue en Rn−1, σ =
(

0 1 0
1 0 0
0 0 J1

)
, con J1 = diag(−1, 1 · · · , 1) de

tamaño (n−1)×(n−1), y además se considera κ(n, s) > 0 una constante de normalización
obtenida al considerar que Ls es un operador lineal que manda la función constante 1∂Hn

a una función constante positiva, y elegimos κ(n, s) para que tal constante positiva sea 1.

Observamos que la definición anterior es correcta porque la integral que define LsF
siempre es convergente y, además, hace que Ls sea un mapeo continuo (ver [31, Prop. 3.3]).
Por lo anterior, Ls se extiende a todo Vs. Notamos que, por definición, Ls entrelaza las
acciones de PO(1, n) en Vs y V−s (basta comparar (2.3) y (2.4)). Por la Proposición 2.3 y
porque Ls es un operador de L2(∂Hn) se sigue que Ls entrelaza πs y π−s.

Definición 2.5. Sea Bs la forma bilineal PO(1, n)-invariante en L2(∂Hn) dada por

Bs (h1, h2) =

∫
∂Hn

h1Lsh2. (2.5)

Notamos que, por la normalización pedida en (2.4), se obtiene que Bs (1∂Hn , 1∂Hn) = 1.
A continuación estudiamos algunas propiedades de la forma Bs, para ello seguimos el
desarrollo dado en la Sección 3.B de [31].

Consideremos la descomposición de L2(∂Hn) en componentes K-irreducibles dada por

L2 (∂Hn) =
∞⊕
k=0

Hk, (2.6)

donde estamos considerando el modelo de Klein de Hn (para un estudio de este modelo se
puede consultar, por ejemplo, [4]) para obtener el homeomorfismo ∂Hn ∼= Sn−1 e identifi-
camos Sn−1 como la esfera unitaria en Rn y tomamos Hk como el espacio de restricciones
a Sn−1 de funciones dadas por polinomios homogéneos armónicos de grado k. Además,
p0 := dim

(
H0
)

= 1, p1 := dim
(
H1
)

= n y si k ≥ 2, entonces

pk := dim
(
Hk
)

=

(
n+ k − 1

n− 1

)
−
(
n+ k − 3

n− 1

)
. (2.7)

Observación 2.6. En el caso n = 2 suele considerarse la descomposición de L2 (∂Hn) en
las componentes irreducibles para SO(2) (ver, por ejemplo, [44]) y, en tal caso, para k > 0 se
satisface que Hk se descompone en dos ĺıneas invariantes bajo SO(2). Sin embargo, cuando
se considera la descomposición respecto a K = O(2), los subespacios Hk son irreducibles
incluso cuando k = 2.
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A continuación, nos interesa calcular la signatura de Bs. Ya que la acción de πs(K) en
L2 (∂Hn) no depende de s y Ls conmuta con dicha acción, se obtiene que Ls preserva cada
subespacio Hk, lo cual implica, junto con el Lema de Schur, que Ls|Hk = λk(s) IdHk para
algún λk(s) ∈ R. De hecho, por (2.4), λ0(s) = 1. Además, de acuerdo con Sally [36, 37] y
Johnson y Wallach [25], dado k ≥ 1 se satisface que

λk(s) =
k−1∏
j=0

j + n−1
2 − (n− 1)s

j + n−1
2 + (n− 1)s

. (2.8)

Para una exposición moderna acerca del cálculo de (2.8) se puede consultar [11] si n = 2.
Para el cálculo cuando n ≥ 3 se puede revisar [25]. Ahora, denotemos sj = j

n−1 + 1
2 con

j ≥ 0 entero.

Lema 2.7. Cuando s ∈ (0, s0) tenemos que Bs es definida positiva. Para valores s > s0 se
cumple lo siguiente:

(1) Si s ∈ (sj , sj+1) con j impar, entonces Bs tiene ı́ndice p(s) =
∑

1≤k≤j
k impar

pk.

(2) Si s ∈ (sj , sj+1) con j par, entonces Bs tiene ı́ndice p(s) =
∑

1≤k≤j
k par

pk.

En virtud del lema anterior y de (2.7) obtenemos que los valores posibles del ı́ndice p(s)
de la forma Bs, para s > 0, están dados por los números

(
n−1+j
n−1

)
, con j ≥ 0. En particular,

cuando n = 2 es posible obtener todos los enteros positivos (ver [11]), y en el caso de n = 3

los ı́ndices posibles coinciden con los números triangulares (j+1)(j+2)
2 (con j ≥ 0).

Observación 2.8. Si s = 1
2 + k

n−1 para algún k ∈ N, entonces Bs es degenerada. De hecho,

el radical de Bs es W = ⊕j≥k+1H
j , ya que al considerar (2.8) obtenemos que para todo

j ≥ k + 1 se satisface que λj(s) = 0. Esta es una demostración concreta de que πs no es
irreducible para este valor de s.

Pasamos ahora a estudiar de manera directa la forma bilineal Bs. En particular, supon-
gamos que s ∈ (s0, s1), lo cual implica que Bs tiene ı́ndice 1. Además, como los coeficientes
λk(s) son números reales, la forma Bs toma valores en R y por ello es posible considerar su
restricción a L2

R (∂Hn). Sin embargo, el producto escalar −Bs en ⊕k≥1H
k no es completo

porque los coeficientes λk(s) convergen a 0 cuando k tiende a infinito (ver [31, Lema 3.8]).
Consideremos V la compleción de ⊕k≥1H

k respecto a −Bs. Notemos que PO(1, n) también
actúa en H0 ⊕ V y preserva la acción de la forma Bs en este espacio. Además, la acción
lineal de PO(1, n) en H0⊕ V sigue siendo irreducible (ver [11, Sección 2.1] y notar que los
argumentos dados para el caso n = 2 funcionan para todo n ≥ 2).
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Denotamos por H∞s el espacio hiperbólico asociado a
(
H0 ⊕ V,Bs

)
(aqúı consideramos

que R ∼= H0 para realizar la construcción como en la Sección 1.2). Además, denotamos con
πs a la representación inducida

πs : PO(1, n) −→ O(1,∞)

correspondiente. Ahora, si θ0 es el punto en H∞s asociado a la función constante 1, se tiene
el siguiente resultado.

Proposición 2.9 (Monod-Py). El punto θ0 es el único punto fijo por la acción de K◦ =
SO(n) en H∞s (y por ello por la acción de K = O(n)). Además, el mapeo fs : Hn −→ H∞s
dado por

fs (g · e0) = πs(g) (θ0) , (2.9)

donde g ∈ PO(1, n), es el único mapeo PO(1, n)-equivariante de Hn en H∞s .

Observamos que fs se define únicamente mapeando e0 en θ0 y luego extendiendo me-
diante la acción transitiva de PO(1, n) en Hn v́ıa la representación πs.

Para finalizar esta sección, presentamos una clasificación de las representaciones conti-
nuas e irreducibles PO(1, n) −→ Isom (H∞). El resultado original aparece como Teorema
B en [31]. Para enunciarlo requerimos de la función de longitud de traslación.

Definición 2.10. Sea Γ un grupo, X un espacio métrico, Isom(X) el grupo de isometŕıas
de X y % : Γ −→ Isom(X) un homomorfismo de grupos, la longitud de traslación de γ ∈ Γ
respecto a la representación % es

`%(γ) = ı́nf
x∈X

dX (%(γ)(x), x) .

En particular, cuando X = Hn, denotamos por `Hn la función de longitud de traslación
asociada a la representación identidad cuando Γ = PO(1, n) (recordamos que PO(1, n) =
Isom (Hn)).

Ahora, antes de enunciar el teorema de clasificación, observamos que dado s ∈
(

1
2 ,

1
n−1 + 1

2

)
,

al considerar t = (n− 1)
(
s− 1

2

)
se obtiene que t ∈ (0, 1).

Teorema 2.11 (Clasificación de representaciones irreducibles en O(1,∞)).

(1) Si % : PO(1, n) −→ Isom (H∞) es una representación (continua) irreducible, entonces
existe un único t ∈ (0, 1) tal que

`% = t`Hn .

(2) Si t ∈ (0, 1) y definimos s(t) = 1
2 + t

n−1 , entonces, salvo conjugación en Isom (H∞),
πs(t) es la única representación irreducible tal que

`πs(t)
= t`Hn .

Observación 2.12. Todos los resultados han sido enunciados en el caso de PO(1, n), pero
también se verifican cuando consideramos la componente conexa de la identidad PO(1, n)◦,
por lo cual, se utilizarán en ese contexto más adelante (ver [31, Obs. 3.13]).
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2.3. Representaciones en espacios simétricos

Supongamos que s ∈ R>0 con s /∈
{

1
2 + k

n−1

∣∣∣ k ∈ N
}

. Por lo hecho en la sección anterior,

los valores de la función s 7→ p(s), donde p(s) es el ı́ndice de la forma Bs, son enteros de la
forma (

n− 1 + j

n− 1

)
, j ≥ 0. (2.10)

A partir de lo anterior obtenemos una familia de representaciones irreducibles de la forma
PO(1, n) −→ O(p(s),∞). Luego, al restringirnos a la componente conexa de la identidad
PO(1, n)◦ del grupo de isometŕıas de Hn, por el Teorema 2.11, de manera natural nos
preguntamos lo siguiente.

Pregunta 2.13. Sea p ≥ 2. Si consideramos PO(1, n)◦ −→ O(p,∞) una representación
irreducible, ¿es conjugada a alguna de las representaciones πs?

Una primera aproximación al problema anterior es entender cómo son las representa-
ciones irreducibles en O(p,∞) cuando no existe s tal que p(s) = p.

Pregunta 2.14. Si p es un entero que no es de la forma dada en (2.10), ¿existen repre-
sentaciones irreducibles de PO(n, 1)◦ en O(p,∞)?

Notemos que los primeros valores para los que tiene sentido la pregunta anterior están
en el conjunto {2, · · · , n− 1}. Este problema fue estudiado en [31] donde se demuestra el
siguiente resultado.

Teorema 2.15 (Monod-Py). Sea p un entero con 2 < p < n para n > 4. Entonces no
existe ninguna representación irreducible PO(1, n)◦ −→ O(p,∞).

Con base en lo anterior, si suponemos que p ∈ {2, · · · , n−1}, resta resolver el problema
planteado en la Pregunta 2.14 en los siguientes casos:

(1) p = 2, n ≥ 3;

(2) p = 3, n = 4.

Para el caso (1) se da una respuesta negativa a la Pregunta 2.14 en el Caṕıtulo 4
(ver Teorema A). Para el caso 2, es posible hacer un análisis similar al que se realiza
en el Caṕıtulo 4: para ello, si consideramos morfismos SO(4) −→ U(3), esto nos induce
morfismos no triviales del tipo SO(4) ↪→ SO(3) ↪→ U(3), por lo cual es de interés el estudio
de si existen morfismos que se factoricen o que sean “inyectivos” en el álgebra de Lie, lo
cual motiva un análisis similar al que se realiza en la Proposición 4.16 para los morfismos
SO(4) −→ SO(2), con la dificultad de la existencia de los ya mencionados morfismos no
triviales de SO(4) en SO(3). Otra enfoque posible tratar de imitar los argumentos dados
para la prueba del Teorema B.
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Finalmente, si p, q ≥ 0 son ambos finitos entonces podemos conocer un poco acerca de
las representaciones de PO(1, n)◦ en O(p, q). Existen las representaciones obvias: si consi-
deramos un espacio vectorial V1 con una forma de signatura (1, n) y otro espacio vectorial
V2 con una forma de signatura (p − 1, q − n), entonces PO(1, n)◦ actúa en V1 ⊕ V2 de
manera estándar en V1 y como la identidad en V2. Veamos que estas son todas las re-
presentaciones salvo conjugación. Para esto, si consideramos un homomorfismo continuo
% : PO(1, n)◦ −→ PO(p, q), entonces es C∞, y además % está determinado por su diferen-
cial en la identidad DId%. Como DId% es morfismo de álgebras de Lie y po(p, q) es simple,
entonces DId% es o bien el morfismo cero o bien es inyectivo. Esto último implica que si % es
una representación no trivial de PO(1, n)◦ en O(p, q), por la conexidad se induce un mor-
fismo en PO(p, q), y ello implica que % debe ser inyectivo y nos lleva a las representaciones
mencionadas al principio de este párrafo.
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3 Teorema de Nǎımark

Para simplificar la exposición, denotemos por Hp a un espacio de Hilbert complejo H
que es separable y está dotado de una forma hermitiana fuertemente no degenerada B de
signatura (p,∞), con p ≥ 0 un entero. Además, recordemos que U(B) denota al grupo de
operadores unitarios de Hp (ver Sección 1.1).

El presente caṕıtulo está dedicado principalmente a presentar la demostración del si-
guiente resultado debido a Nǎımark [33].

Teorema 3.1 (Nǎımark). Sea U ⊂ U(B) una familia de operadores que conmutan. En-
tonces existe un subespacio W positivo de Hp y de dimensión p que es invariante respecto
a cualquier U ∈ U .

En la Sección 3.1 se presenta la prueba del Teorema 3.1 siguiendo el desarrollo realizado
por J. Bognár en [3]. Por otro lado, en la Sección 3.2 se presentan los dos corolarios originales
de dicho teorema, los cuales son importantes por śı mismos, en particular, el Corolario 3.7
es utilizado por N. Monod y P. Py para demostrar el Teorema 5.4 de [31] (ver Proposición
4.15). Finalmente, en la tercera sección se presenta un lema auxiliar debido a Ismagilov
[24], en cuya demostración se muestra una estrategia para obtener descomposiciones en
subespacios ortogonales de Hp que sean invariantes bajo subgrupos de operadores unitarios,
y este resultado se utiliza en el Caṕıtulo 4 (ver la Proposición 4.2).

3.1. Teorema principal

Como se indica arriba, esta sección está dedicada a demostrar el Teorema de Nǎımark.
La prueba original se puede encontrar en [33], pero aqúı seguimos el desarrollo dado por
J. Bognár [3]. Existe otra prueba dada por Z. Sasvári en [39], la cual utiliza técnicas de
análisis complejo y considera subespacios negativos en lugar de subespacios positivos. Para
comenzar presentamos algunos resultados sobre la existencia de subespacios invariantes en
el caso de una familia finita de operadores que conmutan.

23
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Teorema 3.2 (Pontryagin). Sea p > 0. Si U es un operador unitario en Hp, entonces
existe un subespacio L de Hp de dimensión p, positivo y U -invariante.

Una prueba de este hecho se puede encontrar en [3, Th. IX.7.1].

Lema 3.3. Sea U un operador unitario en Hp. Sea M un subespacio cerrado de Hp tal
que UM = M . Si M no es definido negativo, entonces M contiene un subespacio positivo
no cero que es invariante bajo U .

Demostración. Sea M0 = M ∩M⊥. Si M0 6= {0}, entonces M0 es un subespacio invariante
que cumple lo deseado. Ahora, supongamos que M0 = {0}. Como M no es definido negativo
y por lo anterior B|M×M es no degenerada, entonces por la Proposición 1.4 se obtiene que(
M,B|M×M

)
es de signatura (p′,∞) con 0 < p′ ≤ p. Finalmente, obtenemos la conclusión

deseada al aplicar el Teorema 3.2 al operador unitario U |M .

Lema 3.4. Sean U1, . . . , Un operadores unitarios en Hp que conmutan, con p > 0. Entonces
Hp tiene un subespacio L positivo y no cero tal que UjL ⊂ L para j = 1, . . . , n.

Demostración. Por inducción sobre n. Por el Teorema 3.2 verifica el caso n = 1. Suponga-
mos que el resultado es cierto para n ≥ 1. Tomemos U1, . . . , Un, Un+1 operadores unitarios
en Hp que conmutan. Por la hipótesis de inducción, existe un subespacio L ⊂Hp positivo
y no cero tal que UjL ⊂ L para j = 1, . . . , n. Notemos que dim(L) ≤ p.

Recordemos que si V es un espacio vectorial complejo de dimensión finita y T1, . . . , Tn
son operadores unitarios en V que conmutan, entonces tienen un vector propio común. Aśı,
al considerar los operadores unitarios U1|L, . . . , Un|L, obtenemos que existe un vector propio
común x0 ∈ L, esto es, existen λ1, . . . , λn ∈ C tales que Ujx0 = λjx0, para j = 1, . . . , n.
Definimos

M =

n⋂
j=1

ker (Uj − λj Id) .

Ahora, observemos que si T1 y T2 son dos operadores lineales en un espacio vectorial V
que conmutan, entonces cada subespacio propio de uno de ellos es un subespacio invariante
del otro. Basta notar que si (T1 − λ Id)x = 0, entonces

(T1 − λ Id)T2x = T2 (T1 − λ Id)x = 0,

esto es, T2(x) es un vector propio asociado a λ para T1. Usamos este hecho para obtener
que Un+1M ⊂M .

Además, si A,B son operadores invertibles que conmutan, entonces B−1 conmuta con
A:

AB−1 = B−1BAB−1 = B−1ABB−1 = B−1A.

Por lo tanto, U−1
n+1 también conmuta con todo los Uj ’s, por lo cual también U−1

n+1M ⊂M ,
y por ello, Un+1M = M . Como x0 ∈M , entonces M no es definido negativo. Luego, como
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M es un subespacio cerrado, por el Lema 3.3 se sigue que M tiene un subespacio L′ que
es positivo, no cero e invariante bajo Un+1. Finalmente, por la definición de M , L′ ⊂ M
también es invariante bajo U1, . . . , Un.

A continuación damos la versión finita del Teorema de Nǎımark.

Proposición 3.5. Sean U1, . . . , Un operadores unitarios en Hp que conmutan. Entonces
Hp tiene un subespacio positivo L de dimensión p tal que UjL ⊂ L para j = 1, . . . n.

Demostración. El caso p = 0 es trivial. Supongamos que p > 0. Por el Lema 3.4 obtenemos
un subespacio positivo L no cero tal que UjL ⊂ L para j = 1, . . . n. Si dim(L) = p
terminamos, por lo cual supongamos que dim(L) < p. Ya que Uj es invertible y dim(L) <
∞, entonces UjL = L. Por ello también

UjL
⊥ = L⊥ y UjL0 = L0,

donde L0 = L ∩ L⊥. A partir de esto, obtenemos que L⊥/L0 es un espacio de signatura
(p′,∞) con p′ = p− dim(L) y además p′ > 0 (ver [3, Th. IX.2.6, Cor. V.3.7] ). Luego, los
operadores Uj inducen operadores unitarios Ũj en L⊥/L0 que conmutan, y por el Lema 3.4

existe un subespacio positivo M̃ ⊂ L⊥/L0 no cero y tal que ŨjM̃ ⊂ M̃ , para j = 1, . . . , n.

Entonces, dim(M̃) ≤ p′. Sea {x̃1, . . . , x̃s} una base de M̃ y consideremos xj representante
de x̃j . Tenemos que el subespacio M = 〈x1, . . . , xs〉 ⊂ L⊥ cumple que

Uj(L+M) ⊂ L+M,

para j = 1, . . . , n. Además, ya que M es positivo, no cero y linealmente independiente de
L0, el subespacio L+M es positivo y diferente de L. La construcción anterior muestra que
un subespacio positivo L no cero e invariante puede ser extendido a un subespacio positivo
L + M no cero e invariante tal que dim(L + M) > dim(L) si dim(L) < p. Aśı, al iterar
dicho proceso a lo más p− dim(L) veces obtenemos un subespacio positivo de dimensión p
que es invariante.

Finalmente, para terminar esta sección se presenta la prueba del Teorema de Nǎımark.
Demostración [Teorema 3.1]. Consideremos una descomposición ± de Hp dada por

Hp = H+⊕H−, donde H+ es definido positivo y H− es definido negativo. Sean P+x = x+

y P−x = x− donde x = x+ + x− con x+ ∈ H+ y x− ∈ H−, además, sea J = P+ − P−.
Escribamos la matriz (Ujl)j,l=1,2 asociada a U ∈ U respecto a la descomposición ±, donde

U11 = P+U |H+ , U12 = P+U |H− , U21 = P−U |H+ , U22 = P−U |H− .

Consideremos el espacio B (H+, H−) de operadores lineales continuos de H+ en H−. Dote-
mos a B (H+, H−) con la topoloǵıa débil de operadores τwo, esto es, la topoloǵıa generada
por las seminormas px,y(T ) = |B(Tx, y)| con x ∈ H+, y ∈ H− y T ∈ B (H+, H−), y sea

B1 = {T ∈ B (H+, H−) | ‖T‖J ≤ 1} ,
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donde tomamos ‖x‖J = B (x+, x+)−B (x−, x−) si x = x+ + x− con x+ ∈ H+ y x− ∈ H−
y dado T ∈ B (H+, H−) definimos

‖T‖J = sup
‖x+‖J=1,x+∈H+

‖Tx‖J .

Se verifica lo siguiente:

Afirmación 1. La fórmula

L = {x+Kx |x ∈ H+}

define una biyección entre la clase de subespacios positivos L de dimensión p que son
U -invariantes y el conjunto BU

1 de operadores K que cumplen

(1) K ∈ B1,

(2) U21 + U22K −K (U11 + U12K) = 0.

Para la demostrar este hecho consideremos lo siguiente: Sea L ⊂ Hp un subespacio
positivo de dimensión p. Entonces fL = P+|L es inyectiva pues si x ∈ L cumple que
fLx = 0, entonces x ∈ L ∩ H− = {0}, por lo cual x = 0. Pero L y H+ tienen la misma
dimensión, por lo tanto fL es invertible. Definimos el operador K = P−|L ◦ f−1

L . Entonces
K ∈ B(H+, H−). Ahora, por definición de K,

L = {x+ +Kx+ |x+ ∈ H+} .

Además, si x+ ∈ H+, se obtiene que

B (x+ +Kx+, xx +Kx+) = B (x+, x+) +B (Kx+,Kx+) = ‖x+‖J − ‖Kx+‖J ,

y como x+ + Kx+ ∈ L, entonces B (x+ +Kx+, x+ +Kx+) ≥ 0, de donde se sigue que
‖x+‖J ≥ ‖Kx+‖J para toda x+ ∈ H+. En particular, esto último implica que

‖K‖J = sup
‖x+‖J=1,x+∈H+

‖Kx+‖J ≤ 1

Aśı, K ∈ B1. Para concluir la prueba de la afirmación veamos que L es U -invariante si
y sólo si cumple la condición (2). Para esto, si x+ ∈ H+, al considerar U = (Ujl)j,l=1,2,
obtenemos que

U (x+ +Kx+) = (U11x+ + U12Kx+) + (U21x+ + U12Kx+) ,

por lo cual L es U -invariante si y sólo si

U21x+ + U22Kx+ = K (U11x+ + U12Kx+) .
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Afirmación 2. B1 es compacto.

Consideremos H+ y H− como espacios de Hilbert dotados con la topoloǵıa débil. Sea

J = H
H+
− el espacio producto dotado con la topoloǵıa producto. Definimos F ⊂ J el

subespacio de funciones lineales de H+ en H−; veamos que F es cerrado. Para esto, sea
αx,y(T ) = (Tx, y)J donde x ∈ H+, y ∈ H−. Supongamos que Tx + Ty − T (x + y) 6= 0,
entonces existe z ∈ H− tal que (Tx+ Ty − T (x+ y), z) 6= 0; por lo cual

αx,z(T ) + αy,z(T )− αx+y,z(T ) 6= 0.

Esto prueba lo deseado. Ahora, por lo hecho en la prueba de la afirmación anterior sabemos
que, dado T ∈ B(H+, H−), se satisface que

‖T‖J ≤ 1 (3.1)

si y sólo si para cualquier x ∈ H+ se cumple que

‖Tx‖J = B(Tx, Tx) ≤ B(x, x) = ‖x‖J . (3.2)

Definimos

A =
∏
x∈H+

B (0, ‖x‖J) ⊂J

donde B(0, r) = {y ∈ H− | ‖y‖J ≤ r} es la bola de centro 0 y radio r ≥ 0. Notamos que
por el Teorema de Banach-Alaoglu se obtiene que, para cada x ∈ H+, la bola B (0, ‖x‖J)
es compacta; aśı que A es compacto por el Teorema de Tychonoff. Finalmente, por lo
establecido en (3.1) y (3.2), se sigue que

B1 = F ∩A ,

y como F es cerrado y A es compacto, entonces B1 es compacto. Para concluir, observamos
que el espacio producto dotado de la topoloǵıa producto de las topoloǵıas débiles coincide
con dicho espacio dotado con la topoloǵıa de operadores débil. Esto prueba lo deseado.

Afirmación 3. La función ψ : B1 −→ B (H+, H−) dada por ψ(K) = U21 + U22K −
K (U11 + U12K) es τwo-continua.

Ya que ψ se define como una suma de operadores lineales, basta ver que cada su-
mando es en śı mismo una función continua. Únicamente debemos probar que la función
ϕ : B1 −→ B (H+, H−) definida por ϕ(K) = KU12K es una función continua. Recor-
demos que es posible escribir U12 : H− −→ H+ como

U12 (x−) =

p∑
j=1

B (x−, vj) zj
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con {zj}pj=1 una base de H+ y {vj}pj=1 ⊂ H− (usamos que la dimensión de H+ es finita y
el teorema de representación de Riesz). Aśı, dados x+ ∈ H+ y y− ∈ H− se sigue que

B (ϕ(K)x+, y−) = B (KU12Kx+, y−) =

p∑
j=1

B (Kx+, vj)B (Kzj , y−) ,

y esta última expresión es un polinomio en K. Por lo tanto, ϕ es continua y, en conclusión,
ψ es continua. Esto prueba la Afirmación 3.

Ahora, en virtud de la Afirmación 1, la conclusión del Teorema se obtiene si y sólo si⋂
U∈U

BU
1 6= ∅. (3.3)

Pero por la propia Afirmación 1 y la Afirmación 3, cada BU
1 está contenido en B1 y es

cerrado respecto a la topoloǵıa inducida por τwo. Finalmente, por la Afirmación 2, para
demostrar (3.3) resta ver que el resultado es cierto para intersecciones de familias finitas,
esto es, que el Teorema es cierto para familias finitas, lo cual se verifica por la Proposición
3.5. Esto termina la prueba.

3.2. Resultados útiles

A continuación se enuncian dos corolarios del Teorema principal. Es importante notar que
el segundo de ellos es citado en la prueba de la Proposición 5.4 de [31]. Para los fines de
esta sección, si A : Hp −→Hp un operador lineal acotado, denotamos por A∗ al operador
adjunto respecto a B, es decir, al operador tal que para cualesquiera x, y ∈ Hp se cumple
que B(Ax, y) = B (x,A∗y). Además, decimos que A es un operador hermitiano si A∗ = A.

Corolario 3.6. Sea H una familia de operadores hermitianos en Hp que conmutan. En-
tonces existe un subespacio positivo de dimensión p que es invariante respecto a todos los
operadores de H.

Demostración. Sean t ∈ R y H ∈ H. Definimos el operador

ϕ(t,H) = eitH =
∑
j≥0

tj

j!
(iH)j .

Entonces la familia F = {ϕ(t,H) , t ∈ R y H ∈ H} está formada por operadores que
preservan B y además conmutan. Por el Teorema 3.1, existe un subespacio positivo N
de dimensión p que es invariante bajo todos los elementos de F . Finalmente, ya que∥∥ 1
it

(
eitH − Id

)
−H

∥∥ −→ 0 cuando t −→ 0, se obtiene que N también es invariante bajo
todo H ∈ H.



3.3 Descomposiciones ortogonales 29

Corolario 3.7. Sea R una C-álgebra conmutativa de operadores acotados en Hp tal que
A ∈ R implica que A∗ ∈ R. Entonces existe un subespacio positivo de dimensión p e
invariante respecto a cualquier A ∈ R.

Demostración. Sea H el conjunto de operadores hermitianos de R. Entonces H cumple
las hipótesis del Corolario 3.6, por lo cual existe un subespacio positivo N de dimensión p
e invariante respecto a cualquier H ∈ H.

Ahora, sea A ∈ R. Por hipótesis, A∗ ∈ R y podemos escribir A = H1 + iH2, donde
H1 = 1

2 (A+A∗) y H2 = 1
2i (A−A∗). Por lo tanto, H1 y H2 son hermitianos y H1, H2 ∈ H.

Por lo dicho arriba, N es invariante bajo H1 y H2 y por lo tanto es invariante bajo A.

3.3. Descomposiciones ortogonales

Como se anuncia al comienzo del caṕıtulo, en esta sección presentamos el siguiente resultado
debido a Ismagilov [24].

Lema 3.8 (Ismagilov). Sea Γ un subgrupo de U(B). Si Hp no contiene subespacios isotrópi-
cos no triviales y Γ–invariantes, entonces existe una descomposición en suma directa or-
togonal

Hp = Hp1 ⊕ · · · ⊕Hpn ⊕H−

donde H− es un subespacio cerrado Γ-invariante tal que la forma B|H−×H− es definida
negativa, y Hpk es un subespacio cerrado Γ-invariante que no contiene subespacios cerrados
no triviales Γ-invariantes y tal que la restricción B|Hpk

×Hpk
es una forma sesquilinear de

ı́ndice pk (k = 1, . . . , n).

Observación 3.9. Notemos que si M es un subespacio Γ–invariante de Hp, entonces
B es no degenerada en M . En caso contrario, el subespacio isotrópico M ∩ M⊥B seŕıa
Γ–invariante y no trivial.

Demostración [Lema 3.8]. Supongamos que existe W subespacio cerrado, no trivial e
invariante de Hp tal que B|W×W es definido negativo (en caso contrario definimos H− =
{0}). Usaremos el Lema de Zorn para mostrar que existe H− como en el Lema. Para ello,
consideremos

W = {W ⊂Hp, W subespacio cerrado, no trivial, Γ-invariante y definido negativo}.

Por la hipótesis, W 6= ∅. Sea C = {Wα}α∈Λ una cadena en W . Observamos queW∞ = ∪Wα

es una cota superior de C. Afirmamos que W∞ ∈ W .

(1) W∞ es subespacio vectorial de Hp porque la unión de subespacios vectoriales es un
subespacio vectorial si dichos subespacios forman una cadena, y además la cerradura
de un subespacio vectorial es también un subespacio vectorial.
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(2) W∞ es Γ–invariante. Para ello, sean ϕ ∈ Γ y w ∈W∞. Entonces, existe una sucesión
{wn} en ∪Wα tal que wn converge a w cuando n tiende a infinito y, por la continuidad
de ϕ, ϕwn converge a ϕw. Como {ϕwn} es una sucesión en ∪Wα porque cada Wα es
Γ-invariante, se obtiene que ϕw ∈W∞.

(3) La forma B restringida a W∞ × W∞ es definida negativa. Primero, sea w ∈ W∞
con w 6= 0. Nuevamente, hay una sucesión {wn} contenida en W∞ \ {0} tal que
wn converge a w; por hipótesis, B(wn, wn) < 0, luego, por la continuidad de B,
B(wn, wn) converge a B(w,w), por lo cual B(w,w) ≤ 0. Para continuar, notemos que
{x ∈W∞ | B(x, x) = 0} = W∞ ∩W⊥B∞ . Ahora, el subespacio isotrópico W∞ ∩W⊥B∞
es Γ–invariante, aśı que, por la hipótesis, es trivial. En conclusión, B|W∞×W∞ es
definido negativo.

Lo anterior prueba que W∞ ∈ W . Por esto, W cumple las hipótesis del Lema de Zorn y, por
lo tanto, existe un subespacio vectorial cerrado H− que es Γ-invariante tal que B|H−×H−
es definido negativo y que es maximal respecto a esta propiedad. Ahora, escribimos Hp =
H⊥− ⊗ H−. Por lo dicho anteriormente, observamos que H⊥− es Γ-invariante y B tiene
ı́ndice p en dicho subespacio. Supongamos que H⊥− contiene un subespacio propio M 6=
{0} que es cerrado y Γ-invariante. Entonces B|M×M es no degenerada porque no hay
subespacios isotrópicos no triviales Γ-invariantes. Aśı, por la Proposición 1.4, obtenemos
una descomposición H⊥− = M⊕M⊥, donde M⊥ también es invariante, B|M×M es de ı́ndice
p1 y B|M⊥×M⊥ es de ı́ndice p2. Como estamos suponiendo que H− es maximal respecto a
ser definido negativo, entonces p1 > 0 y p2 > 0. Estas desigualdades permiten repetir el
argumento anterior a lo más una cantidad finita de veces y ello nos da la descomposición
deseada.

Es importante notar que veremos un enunciado similar en el Caṕıtulo 4 (Proposición
4.2), el cual se demuestra de manera análoga, por lo cual no se presentará su prueba.
Además, en el caso de un espacio de Hilbert de dimensión finita, se puede enunciar un
resultado totalmente análogo, lo cual se utilizará en el Caṕıtulo 5.



4 Representaciones de PO(1, n)◦ en
O(2,∞)

El objetivo de este caṕıtulo es resolver el problema planteado en la Pregunta 2.14 en el
caso p = 2 con n ≥ 3. En primer lugar enunciamos el resultado principal.

Teorema A. Sea n ≥ 3. Entonces no existe ninguna representación irreducible

PO(1, n)◦ −→ O(2,∞). (4.1)

En virtud del teorema anterior, sólo resta por resolver el caso (2) (ver p. 20) para tener
una respuesta negativa a la Pregunta 2.14 cuando p < n.

Para construir la prueba del Teorema A se requieren algunos resultados generales acerca
de complejificaciones de representaciones en O(2,∞) (que son presentados en la sección 4.1),
aśı como del concepto de argumento de Cartan (introducido en la Sección 4.2). Dedicamos
la sección 4.3 a la demostración del teorema principal. Finalmente, en la sección 4.4 se
prueba un resultado similar al Teorema A en el caso de pares de Gelfand donde el grupo
ambiente tiene la propiedad (T ) de Kazhdan.

4.1. Complejificaciones de representaciones en O(2,∞)

En esta sección consideremos G un grupo topológico, H un espacio de Hilbert real y B
una forma bilineal fuertemente no degenerada en H de signatura (2,∞). Denotamos por
O(H , B) al grupo de operadores lineales biyectivos de H que preservan B. Consideremos
una representación irreducible

% : G −→ O(H , B).

Ahora, tomemos la complejificación H ⊗C de H y denotemos (con abuso de notación)
por B a la extensión hermitiana de B a H ⊗C. Sea U(H ⊗C, B) el grupo de operadores
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lineales biyectivos de H ⊗ C que preservan B. Denotamos por %C : G −→ U(H ⊗ C, B)
la complejificación de %, que es una representación lineal de G en el espacio H ⊗ C.
Identificamos H con H ⊗1 ⊂H ⊗C y denotamos por Re, Im a los mapeos H ⊗C −→H
que mandan x+ iy a x y y, respectivamente, para x, y ∈H .

Supongamos que %C no es irreducible. Entonces existe un subespacio complejo G-
invariante, cerrado y no trivial en H ⊗C. La siguiente proposición es cierta para cualquier
subespacio con tales propiedades.

Proposición 4.1. Sea W ⊂H ⊗C un subespacio propio cerrado, no cero y G-invariante.

(1) Las restricciones de Re e Im a W son inyectivas.

(2) La dimensión de W es infinita.

(3) La restricción de B a W es fuertemente no degenerada.

Demostración. Si la restricción de Im a W no es inyectiva, entonces W ∩H es un subespa-
cio cerrado, no trivial y G-invariante de H , por lo cual debe ser H porque % es irreducible.
Luego, H ⊂ W y ya que W es subespacio complejo, entonces W = H ⊗ C, pero esto
contradice que W es un espacio propio. La prueba es análoga para Re.

Si la dimensión de W es finita, Re(W ) y Im(W ) son subespacios de dimensión finita
G-invariantes de H , y por lo tanto ambos son iguales a {0}. Esto implica que W = {0},
lo que contradice que W es no trivial. Por lo tanto, W es de dimensión infinita.

Sea NW el radical de la restricción de B a W . Se cumple que NW es un subespacio
isotrópico y por lo tanto de dimensión finita porque B es de ı́ndice finito. Como también es
G-invariante, debe ser igual a {0}. Por ello, B restringido a W es no degenerada. El hecho
de que la restricción es fuertemente no degenerada se sigue de la Proposición 2.8 en [8]. Es
importante notar que los resultados en [8] están dados para el caso real, pero también se
satisfacen en el caso complejo.

El siguiente resultado es similar al Lema 3.8. La prueba es esencialmente la misma, sólo
hay que usar de manera adicional la Proposición 4.1.

Proposición 4.2. Ocurre uno de los dos casos siguientes:

(1) Existe una descomposición ortogonal G-invariante en subespacios cerrados H ⊗C =
V ⊕W donde B restringida a W es definida negativa, B restringida a V tiene sig-
natura (2,∞) y la acción de G en V es irreducible.

(2) Existe una descomposición ortogonal G-invariante en subespacios cerrados H ⊗C =
V1⊕ V2⊕W donde B restringida a W es definida negativa, B restringida a cada Wi

es de signatura (1,∞) y la acción de G en cada Wi es irreducible.
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4.2. Argumento de Cartan

El objetivo de esta sección es dar la prueba del siguiente resultado.

Proposición 4.3. Sea α : PO(1, n)◦ −→ U(1,∞) una representación irreducible. Entonces
α es la complejificación de una representación irreducible PO(1, n)◦ −→ O(1,∞).

En primer lugar se presentarán algunos conceptos auxiliares que serán requeridos para
dicha prueba, aśı como algunos resultados de interés por śı mismos. A lo largo de esta
sección consideramos H un espacio de Hilbert complejo de dimensión κ, la proyección
natural P : (C ⊕ H ) \ {0} −→ P(C ⊕ H ) de (C ⊕ H ) \ {0} en el espacio proyectivo
P(C⊕H ) y el modelo proyectivo del espacio hiperbólico complejo Hκ

C.

Definición 4.4. Sea X un conjunto no vaćıo. Una función γ : X3 −→ R es un 2-cociclo si
su cofrontera dγ : X4 −→ R se anula, donde dγ se define mediante

dγ (x0, x1, x2, x3) = γ (x1, x2, x3)− γ (x0, x2, x3) + γ (x0, x1, x3)− γ (x0, x1, x2) .

Además, decimos que un 2-cociclo es alternante si para cualquier permutación σ de
{1, 2, 3} se cumple

γ
(
xσ(1), xσ(2), xσ(3)

)
= sign (σ) γ (x1, x2, x3)

para cualesquiera x1, x2, x3 ∈ X. Es importante notar que trivialmente el mapeo γ ≡ 0
es un 2-cociclo alternante. A continuación presentamos un concepto debido a Cartan [9].
Para obtenerlo, consideremos [x], [y], [z] ∈ Hκ

C y notemos que

B(x, x), B(y, y), B(z, z) > 0

para cualesquiera representantes de [x], [y] y [z], respectivamente. Luego, definimos el triple
producto 〈·, ·, ·〉 : (C⊕H )3 −→ C por

〈x, y, z〉 = B(x, y)B(y, z)B(z, x)

para cualesquiera x, y, z ∈ C⊕H . En particular, si [x], [y], [z] ∈ Hκ
C, entonces 〈x, y, z〉 6= 0,

ya que en caso contrario alguno de los factores seŕıa igual a 0, y ello implicaŕıa que existen
dos vectores positivos ortogonales, lo cual contradice que B es de signatura (1,∞). También
observamos que el triple producto se escala por un factor positivo cuando multiplicamos
cualquier vector por un escalar complejo no cero: si x, y, z ∈ C⊕H y λ ∈ C∗, entonces

〈λx, y, z〉 = B(λx, y)B(y, z)B(z, λx) = λλB(x, y)B(y, z)B(z, x) = |λ|2〈x, y, z〉. (4.2)

Ahora, en virtud de (4.2), podemos suponer que x, y, z representan a [x], [y], [z] ∈ Hκ
C,

respectivamente, y satisfacen que 〈x, y, z〉 ∈ S1 ⊂ C. Veamos que 〈x, y, z〉 tiene parte real
positiva. Notemos que para cualquier g ∈ PU(1, κ) se satisface que

〈gx, gy, gz〉 = 〈x, y, z〉, (4.3)
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porque B es PU(1, κ)-equivariante. Luego, como PU(1, κ) actúa transitivamente en Hκ
C,

por (4.3) nos basta estudiar cuando x = 1 + 0, y = y1 + y′ y z = z1 + z′, con 1, y1, z1 ∈ C
y 0, y′, z′ ∈H . En primer lugar obtenemos que

〈x, y, z〉 =
〈
1 + 0, y1 + y′, z1 + z′

〉
= y1z1B

(
y1 + y′, z1 + z′

)
= y1z1B(y, z). (4.4)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que y1, z1 ∈ R>0, ya que y, z son B–
positivos y por ello y1 6= 0 y z1 6= 0. Aśı, a partir de (4.4), salvo un escalar positivo, nos
basta estudiar

Re (B(y, z)) = Re
(
y1z1 − 〈y′, z′〉

)
.

Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos lo siguiente

Re (B(y, z)) = y1z1 −Re〈y′, z′〉 ≥ y1z1 −
∥∥y′∥∥ ∥∥z′∥∥ > y1z1 − y1z1 = 0, (4.5)

donde la última desigualdad se obtiene porque y1 > ‖y′‖ y z > ‖z′‖ ya que y y z son
B–positivos. Por lo tanto 〈x, y, z〉 tiene parte real positiva cuando [x], [y], [z] ∈ Hκ

C. En
virtud de esto último, tenemos que el argumento del triple producto se puede representar
por un número en el intervalo

(
−π

2 ,
π
2

)
.

Definición 4.5. La función c : Hκ
C ×Hκ

C ×Hκ
C −→

(
−π

2 ,
π
2

)
dada por

c ([x], [y], [z]) = arg 〈x1, y1, z1〉 ,

donde x1, y1 y z1 son representantes de [x], [y] y [z], respectivamente, se llama argumento
de Cartan.

Lema 4.6. El argumento de Cartan es un 2-cociclo alternante.

Demostración. Como la forma B es hermitiana, se obtiene de inmediato que el argumento
de Cartan es alternante. En primer lugar veamos que el triple producto es un 2-cociclo
multiplicativo. Para ello observamos que si [x0] , [x1] , [x2] , [x3] ∈ Hκ

C, entonces, salvo un
escalar positivo,

d (〈·, ·, ·〉) (x0, x1, x2, x3) =
B (x1, x2)B (x2, x3)

B (x1, x3)
· B (x0, x3)

B (x0, x2)B (x2, x3)

B (x0, x1)B (x1, x3)

B (x0, x3)
· B (x0, x2)

B (x0, x1)B (x1, x2)

= 1.

(4.6)

A continuación, para mostrar que el argumento de Cartan c es un cociclo, primero
consideremos [x], [y], [z] ∈ Hκ

C y notemos que

ei c([x],[y],[z]) =
〈x, y, z〉
|〈x, y, z〉|

,
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por lo cual
ei dc([x],[y],[z],[t]) = 1. (4.7)

donde [t] ∈ Hκ
C y usamos (4.6). Luego, la igualdad (4.7) implica que dc toma valores en 2πZ.

Ya que la expresión dc([x], [y], [z], [t]) tiene 4 términos todos menores a π
2 en valor absoluto,

entonces |dc([x], [y], [z], [t])| < 2π, y por lo tanto dc = 0. Esto prueba lo deseado.

Definición 4.7. Decimos que un subespacio real V de C ⊕H es totalmente real si es
cerrado y B(z, w) ∈ R para cualesquiera z, w ∈ V . También, U ⊂ Hκ

C es un subespacio
totalmente real de dimensión r si existe un subespacio totalmente real VU ⊂ C ⊕H de
dimensión r + 1 tal que P (VU ) = U .

A continuación presentamos algunos resultados acerca de esta clase de subespacios.

Lema 4.8. Sea V un subespacio real de C⊕H . Si V es un subespacio totalmente real de
C⊕H , entonces se cumple alguno de los siguientes casos:

(1) o bien, V ∩ J(V ) = {0}, donde J : C ⊕H −→ C ⊕H es la multiplicación por el
escalar i;

(2) o bien, existe w ∈ V vector isotrópico tal que V = Cw⊕U , donde U es un subespacio
contenido en w⊥, la restricción de B a U es definida negativa y U ∩ J(U) = {0}.

Demostración. Supongamos que no ocurre (1). Entonces V ∩ J(V ) 6= {0}. Tomemos w ∈
V ∩ J(V ) con w 6= 0. Luego, Cw ⊂ V pues iw ∈ V . A continuación, notamos que

B(iw,w) = iB(w,w) ∈ R,

y como por hipótesis también se tiene que B(w,w) ∈ R, entonces B(w,w) = 0.
Ahora, consideremos v ∈ V . Entonces, por las hipótesis, B(w, v), B(iw, v) ∈ R, de

donde B(w, v) = 0, esto es, v ∈ w⊥. Esto último implica que V ∩ J(V ) = Cw ya que en
caso contrario tendŕıamos dos ĺıneas ortogonales isotrópicas en C⊕H .

A continuación, observamos que, sin pérdida de generalidad, podemos escribir w =
e1 + e2 con B (e1, e2) = 0, B (e1, e1) = θ, B (e2, e2) = −θ para algún θ > 0, y a partir de
esto obtenemos una descomposición de C⊕H en suma directa ortogonal dada por

C⊕H = Ce1 ⊕ Ce2 ⊕W,

donde W es un subespacio definido negativo. Definimos U = V ∩W . Veamos que V =
Cw ⊕ U . Tomemos v ∈ V y escribamos v = λe1 + µe2 + w′, con w′ ∈W . Entonces

B
(
v − w′, w

)
= B (λe1 + µe2, w) = (λ− µ) θ,

pero B (v − w′, w) = −B (w′, w) y w′ es ortogonal a w, por lo cual se tiene que λ− µ = 0,
esto es,

v = λw + w′.
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Obtenemos que Cw ∩ U = {0} porque si v ∈ (Cw ∩ U) \ {0}, entonces B(v, v) = 0 y
B(v, v) < 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, V = Cw⊕U . Finalmente, U∩J(U) =
{0} porque en caso contrario, repitiendo los argumentos del inicio, obtenemos otro vector
isotrópico ortogonal a w, lo cual contradice que B es de ı́ndice 1. Esto termina la prueba.

Corolario 4.9. Sea V un subespacio totalmente real de C ⊕H . Si existe v ∈ V tal que
B(v, v) > 0, entonces tenemos una descomposición V = Rv⊕U , con U ortogonal a v y tal
que U ∩ J(U) = {0}.

Demostración. Ya que existe v ∈ V tal que B(v, v) > 0 estamos en el caso (1) del Lema
4.8 y el resultado es inmediato.

Lema 4.10. Sea V un subespacio totalmente real de C ⊕ H y supongamos que existe
u0 ∈ V tal que B (u0, u0) > 0.

(1) Si PR denota la proyección natural de V en su espacio proyectivo real, entonces
PR(V ) = P(V ).

(2) Si V1 es otro subespacio totalmente real tal que P(V1) = P(V ), entonces existe λ0 ∈ S1

tal que V1 = λ0V .

Demostración. (1) Ya que existe u0 ∈ V , se cumple el inciso (1) del Lema 4.8, es decir,
V ∩ J(V ) = {0}. Ahora, sean u, v ∈ V \ {0}. Supongamos que [u] = [v] ∈ P(V ), esto es,
supongamos que existe a+ ib ∈ C∗ tal que u = (a+ ib)v. Si b 6= 0, entonces iv ∈ V \ {0},
lo cual contradice que V ∩ J(V ) = {0}. Por lo tanto, b = 0 y [u] = [v] ∈ PR(V ). Como la
otra contención es inmediata, entonces se tiene la igualdad deseada.

(2) Por la hipótesis, podemos escribir V = Ru0⊕V ′, donde V ′ ⊂ u⊥0 . Ya que B (u0, u0) >
0, existe ε > 0 tal que para cualesquiera w,w′ en la bola abierta Bε(0) ⊂ V ′ se tiene que
B (u0 + w, u0 + w′) > 0.

Vemos que dados v, v′ ∈ V , existen λ, λ′ ∈ C∗ y v1, v
′
1 ∈ V1 tales que v = λv1 y v′ = λ′v′1.

Luego, B(v, v′) = λλ′B(v1, v
′
1). Ahora, si v = u0 y v′ = u0+w, entonces λλ′ ∈ R, por lo cual

arg(λ) = ± arg(λ′). A partir de lo anterior obtenemos que para cualquier w ∈ Bε(0) se tiene
que u0 +w ∈ λ0V1 y, como u0 ∈ λ0V1, entonces w ∈ λ0V1 (aqúı denotamos λ = λ0 el escalar
asociado a u0). Por lo tanto, V ⊂ λ0V1. De manera análoga obtenemos que existe µ ∈ C∗
tal que V1 ⊂ µV . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que λ0 y µ tienen norma
1. Notemos que existe v̂ ∈ V tal que u0 = λ0µv̂, por lo cual λ0µB (v̂, v̂) = B (u0, v̂) ∈ R∗.
Esto implica que λ0µ ∈ R,de donde λ0 = ±µ−1. En conclusión, V = λ0V1 con λ0 ∈ S1.

Observación 4.11. En el Lema 4.10 se obtiene que λ0 ∈ S1 es único salvo un signo. Para
verlo, notamos que si u0 = λv1 = λ′v′1, con λ, λ′ ∈ S1, como B|V1×V1 es no degenerada,
existe v′′1 ∈ V1 tal que B (v1, v

′′
1) 6= 0. Luego, se tiene que

λ′B
(
v′1, v

′′
1

)
= B

(
u0, v

′′
1

)
= λB

(
v1, v

′′
1

)
6= 0,

y como B (v′1, v
′′
1) , B (v1, v

′′
1) ∈ R, se sigue el resultado deseado.
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Antes de continuar, introducimos algunos conceptos adicionales que permitirán enten-
der la motivación de algunas construcciones relacionadas con el argumento de Cartan. En
primer lugar, dado un conjunto X 6= ∅, un núcleo de tipo positivo complejo es una función
Φ : X2 −→ C tal que para cualquier n ∈ N y para cualesquiera x1, . . . , xn ∈ X y cuales-
quiera c1, . . . , cn ∈ C se satisface que

∑n
j,k=1 cjckΦ (xj , xk) ≥ 0. Para el caso real se agrega

la hipótesis de que Φ sea simétrica. Si consideremos un conjunto X, (H, 〈 , 〉) un espacio
de Hilbert complejo y u : X −→ H una función, entonces τu : X2 −→ C definida por
τu(x, y) = 〈u(x), u(y)〉 es un núcleo de tipo positivo complejo. Resulta que, esencialmente,
cualquier núcleo de tipo positivo está dado como κu. Esto último hecho es conocido como
construcción GNS (en honor a Gelfand, Nǎimark y Segal): si τ : X2 −→ C es un núcleo
de tipo positivo complejo, existen un espacio de Hilbert complejo (H, 〈 , 〉) y una función
u : X −→ H tales que τu = τ y span{u(x)} es denso en H. Para mayor información acerca
de núcleos de tipo positivo y la construcción GNS se puede consultar [2, Apéndice C].

Para los fines del presente trabajo, también estamos interesados en una generalización
de los núcleos de tipo positivo: dado un conjunto X 6= ∅, un núcleo de tipo hiperbólico real
es una función simétrica β : X2 −→ R≥0 que es igual a la constante 1 sobre la diagonal y
para cualquier x0 ∈ X se tiene que la función definida por

(x, y) 7→ β (x, x0)β (x0, y)− β (x, y)

es un núcleo de tipo positivo para toda x0 ∈ X. En la Proposición 1.1 de [30] se exhibe
que la condición anterior es equivalente a la existencia de un mapeo f : X −→ Hκ

R, para
algún cardinal κ, tal que β(x, y) = cosh (d (f(x), f(y))). Para el caso complejo definimos
un núcleo de tipo hiperbólico complejo sobre un conjunto no vaćıo X como un par (β, γ),
donde β : X2 −→ R≥0 y γ : X3 −→

(
−π

2 ,
π
2

)
tales que β es la constante 1 sobre la diagonal

de X2, γ es un 2–cociclo alternante y el mapeo

(x, y) 7→ β (x, x0)β (x0, y)− eiγ(x0,x,y)β(x, y)

es un núcleo de tipo positivo complejo para toda x0 ∈ X. Como γ ≡ 0 es un cociclo
alternante, un par (β, 0) es un núcleo de tipo hiperbólico complejo si y sólo si β es un
núcleo de tipo hiperbólico real. Los resultados anteriores y más propiedades acerca de
núcleos de tipo hiperbólico se pueden consultar en [31] y [30].

A continuación usaremos el argumento de Cartan c y los conceptos anteriores para
caracterizar los conjuntos contenidos en un subespacio totalmente real. Este resultado
aparece como Lema 2.6 de [30].

Lema 4.12. Sea X un subconjunto de Hκ
C. El argumento de Cartan se anula en X3 si y

sólo si X está contenido en un subespacio totalmente real de Hκ
C.

Demostración. Notemos que la segunda implicación es inmediata porque el argumento
de un número real es cero. Para la primera implicación supongamos que el argumento
de Cartan c se anula en X3 y consideremos HC(X) ⊂ Hκ

C la intersección de todos los
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subespacios hiperbólicos de Hκ
C que contienen a X. Tenemos que el par (β, c) es un núcleo

de tipo hiperbólico complejo, donde β : X2 −→ C está dada por β(x, y) = cosh (d(x, y))
(ver [30, Proposición 1.9]). Pero como c = 0, entonces β es un núcleo hiperbólico real.

Por la construcción GNS, existen un espacio de Hilbert complejo (H, 〈 , 〉) y un mapeo
h : X −→ H tal que

〈h(x), h(y)〉 = β (x, x0)β (y, x0)− β(x, y)

para un x0 ∈ X fijo y cualesquiera x, y ∈ X. Dotamos al espacio C ⊕ H con la forma
hermitiana de Minkowski B y definimos f : X −→ C ⊕ H por f(x) = β (x, x0) ⊕ h(x).
Entonces para cualesquiera x, y ∈ X se tiene que

B (f(x), f(y)) = β(x, y) = cosh (d (f(x), f(y))) .

Esto nos dice que la forma B es real sobre la imagen de f , entonces X está contenido en
un espacio hiperbólico complejo Hκ′

C totalmente real. Luego, por la unicidad (salvo isometŕıa
holomorfa) del espacio hiperbólico complejo que contiene a un conjunto, obtenemos que
Hκ′

C es isométrico a HC(X), esto es, HC(X) es un espacio hiperbólico complejo y es un
subespacio totalmente real de Hκ

C que contiene a X.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [30].

Lema 4.13 (Lema 4.2 de [30]). Sea 3 ≤ n ≤ ∞. Si γ es un cociclo alternante en (Hn
R)3

que es PO(1, n)◦-invariante por la acción diagonal, entonces γ se anula en (Hn
R)3.

Finalmente, para concluir esta sección, presentamos la prueba de la Proposición 4.3.

Demostración [Proposición 4.3]. Consideremos W el espacio de Hilbert complejo subya-
cente a la representación α, y B la forma hermitiana de signatura (1,∞) en W . Denotemos
por H∞C el espacio hiperbólico de dimensión infinita asociado, es decir,

H∞C = { [x] ∈ P(W ) | B(x, x) > 0} .

Consideremos el argumento de Cartan c : H∞C ×H∞C ×H∞C −→
(
−π

2 ; π2
)
. Por definición, c

es invariante bajo la acción diagonal del grupo PU(1,∞) y, por el Lema 4.6, también es
un 2-cociclo alternante. Ahora, la representación α induce una acción isométrica continua
de PO(1, n)◦ en Hn

C que también denotaremos por α. Sea f : Hn
R −→ H∞C un mapeo

α-equivariante continuo, por ejemplo, consideremos la siguiente construcción. Sea e0 =
(1, 0 . . . , 0) ∈ Hn

R. Como el estabilizador Stab(e0) en PO(1, n)◦ de e0 es compacto y actúa
por isometŕıas en H∞C , por el Teorema de punto fijo de Cartan existe ζ ∈ H∞C que es fijado
por Stab(e0). Definimos f(e0) = ζ y, ya que para todo x ∈ Hn

R existe gx ∈ PO(1, n)◦ tal que
gx(e0) = x, extendemos mediante la acción de α (ver la Proposición 2.9 para un argumento
similar), es decir,

f(x) = f (gx (e0)) = α (gx) (ζ) .
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Notemos que el Lema 4.13 implica que

c (f(x), f(y), f(z)) = 0

para cualesquiera x, y, z ∈ Hn
R. Si denotamos X = f (Hn

R), a partir del Lema 4.12 se obtiene
que existe un subespacio totalmente real V de W tal que X ⊂ P(V ) ⊂ H∞C . Notemos que
por definición, X es PO(1, n)◦-invariante. Además, existe x0 ∈ V tal que B (x0, x0) > 0 y
x = [x0] ∈ X. Consideremos N la intersección de todos los subespacios totalmente reales
de H∞C que contienen a la imagen de f , es decir,

N =
⋂

W ′⊂W
totalmente real,
X⊂P(W ′)⊂H∞C

P
(
W ′
)
.

También, sea

U =
⋂

W ′⊂W
totalmente real,

x0∈W ′, X⊂P(W ′)⊂H∞C

W ′.

Afirmación. Se satisface que N = P(U).
La contención P(U) ⊂ N es inmediata porque U es un subespacio totalmente real ya

que es un subespacio cerrado y para cualesquiera v, v′ ∈ U se tiene que B (v, v′) ∈ R y, por
definición, contiene a X. Por otro lado, la contención N ⊂ P(U) se obtiene como sigue.
Consideremos subespacios totalmente reales W ′,W ′′ ⊂ W tales que X ⊂ P (W ′) ⊂ H∞C y
X ⊂ P (W ′′) ⊂ H∞C . Veamos que x0 ∈ W ′ ∩W ′′. Ya que [x0] ∈ P (W ′) ∩ P (W ′′), existen

λ′, λ′′ ∈ C∗, w′ ∈ W ′ y w′′ ∈ W ′′ tales que x0 = λ′w′ = λ′′w′′. Tenemos que w′ = λ′′

λ′ w
′′,

pero como B (w′, w′′) ∈ R porque W ′′ es totalmente real, y de hecho B (w′′, w′′) > 0
porque [w′′] ∈ H∞C , entonces λ′′

λ′ ∈ R. Con un argumento similar se muestra que debe
ocurrir λ′ ∈ R y por lo tanto λ′′ ∈ R. Esto prueba que x0 ∈ W ′ ∩W ′′ y por lo tanto se
tiene la otra contención. En conclusión, es cierta la Afirmación.

La Afirmación implica que N es la imagen de un subespacio totalmente real U . Ob-
servamos que N es invariante bajo la acción de PO(1, n)◦. Veamos que U también lo es.
Notamos que si g ∈ PO(1, n)◦, entonces gP(U) = P(U). Por el Lema 4.10, existe λg ∈ S1

tal que gU = λgU . Definimos G −→ S1 dado por g 7→ λ2
g, vemos que es un morfismo

porque
(gh) · U = g (λhU) = λhλgU,

y está bien definido porque gx0 = λgx
′
0, con x0 ∈ U tal que B (x0, x0) > 0, y entonces(

B
(
gx0, x

′
0

))2
= λ2

g

(
B
(
x′0, x

′
0

))2
.

Lo anterior implica que el morfismo es continuo y, por lo tanto, debe ser trivial. En con-
clusión, gU = U . Por lo tanto, U es PO(1, n)◦-invariante.
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Observemos que la restricción de B a U es fuertemente no degenerada de signatura
(1,∞). En primer lugar notamos que si v1, v2 ∈ U , entonces para cualesquiera v, v′ ∈ U se
verifica que

B
(
v1 + iv, v2 + iv′

)
= B (v1, v2)− iB

(
v1, v

′)+ iB (v, v2) +B
(
v, v′

)
,

por lo cual B es hermitiana en U . Luego, como x0 ∈ U y B (x0, x0) > 0, por el Corolario
4.9, existe una descomposición ortogonal U = Rx ⊕ U ′ tal que U ′ ∩ J (U ′) = {0}, y como
B es de signatura (1,∞) en W , U ′ debe ser definido negativo, lo cual prueba lo deseado.

Tenemos que, por el Lema 4.8, U ∩ J(U) = {0}. Consideremos la inclusión j : U ⊕
J(U) −→ W y mostremos que j (U ⊕ J(U)) es cerrado en W para obtener que W =
U ⊕ J(U) por la irreductibilidad de α. Además, ello implica que la acción de PO(1, n)◦ en
U es irreducible. Ya que B es de signatura (1,∞) en W , podemos tomar una descomposición
W = C⊕W1, donde B|W1×W1 es definida negativa. Con un argumento análogo, obtenemos
que existe una descomposición U = R⊕ V1, donde B|V1×V1 es definida negativa. Notemos
que V1 es un subespacio real de U . Aśı, j (U ⊕ J(U)) = C⊕ (V1 + J (V1)). Para terminar,
únicamente se debe mostrar que V1 + J (V1) es cerrado. Con un argumento similar al de la
prueba del Lema 4.8, obtenemos que V1 es ortogonal a J (V1), por lo cual podemos escribir
W1 = V1 ⊕ J (V1) ⊕W2, donde W2 es el complemento ortogonal en W1 de V1 ⊕ J (V1).
Observamos que V1, J (V1) y W2 son espacios de Hilbert reales y W2 se expresa como su
suma directa, de donde se sigue que en particular V1 ⊕ J (V1) es un subespacio cerrado.
Esto concluye la prueba.

4.3. Prueba del Teorema A

Procedemos a la prueba del resultado principal. Consideremos una representación irredu-
cible

% : PO(1, n)◦ −→ O(2,∞)

con n ≥ 3. Como se hizo en la sección anterior, denotemos por H al espacio de Hilbert
y por B a la forma bilineal subyacentes a la representación %. Fijemos desde ahora un
subgrupo compacto maximal

K ⊂ PO(1, n)◦.

Observemos que K es isomorfo al grupo SO(n). Para continuar, revisamos el siguiente
resultado de [31].

Proposición 4.14. Existe un subespacio P ⊂ H de dimensión 2 que es fijado puntual-
mente por K.

Demostración. Consideremos el espacio X2(H ) de subespacios de H de dimensión 2 en los
cuales la restricción de B es definida positiva. Se cumple que X2(H ) admite una estructura
de espacio CAT(0) completo en el cual el grupo O(H , B) actúa por isometŕıas (ver [14]
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para una prueba de estos resultados); luego, por el Teorema de Cartan se obtiene que existe
P ∈ X2(H ) que es fijado por la acción de K. Ahora, la acción de K en P está dada, salvo
conjugación, por un homomorfismo K −→ O(2). Se sigue que tal morfismo es trivial, por
lo cual P ⊂H K . Por lo tanto, K fija puntualmente a P .

La siguiente proposición es demostrada en [31, Prop. 5.4] y se presenta porque será refe-
rida varias veces. La versión original incluye una afirmación para el caso de representaciones
reales que no utilizaremos aqúı.

Proposición 4.15. Sea (G,K) un par de Gelfand. Consideremos π una representación
C-lineal en un espacio de Hilbert H que preserva una forma hermitiana continua y fuer-
temente no degenerada de ı́ndice finito. Si π es irreducible, entonces el espacio H K de
vectores K-invariantes tiene dimensión compleja a lo más 1.

Se refiere al lector a la Sección 1.3 para consultar la definición de par de Gelfand y
la prueba de que (PO(1, n)◦,K) es un par de Gelfand. Notemos que la versión unitaria
sobre espacios de Hilbert es un resultado clásico, mientras que el trabajo de N. Monod y P.
Py generalizó el resultado al caso de formas fuertemente no degeneradas de ı́ndice p (con
p ≥ 1).

En virtud de las dos proposiciones anteriores se obtiene que la complejificación %C de %
no es irreducible. En efecto, primero notemos que la dimensión real del espacio de puntos
K-fijos en H es igual a la dimensión compleja de puntos K-fijos en H ⊗ C:

dimR
(
H K

)
= dimC

(
(H ⊗ C)K

)
.

Si %C fuese irreducible, el lado derecho debe ser menor o igual a 1 por la Proposición 4.15,
pero el lado izquierdo tiene dimensión mayor o igual a 2 por la Proposición 4.14. Lo anterior
es un absurdo y por lo tanto %C no es irreducible.

Ahora, por la Proposición 4.2 obtenemos dos casos que analizamos de manera separada:

Caso (1). Supongamos que tenemos una descomposición PO(1, n)◦-invariante

H ⊗ C = V ⊕W

donde V es subespacio cerrado de signatura (2,∞) tal que la acción de PO(1, n)◦ es irredu-
cible y W es cerrado y definido negativo. Con un argumento similar al dado en la prueba de
la Proposición 4.14 obtenemos que existe un subespacio complejo P de dimensión compleja
2 que es fijado por K.

Ahora estudiemos la acción de K en P . Ya que dicha acción preserva la restricción de
B a P , ésta define un homomorfismo de K en el grupo unitario U(2) (bien definido salvo
conjugación). De hecho, se tiene el siguiente resultado acerca de homomorfismos entre
dichos grupos.
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Proposición 4.16. Sea n ≥ 3. Cualquier homomorfismo continuo de SO(n) en U(2) es
trivial.

Demostración. Sea ϕ : SO(n) −→ U(2) un homomorfismo continuo, entonces ϕ es suave.
Ahora, consideremos el mapeo determinante det : U(2) −→ S1. Luego, la diferencial del
mapeo composición det ◦ ϕ en el elemento identidad Id es

DId(det ◦ ϕ) : so(n) −→ R.

Como SO(n) es simple, su álgebra de Lie es perfecta, esto es, si z ∈ so(n) entonces z
se puede escribir como una suma de conmutadores

z =
∑

[xj , yj ] ,

para algunos xj , yj ∈ so(n). Ya que DId(det ◦ ϕ) es un morfismo de álgebras de Lie y R es
un álgebra de Lie abeliana, obtenemos que DId(det ◦ ϕ) es el mapeo cero, y como SO(n)
es conexo, se obtiene que det ◦ϕ es el mapeo constante 1. Esto implica que ϕ(A) ∈ SU(2),
por lo cual podemos considerar que tenemos el mapeo ϕ : SO(n) −→ SU(2).

Ahora, observemos que si n ≥ 5, como SO(n) es simple y dim(so(n)) = n(n−1)
2 > 3,

entonces el morfismo DId(ϕ) es cero, lo cual implica que ϕ es trivial por la conexidad de
SO(n).

Para n = 3 notamos que, por la simplicidad de so(3), DId(ϕ) es cero o bien es inyectiva.
Si ocurre que DId(ϕ) = 0, procedemos como en el caso anterior. Veamos que no puede
suceder que DId(ϕ) sea inyectiva. Por contradicción, supongamos que DId(ϕ) es inyectiva,
entonces es un isomorfismo porque son espacios de la misma dimensión. Luego, por el
teorema de inversión local obtenemos que ϕ es un difeomorfismo local, y esto implica que
ϕ es un mapeo cubriente. Ya que SO(3) es simple, se sigue que ϕ es un difeomorfismo, pero
esto es una contradicción porque SU(2) es simplemente conexo pero SO(3) no lo es. En
conclusión, ϕ es trivial.

Finalmente estudiamos el caso n = 4. Supongamos que ϕ no es trivial. Tenemos que
existe un mapeo cubriente de dos hojas π : SU(2) × SU(2) −→ SO(4) cuyo núcleo es
generado por (− Id,− Id). Consideramos la composición

ϕ ◦ π : SU(2)× SU(2) −→ SU(2)

Veamos que las restricciones p1 y p2 a SU(2) × {Id} y {Id} × SU(2), respectivamente,
no pueden ser ambas no triviales, pues en caso contrario, obtenemos que DId(ϕ ◦ π)| :
su(2) × {0} −→ su(2) y DId(ϕ ◦ π)| : {0} × su(2) −→ su(2) son isomorfismos, luego, para
cualesquiera X,Y ∈ su(2) existen únicos (u, 0) ∈ su(2) × {0} y (0, v) ∈ {0} × su(2) tales
que X = DId(ϕ ◦ π)(u, 0) y Y = DId(ϕ ◦ π)(0, v), pero ello implica que

[X,Y ] = [DId(ϕ ◦ π)(u, 0), DId(ϕ ◦ π)(0, v)] = DId(ϕ ◦ π) [(u, 0) , (0, v)] = 0,
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y esto significa que su(2) es un álgebra abeliana, pero ello no ocurre. Aśı, al menos una
de las dos proyecciones es trivial. Sin pérdida de generalidad supongamos que la segunda
proyección es trivial. Entonces, existe f : SU(2) −→ SU(2) tal que

ϕ ◦ π = f ◦ p1.

Como f es un homomorfismo no trivial, entonces debe ser un isomorfismo. Por otro
lado,

f(− Id) = f ◦ p1(− Id,− Id) = ϕ ◦ π(− Id,− Id) = ϕ(Id) = Id,

lo cual contradice que f es un isomorfismo. Por lo tanto, ϕ es trivial. Esto concluye la
prueba.

En virtud de la Proposición anterior, obtenemos que K fija puntualmente a P (como
en la Proposición 4.14) y por ello dimC

(
V K
)

es mayor o igual que 2, pero esto contradice
la Proposición 4.15 porque estamos suponiendo que la representación de PO(1, n)◦ en V
es irreducible. En conclusión, este caso no es posible.

Caso (2). Supongamos que tenemos una descomposición PO(1, n)◦-invariante

H ⊗ C = U1 ⊕ U2 ⊕W,

donde U1, U2 son subespacios cerrados de signatura (1,∞) y la acción de PO(1, n)◦ es
irreducible en cada uno de ellos, y W es subespacio cerrado definido negativo.

Aplicamos la Proposición 4.3 a la representación de PO(1, n)◦ en U1. Esto nos da un
subespacio totalmente real V1 ⊂ U1 tal que su complejificación es igual a U1 y la restricción
de B a U1 es la extensión hermitiana de una forma fuertemente no degenerada en V1 de
signatura (1,∞).

Consideremos la proyección p1 : H ⊗ C −→ U1 que tiene núcleo U2 ⊕W y el mapeo
Re : U1 −→ V1 que tiene núcleo J(V1). Sea π = Re ◦ p1|H , el cual es un mapeo lineal.
Notemos que en caso de que π = 0, podemos cambiar Re por el mapeo Im : U1 −→ V1, pues
si ambas composiciones fueran igual al mapeo cero, entonces H ⊂ U2⊕W , pero ello implica
que iH ⊂ U2⊕W y por lo tanto, como son subespacios complejos, U2⊕W = H ⊗C, lo que
no ocurre por hipótesis. Aśı, supongamos sin pérdida de generalidad que π 6= 0. Tenemos
que π es inyectiva ya que ker(π) es un subespacio propio, cerrado e invariante de H y,
por la irreductibilidad de %, ker(π) = {0}. Por la Proposición 4.14 existe P subespacio
2-dimensional de H que es fijado puntualmente por K. Luego, π(P ) está contenido en
V K

1 y, por la inyectividad de π, dimR
(
V K

1

)
≥ 2, pero esto implica que dimC

(
UK1
)
≥ 2.

Finalmente, esto es una contradicción con la Proposición 4.15 porque la representación en
U1 es irreducible. Esto muestra que este caso tampoco ocurre.

Para concluir, lo anterior demuestra que no existen representaciones irreducibles de
PO(1, n)◦ en O(2,∞). Esto termina la prueba del Teorema A.
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4.4. Una aplicación del Teorema A

En la Sección 4.1 se usó la estrategia de considerar la complejificación de una representación
irreducible de un grupo G en O(2,∞) = O(H , B) para obtener, mediante la Proposición
4.2, una descomposición de H ⊗C en espacios G-invariantes (o bien, irreducibles respecto
a la restricción de B, o bien, definidos negativos respecto a la restricción de B). En esta
sección utilizamos esa misma idea para obtener un resultado análogo al Teorema A que
es válido para ciertos grupos con la propiedad (T ) de Kazhdan (con algunas condiciones
adicionales). Se presenta el siguiente teorema porque su demostración es sencilla y usa ideas
similares a las presentadas a lo largo de esta caṕıtulo, aunque en el siguiente caṕıtulo se
prueba un resultado que lo mejora (ver Teorema B).

Teorema 4.17. Sea (G,K) un par de Gelfand. Si G tiene la propiedad (T ) de Kazhdan y
cualquier homomorfismo continuo K −→ U(2) es trivial, entonces no existen representa-
ciones irreducibles G −→ O(2,∞).

Demostración. Por contradicción. Supongamos que existe una representación irreducible
% : G −→ O(2,∞), y consideremos su complejificación %C : G −→ U(2,∞).

Ahora, con un argumento análogo al dado en la Proposición 4.14 y usando el hecho de
que cualquier morfismo K −→ U(2) es trivial, tenemos que existe un subespacio complejo
V de H ⊗C de dimensión 2 que es fijado puntualmente por K. Luego, por la Proposición
4.15 se obtiene que %C no es irreducible.

A continuación usamos la Proposición 4.2. Vemos que el segundo caso no ocurre porque
G tiene (T ), pues si α : G −→ U(1,∞) es una representación lineal, entonces G fija una
ĺınea definida positiva en el espacio de Hilbert subyacente, lo que contradice que α es
irreducible.

Aśı, supongamos que H ⊗C = U ⊕W con U subespacio cerrado G-invariante tal que
la restricción de B a U es de signatura (2,∞) y la acción es irreducible, y W es subespacio
cerrado definido negativo. Tenemos que K fija puntualmente a un plano complejo Z ⊂ U ,
entonces la dimensión de UK es mayor o igual 2, lo cual contradice que la acción de G en
U es irreducible por la Proposición 4.15.

Ejemplo 4.18. Consideremos G = SL(3,R) y K = SO(3). Tenemos que (G,K) es un par
de Gelfand y por la Proposición 4.16, no hay homomorfismos no triviales de K en U(2), aśı
que por el Teorema 4.17 no existen representaciones irreducibles de SL(3,R) en O(2,∞).
Es importante notar que este hecho se puede deducir a partir de los resultados presentados
en [16], pero la prueba presentada aqúı es más sencilla.
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En este caṕıtulo estamos interesados en obtener resultados análogos al Teorema A. En
particular, uno de los objetivos es presentar la prueba del siguiente teorema.

Teorema B. Sea (G,K) un par de Gelfand. Si G tiene la propiedad (T ) de Kazhdan
y cualquier homomorfismo K −→ O(2) es trivial, entonces no existen representaciones
continuas irreducibles G −→ O(2,∞).

Notamos que dicho teorema es análogo al Teorema 4.17, sin embargo, se impone una
condición menos restrictiva sobre los morfismos con dominio K. Para dar una prueba
completa de este teorema, primero se presentan algunos resultados auxiliares acerca de
subespacios invariantes bajo conjugación al considerar complejificaciones de representacio-
nes irreducibles de un grupo G en un espacio de Hilbert real (ver Sección 5.1); luego, en
la Sección 5.2 se enuncian algunos resultados de Teoŕıa Espectral que serán utilizados más
adelante. La demostración del Teorema B se da en la Sección 5.3, aśı como un resultado
que identifica algunas propiedades de los subespacios invariantes bajo representaciones de
G en O(2,∞). Finalmente, en la Sección 5.4 se hace una aplicación directa del Teorema
B al estudio de representaciones de grupos de matrices con coeficientes en el campo de
números p-ádicos (con p ≥ 2 un número primo).

5.1. Conjugación de subespacios invariantes

Sea G un grupo topológico y consideremos % una representación irreducible de G en el
espacio de Hilbert real H . Tomemos %C la complejificación de dicha representación y sea
W ⊂H ⊗C un subespacio cerrado G-invariante. Definimos el subespacio conjugado de W
como

W = {a− ib | a+ ib ∈W} .

Notemos que {0} y H ⊗ C cumplen que {0} = {0} y H ⊗ C = H ⊗ C. El siguiente

45
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resultado dice que, bajo estas condiciones, son los únicos subespacios que cumplen esta pro-
piedad.

Lema 5.1. Sean % una representación irreducible de un grupo topológico G en un espacio de
Hilbert H y %C su complejificación. Si W ⊂H ⊗C es un subespacio cerrado G-invariante
y tal que W = W , entonces W = {0} o W = H ⊗ C.

Observación 5.2. Un subespacio complejo U ⊂H ⊗C es invariante bajo conjugación si
y sólo si U = V ⊕ iV para algún subespacio V ⊂H . Además, U es cerrado si y sólo si V
es cerrado.

Demostración [Lema 5.1]. Sea W como en las hipótesis del Lema. Por la observación
anterior sabemos que existe V ⊂ H subespacio cerrado y G-invariante con W = V ⊕ iV .
Como % es irreducible se tiene que o bien V = {0} o bien V = H , lo cual implica que
W = {0} o W = H ⊗ C.

Usamos el resultado anterior para estudiar la descomposición del espacio subyacente al
considerar una representación no irreducible.

Lema 5.3. Sean % una representación irreducible de un grupo topológico G en un espacio
de Hilbert H y %C su complejificación. Si %C no es irreducible y W ⊂ H ⊗ C es un
subespacio cerrado, propio, no cero y G-invariante, entonces W ∩W = {0}.

Demostración. Ya que W ∩W es invariante bajo conjugación, por el Lema 5.1 se sigue
que W ∩W = {0} o W ∩W = H ⊕ C. Como W ∩W ⊂ W 6= H ⊗ C se concluye que
W ∩W = {0}.

Observación 5.4. En general no sabemos que W + W sea un subespacio cerrado. Sin
embargo, cuando W +W es cerrado en H ⊗C, se puede demostrar que W ⊕W = H ⊗C.
Para esto, basta notar que W ⊂ W + W , aśı que, por el Lema 5.1, o bien W + W = {0}
o bien W +W = H ⊗ C; como W 6= {0}, entonces W +W = H ⊗ C. Finalmente, por el
lema anterior sabemos que W ∩W = {0}, y por lo tanto se satisface la igualdad deseada.

5.2. Interludio de teoŕıa espectral

El contenido de esta sección sigue principalmente los desarrollos hechos en [21] (ver las
Secciones 6.5, 6.6 y 6.7) y [20] (ver la Sección 1.4). También se puede consultar el Caṕıtulo
7 de [35]. Ya que el objetivo de esta sección es únicamente referir una versión del Teo-
rema Espectral (ver Proposición 5.6) y algunos resultados auxiliares, no se hace ninguna
demostración y se remite al lector a las referencias mencionadas.

A lo largo de esta sección, V denota un espacio de Hilbert complejo y 〈 , 〉 su producto
hermitiano. Si M es un subespacio cerrado de V , decimos que el operador acotado P es
la proyección (ortogonal) sobre M si para todo x ∈ V se cumple que Px = y si y sólo si
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x = y + z con y ∈ M y z ∈ M⊥. También, si T es un operador acotado en V , el espectro
de T se define como

σ(T ) = {λ ∈ C | T − λ Id no tiene inverso acotado} .

Recordamos que un operador lineal acotado S en V es simétrico si 〈Sx, y〉 = 〈x, Sy〉
para cualesquiera x, y ∈ V . Es inmediato que si S es simétrico, entonces 〈Sx, x〉 ∈ R para
toda x ∈ V . También, un hecho no trivial en este caso es que el espectro σ(S) está formado
por números reales, esto es, σ(S) ⊂ R.

Decimos que un operador simétrico S es positivo si 〈Sx, x〉 ≥ 0 para toda x ∈ V , y en
tal caso lo denotamos por S ≥ 0. Si S y T son operadores simétricos tales que S − T ≥ 0,
lo denotamos por S ≥ T o T ≤ S.

Sea Ω un conjunto equipado con una σ-álgebra M . Decimos que P : M −→ B(V ) es
una medida con valores en proyecciones sobre V si

(1) Cada P (E) es una proyección ortogonal.

(2) P (∅) = 0 y P (Ω) = Id.

(3) P (E ∩ F ) = P (E)P (F ).

(4) Si (Ej) es una familia disjunta, entonces P (∪Ej) =
∑
P (Ej), donde la suma converge

en la topoloǵıa de operador fuerte (es decir, la topoloǵıa más débil tal que para
cualquier x ∈ V , el mapeo evaluación (T, x) 7→ Tx es continuo en T ).

Lema 5.5. Sea S un operador simétrico en V y consideremos E y F borelianos del espectro
de S. Además, supongamos que P es una medida en los borelianos del espectro de S con
valores en proyecciones. Si E y F son ajenos, entonces los conjuntos imagen de P (E) y de
P (F ) son mutuamente ortogonales1.

Para una prueba de este lema y la siguiente proposición se puede consultar [20, Sección
1.4].

Proposición 5.6. Sea S un operador simétrico en V . Entonces a S se le puede asociar
PS una medida en los borelianos del espectro σ(S) con valores en proyecciones tal que:

(1) S conmuta con PS(E) para todo boreliano E.

(2) Si T es un operador acotado que conmuta con S, entonces T conmuta con PS(E)
para todo boreliano E.

(3) Se cumple que S =
∫
λdPS(λ).

1En este caso, los conjuntos imagen de P (E) y P (F ) son mutuamente ortogonales si 〈P (E)u, P (F )v〉 = 0
para cualesquiera u, v ∈ V .



48 Representaciones y pares de Gelfand

El inciso (3) tiene sentido a partir de las siguientes consideraciones:

(1) Para cualesquiera u, v ∈ V , el mapeo Pu,v definido en los borelianos por

Pu,v(E) = 〈PS(E)u, v〉

es una medida compleja usual.

(2) Luego, dado el operador simétrico S, se satisface que para cualesquiera u, v ∈ V se
tiene la siguiente igualdad

〈Su, v〉 =

∫
σ(S)

λdPu,v(λ).

5.3. Propiedad (T ) y O(2,∞)

La primera parte de esta sección está dedicada a la prueba del Teorema B. Posteriormente
se presenta un resultado que mejora a dicho teorema y también una versión en dimensión
finita del Teorema B.

Demostración [Teorema B]. Procedemos por contradicción. Supongamos que existe una re-
presentación irreducible % : G −→ O(2,∞), y sean H el espacio de Hilbert real subyacente
y B la forma bilineal en H de signatura (2,∞). Consideremos %C : G −→ U(2,∞) su com-
plejificación y, con abuso de notación, denotamos también por B a la extensión hermitiana
a H ⊗ C de la forma B. Ya que por hipótesis no existe un homomorfismo K −→ O(2) no
trivial, entonces existe P ⊂H subespacio de dimensión 2 que es fijado puntualmente por
K (ver Proposición 4.14); lo anterior implica que dimR(H K) ≥ 2, de donde se sigue que

dimC

(
(H ⊗ C)K

)
≥ 2 y, por la Proposición 4.15, que %C no es irreducible. Ahora, por

la Proposición 4.2 tenemos dos casos. Observamos que el caso (2) no ocurre por el mismo
argumento dado en la prueba del Teorema 4.17: si α : G −→ U(1,∞) es una representación
lineal, como G tiene la propiedad (T ) debe existir una ĺınea ` definida positiva en el espacio
de Hilbert subyacente, tal que ` es fijada por G, lo cual contradice que α es irreducible.

Pasamos al caso (1) de la Proposición 4.2: supongamos que H ⊗ C = V ⊕ W es
una descomposición G-invariante en subespacios cerrados tales que B restringida a W es
definida negativa y B restringida a V es de signatura (2,∞) con la acción de G en V
irreducible. Notamos que también tenemos una descomposición en suma ortogonal dada
por H ⊗ C = V ⊕W que es G-invariante, donde V y W son los respectivos subespacios
conjugados de V y W . Observamos que W no está contenido en W , ya que en caso contrario
W ∩ W = W y el Lema 5.3 implica que W ∩ W = {0}, por lo cual obtendŕıamos que
W = {0}, lo cual no ocurre. Luego, al considerar la proyección

p : H ⊗ C = V ⊕W −→ V



5.3 Propiedad (T ) y O(2,∞) 49

con ker(p) = W , obtenemos que p(W ) 6= {0}. Ahora, definimos la forma hermitiana
B1 : W ×W −→ C por

B1(u, v) = B (p(u), p(v)) ,

para cualesquiera u, v ∈W . Notamos que B1 es no cero por definición. Con esto, B1 y −B
son dos formas hermitianas en W , de hecho, −B es un producto hermitiano.

Afirmación 1. Existe un operador lineal acotado S : W −→W tal que

B1(u, v) = −B(u, Sv)

para cualesquiera u, v ∈W .
Para obtener este hecho, primero sea v ∈W y consideremos el mapeo lineal fv : W −→ C

definido por fv(u) = −B(u, v). Entonces, por el Teorema de representación de Riesz existe
un único Sv ∈ W tal que fv(u) = −B(u, Sv) para todo u ∈ W . Esto define S : W −→ W
tal que B1(u, v) = −B(u, Sv) para cualesquiera u, v ∈ W . Veamos que S es lineal. Sean
v1, v2 ∈W y λ ∈ C, entonces, para cualquier u ∈W se tiene que

−B (u, S (v1 + λv2)) = B1 (u, v1 + λv2) = B1 (u, v1) + λB (u, v2)

= −B (u, Sv1)− λB (u, Sv2) = −B (u, Sv1 + λSv2) ,

aśı que por la unicidad del Teorema de Riesz se obtiene que S (v1 + λv2) = Sv1 + λSv2, es
decir, S es lineal. Que S es un operador acotado se obtiene porque es continuo en 0 gracias
a la continuidad de −B. Esto termina la prueba de la Afirmación 1.

Afirmación 2. El operador S es simétrico respecto a −B.
Para esto, notemos que si u, v ∈W , entonces

−B(Su, v) = −B(v, Su) = B1(v, u) = B1(u, v) = −B(u, Sv),

por lo cual S es un operador simétrico respecto a −B.

Afirmación 3. El operador S conmuta con la acción de G en W .
Queremos ver que g(Sv) = S(gv) para cualesquiera g ∈ G y v ∈ W . Para ello, basta

con mostrar que −B(u, g(Sv)) = −B(u, S(gv)) para cualquier u ∈W y utilizar la unicidad
asegurada por el Teorema de Riesz. Pero la igualdad deseada es inmediata porque

−B (u, S(gv)) = B1(u, gv) = B1

(
g−1u, v

)
= −B

(
g−1u, Sv

)
= −B (u, g(Sv)) ,

pues tanto −B como B1 son G-invariantes. Esto prueba lo deseado.
Aśı, las Afirmaciones 1, 2 y 3 muestran que S es un operador y simétrico (respecto al

producto hermitiano −B) en W que conmuta con la acción de G en W . Entonces, por la
Proposición 5.6, para todo E boreliano del espectro de S se cumple que PS(E) conmuta
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con la acción de G, en particular, si E1 = (−∞, 0), E2 = [0,∞), entonces P+ = PS (E1)
y P− = PS (E2) conmutan con la acción de G. Luego, por el Lema 5.5, se obtiene que
W+ = P+(W ) y W− = P−(W ) son mutuamente ortogonales. Luego, como Id = P+ + P−,
obtenemos una descomposición W = W+ ⊕W− que es ortogonal respecto a −B.

Afirmación 4. La descomposición W = W+⊕W− es ortogonal respecto a B1 si y sólo
si S estabiliza a W+ y W−.

Vemos que si W+ es ortogonal a W− respecto a B1 entonces B1(u, v) = 0 para cua-
lesquiera u ∈ W+ y v ∈ W−. Pero, por la definición de S, lo anterior implica que para
cualesquiera u ∈ W+ y v ∈ W− tenemos que B1(u, v) = −B(u, Sv) = 0. Como v = P−(v),
se obtiene Sv = SP−(v) = P−Sv ∈ W−, es decir, S estabiliza a W−. Ya que también
obtenemos una descomposición W = P−(W ) ⊕ ker (P−) que es ortogonal respecto a −B,
S estabiliza a ker (P−). Puesto que x = P+x + P−x para toda x ∈ W , entonces P−x = 0
si y sólo si x ∈W+. Esto muestra que ker (P−) = W+. Por lo tanto, S estabiliza a W+. El
rećıproco es inmediato. Esto prueba la Afirmación 4.

En virtud de la Afirmación 4 obtenemos que la descomposición W = W+ ⊕ W− es
ortogonal respecto a B1, ya que S estabiliza a W+ y W−. Lo anterior implica que B1 es
positiva en W+, de donde se sigue que B es positiva en p (W+), por lo cual dimC (p (W+)) ≤
2. Ahora, como p (W+) ( V y la acción deG en V es irreducible, obtenemos que p (W+) = 0.
Esto implica que B1 es negativa en W , es decir, p(W ) es negativo respecto a B, pero
p(W ) no es denso en V , aśı por G-invariancia se obtiene que p(W ) = 0, pero esto es
una contradicción. En conclusión, tampoco ocurre el caso (1). Esto termina la prueba del
Teorema B.

Observación 5.7. Notemos que en la prueba de que no ocurre el caso (1) no fue relevante la
signatura de la restricción de B al subespacio V , ya que únicamente se usó la G-invariancia
de la descomposición. Aśı, si p ≥ 2, dada una representación continua G −→ U(p,∞),
con H el espacio de Hilbert complejo y B la forma hermitiana subyacentes, no existe una
descomposición G-invariante H = V ⊕W en subespacios cerrados tales que la restricción
de B a W sea definida negativa y la restricción de B a V sea de signatura (p,∞) con la
acción de G en V irreducible.

A continuación se presenta un resultado un poco más fuerte que el Teorema B.

Teorema B’. Sea (G,K) un par de Gelfand tal que G tiene la propiedad (T ) de Kazhdan y
cualquier homomorfismo continuo K −→ O(2) es trivial. Entonces para toda representación
continua % : G −→ O(2,∞) se cumple que %(G) preserva un subespacio de dimensión 2
que es definido positivo respecto a la forma bilineal subyacente, o preserva un subespacio
isotrópico no cero.

La prueba de este resultado usa el Teorema B y la siguiente versión en dimensión finita
de dicho teorema.
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Teorema 5.8. Sea q ≥ 1 un entero. Si (G,K) es un par de Gelfand tal que G tiene
la propiedad (T ) de Kazhdan y cualquier homomorfismo continuo K −→ O(2) es trivial,
entonces no existen representaciones irreducibles G −→ O(2, q).

Demostración. Procedemos por contradicción. Supongamos que existe % : G −→ O(2, q)
representación irreducible. Sea V el espacio de Hilbert subyacente y B la forma bilineal
sobre V de signatura (2, q). Analizamos los siguientes 3 casos.

Caso (1). Supongamos que q = 1. Ya que G tiene (T ) entonces fija una ĺınea definida
negativa, esto contradice que % es irreducible. Por lo tanto no existen representaciones
irreducibles de G en O(2, 1).

Caso (2). Supongamos que q = 2. En primer lugar notemos que

O(2, 2) ∼= O (Mat2(R), Bdet) ,

esto es, si consideramos el espacio vectorial de matrices cuadradas de tamaño 2 × 2 con
entradas reales y det : Mat2(R) −→ R el determinante, entonces Bdet es una forma bilineal
de signatura (2, 2) en Mat2(R)×Mat2(R), donde Bdet es la forma bilineal inducida por la
forma cuadrática det (el determinante de una matriz). Para obtener el isomorfismo basta
notar que si

(
a b
c d

)
∈ Mat2(R), entonces:

det

(
a b
c d

)
= ad− bc =

(
a+ d

2

)2

−
(
a− d

2

)2

−
(
b+ c

2

)2

+

(
b− c

2

)2

,

de donde se obtiene un isomorfismo con R2,2. Ahora, queremos definir un homomorfismo
continuo ψ : SL(2,R)×SL(2,R) −→ O(2, 2), para ello observamos que si (g, h) ∈ SL(2,R)×
SL(2,R) y definimos ψ(g, h) : Mat2(R) −→ Mat2(R) como ψ(g, h)(M) = gMh−1, entonces
det(ψ(g, h)(M)) = det(M) para cualquier M ∈ Mat2(R), es decir, ψ(g, h) preserva la
forma cuadrática det en Mat2(R) (y por lo tanto preserva Bdet). Notamos que ψ es un
homomorfismo porque dados (g, h), (l,m) ∈ SL(2,R)×SL(2,R) se tiene que para cualquier
M ∈ Mat2(R):

ψ((g, h) · (l,m))(M) = ψ(gl, hm)(M) = glM(hm)−1 = glMm−1h−1

= ψ(g, h)
(
lMm−1

)
= ψ(g, h) ◦ ψ(l,m)(M).

Ya que ψ es continua y SL(2,R) es conexo, entonces

ψ(SL(2,R)× SL(2,R)) ⊂ O(2, 2)◦.

Con abuso de notación, denotamos ψ : SL(2,R) × SL(2,R) −→ O(2, 2)◦. A continuación
veamos que ker(ψ) = 〈(− Id,− Id)〉. Claramente (− Id,− Id) ∈ ker(ϕ). Sea (g, h) ∈ ker(ϕ).
Entonces gMh−1 = M para cualquier M ∈ Mat2(R), en particular, g Id2 h

−1 = Id2, lo
cual implica que g = h y además que gM = Mg para cualquier M ∈ Mat2(R), esto
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último significa que g es un elemento del centro Z (Mat2(R)) de Mat2(R), por lo cual
g = λ Id2 con λ ∈ R∗, pero g ∈ SL(2,R), aśı que g ∈ {Id2,− Id2}. Esto muestra que
ker(ψ) = 〈(− Id2,− Id2)〉.

Como ker(ψ) es discreto (de hecho finito) y cualquier morfismo entre grupos de Lie es
de rango constante, obtenemos que ψ es una inmersión. Pero ya que

dim O(2, 2) = dim(SL(2,R)× SL(2,R)) = 6,

entonces ψ es un isomorfismo local. En particular, esto implica que la imagen de ψ es
un subgrupo abierto (y por lo tanto cerrado) de O(2, 2)◦, por lo cual debe coincidir con
O(2, 2)◦. Entonces tenemos un isomorfismo

ψ̃ :
SL(2,R)× SL(2,R)

〈(− Id,− Id)〉
−→ O(2, 2)◦,

tal que si

π : SL(2,R)× SL(2,R) −→ SL(2,R)× SL(2,R)

〈(− Id,− Id)〉

es la proyección natural, entonces ψ = ψ̃ ◦ π. Consideremos el homomorfismo

ϕ̃ :
SL(2,R)× SL(2,R)

〈(− Id,− Id)〉
−→ PSL(2,R)× PSL(2,R)

dado por [(g, h)] 7→ ([g], [h]) y definamos

ϕ = ϕ̃ ◦ ψ̃−1 : O(2, 2)◦ −→ PSL(2,R)× PSL(2,R).

Observamos que ϕ̃ es una función propia y por lo tanto ϕ también lo es.
A partir de ahora procedemos a la prueba de la inexistencia de representaciones irre-

ducibles continuas de G en O(2, 2). Procedemos por contradicción. Supongamos que existe
% : G −→ O(2, 2) una representación irreducible continua. Tomamos G1 = %−1(O(2, 2)◦),
y notamos que G1 es un subgrupo cerrado de G y de ı́ndice finito en G, por lo cual, como
G tiene (T ), entonces G1 también tiene (T ) (ver Teorema 1.7.1 de [2] o el punto 2 de la
prueba del Lema 19.53 de [13]).

Consideremos pi : PSL(2,R) × PSL(2,R) −→ PSL(2,R) la proyección canónica con
i = 1, 2. Entonces pi ◦ ϕ ◦ % (G1) ⊂ PSL(2,R) es relativamente compacto, esto es, existe
Ki ⊂ PSL(2,R) subgrupo compacto tal que pi ◦ϕ◦% (G1) ⊂ Ki para i = 1, 2. Para obtener
esto usamos que pi ◦ ϕ ◦ % (G1) tiene (T ) porque G1 tiene (T ) y su imagen es densa en
pi ◦ ϕ ◦ % (G1) (ver Teorema 1.3.4 de [2]); luego, como este grupo actúa por isometŕıas en el
plano hiperbólico H2, fija un punto x ∈ H2, esto implica que pi ◦ ϕ ◦ % (G1) está contenido
en el estabilizador Ki de x, el cual es un subgrupo compacto. Ahora, se tiene que

% (G1) ⊂ ϕ−1 (K1 ×K2) ⊂ O(2, 2)◦



5.3 Propiedad (T ) y O(2,∞) 53

y como K1 × K2 es compacto y ϕ es un mapeo propio, entonces K = ϕ−1 (K1 ×K2) es
compacto. Ya que K actúa continua e isométricamente en R2,2, entonces K fija un punto
(ver Corolario 3.75 de [13]), pero esto contradice la irreductibilidad de %. Esto concluye la
prueba de este caso.

Caso (3). Supongamos que q ≥ 3 y consideremos %C la complejificación de %. Ya que
no existen homomorfismos no triviales K −→ O(2), entonces existe P ⊂ V subespacio
de dimensión 2 que es fijado puntualmente por K (ver Proposición 4.14), por lo cual
dimR

(
(V )K

)
≥ 2, de donde se obtiene que dimC

(
(V ⊗ C)K

)
≥ 2 y, ya que la Proposición

4.15 es cierta en dimensión finita, entonces %C no es irreducible.

Notemos que no existe ningún subespacio de V ⊗C que sea cerrado, isotrópico, no cero
y G–invariante. En caso contrario, si existe W ⊂ V ⊗ C subespacio cerrado, isotrópico,
no cero y G–invariante. Ya que W + W es un subespacio de dimensión finita, entonces
es cerrado, aśı, a partir de la Observación 5.4 obtenemos que W ⊕W = V ⊗ C. Ya que
W es un subespacio isotrópico no cero, se tiene que 0 < dimCW ≤ 2, de donde se sigue
que dimC(V ⊗ C) = dimC(W ⊕W ) ≤ 4; pero por otro lado, como V admite una forma
bilineal de signatura (2, q) con q ≥ 3, entonces dimR(V ) ≥ 5, por lo cual dimC(V ⊗C) ≥ 5,
esto es una contradicción. Aśı, no existe ningún subespacio cerrado, isotrópico, no cero y
G-invariante de V ⊗ C.

Observamos que el Lema 3.8 (con las modificaciones adecuadas) también es cierto para
espacios de dimensión finita. Lo aplicamos en nuestro caso y obtenemos dos subcasos:

Subcaso 1 . Existe una descomposición V ⊗ C = U1 ⊕ U2 ⊕ U3 que es G–invariante
y donde U3 es un subespacio cerrado definido negativo, y Uj es un subespacio cerrado
de signatura (1, rj) tal que la acción de G es irreducible para j = 1, 2. Ahora, como G
tiene (T ) y la acción en Uj es irreducible, se debe tener que rj = 0 (en caso contrario
hay una contradicción y terminamos). Aśı, r1 = 0 = r2. Esto último implica que 0 <
dimR (Re (U1)) ≤ 2 o 0 < dimR (Im (U1)) ≤ 2 y, ya que dimR(V ) ≥ 5, entonces existe
un subespacio cerrado, propio, no cero y G-invariante de V , lo cual contradice que % es
irreducible. Se sigue que este caso no ocurre.

Subcaso 2 . Existe V ⊗C = U1 ⊕ U2 una descomposición G–invariante en subespacios
cerrados, donde la restricción de la forma hermitiana B a U2 es definida negativa y B
restringida a U1 es de signatura (2, r) con la acción de G en U1 irreducible.

Veamos que r = 0. Procedemos por contradicción, aśı que supongamos que r ≥ 1. Ya
que U1 + U1 es de dimensión finita y por lo tanto es cerrado en V ⊗ C, a partir de la
Observación 5.4 obtenemos que V ⊗ C = U1 ⊕ U1. En virtud de lo anterior, definimos un
isomorfismo C-lineal ϕ : U1 −→ U2 que es G–equivariante: dado v ∈ U1, por la descompo-
sición en suma directa existen únicos v? ∈ U1 y w ∈ U2 tales que v = v? + w, tomamos
ϕ(v) = w. Notamos que por definición ϕ es lineal pues ϕ es la composición de la inclusión
de U1 en V ⊗ C seguida de la proyección en U2. Para la G–equivariancia basta observar
que

ϕ (gv) = ϕ (g (v? + w)) = ϕ (gv? + gw) = gw = gϕ (v) .
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De manera análoga se obtiene el mapeo inverso. Ahora, ya que por hipótesis se tiene
que B|U2×U2 es definido negativo, la función B1 : U1 × U1 −→ C definida por

B1 (v1, v2) = −B (ϕ (v1) , ϕ (v2))

es un producto hermitiano en V . Aśı, si definimos 〈 , 〉 : U1 × U1 −→ C como

〈v1, v2〉 = B1 (v2, v1) ,

entonces 〈 , 〉 es un producto hermitiano en U1 y, por construcción, es G–invariante. De
hecho, (U1, 〈 , 〉) es un espacio de Hilbert porque (U2,−B|U2×U2) lo es. Ahora, ya que
tenemos 2 formas hermitianas G–invariantes en U1 vamos a usar esto para obtener la
contradicción deseada.

Afirmación I. Se satisface lo siguiente:

(1) Existe un operador lineal acotado S : U1 −→ U1 tal que para cualesquiera u, v ∈ U1

se cumple que
B(u, v) =< u, Sv > .

(2) El operador S es simétrico respecto a <,>.

(3) El operador S conmuta con la acción de G en U1.

La prueba de la Afirmación I es totalmente análoga a la realizada para las Afirmaciones
1,2 y 3 en la demostración del Teorema B.

Afirmación II. Existe λ0 ∈ R∗ tal que S = λ0 Id.
Por las Afirmación I sabemos que S es un operador simétrico que conmuta con la acción

de G en U1. Ya que la representación %C|U1 es irreducible, por el Lema de Schur (ver [26,
Prop. 1.5]) existe λ0 ∈ C tal que S = λ0 Id. Por las propiedades de S sabemos que S 6= 0,
aśı que λ0 6= 0; además, λ0 ∈ R porque S es un operador simétrico. Esto prueba lo deseado.

La Afirmación II implica que para cualesquiera u, v ∈ U1 se tiene que

−B(u, v) = 〈u, Sv〉 = 〈u, λ0v〉 = λ0〈u, v〉,

es decir, la forma hermitiana B|U1×U1 es un múltiplo escalar del producto hermitiano 〈 , 〉
en U1, pero esto es una contradicción, pues por hipótesis B|U1×U1 es de signatura (2, r) con
r ≥ 1. Esto muestra que r = 0.

Entonces debe ocurrir que dimC(U1) = 2, por lo cual o bien 0 < dimR(Re(U1)) ≤ 4 o
0 < dimR(Im(U1)) ≤ 4, y aśı, como dimR(V ) ≥ 5, se obtiene que existe un subespacio de
V que es cerrado, propio, no cero y G–invariante, lo cual contradice que % es irreducible.
Por lo tanto, este caso tampoco sucede.

Notemos que los Subcasos 1 y 2 prueban que si q ≥ 3 entonces no existen representa-
ciones irreducibles de G en O(2, q).

En conclusión, los Casos (1), (2) y (3) muestran que no existen representaciones irre-
ducibles de G en O(2, q) con q ≥ 1.
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Finalmente, para concluir esta sección presentamos la prueba del Teorema B’.
Demostración [Teorema B’]. Sea H el espacio de Hilbert real subyacente. Si existe V ⊂ H
un subespacio isotrópico no cero G–invariante, terminamos. Aśı, supongamos que no exis-
ten subespacios isotrópicos no cero que sean G-invariantes. Notemos que el Lema 3.8 es
cierto para espacios reales (con las modificaciones adecuadas), aśı que de manera inmediata
obtenemos dos casos.

Caso 1. Hay una descomposición H = V1 ⊕ V2 que es G–invariante donde V2 es un
subespacio cerrado definido negativo y V1 es un subespacio cerrado de signatura (2, q) y
la acción de G en V1 es irreducible. Si 0 < q ≤ ∞, entonces por los Teoremas B y 5.8 se
obtiene una contradicción. Por lo anterior, el único caso posible es q = 0, y aśı V1 es un
subespacio de dimensión 2 definido positivo que es G–invariante.

Caso 2. Hay una descomposición H = V1⊕V2⊕V3 que es G–invariante donde V3 es un
subespacio cerrado definido negativo, y Vj es un subespacio cerrado de signatura (1, qj) tal
que la acción de G en Vj es irreducible (con j=1,2). Notamos que si para algún j ∈ {1, 2}
se tiene que 0 < qj ≤ ∞, ya que G tiene (T ), se sigue que existe ` ⊂ H una ĺınea fija,
pero esto contradice la irreductibilidad de Vj . Por lo tanto q1 = 0 = q2. Entonces, V1 ⊕ V2

es un subespacio de dimensión 2 definido positivo que es G–invariante. Esto termina la
prueba.

5.4. Matrices de números p-ádicos

Sea p ∈ N un número primo fijo. Esta sección está dedicada al estudio de la existencia de
representaciones del grupo especial lineal con coeficientes en los números p–ádicos SL(n,Qp)
en O(2,∞). El interés surge al intentar obtener una generalización del siguiente hecho: si
consideramos un árbol T y Aut(T ) su grupo de automorfismos, en [8] se demuestra la
existencia de representaciones continuas e irreducibles de Aut(T ) en O(1,∞). En particular
existen representaciones irreducibles de SL(2,Qp) en O(1,∞). Ya que SL(3,Qp) actúa en un
edificio de dimensión 2 (ver, por ejemplo, [5]) y dado que los edificios son generalizaciones
de los árboles, de manera natural surge la pregunta siguiente:

Pregunta 5.9. Sea n ≥ 3. ¿Existen representaciones irreducibles de SL(n,Qp) en O(q,∞)
para algún q ≥ 2?

El Teorema C da una respuesta negativa si q = 2. Para dar la prueba de dicho teorema,
en primer lugar se describen brevemente a los números p-ádicos Qp aśı como a los enteros
p-ádicos Zp, y posteriormente se presentan algunos resultados acerca de los grupos de
matrices SL(n,Qp) y SL(n,Zp). En la parte final de la sección se demuestra el Teorema C.

Definición 5.10. Sea K un campo.

(1) Un valor absoluto en K es una función |·| : K −→ R tal que para cualesquiera x, y ∈ K
se verifica que
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a) |x| ≥ 0, y |x| = 0 si y sólo si x = 0;

b) |xy| = |x||y|;
c) |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

(2) Un valor absoluto define una topoloǵıa en K mediante la métrica d(x, y) = |x− y|.

(3) El campo K es un local si K puede ser dotado de un valor absoluto para el cual K es
localmente compacto y no discreto.

Observación 5.11. Notemos que, dado un valor absoluto en K, se tiene que K es local-
mente compacto si y sólo si la bola unitaria B(0, 1) = {x ∈ K | |x| ≤ 1} es compacta, y
también K no es discreto si y sólo si existe x ∈ K \ {0} tal que |x| 6= 1 (el valor absoluto
no es trivial).

Observación 5.12. Existe una clasificación salvo isomorfismo de los campos locales. De
hecho, cualquier campo local es isomorfo a alguno de los siguientes campos:

(1) R o C con el valor absoluto usual,

(2) una extensión finita del campo de los números p-ádicos con una extensión del valor
absoluto p-ádico,

(3) el campo K = k((X)) de series de Laurent sobre un campo finito k con valor absoluto
dado por |

∑∞
i=m aiX

i| = e−m con am ∈ k \ {0}.

Este hecho puede consultarse, por ejemplo, en [47].

A continuación se presenta la construcción de los números p-ádicos tal como aparece
en [2, Sección D.4]; para una explicación más extensa (e introductoria) acerca de esta
construcción (aśı como un poco de teoŕıa de representaciones de grupos sobre campos
p–ádicos) se puede consultar [38]. Dado x ∈ Q escribimos x = pma

b , con a, b ∈ Z \ {0},
m ∈ Z, a primo relativo con p y b primo relativo con p. Definimos |x|p = p−m y |0|p = 0.
Entonces el mapeo | · |p : Q −→ R dado por

x 7→ |x|p

es un valor absoluto no trivial en Q llamado valor absoluto p–ádico. La compleción de Q
respecto a la métrica

dp(x, y) = |x− y|p, para x, y ∈ Q

es el campo Qp de los números p-ádicos. Tenemos que Qp es en efecto un campo porque
las operaciones de Q se extienden a la compleción Qp. Además, el valor absoluto p–ádico
en Q se extiende a un valor absoluto en Qp. Ahora, la bola unitaria

Zp = {x ∈ Qp | |x|p ≤ 1}
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es un conjunto abierto y un subanillo compacto de Qp llamado anillo de los enteros p–ádicos.
Por la Observación 5.11 se obtiene que Qp es localmente compacto. Ya que | · |p no es trivial,
se obtiene que Qp es un campo local.

Teorema 5.13. El par (SL (n,Qp) ,SL (n,Zp)) es par de Gelfand.

El teorema anterior se sigue de los resultados de F. Bruhat en [6], en particular de su
Ejemplo 2, y del Teorema I de I. Satake en [40, Sección 5]. También es posible deducirlo
a partir de [29] mediante la reducción al estudio de ciertas acciones sobre edificios con
caracteŕısticas adecuadas.

Teorema 5.14. Sea n ≥ 3 un entero. El grupo SL (n,Qp) tiene la propiedad (T ) de Kazh-
dan.

Ya que Qp es un campo local, el teorema anterior es un caso particular del Teorema
1.4.15 de [2], el cual es válido para campos locales en general.

Definición 5.15. Sean n ∈ N∗ y A un anillo con 1 ∈ A. Definimos el grupo elemental
En(A) como el subgrupo de GL(n,A) generado por las matrices elementales eij(a), donde
1 ≤ i, j ≤ n con i 6= j son enteros, a ∈ A, y eij es la matriz con 1 en la diagonal, a en la
posición (i, j) y 0 en otro caso.

Es un resultado conocido que SL(n,Z) = En(Z). Además, dado un anillo unitario A, el
estudio de si SL(n,A) = En(A) es también un tema clásico. En particular, aqúı usaremos
lo siguiente.

Proposición 5.16. Para todo n ≥ 2 se cumple que SL (n,Zp) = En (Zp).

Ya que Zp es un anillo local (y por tanto un anillo semilocal), por el Teorema 4.3.9
de Hahn y O’Meara [23], se obtiene la proposición anterior. De hecho, el mismo teorema
de Hahn y O’Meara es cierto para anillos euclidianos, lo cual implica que la proposición
anterior también es cierta si sustituimos Zp por Z, es decir, SL(n,Z) = En(Z) para todo
n ≥ 2.

Lema 5.17. Sea n ≥ 3. Si eij ∈ En(Zp) es una matriz elemental, entonces es el conmutador
de dos matrices elementales.

Demostración. Dada eij(r) ∈ En(Zp) basta notar que, si l ∈ {1, . . . , n} \ {i, j}, entonces

[eil(r), elj(1)] = eij(r).

A partir de la demostración anterior es inmediato que el Lema 5.17 se satisface para
cualquier anillo con unidad.



58 Representaciones y pares de Gelfand

Corolario 5.18. Sea n ≥ 3. Entonces SL (n,Zp) es un grupo perfecto.

Demostración. Queremos ver que cualquier g ∈ SL (n,Zp) se puede expresar como un
producto de conmutadores. Por la Proposición 5.16 basta probar el resultado para las
matrices elementales mientras que el Lema 5.17 nos da la conclusión deseada.

Finalmente presentamos el resultado principal de esta sección.

Teorema C. Sea n ≥ 3 un entero. No existen representaciones irreducibles continuas
SL(n,Qp) −→ O(2, q) con 1 ≤ q ≤ ∞.

Demostración. Notamos que por el Teorema 5.13 se obtiene que (SL (n,Qp) , SL (n,Zp))
es un par de Gelfand y por el Teorema 5.14 SL (n,Qp) tiene la propiedad (T ). Ahora,
observemos que si ϕ : SL (n,Zp) −→ O(2) es un homomorfismo (continuo), por el Corolario
5.18 se sigue que, para cualquier g ∈ SL (n,Zp), ϕ(g) es un producto de conmutadores de
elementos de O(2), y esto implica que ϕ (SL (n,Zp)) ⊂ SO(2) ya que [h, l] ∈ SO(2) para
cualesquiera h, l ∈ O(2), y puesto que SO(2) es abeliano, se sigue que ϕ es un morfismo
trivial. Por lo tanto, cualquier homomorfismo SL (n,Zp) −→ O(2) es trivial. Finalmente,
ya que se satisfacen las hipótesis de los Teoremas B y 5.8, se concluye que no existen
representaciones irreducibles de SL (n,Qp) −→ O(2, q) con 1 ≤ q ≤ ∞.



6 Del plano hiperbólico a la
grassmanniana no compacta

Para los fines de este caṕıtulo, consideramos s ∈ (3
2 ,

5
2) fijo. Por lo dicho en el Caṕıtulo

2 sabemos que πs es una representación irreducible de PSL(2,R) en O(2,∞). En virtud
de lo anterior, y relacionado con lo realizado en los dos caṕıtulos anteriores, de manera
natural surgen las siguientes preguntas:

(1) ¿existen otras representaciones irreducibles de PSL(2,R) en O(2,∞)?

(2) ¿es posible estudiar de manera geométrica algunas de las propiedades de πs?

Aqúı, en particular, se estudia la segunda pregunta. Para ello se construirá un mapeo
del plano hiperbólico real H2 hacia la grassmanniana no compacta X2(L2(S1)) (definida
más adelante). En la Sección 6.1 se presenta de manera expĺıcita la acción inducida por
la serie principal esférica de PSL(2,R) en los mapeos Re, Im ∈ L2(S1). Luego, en la
sección 6.2 se introduce brevemente un modelo auxiliar de la grassmaniana no compacta,
de manera análoga a lo realizado por D. Toledo al comienzo de la Sección 2 de [42]. A
continuación, en la Sección 6.3 se construye el mapeo anunciado y se estudian algunas de
sus propiedades; en particular se muestra que existe un único mapeo PSL(2,R)-equivariante
de H2 en X2(L2(S1)) y, ya que X2(L2(S1)) es una variedad compleja, se prueba que dicho
mapeo no es holomorfo. Finalmente, en la Sección 6.4 se presentan algunos problemas
abiertos en la misma dirección de los resultados presentados en este caṕıtulo.

Antes de comenzar, fijamos un poco de notación. Para simplificar la escritura, sea
H̃ = L2(S1, dm) el espacio de Hilbert (complejo) de clases de equivalencia de funciones
medibles de cuadrado integrable respecto a la medida de Lebesgue dm en S1 que toman
valores complejos. Por lo visto en el Caṕıtulo 2, la representación πs de la serie principal
esférica, de PSL(2,R) en H̃ , induce una forma hermitiana B = Bs de signatura (2,∞) en

H̃ . Por lo realizado en [11] y [31] (ver Sección 2.2), tenemos que dicha forma hermitiana se

59
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restringe a una forma bilineal, que también denotamos por B, en H = L2
R(S1, dm) ⊂ H̃ el

subespacio de funciones con valores reales. Notamos que de hecho H̃ es la complejificación
de H , aśı que denotaremos por B̃ a la extensión C-bilineal de B a H̃ . De manera adicional,
tomamos el plano de Poincaré H2 = {x + iy ∈ C | y > 0} como el plano hiperbólico (ver
Sección 1.2).

6.1. Serie principal y L2(S1)

Sea ∆ el disco de Poincaré, aśı ∂∆ = S1 y denotamos ∆ = ∆ ∪ ∂∆. Sea g =
(
a b
c d

)
un

elemento de PSL(2,R). Consideremos las funciones α, β : S1 −→ C dadas por

α(eiθ) = Re(eiθ) = cos(θ) (6.1)

y
β(eiθ) = Im(eiθ) = sen(θ). (6.2)

Notamos que α, β ∈ H̃ . Como se mencionó al inicio de este caṕıtulo, πs denota la
representación de parámetro s de la serie principal esférica de PSL(2,R) aśı que al evaluar
πs(g) en α y β obtenemos los mapeos

πs(g)(α) : eiθ 7→ [Jac(g−1)]
1
2

+sRe(g−1eiθ) (6.3)

y

πs(g)(β) : eiθ 7→ [Jac(g−1)]
1
2

+sIm(g−1eiθ) (6.4)

Ahora consideremos la descomposición de Iwasawa ANK de PSL(2,R) donde

A =

{(
a 0
0 a−1

)
, a > 0

}
, N =

{(
1 b
0 1

)
, b ∈ R

}
, K = SO(2).

Supongamos además que g =
(
a b
0 a−1

)
∈ AN , lo cual no resta generalidad porque PSO(2)

es el estabilizador de 0 ∈ ∆ y este hecho se usará más adelante. Notemos que hay una
acción simplemente transitiva de AN en H2 dada por

z 7→ g · z = a2z + ab,

por lo cual induce una biyección ψ : AN −→ H2 determinada por(
a b
0 a−1

)
7→ ab+ ia2.

También tomemos el difeomorfismo ϕ : H2 −→ ∆ dado por ϕ(z) = z−i
z+i , el cual manda i

a 0 y se extiende a ∂∆. También se tiene que ϕ−1 : ∆ −→ H2 está dada por ϕ−1(w) = i1+w
1−w .
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A continuación, definimos el mapeo ga,b : ∆ −→ ∆ dado por

ga,b(w) =
ia2(1 + w) + (ab− i)(1− w)

ia2(1 + w) + (ab+ i)(1− w)
,

el cual se obtiene de aplicar ϕ−1 a w, seguido de la acción de g sobre ϕ−1(w), y finalmente
aplicar ϕ.

A partir de ahora nuestro interés está en estudiar el comportamiento de ga,b en la
frontera del disco de Poincaré ∂∆. Es por esto que supondremos que w = eiθ ∈ S1. De
manera expĺıcita, la imagen de w bajo ga,b está dada por

ga,b(e
iθ) =

ia2(1 + eiθ) + (ab− i)(1− eiθ)
ia2(1 + eiθ) + (ab+ i)(1− iθ)

. (6.5)

Notamos que podemos considerar que ga,b es una función en las variables a, b y θ, y
observamos que de hecho es diferenciable en las tres variables. Por esto último, después de
algunos cálculos elementales, la derivada de ga,b respecto a θ es:

∂ga,b(e
iθ)

∂θ
=

−4ia2eiθ

(ia2(1 + eiθ) + (ab+ i)(1− iθ))2
(6.6)

Ya que ga,b(e
iθ) ∈ S1, existe una función α(θ) tal que ga,b(e

iθ) = eiα(θ), y como ga,b(e
iθ) es

diferenciable en θ, entonces α también lo es, y además

∂

∂θ
ga,b(e

iθ) =
d

dθ
eiα(θ) = iα′(θ)eiα(θ) = iα′(θ)ga,b(e

iθ). (6.7)

En virtud de lo anterior, obtenemos el jacobiano de ga,b(e
iθ) como

Jac(ga,b)(e
iθ) = α′(θ) =

1

iga,b(eiθ)

(
∂

∂θ
ga,b(e

iθ)

)
. (6.8)

Luego, después de sustituir (6.6) en la ecuación (6.8) y de hacer las simplificaciones nece-
sarias, el jacobiano está dado de manera expĺıcita por

Jac(ga,b)(e
iθ) =

−4a2eiθ

(ia2(1 + eiθ) + ab(1− eiθ))2 + (1− eiθ)2
(6.9)

A continuación calculamos expĺıcitamente el valor de las partes real e imaginaria de
ga,b en eiθ. Ya que ga,b(e

iθ) ∈ S1, tenemos que

Re(ga,b(e
iθ)) =

1

2

(
ga,b(e

iθ) +
1

ga,b(eiθ)

)
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y también

Im(ga,b(e
iθ)) =

1

2i

(
ga,b(e

iθ)− 1

ga,b(eiθ)

)
.

Aśı, después de las simplificaciones necesarias, obtenemos que

Re(ga,b(e
iθ)) =

(ia2(1 + eiθ) + ab(1− eiθ))2 − (1− eiθ)2

(ia2(1 + eiθ) + ab(1− eiθ))2 + (1− eiθ)2
, (6.10)

y

Im(ga,b(e
iθ)) =

−2(ia2(1 + eiθ) + ab(1− eiθ))(1− eiθ)
(ia2(1 + eiθ) + ab(1− eiθ))2 + (1− eiθ)2

. (6.11)

Para continuar, usamos las ecuaciones (6.9), (6.10) y (6.11) para obtener expresiones
en términos de eiθ de πs(g)α y πs(g)β. Ya que g =

(
a b
0 a−1

)
, entonces g−1 =

(
a−1 −b

0 a

)
, por

lo cual, al sustituir en (6.9), (6.10) y (6.11) obtenemos:

Jac(ga−1,−b)(e
iθ) =

−4a−2eiθ

(ia−2(1 + eiθ)− a−1b(1− eiθ))2 + (1− eiθ)2
, (6.12)

Re(ga−1,−b(e
iθ)) =

(ia−2(1 + eiθ)− a−1b(1− eiθ))2 − (1− eiθ)2

(ia−2(1 + eiθ)− a−1b(1− eiθ))2 + (1− eiθ)2
, (6.13)

y

Im(ga−1,−b(e
iθ)) =

−2(ia−2(1 + eiθ)− a−1b(1− eiθ))(1− eiθ)
(ia−2(1 + eiθ)− a−1b(1− eiθ))2 + (1− eiθ)2

. (6.14)

Aśı, al retomar las ecuaciones (6.3) y (6.4) y sustituir, obtenemos:

πs(g)(α)(eiθ) =

(
−4a−2eiθ

(ia−2(1 + eiθ)− a−1b(1− eiθ))2 + (1− eiθ)2

) 1
2

+s

· (ia−2(1 + eiθ)− a−1b(1− eiθ))2 − (1− eiθ)2

(ia−2(1 + eiθ)− a−1b(1− eiθ))2 + (1− eiθ)2

(6.15)

y

πs(g)(β)(eiθ) =

(
−4a−2eiθ

(ia−2(1 + eiθ)− a−1b(1− eiθ))2 + (1− eiθ)2

) 1
2

+s

· −2(ia−2(1 + eiθ)− a−1b(1− eiθ))(1− eiθ)
(ia−2(1 + eiθ)− a−1b(1− eiθ))2 + (1− eiθ)2

.

(6.16)

Ahora, ya que ψ(g) = ab+ia2, hacemos el cambio de variable x = ab, y = a2 (aśı y > 0).
Además, obtenemos que a−2 = y−1 y a−1b = xy−1. Aśı, después de las sustituciones en
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(6.15) y (6.16), obtenemos las siguientes expresiones:

πs(g)(α)(eiθ) =

(
−4yeiθ

(i(1 + eiθ)− x(1− eiθ))2 + y2(1− eiθ)2

) 1
2

+s

· (i(1 + eiθ)− x(1− eiθ))2 − y2(1− eiθ)2

(i(1 + eiθ)− x(1− eiθ))2 + y2(1− eiθ)2

(6.17)

y

πs(g)(β)(eiθ) =

(
−4yeiθ

(i(1 + eiθ)− x(1− eiθ))2 + y2(1− eiθ)2

) 1
2

+s

· −2y(i(1 + eiθ)− x(1− eiθ))(1− eiθ)
(i(1 + eiθ)− x(1− eiθ))2 + y2(1− eiθ)2

.

(6.18)

6.2. Un modelo proyectivo de la grassmanniana

En esta sección se presentan dos variedades complejas que son de interés porque en
ambas hay una acción de PSL(2,R) inducida por la representación πs. Además, se da un
difeomorfismo entre ellas que permite estudiar dicha acción en cualquiera de ellas.

En primer lugar, consideremos G2(H ) la familia de planos de H , esto es,

G2(H ) = {E ⊂H , E es un subespacio con dim(E) = 2}.

Observamos que si E ∈ G2(H ), entonces E es un subespacio cerrado de H . Definimos la
grassmanniana de tipo no compacto de planos definidos positivos como

X2(H ) = {E ∈ G2(H ) , B|E×E es definida positiva}.

Como se prueba en [14], a este espacio se le puede dar estructura de espacio CAT(0).
De hecho, X2(H ) admite una estructura de variedad suave (ver [27]), que es totalmente
análoga a la estructura de la grassmanniana en dimensión finita. Definamos a continuación
la segunda variedad de interés. Tal como en el caso de dimensión finita, el espacio proyectivo
complejo de H̃ está definido por

P(H̃ ) = (H̃ \ {0})/∼,

donde ζ ∼ ζ ′ si existe λ ∈ C∗ tal que ζ = λζ ′, y admite una estructura de variedad compleja
(de dimensión infinita, ver [27]). Tomemos el subespacio

Q = {[ζ] ∈ P(H̃ ) , B̃(ζ, ζ) = 0},

que resulta ser una subvariedad compleja. A continuación, consideremos el subespacio
abierto

O = {[ζ] ∈ Q , B(ζ, ζ) > 0}, (6.19)
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por lo cual O también es una variedad compleja.
Con lo anterior ya se han construido las dos variedades que nos interesan. Para definir

el morfismo que permite relacionarlas introducimos algunas notaciones. En primer lugar,
recordemos que si E ∈ X2(H ) consideramos dos bases ordenadas b1 = {ζ1, ζ2} y b2 =
{ξ1, ξ2} de E, decimos que b1 y b2 tienen la misma orientación si la matriz de cambio de
coordenadas de b1 en b2 tiene determinante positivo. Observamos que la propiedad de tener
la misma orientación induce una relación de equivalencia en el conjunto de bases ordenadas
de E, y define únicamente dos clases de equivalencia. Denotaremos por

E = 〈b1〉 = 〈ζ1, ζ2〉

al plano E con la orientación inducida por la base b1.
A continuación elegimos una orientación privilegiada que llamaremos orientación po-

sitiva. Para esto, sean ε1 = πs(Id2)α y ε2 = πs(Id2)β, con α y β como en la Sección
6.1. Notamos que α y β toman valores reales por definición, aśı que α, β ∈ H ; además,
B(ε1, ε1), B(ε2, ε2) > 0 y B(ε1, ε2) = 0. Sea H0 =< ε1, ε2 > y decimos que H0 está
orientado positivamente. Definimos la grassmanniana orientada por

X+
2 = {E = 〈ζ1, ζ2〉, E ∈ X2(H ), {ζ1, ζ2} es base ordenada de E},

Observamos que X+
2 es homeomorfo a dos copias de X2(H ).

Definimos el mapeo η : X+
2 −→ O mediante

H = 〈ζ1, ζ2〉 7→ [ζ1 + iζ2] ,

donde {ζ1, ζ2} es una base ortonormal de H.
En primer lugar veamos que η está bien definida. Para comenzar, sea H =< ζ1, ζ2 >

un elemento de X+
2 , donde {ζ1, ζ2} es una base ortonormal de H. Tenemos que:

B̃(ζ1 + iζ2, ζ1 + iζ2) = B̃(ζ1, ζ1) + iB̃(ζ1, ζ2) + iB̃(ζ2, ζ1) + i2B̃(ζ2, ζ2)

= B(ζ1, ζ1) + iB(ζ1, ζ2) + iB(ζ2, ζ1)−B(ζ2, ζ2) = 0,
(6.20)

y también:

B(ζ1 + iζ2, ζ1 + iζ2) = B(ζ1, ζ1)− iB(ζ1, ζ2) + iB(ζ2, ζ1)− i2B(ζ2, ζ2)

= 1 + 1 = 2.
(6.21)

Aśı, en virtud de (6.20) y (6.21), se tiene que η(〈ζ1, ζ2〉) = [ζ1 + iζ2] ∈ O. Ahora, veamos
que η es independiente de la base ortonormal positiva elegida para H = 〈ζ1, ζ2〉, para lo
cual tomemos {ζ ′1, ζ ′2} ⊂ H otra base ortonormal positiva de H tal que 〈ζ ′1, ζ ′2〉 = 〈ζ1, ζ2〉.
Ya que ambas bases tienen la misma orientación, existe

g =

(
cos(θ) −sen(θ)
sen(θ) cos(θ)

)
∈ SO(2)
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que manda una base en la otra, es decir,

ζ ′1 = cos(θ)ζ1 − sen(θ)ζ2,

ζ ′2 = sen(θ)ζ1 + cos(θ)ζ2.
(6.22)

Por lo anterior,

ζ ′1 + iζ ′2 = cos(θ)ζ1 − sen(θ)ζ2 + i(sen(θ)ζ1 + cos(θ)ζ2)

= (cos(θ) + i sen(θ))ζ1 + (−sen(θ) + i cos(θ))ζ2

= (cos(θ) + i sen(θ))ζ1 + i(cos(θ) + i sen(θ))ζ2

= eiθ(ζ1 + iζ2),

(6.23)

y esto último implica que [ζ ′1 + iζ ′2] = [ζ1 + iζ2] porque eiθ ∈ C∗. Por lo tanto, η está bien
definida.

A continuación, veamos que η es inyectiva. Sean < ζ1, ζ2 >,< ζ ′1, ζ
′
2 >∈ X

+
2 tales que

[ζ1 + iζ2] = [ζ ′1 + iζ ′2], queremos ver que < ζ1, ζ2 >=< ζ ′1, ζ
′
2 >. Ahora, por hipótesis, existe

λ ∈ C∗ tal que ζ ′1 + iζ ′2 = λ(ζ1 + iζ2). Ahora, por (6.21) tenemos que

B(ζ1 + iζ2, ζ1 + iζ2) = 2 = B(ζ ′1 + iζ ′2, ζ
′
1 + iζ ′2), (6.24)

y, como B es una forma hermitiana, también

B(ζ ′1 + iζ ′2, ζ
′
1 + iζ ′2) =|λ|2B(ζ1 + iζ2, ζ1 + iζ2) = 2|λ|2. (6.25)

A partir de (6.24) y (6.25) se deduce que |λ|2 = 1, esto es, |λ| = 1, por lo cual λ ∈ S1 y
podemos escribir λ = eiθ (con θ ∈ [0, 2π]). Aśı obtenemos que ζ ′1 + iζ ′2 = eiθ(ζ1 + iζ2), y
luego por (6.22) y (6.23) se sigue que existe

g =

(
cos(θ) −sen(θ)
sen(θ) cos(θ)

)
∈ SO(2)

que manda una base en la otra. Por lo tanto, {ζ1, ζ2} y {ζ ′1, ζ ′2} tienen la misma orientación
y por ello < ζ1, ζ2 >=< ζ ′1, ζ

′
2 >.

Para seguir, veamos que η es sobreyectiva (y, por lo tanto, biyectiva). Sea [ζ] ∈ O. Ya

que ζ ∈ H̃ \ {0}, podemos escribir ζ = ζ1 + iζ2 con ζ1, ζ2 ∈ H no ambos cero. Ya que
B̃(z, z) = 0, en particular B(ζ1, ζ2) = 0 y B(ζ1, ζ1) = B(ζ2, ζ2), y por lo tanto, ζ1 6= 0 y
ζ2 6= 0. Ya que también B(ζ, ζ) > 0, entonces B(ζ1, ζ1) = 1

2B(ζ, ζ) > 0. En virtud de lo
anterior notamos que

η

(〈
ζ1√

B(ζ1, ζ1)
,

ζ2√
B(ζ2, ζ2)

〉)
=

[
1√

B(ζ1, ζ1)
(ζ1 + iζ2)

]
= [ζ] .

Esto muestra la sobreyectividad de η.
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Finalmente, mostremos que η es un difeomorfismo. Observamos que η−1 es suave porque
si tomamos el mapeo η : p−1(O) ⊂ H̃ \ {0} −→ X2(H ) dado por

ζ1 + iζ2 7→

〈
ζ1√

B(ζ1, ζ1)
,

ζ2√
B(ζ2, ζ2)

〉
, (6.26)

donde p : H̃ \{0} −→ P(H̃ ) es la proyección natural, entonces η es suave y sobreyectivo, y
como p|p−1(O) es suave y una proyección natural, entonces η−1 es suave porque η = η−1 ◦p.

Ahora, notamos que X2(H ) es conexo porque tiene estructura de espacio CAT(0).
Esto muestra que O tiene dos componentes conexas, cada una en biyección con X2(H ),
y por ello, para probar que η es suave, basta hacerlo en cada componente. Sin pérdida
de generalidad, tomamos η| : (X+

2 )◦ −→ O+ el mapeo restringido a (X+
2 )◦ que es la

componente de H0.

Como H admite una descomposición ± respecto a B, podemos suponer que H =
H0 ⊕ H1 donde H0 = 〈ε1, ε2〉 que es un plano definido positivo respecto a B y H1 es un
subespacio definido negativo respecto a B. Notamos que hay un difeomorfismo

X2(H ) ∼= C = {A ∈ L(R2, H1) , ‖A‖ ≤ 1} (6.27)

donde R2 ∼= H0, L(R2, H1) denota las transformaciones lineales de R2 en H1, y ‖A‖ denota
la norma de operador de A (bien definida porque tomamos el supremo sobre S1 ⊂ R2 que
es compacto). Sea < e1, e2 > la base canónica de R2 y denotemos por LA al plano asociado
a A ∈ C, entonces el difeomorfismo está dado por

LA =< e1 +Ae1, e2 +Ae2 > (6.28)

y tiene la misma orientación que H0. Ya que el proceso de ortogonalización de Gram-
Schmidt es suave y preserva la orientación, entonces el mapeo C −→ O+ que se obtiene
como la composición

A 7→< e1 +Ae1, e2 +Ae2 >7→< u1
A, u

2
A >

η7→ [u1
A + iu2

A], (6.29)

donde {u1
A, u

2
A} es la base normalizada luego del proceso de Gram-Schmidt aplicado a

{e1 + Ae1, e2 + Ae2}, es claramente C∞. Y como los primeros dos mapeos son C∞, se
concluye que η es C∞. Esto prueba lo deseado.

Todo el desarrollo anterior demuestra el siguiente resultado.

Lema 6.1. Existe un difeomorfismo entre X2(H ) y O+.
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6.3. El mapeo del semiplano complejo a la grassmaniana

Notamos que al tomar g = Id2, las ecuaciones (6.12), (6.13) y (6.14) se convierten en

Jac(g1,0(eiθ)) = 1, (6.30)

ε1(eiθ) = cos(θ), (6.31)

ε2(eiθ) = sen(θ). (6.32)

Denotemos ι = IdS1 : S1 −→ S1. A partir de (6.31) y (6.32) se obtiene que

ι(eiθ) = (ε1 + iε2)(θ).

Definimos el mapeo fs : H2 −→ X2(H ) como sigue: tomamos

fs(i) =< ε1, ε2 >,

luego, como i es el único punto fijo por la acción de PSO(2) (luego de considerar el di-
feomorfismo ϕ : H2 −→ ∆), extendemos fs mediante la acción transitiva de elementos
g ∈ AN , esto es,

fs(x+ iy) = fs(g · i) =< πs(g)α, πs(g)β > . (6.33)

Proposición 6.2. El mapeo fs : H2 −→ X2(H ) definido en (6.33) es el único morfismo
PSL(R)-equivariante del plano hiperbólico H2 en la grassmanniana no compacta X2(H ).

Aunque ya tenemos un mapeo entre H2 y la grassmaniana no compacta, no es fácil estu-
diar las propiedades del mismo, es por ello que nos apoyamos en el mapeo η : X2(H ) −→ O
dado en la sección anterior y definimos Fs : H2 −→ O como

Fs(x+ iy) = η ◦ fs(x+ iy). (6.34)

Notamos que por la definición de η y por las propiedades de πs obtenemos

Fs(x+ iy) = [πs(g)α+ iπs(g)β] = [πs(g)(α+ iβ)] = [πs(g)ι]. (6.35)

Usaremos la igualdad anterior para estudiar Fs. En primer lugar vemos que si g =(
a b
0 a−1

)
es un elemento de AN , entonces

πs(g)(ι)(eiθ) = (Jac(ga−1,−b)e
iθ)

1
2

+sga−1,−b(e
iθ)
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y por las ecuaciones (6.5) y (6.12) obtenemos de manera expĺıcita que

πs(g)(ι)(eiθ) =

(
−4a−2eiθ

(ia−2(1 + eiθ)− a−1b(1− eiθ))2 + (1− eiθ)2

) 1
2

+s

· ia
−2(1 + eiθ) + (a−1(−b)− i)(1− eiθ)

ia−2(1 + eiθ) + (a−1(−b) + i)(1− iθ)

=

(
−4a−2eiθ

(ia−2(1 + eiθ)− a−1b(1− eiθ))2 + (1− eiθ)2

) 1
2

+s

· i(1 + eiθ)− (ab+ ia2)(1− eiθ)
i(1 + eiθ) + (−ab+ ia2)(1− eiθ)

.

(6.36)

Aplicamos nuevamente el cambio de variable x = ab y y = a2 con lo cual la expresión
en (6.36) se simplifica a

πs(g)(ι)(eiθ) =

(
−4yeiθ

(i(1 + eiθ)− x(1− eiθ))2 + y2(1− eiθ)2

) 1
2

+s

· i(1 + eiθ)− (x+ iy)(1− eiθ)
i(1 + eiθ) + (−x+ iy)(1− eiθ)

.

(6.37)

En virtud de (6.37) podemos definir Gs : R× (0,∞)× [0, 2π] −→ S1 dada por

Gs(x, y, θ) = πs(g)(ι)(eiθ).

Además, claramente Gs es diferenciable en las tres variables y cumple la relación

Fs(x+ iy) = [Gs(x, y, ·)], (6.38)

por lo tanto, Fs es suave en H2. Esto nos permite resolver uno de los problemas que nos
interesa:

Pregunta 6.3. ¿Es Fs un mapeo holomorfo?

Para ello basta con calcular diFs : TiH2 = C −→ T[η]O y, como se satisface (6.38), nos
basta con hacer el siguiente cálculo:

diFs(u+ iv) = u

[
∂Gs
∂x

∣∣∣∣
(0,1,·)

]
+ v

[
∂Gs
∂y

∣∣∣∣
(0,1,θ)

]
.

Usamos fuertemente que Gs es un mapeo suave en las tres variables. Para simplificar los
cálculos primero evaluamos Gs en (x, 1, θ), después derivamos Gs(x, 1, θ) respecto a x y
finalmente evaluamos dicha derivada en (0, 1, θ), con lo cual obtenemos

∂Gs
∂x

∣∣∣∣
(0,1,·)

=
i

2

[(
1

2
+ s

)
(e2iθ − 1) + (e2iθ + 1)

]
. (6.39)



6.4 Ĺıneas de investigación abiertas 69

De manera análoga, evaluamos Gs en (0, y, θ), a continuación derivamos Gs(0, y, θ) respecto
a y y finalmente evaluamos en (0, 1, θ), con lo cual el otro valor deseado es

∂Gs
∂y

∣∣∣∣
(0,1,θ)

=
1

2

[(
1

2
+ s

)
(e2iθ + 1) + (e2iθ − 1)

]
. (6.40)

Finalmente, usamos (6.39) y (6.40) para obtener expĺıcitamente el valor de la diferencial
de Fs en i:

diFs(u+ iv) =
iu

2

[(
1

2
+ s

)
(e2iθ − 1) + (e2iθ + 1)

]
+
v

2

[(
1

2
+ s

)
(e2iθ + 1) + (e2iθ − 1)

] (6.41)

Es claro a partir de (6.41) que diFs no es un mapeo C-lineal, por lo tanto, Fs no es un
mapeo holomorfo. Esto responde de manera negativa la Pregunta 6.3.

Para concluir, mientras se escrib́ıa este texto, B. Duchesne, J. Lécureux y M. B. Pozzetti
calcularon la constante que relaciona el pullback (bajo Fs) de la forma de Kähler en O con
la forma de Kähler del semiplano hiperbólico H2 y obtuvieron que su valor es cero (ver [17,
Appendix A]), lo cual mejora los resultados obtenidos en esta sección.

6.4. Ĺıneas de investigación abiertas

En esta sección se presentan algunos problemas adicionales relacionados con las cons-
trucciones realizadas en este caṕıtulo.

Sabemos que O admite una métrica riemanniana hs, la cual está inducida por la forma
hermitiana Bs de signatura (2,∞), luego, al considerar ghyp es la métrica riemanniana
usual de H2, se puede ver que el pullback de hs mediante Fs es un múltiplo escalar de
ghyp, es decir, F ∗hs = csghyp, con cs ∈ R, por lo cual de manera natural surge el siguiente
problema.

Pregunta 6.4. ¿Cuál es el valor de cs?, o bien, ¿cs es independiente de s?

Por la Proposición 2.9 sabemos que, en el caso de representaciones de PO(1, n)◦ en
O(1,∞), la función fs : Hn −→ H∞ definida por (2.9) es la única función PO(1, n)◦-
equivariante, por lo cual surge la pregunta para representaciones en espacios de ı́ndice
mayor a 1.

Problema 6.5. Si π : PSL2(R) −→ O(2,∞) es una representación irreducible, ¿existe un
único punto K-fijo en X2(H )? Además, ¿el (los) mapeo(s) inducido(s) por la representa-
ción π es (son) holomorfo(s)?, ¿o bien es (son) un mapeo(s) lagrangiano(s)?
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A continuación usamos el concepto de longitud de traslación (ver Definición 2.10) para
plantear el siguiente problema. Ya que fs se define en términos de la representación πs,
podemos considerar la longitud de traslación de πs(g) en X2(H ) para cada g ∈ PSL2(R).

Problema 6.6. Dado g ∈ PSL2(R), ¿cuál es la longitud de traslación `πs(g) de πs(g) al
considerarla como isometŕıa de X2(H )? De hecho, debe cumplirse que la función `πs es
un múltiplo de la función de longitud de traslación en H2, es decir, existe una constante
c(s) > 0 tal que `πs = c(s)`H2, ¿cuál es el valor de c(s) en términos de s?
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citado en p. 5

[19] J. Faraut, Analysis on Lie Groups: An Introduction, Cambridge Studies in Advanced
Mathematics 110, Cambridge University Press, Cambridge, 2008. – citado en p. 5, 6

[20] G.B. Folland, A course in abstract harmonic analysis, CRC Press, USA, 1995. – citado
en p. 46, 47

[21] A. Friedman, Foundations of modern analysis, Dover Publications, New York, 1982.
– citado en p. 46

[22] M. Gromov, Asymptotic invariants of infinite groups. In: Geometric group theory, Vol.
2, London Math. Soc. Lecture Notes Series 182, Cambridge Univ. Press, Cambridge,
1993, 1–295. – citado en p. viii



REFERENCIAS 73

[23] A. J. Hahn and O. T. O’Meara, The classical groups and K-theory, Grundlehren der
Mathematischen Wissenschaften 291, Springer-Verlag Berlin Heidelberg, Berlin, 1989.
– citado en p. 57

[24] R. S. Ismagilov, Unitary representations of the Lorentz group in spaces with indefinite
metric, Izv. Acad. Nauk: SSRR 30 (1966), 497–522. – citado en p. 23, 29

[25] K. D. Johnson and N. R. Wallach, Composition series and intertwining operators for
the spherical principal series. I, Trans. Amer. Math. Soc. 229 (1977), 137–173. – citado
en p. vii, vii, 13, 14, 16, 18

[26] A. W. Knapp, Representation theory of semisimple groups: an overview based on exam-
ples, Princeton Mathematical Series 36, Princeton University Press, 1986. – citado en
p. 13, 54

[27] S. Lang, Fundamentals of differential geometry, Graduate Texts in Mathematics 191,
Springer-Verlag, New York, 1999. – citado en p. 63

[28] S. Lang, SL2(R), Graduate Texts in Mathematics 191, Springer-Verlag, New York,
1985. – citado en p. 13

[29] H. Matsumoto, Analyse harmonique dans les systèmes de Tits bornologiques de type
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Publications Mathématiques de ĺIHÉS, Vol. 18 (1963), 5–69. – citado en p. 57

[41] M. Simonnet, Measures and probabilities, Universitext, Springer-Verlag, New York,
1996. – citado en p. 5

[42] D. Toledo, Projective varieties with non-residually finite fundamental group, Publica-
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