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3 Les séries géométriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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2 Séries de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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6 Le problème de Bâle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Chapitre 5 : La théorie de l’intégration de Riemann 39
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Chapitre 1 : Introduction aux séries

1 Motivation

1.1 Le paradoxe de Zénon d’Élée

Dans le paradoxe de Zénon d’Elée (Vième avant JC), un caillou est lancé sur un arbre
et parcourt la moitié de la distance, puis la moitié de la moitié restante, puis la moitié de
ce qui reste. . . Il semble ainsi ne jamais arriver à destination car il lui faut franchir une
infinité d’étapes et chacune lui demande un temps non nul.

Essayons de résoudre ce paradoxe. Mettons que pour parcourir la distance d, il faut un
temps t. Pour parcourir la moitié de la distance, il faut un temps t/2. Pour parcourir la
moitié restante, il faudra un temps t/4 et il restera d/4 à parcourir. Puis pour parcourir la
moitié de la distance restante, il faudra un temps t/8 et il restera d/8 à parcourir. . . Donc
à l’étape n, il restera certes encore d/2n de distance qu’il faudra t/2n à franchir, mais on
n’a attendu que

t

2
+

t

4
+

t

8
+ . . .+

t

2n
= t− t

2n

et donc c’est normal que le caillou n’ait pas encore atteint l’arbre. Au passage, il semble
que l’on puisse écrire carrément, pour t = 1,

1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . . = 1 (1.1)

avec une somme infinie. Le paradoxe vient du fait que cette somme, bien qu’infinie, ait une
valeur finie. Même s’il y a une infinité d’étapes, on n’a pas encore passé plus qu’un temps
1 à observer la scène. Mais ici, nous n’avons pas été très rigoureux en écrivant (1.1) : quel
sens donner à ces ≪ . . . ≫ et à une valeur à cette somme infinie ?
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Introduction aux séries

1.2 La série harmonique

Piles de dominos, extraites du site
≪ How round is your circle ≫ par

John Bryant et Chris Sangwin.

Dans l’exemple précédent, nous additionnons une
infinité de termes, mais ceux-ci sont de plus en
plus petits et tendent vers 0. Est-ce que cela suffit
à faire que la somme soit finie ? Regardons main-
tenant une pile de dominos (de longueur disons 2
unités) que nous penchons pour la faire avancer le
plus possible. Le domino le plus haut, afin de ne
pas tomber, ne doit pas être avancé de plus de 1. Si
nous avonçons de 1 le domino en-dessous, les deux
dominos basculeront. En fait, si on l’avance de d,
il faut que

(2− d) + (2− d− 1) ≥ d+ (d+ 1)

ce qui donne d ≤ 1/2. Puis un calcul similaire,
montre que le troisième domino ne peut pas être
avancé de plus de 1/3 et par récurrence, le n−ième
ne peut pas être avancé de plus de 1/n.

Jusqu’où peut-on aller, c’est-à-dire que peut-on atteindre avec

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ . . .+

1

n
?

En fait, la réponse est qu’on peut aller jusqu’à aussi loin de l’on veut ! En effet, prenons
n = 2p, on regroupe les termes par paquets

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ . . .+

1

n
= 1 +

1

2

+
1

3
+

1

4

+
1

5
+ . . .+

1

8

+
1

9
+ . . .+

1

16

+ . . .+
1

2p
.

Le paquet 1/(2j−1 + 1)+ . . .+1/2j contient 2j−1 termes qui sont tous plus grands que 1/2j

et donc est plus grand que 1/2. On obtient donc que

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ . . .+

1

2p
≥ 1 +

p

2
.
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Introduction aux séries

On peut donc obtenir une avancée de dominos aussi grande que l’on veut, ce que l’on
pourrait traduire de façon informelle par

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ . . . = +∞ .

Ainsi, même si les termes de la somme sont de plus en plus petits, la somme entière est
infinie. Quand on compare avec le cas précédent, on voit que la nuance est subtile : la
vitesse à laquelle les termes deviennent petits influence sur le fait que la somme est finie
ou non.

Remarquons que la divergence de cette série était connue depuis le moyen-âge d’après
les travaux du français Nicolas Oresme.

A propos de la situation présentée, on pourra consulter
http ://images.math.cnrs.fr/Une-tour-de-cartes-qui-penche-a-l-infini.html

1.3 Séries entières

On sait que, quand x est proche de 0, on a

ex = 1 + x+
x2

2
+

x3

6
+ . . .+

xn

n!
+ o (xn) (1.2)

où n est fixé et où o (xn) est un terme de la forme xnϵ(x) avec ϵ(x) → 0 quand x → 0. Le
développement de Taylor nous donne donc une approximation de ex mais seulement quand
x se rapproche de 0 et à n fixé. On ne sait pas si à x fixé, le développement est d’autant
meilleur que n est grand. En particulier, peut-on écrire

ex = 1 + x+
x2

2
+

x3

6
+ . . .+

xn

n!
+ . . .

avec une somme infinie ? Cela serait pratique pour calculer ne serait-ce que e. En effet,
seules les sommes et produits sont réellements calculables. Est-ce ainsi qu’une calculette
calcule ex ? Et si oui, quels nombres peuvent ainsi être calculés par une somme infinie ?

Les scientifiques indiens ont repris les travaux des grecs de l’antiquité et ont introduit
les fonctions sin et cos. Pour calculer leur valeur, ils mettent au point une méthode de
calcul qui se traduirait par le développement

sinx = x− x3

6
+

x5

5!
− . . .

Ces méthodes seront reprises et développées par les perses et les arabes avant de revenir
en occident. Depuis longtemps, ces sommes infinies sont utilisées concrètement.
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Introduction aux séries

1.4 Des calculs étranges

Regardons le calcul formel suivant

1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + . . . = 1 + 2(1 + 2 + 4 + 8 + 16 + . . .)

donc

0 = 1 + (1 + 2 + 4 + 8 + 16 + . . .) puis 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + . . . = −1 .

On voit bien qu’il y a anguille sous roche. Notre problème est bien sûr d’avoir manipulé
des sommes infinies qui ne sont pas définies. Ici, on sent bien l’arnaque, mais on peut
faire des cas similaires plus subtiles : il faut définir proprement les choses pour savoir
comment les manipuler. Ci-dessous, deux exemples de grands mathématiciens à l’époque
où on commence à comprendre qu’il manque une théorie propre sur les sommes infinies.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716, Allemagne) utilise une série divergente
dans un calcul intermédiaire. Il obtient une valeur juste après soustraction de
l’infini de chaque côté de l’égalité ! Remarquons au passage que les notations
très différentes d’aujourd’hui comme le ⊓ pour l’égalité.

4



Introduction aux séries

Leonhard Euler (1707-1783, Suisse) se questionne sur le sens des sommes infinies.
Il dit par exemple que Leibniz pense que 1−1+1−1+1−1+ . . . vaut 1/2 mais que
cela reste contesté. Il montre que les valeurs 0 ou 1 sont possibles mais donc qu’il
est normal de penser que le vrai résultat est la moyenne. Il donne aussi un exemple
de série dont la somme vaut −∞ ou +∞ suivant le raisonnement et conclut donc
que le résultat doit être une valeur réelle intermédiaire !
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Introduction aux séries

2 Notions et propriétés de base

Pour le moment, nous n’avons pas écrit les choses rigoureusement. Typiquement, les
≪ . . . ≫ sont souvent problématiques (peut-on trouver une unique logique pour boucher les
trous ?).

2.1 Définitions et notations

Soit (un)n∈N une suite de nombres complexes. Pour p ≤ q, on note
∑q

n=p un la somme
des termes depuis n = p jusqu’à n = q, c’est-à-dire

q∑
n=p

un = up + up+1 + up+2 + . . .+ uq−1 + uq .

On introduit les sommes partielles comme étant les nombres

SN =
N∑

n=0

un = u0 + . . .+ uN

pour N ∈ N. On appelle série de terme général un et on note (
∑

n≥0 un) la suite des sommes
partielles SN .

Si la suite des sommes partielles converge quand N tend vers +∞ vers un nombre
S ∈ C, on dit que la série converge ou la série est convergente et S = limN→+∞ SN est
appelé somme de la série. On peut alors noter S =

∑
n≥0 un =

∑∞
n=0 un. Si la suite des

sommes partielles diverge, on dit que la série diverge ou la série est divergente et
∑

n≥0 un

n’a aucun sens en tant que nombre. Concernant la convergence ou divergence de la série,
on parle de nature de la série.

Si la série (
∑

n≥0 un) est convergente et de somme S, on appelle restes les termes du

type S−SN = S−
∑N

n=0 un que l’on peut noter RN = S−SN =
∑

n≥N+1 un. Par définition,
ce reste tend vers 0 quand N tend vers +∞ (s’il y a convergence. . . mais écrire un reste
n’a pas de sens si la série diverge).

Notons que le choix de faire partir l’indice n à n = 0 n’est pas obligatoire et on peut
regarder des séries (

∑
n≥1 un) ou avec un autre point de départ.

!
Le premier écueil est de confondre la suite du terme général (un) avec la série
(
∑

n≥0 un). La série est la suite des sommes partielles. Regarder la convergence
de la suite du terme général (un) n’est pas ce qu’on se demande quand on se
pose la question de la convergence de la série (

∑
n≥0 un).

6



Introduction aux séries

!
L’objet ≪ série ≫ (

∑
n un) est une suite. Il est important de ne pas le confondre

avec l’objet ≪ somme ≫
∑

n un qui est la limite de la série, qui d’ailleurs n’existe
pas quand la série diverge. Certes, la différence d’écriture est subtile, ce n’est
pas une convention générale qui se retrouve partout en dehors de ce cours et
on fera parfois des oublis et abus dans ces notations, mais il est important
de garder cette différence en tête. L’objet ≪ série ≫ ne peut se trouver que
dans des phrases du type ≪ converge ≫, ≪ diverge ≫, ≪ a pour limite ≫. . . . Un
calcul du type 2 + (

∑
n un) est louche. Si on peut écrire 2 +

∑
n un au sens

que le deuxième terme est la somme de la série, ceci ne peut s’écrire que
une fois que l’on sait que la série converge.

!
L’indice n dans la sommation est un indice muet. On peut lui préférer
d’autres indices comme k, p etc. et on peut aussi changer d’indice en po-
sant par exemple n = 2p pour écrire (

∑
n pair un) = (

∑
p u2p). Dans tous les

cas, l’indice de sommation ne peut pas apparâıtre en dehors de la somme. S’il
le fait, c’est souvent indice d’une erreur de calcul ou dans les concepts. Cela
peut aussi être dû à une mauvaise notation où n sert à deux choses différentes. . .
ce qui amènera à une erreur à coup sûr. En particulier, la somme d’une série∑

n un ne peut pas dépendre de n !

2.2 Propriétés élémentaires

Les séries n’étant qu’une écriture particulière de suites, les propriétés connues des limites
des suites nous donne directement des propriétés élémentaires pour les séries.

Proposition 1.1. Soit λ ∈ C \ {0}, les séries (
∑

un) et (
∑

λun) ont même nature c’est-
à-dire qu’elles convergent toutes les deux ou divergent toutes les deux. Si elles convergent
alors les sommes vérifient

∑
n≥0 λun = λ

∑
n≥0 un.

Soient (
∑

un) et (
∑

vn) deux séries convergentes, alors (
∑

(un + vn)) converge et a
pour somme

∑
n≥0(un + vn) =

∑
n≥0 un +

∑
n≥0 vn.

Démonstration : Toutes les propositions se démontrent de la même façon en utilisant
les propriétés élémentaires des limites de suites. Faisons par exemple le cas de la somme.
Soit N ∈ N, on a

N∑
n=0

(un + vn) =
N∑

n=0

un +
N∑

n=0

vn

car il s’agit d’une somme finie de termes et donc leur ordre peut être changé. Par hypothèse,
les deux sommes de droite convergent vers des limites

∑
n∈N un et

∑
n∈N vn quand N tend

vers +∞. Donc la somme de gauche converge vers la somme des limites quand N → ∞. □
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Introduction aux séries

!
Le mécanisme de la démonstration ci-dessus est important : on ne manipule
surtout pas une somme infinie sans précaution et encore moins sans savoir si
elle converge ou pas. On verra par exemple que l’ordre des termes dans une
somme infinie peut changer le résultat de la somme ! Il est donc important de
se ramener d’abord à une somme finie de termes en passant d’abord par les
sommes partielles puis de faire tendre le nombre de termes vers l’infini. Ce
mécanisme de preuve sera commun à quasiment toutes les démonstrations.

!
Au passage, on notera qu’il n’y a pas de résultat sur une série du type
(
∑

n unvn) puisqu’il n’y a pas de rapport entre
∑N

n=0 unvn,
∑N

n=0 un et
∑N

n=0 vn.

Notons que les résultats ci-dessus donne une structure d’espace vectoriel aux séries
convergentes. La proposition suivante insiste sur le fait que la nature d’une série est une
propriété asymptotique et ne dépend pas des premiers termes de la série (ce qui n’est
évidemment pas le cas de la somme totale en cas de convergence).

Proposition 1.2. Si (
∑

n≥0 un) et (
∑

n≥0 vn) sont deux séries telles qu’il existe un rang
n0 tel que pour tout n ≥ n0, un = vn, alors (

∑
n≥0 un) et (

∑
n≥0 vn) ont même nature.

Pour tous rangs n1 et n2, les séries (
∑

n≥n1
un) et (

∑
n≥n2

un) ont même nature.

Démonstration : On regarde de nouveau les sommes partielles. Si pour tout n ≥ n0,
un = vn, alors pour tout N ≥ n0, on a

N∑
n=0

un =
N∑

n=0

vn +

(
n0∑
n=0

(un − vn)

)
.

Les suites des sommes partielles ne diffèrent donc que d’une constante
∑n0

n=0(un−vn) pour
n assez grand. Elles convergent donc ou divergent donc en même temps.

La deuxième propriété est une conséquence de la première en rajoutant aux débuts des
séries suffisamment de termes nuls. □

Le critère de divergence suivant est important.

Proposition 1.3. Soit (
∑

n≥0 un) une série de termes complexes. Si elle est convergente
alors (un) tend vers 0. Autrement dit, si (un) ne tend pas vers 0 alors (

∑
n≥0 un) diverge.

Démonstration : Supposons que SN =
∑N

n=0 un tende vers une limite S. Alors un =
Sn − Sn−1 tend vers S − S = 0. □

!
Il s’agit d’un critère de divergence puisque prouver que (un) tend vers 0
n’implique pas que (

∑
un) converge. Il s’agit pourtant d’une erreur très clas-

sique que beaucoup trop d’étudiants font malgré les avertissements.
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Introduction aux séries

Exemples : La série 1− 1+ 1− 1+ 1− 1+ . . . mentionnée par Euler est donc divergente.
Il est normal de ne pas pouvoir définir précisément sa somme. De même, le calcul 1 + 2 +
4 + 8 + . . . = −1 ne veut donc rien dire. Pour les séries (

∑
1/2n) et (

∑
1/n), le terme

général tend vers 0. . . et donc on ne peut rien en déduire. D’ailleurs la première converge
alors que la deuxième diverge.

Nous allons passer une partie de ce cours sur les séries à termes positifs. Une des raisons
vient de la propriété suivante. Soit (

∑
un) une série de termes complexes, on dit qu’elle

est absolument convergente si (
∑

|un|) est une série convergente de termes réels positifs.
Dans le cas contraire, on dire qu’elle diverge en valeur absolue.

Proposition 1.4. Soit (
∑

n≥0 un) une série de termes généraux (un) ⊂ C qui converge
absolument. Alors (

∑
n≥0 un) est une série convergente dans C.

Démonstration : On utilise le critère de convergence de Cauchy dans C : les sommes
partielles SN =

∑N
n=0 un forment une suite convergente si et seulement si

∀ε > 0 , ∃N0 ∈ N , ∀P > Q ≥ N0 , |SP − SQ| ≤ ε .

Or

|SP − SQ| =

∣∣∣∣∣
P∑

n=Q+1

un

∣∣∣∣∣ ≤
P∑

n=Q+1

|un| = S̃P − S̃Q

où S̃N =
∑N

n=0 |un| représente la somme partielle de la série (
∑

|un|). Comme cette dernière
est supposée convergente, elle vérifie le critère de Cauchy et l’estimation ci-dessus montre
que c’est aussi le cas pour (SN). □

3 Les séries géométriques

Les séries géométriques forment un type de séries très important. Elles se rencontrent
dans de nombreux problèmes et serviront de séries de références pour l’étude d’autres séries
plus complexes.

Définition 1.5. Soit a ∈ C. On appelle série géométrique de raison a une série de la
forme (

∑
n≥n0

an).

Le cœur de cette partie est la formule suivante qu’il est important de connâıtre. Notons
qu’elle semble avoir été connue des Egyptiens (papyrus de 1650 av. JC) et qu’elle apparâıt
comme la proposition 35 des éléments d’Euclide (300 av. JC)
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Proposition 1.6. Soient p ≥ q deux entiers de Z et soit a ∈ C avec a ̸= 1. Alors

p∑
n=q

an = aq + aq+1 + . . .+ ap =
aq − ap+1

1− a
.

Démonstration : On peut démontrer cette formule par récurrence ou simplement en
constatant que

(1− a)(aq + aq+1 + . . .+ ap) = aq − aq+1 + aq+1 − aq+2 + . . .+ ap − ap+1

= aq − ap+1 .

□
On peut retenir la formule ci-dessus par la phrase

≪ Premier écrit moins premier pas écrit sur un moins la raison. ≫

Bien entendu, le cas a = 1 est trivial mais doit toujours se traiter à part.
On en déduit le résultat suivant.

Théorème 1.7. La série géométrique (
∑

n a
n) converge si et seulement si |a| < 1. Dans

le cas où |a| < 1, alors la somme est donnée par
∑

n≥0 a
n = 1

1−a
.

Démonstration : Soit SN =
∑N

n=0 a
n les sommes partielles. Si a = 1, alors SN = N+1 →

+∞ et donc la série diverge. Si a ̸= 1, alors la formule ci-dessus donne SN = 1−aN+1

1−a
qui a

une limite finie si et seulement si |a| < 1 et alors aN+1 → 0. □

Exemple : On a donc proprement justifié que (
∑

n≥1 1/2
n) converge et que∑

n≥1

1

2n
=

1

2

∑
n≥0

1

2n
=

1

2
× 1

1− 1/2
= 1 .

Application : aire du flocon de Von Koch
Le flocon de Helge Von Koch (1870-1924, Suède) se construit à partir d’un triangle et en
ajoutant à chaque étape un triangle sur le tiers central de chaque côté de l’étape précédente.

10



Introduction aux séries

Prenons comme unité d’aire la surface du triangle de départ. A l’étape 2, on ajoute 3
triangles d’aire 1/9. Puis à l’étape 3, on ajoute 12 triangles d’aire 1/81, puis 12×4 triangles
d’aire 1/93 etc. On se persuade rapidement qu’à l’étape n, on ajoute 3× 4n−2 triangles de
taille 1/9n−1. On obtient donc comme aire totale

1 + 3
1

9
+ 12× 1

81
+ . . . = 1 +

∑
n≥2

3
4n−2

9n−1
= 1 +

3

4

∑
n≥2

(
4

9

)n−1

= 1 +
3

4
.

4
9

1− 4
9

= 1 +
1

3
.
9

5
=

8

5

En particulier, on obtient une aire finie, alors qu’elle est entourée par une courbe de lon-
gueur infinie.
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Chapitre 2 : Séries de termes positifs

Nous avons vu que la convergence en valeur absolue d’une série (
∑

un) implique sa
convergence. De ce fait, on est ramené à l’étude d’une série de termes réels positifs (

∑
|un|).

Le but de ce chapitre est de donner des outils pour étudier cette convergence.

!
La plupart des résultats et critères énoncés dans ce chapitre sont spécifiques
aux séries à termes positifs et ne doivent pas être utilisés dans les cas où le
terme de la série change de signe. On notera quand même que :

• comme (
∑

(−un)) et (
∑

un) ont même nature, on peut aussi appliquer les résultats
à des séries à termes négatifs.

• comme (
∑

n≥N un) et (
∑

n≥0 un) ont même nature, on peut appliquer les résultats
même si les premiers termes ne sont pas de signe constant.

En résumé, on écrira les théorèmes dans le cadre des séries à termes positifs, mais ils restent
valables si les termes sont tous réels et de même signe à partir d’un certain rang.

1 Critères de comparaison

Commençons par noter que si (
∑

n∈N un) est une série de termes positifs, alors les

sommes partielles SN =
∑N

n=0 forment une suite croissante et seuls deux comportements
sont possibles : SN tend vers l’infini et diverge, ou SN reste bornée et converge. On en
déduit le théorème suivant.

Proposition 2.1. Soient (
∑

un) et (
∑

vn) deux séries de réels positifs tels que un ≥ vn ≥
0. Si (

∑
un) converge, alors (

∑
vn) converge et les sommes respectives U et V vérifient

U ≥ V . Si (
∑

vn) diverge, alors (
∑

un) diverge.

Démonstration : Supposons que (
∑

un) converge, alors la somme partielle
∑N

n=0 un est

majorée par la somme U =
∑

n≥0 un. Donc
∑N

n=0 vn est une suite croissante majorée par
U et donc convergente. Par ailleurs, l’ordre des limites est évident. La deuxième partie de
la proposition est la contraposée de la première. □

12



Séries de termes positifs

Pour une série de termes positifs qui tendent vers 0 (donc non trivialement divergente),
la question fondamentale est de savoir à quelle vitesse les termes tendent vers 0. La pro-
position ci-dessus dit exactement cela : plus les termes généraux sont petits, plus la série
a des chances de converger.

En outre, remarquons que nous avons vu que les premiers termes ne changent pas la
nature d’une série. Donc pour ce critère comme pour les suivants, on peut se contenter
d’être à termes positifs et vérifier les hypothèses de comparaison seulement à partir d’un
certain rang.

Exemples :

• On considère la série (
∑

n
1

n2n
) qui est à termes positifs. On a 1

n2n
≤ 1

2n
et
∑

n
1
2n

est
une série géométrique de raison 1

2
< 1 et donc convergente. Donc (

∑
n

1
n2n

) est aussi
une série convergente.

• On considère la série (
∑

n
1√
n
) qui est à termes positifs. On a 1/

√
n ≥ 1/n pour n ≥ 1

et comme (
∑

1
n
) est une série divergente, alors (

∑
1√
n
) est aussi une série divergente.

On a le corollaire suivant.

Corollaire 2.2. Soient (
∑

un) et (
∑

vn) deux séries de réels positifs. Si les termes généraux
sont équivalents c’est-à-dire que un ∼ vn alors (

∑
un) et (

∑
vn) ont même nature (donc

convergent ou divergent toutes les deux). Si un est négligeable devant vn, c’est-à-dire que
un = o(vn), alors (

∑
un) converge si (

∑
vn) converge et (

∑
vn) diverge si (

∑
un) diverge.

Si un est du même ordre de grandeur ou négligeable devant vn, c’est-à-dire que un = O(vn),
alors (

∑
un) converge si (

∑
vn) converge et (

∑
vn) diverge si (

∑
un) diverge.

Démonstration : Si un ∼ vn, alors pour tout ε > 0, il existe un rang à partir duquel
un/vn ∈ [1 − ε,1 + ε] et donc (1 − ε)vn ≤ un ≤ (1 + ε)vn. Il suffit donc d’utiliser la
proposition précédente avec ε fixé. De même, si un = o(vn) ou si un = O(vn), alors il existe
une constante C et un rang à partir de duquel un ≤ Cvn. □

Exemple : On considère la série (
∑

sin( 1
3n
)) qui est à termes positifs. Comme 1

3n
tend vers

0 quand n tend vers 0 et comme sin x ∼ x près de zéro, on a sin( 1
3n
) ∼ 1

3n
. Or la série (

∑
1
3n
)

est une série géométrique convergente, donc la série (
∑

sin( 1
3n
)) est aussi convergente.

2 Séries de Riemann

Nous avons vu une première famille importante de séries : les séries géométriques.
Comme on a vu ci-dessus, cette famille de série est utile pour étudier des séries de com-
portement similaire de type exponentielle. Nous allons voir ici d’autres familles de séries.

13



Séries de termes positifs

En particulier les séries de Riemann sera l’autre famille-étalon fondamentale permettant
d’étudier les convergences de séries de comportement de type polynômial.

2.1 Comparaison avec une intégrale

On a la proposition suivante.

Proposition 2.3. Soit f une fonction continue de R∗
+ dans R+ et décroissante. Alors la

série (
∑

n≥1 f(n)) converge si et seulement si la limite limX→+∞
∫ X

1
f(x) dx existe et est

finie.

Démonstration : Comme f est décroissante, on a

f(n+ 1) ≤
∫ n+1

n

f(x) dx ≤ f(n)

et donc
N∑

n=2

f(n) ≤
∫ N

1

f(x)dx ≤
N−1∑
n=1

f(n) .

Comme f est positive, la fonction X 7→
∫ X

1
f(x) dx est croissante. Donc si cette fonction

n’a pas de limite, c’est qu’elle tend vers +∞ et limN→+∞
∫ N

1
f(x) dx = ∞. L’inégalité de

droite montre que
∑N−1

n=1 f(n) tend vers l’infini et donc les sommes partielles diverge.

Si limX→+∞
∫ X

1
f(x) dx existe et est finie alorsN 7→

∫ N

1
f(x) dx est bornée et

∑N
n=2 f(n)

est majorée. Comme f ≥ 0, N 7→
∑N

n=2 f(n) est croissante. Comme une suite croissante
et majorée converge, alors la suite des sommes partielles converge bien et donc la série par
définition. □

On remarque que la borne de démarrage de l’intégrale n’est en fait pas importante et
on peut remplacer 1 par ce que l’on veut.

2.2 Séries de Riemann

Dans cette partie, nous allons voir le cas particulier des séries de Riemann qui sont les
séries qui s’écrivent sous la forme (∑

n≥1

1

nα

)
avec α > 0 (notons que si α ≤ 0, la série diverge trivialement car son terme général ne
tend pas vers 0). Leur nom vient évidemment du grand mathématicien Bernhard Riemann
(1826-1866, Allemagne).

Le résultat fondamental est le suivant.

14



Séries de termes positifs

Théorème 2.4. La série de Riemann
(∑

n≥1
1
nα

)
converge si et seulement si α > 1.

Démonstration : On applique alors la proposition précédente à f(x) = 1/xα. Pour α ̸= 1,∫ X

1
f(x) dx = 1

α−1

(
1− 1

Xα−1

)
ce qui montre le théorème car la limite existe si et seulement

si α > 1. Pour α = 1,
∫ X

1
f(x) dx = lnX et on est bien dans un cas de divergence. □

Les deux exemples fondamentaux sont les suivants.

Exemples :

• La série (
∑

n≥1 1/n) diverge vers +∞ à une vitesse logarithmique.

• La série (
∑

n≥1 1/n
2) converge.

En retenant ces deux exemples et le fait que l’exposant 1 est l’exposant critique, on
ne peut se tromper sur la nature des séries. Quand on étudie la nature de séries de type
polynomiale, on pourra alors se ramener à une série de Riemann par les théorèmes de
comparaison.

Exemples :

• Considérons la série (
∑

n≥0
n

n2+1
). On a n/(n2 + 1) ∼ 1/n quand n tend vers +∞.

Par ailleurs, les séries sont à termes positifs. Donc comme la série (
∑

1/n) diverge,
la série (

∑
n≥0

n
n2+1

) diverge aussi.

• Dans le texte du chapitre 1, Leibniz s’intéresse à la somme des inverses des nombres
triangulaires, c’est-à-dire à la série (

∑
n≥1

2
n(n+1)

). On a une série à termes positifs et
2

n(n+1)
∼ 2

n2 . Donc la série étudiée par Leibniz est bien convergente.

• Considérons la série (
∑

n≥1
cos(n)

n3/2 ). Ce n’est pas une série à termes positifs, mais si on

regarde la convergence absolue, on a | cos(n)
n3/2 | ≤ 1

n3/2 . La série de Riemann (
∑

1
n3/2 ) est

convergente donc (
∑

| cos(n)
n3/2 |) est convergente et (

∑
n≥1

cos(n)

n3/2 ) est absolument conver-
gente (et donc convergente).

Pour sa culture mathématique, on pourra retenir les formules suivantes :

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . .+

1

n
∼ lnn+ γ +O

(
1

n

)
avec γ la constante d’Euler γ ≃ 0,577. On note

ζ(s) =
∑
n≥1

1

ns

15



Séries de termes positifs

avec s > 1. On a

ζ(2) =
∑
n≥1

1

n2
= 1 +

1

4
+

1

9
+ . . .+

1

n2
+ . . . =

π2

6

et

ζ(4) =
∑
n≥1

1

n4
= 1 +

1

16
+

1

81
+ . . .+

1

n4
+ . . . =

π4

90
.

En fait, il existe des formules explicites pour les sommes de séries de Riemann d’exposant
entier pair. A l’inverse, très peu de choses sont connus sur les sommes pour les entiers
impairs. Par exemple si on sait que

ζ(3) =
∑
n≥1

1

n3
≃ 1,202

est irrationnel, on ne sait pas s’il est transcendant c’est-à-dire s’il est solution d’une équation
polynomiale. On ne sait pas quelles autres valeurs ζ(2n+ 1) sont irrationnelles.

2.3 Séries de Bertrand

Dans ce paragraphe, nous allons parler des séries de Bertrand, du nom de Joseph
Bertrand (1822-1900, France). Il est intéressant de connâıtre ces séries, mais cette famille
est bien moins importante que les séries géométriques et les séries de Riemann. Les séries
de Bertrand sont les séries de la forme

(
∑

un) =

(∑
n

1

nα lnβ n

)
.

Notons que si α > 1, alors un = o(1/nα−ε) pour un ε > 0 assez petit tel que α − ε > 1.
On a alors que 1/nα−ε est le terme d’une série de Riemann convergente et donc la série
de Bertrand converge dans ce cas. De même, si α < 1, alors 1/n = o(un) et la série de
Bertrand diverge. Le cas intéressant est donc le cas α = 1.

Proposition 2.5. La série de Bertrand
(∑

n
1

n lnβ n

)
converge si et seulement si β > 1.

Démonstration : On utilise de nouveau le critère de comparaison avec une intégrale
avec f(x) = 1

x lnβ x
. Il s’agit bien d’une fonction décroissante pour n assez grand (même si

β < 0). Par ailleurs, si β ̸= 1, on a∫ X

2

f(x) dx =

[
1

1− β

1

lnβ−1(x)

]X
2

16



Séries de termes positifs

et donc une limite finie si et seulement si β > 1. Si β = 1, alors∫ X

2

f(x) dx = [ln(ln x)]X2

et l’intégrale n’a pas de limite finie et donc la série diverge. □

Notons que l’on pourrait par le même principe voir que la série (
∑

1
n lnn ln lnn

) diverge
et continuer à enchâıner les ln.

3 Règles de D’Alembert et de Cauchy

Les critères de d’Alembert et de Cauchy sont des critères d’utilisation rapide pour savoir
si une série (

∑
un) est absolument convergente. Comme on ne regarde que la convergence

de (
∑

|un|), ces critères sont reliés à ce chapitre. Mais on les utilise aussi pour des séries
de termes non positifs, et donc les énoncés seront généraux.

Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783, France) fut avec Diderot chargé d’éditer l’Ency-
clopédie. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857, France) fut un mathématicien très important
dans son temps. On lui doit en particulier un cours à l’Ecole Polytechnique qui servit de
refondation à l’analyse en utilisant des preuves rigoureuse avec la technique des ≪ epsilon-
delta ≫.

Théorème 2.6. Règle de D’Alembert.
Soit (

∑
un) une série de termes complexes non nuls. Si le quotient |un+1/un| a une limite

finie ℓ et si ℓ < 1, alors la série (
∑

un) est absolument convergente. Si |un+1/un| a une
limite finie ℓ et si ℓ > 1, alors la série diverge trivialement.

Démonstration : Le cas de la limite ℓ > 1 est trivial car alors, à partir d’un certain
rang, |un+1| ≥ |un| > 0 et la suite ne peut tendre vers 0. Supposons que ℓ < 1 et prenons
ε > 0 tel que ℓ < 1− ε. Alors, il existe un rang N à partir duquel |un+1/un| ≤ 1− ε. Par
récurrence, on obtient donc que |uN+k| ≤ |uN |(1 − ε)k. Comme (

∑
(1 − ε)k) est une série

géométrique convergente, alors par comparaison, (
∑

|uN+k|) est une série convergente et
(
∑

un) est une série absolument convergente. □

Théorème 2.7. Règle de Cauchy.
Soit (

∑
un) une série de termes complexes non nuls. Si la racine |un|1/n a une limite finie

ℓ et si ℓ < 1, alors la série (
∑

un) est absolument convergente. Si |un|1/n a une limite finie
ℓ et si ℓ > 1, alors la série diverge trivialement.
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Séries de termes positifs

Démonstration : La preuve est très semblable. Faisons le cas ℓ < 1 et posons α ∈]ℓ,1[.
A partir d’un rang N , on a |un|1/n ≤ α et donc |un| ≤ αn. Par comparaison avec une série
géométrique convergente, la série (

∑
un) est absolument convergente. □

Il est important de retenir que le cas ℓ = 1 est non-concluant, c’est-à-dire qu’il contient
des exemples de convergence et de divergence. En fait, on pourra retenir que les règles
de D’Alembert et Cauchy concernent des cas de convergence type géométrique (comme
les preuves le montrent). Ainsi, elles ne peuvent conclure si la série n’est pas de type
géométrique.

Exemples :

• On considère la série (
∑

n2

3n
). Posons un = n2/3n, on a∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = (n+ 1)2/3n+1

n23n
=

1

3

(n+ 1)2

n2
−→ 1

3
< 1

et donc la série converge d’après la règle de D’alembert.

• On considère la série (
∑

un) avec un = (1− 1/n)n
2
. On a

|un|1/n =

(
1− 1

n

)n

= en ln(1−1/n) = en(−1/n+o(1/n)) = e−1+o(1) −→ 1

e
< 1

et donc la série converge d’après la règle de Cauchy.

• On considère la série (
∑

1/n). On sait que la série diverge et on a |un+1/un| =
n/(n+ 1) → 1 qui est le cas non concluant de la règle de D’Alembert.

• On considère la série (
∑

1/n2). On sait que la série converge et on a |un+1/un| =
n2/(n+ 1)2 → 1 qui est le cas non concluant de la règle de D’Alembert.

Exemple avec calcul de la somme :

Dans un pays (imaginaire), les couples veulent un et un seul garçon. Chaque famille fait
donc des enfants et s’arrêtent dès qu’elle a un garçon. Les familles sont donc du type G,
FG, FFG, FFFG etc. On supposera que pour chaque naissance, il est équiprobable d’avoir
une fille ou un garçon. On se demande s’il y a plus ou moins de garçons que de filles dans
ce pays.

Il est admis que chaque famille a exactement un garçon. Comptons les filles :
Famille G proportion 1/2 0 filles
Famille FG proportion 1/4 1 filles
Famille FFG proportion 1/8 2 filles
Famille FFFG proportion 1/16 3 filles
. . .
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Séries de termes positifs

La moyenne du nombre de filles par famille est donc de
∑

un avec un = n/2n+1. Com-
mençons d’abord par vérifier que cette modélisation n’est pas absurde et que (

∑
un)

converge. On a un+1/un = 1
2
(n + 1)/n → 1

2
< 1 et donc la série est bien convergente

d’après la règle de D’Alembert.
Pour calculer la somme, nous n’avons pas le droit de travailler sur la somme infinie

mais nous devons passer par les sommes partielles. On a

N∑
n=0

un =
N∑

n=1

1

2n+1
+

N∑
n=2

1

2n+1
+

N∑
n=3

1

2n+1
+ . . .+

1

2N+1

=
1/4− 1/2N+2

1− 1/2
+

1/8− 1/2N+2

1− 1/2
+

1/16− 1/2N+2

1− 1/2
+ . . .+

1/2N+1 − 1/2N+2

1− 1/2

=
N∑
k=1

1

2k
− N

2N+1

=
1/2− 1/2N+1

1− 1/2
− N

2N+1

= 1− N + 2

2N+1

Quand N tend vers +∞, on obtient la somme de la série qui vaut donc 1. Il y a en moyenne
une fille par famille, c’est-à-dire autant que de garçons ! Ce paradoxe est facilement levable :
à aucun moment dans notre modèle nous n’avons parlé d’avortement sélectif ou d’abandon
d’enfants, donc chaque naissance a autant de chance d’être un garçon ou une fille.
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Chapitre 3 : Séries de termes quelconques

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux séries (
∑

n∈N un) avec (un) une suite
de nombres complexes quelconques. Nous avons vu que (un) doit tendre vers 0 pour pou-
voir espérer que la série converge. Nous avons aussi déjà vu que si (

∑
|un|) est une série

convergente, alors c’est aussi le cas de (
∑

un). Mais il est en fait possible que (
∑

un)
converge sans que (

∑
|un|) converge. Plutôt que d’illustrer cela avec un exemple artificiel,

prenons l’exemple type de la série (
∑ (−1)n+1

n
) et admettons que cette série converge (nous

en verrons la preuve dans pas longtemps). On peut même montrer que∑
n≥1

(−1)n+1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
+ . . . = ln 2 .

Cette série converge, mais (
∑

|un|) = (
∑

1
n
) est divergente. La série (

∑ (−1)n+1

n
) converge

donc mais ne converge pas absolument. Pour les séries de nombres complexes quelconques,
il y a donc trois degrés de nature :

1. la série (
∑

un) diverge,

2. la série (
∑

un) converge mais ne converge pas absolument,

3. la série (
∑

un) converge absolument.

Quand on demande la nature de la série, il est important de préciser entre les deux derniers
cas. Nous verrons en effet plus tard que certaines manipulations ne sont autorisées que si
la série converge absolument.

Profitons aussi de notre série de référence (
∑ (−1)n+1

n
) pour voir que les critères de

comparaison du chapitre précédent ne sont pas valables dans le cas d’une série dont les
termes ne sont pas tous positifs. Considérons par exemple les séries (

∑
un) et (

∑
vn) avec

un = (−1)n+1

n
et vn = (−1)n+1

n
+ 1

n lnn
. On a

vn
un

= 1 +
(−1)n+1

lnn
−→ 1
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Séries de termes quelconques

et donc un ∼ vn. On verra que (
∑

un) converge. Si (
∑

vn) converge aussi, alors ce devrait
être le cas de (

∑
(vn−un)) mais vn−un = 1

n lnn
est une série de Bertrand divergente. Donc

(
∑

vn) diverge. On a donc deux séries de termes généraux équivalents mais de nature
différente.

Nous allons devoir étudier des outils plus perfectionnés pour étudier les cas des séries
de termes de signe quelconque qui converge mais pas en valeur absolue.

2 Séries alternées

Le cas typique et le plus simple est celui des séries alternées.

Définition 3.1. Une série (
∑

un) est appelée série alternée si le terme général est de la
forme un = (−1)nvn avec vn ≥ 0 un réel positif (ou de la forme un = (−1)n+1vn).

La convergence des séries alternées est souvent obtenue par le critère suivant.

Théorème 3.2. Soit (
∑

un) une série alternée de terme général un = (−1)nvn avec vn ≥
0. Si (vn) est une suite décroissante et convergente vers 0, alors (

∑
un) est une série

convergente.

Démonstration : Soit SN =
∑N

n=0 un les sommes partielles et soient PK = S2K et
QK = S2K+1 les suites extraites paire et impaire. Nous allons montrer que PK et QK

sont deux suites adjacentes, c’est-à-dire que (PK) est décroissante, (QK) est croissante et
|PK −QK | tend vers 0.

La suite (PK) est décroissante car PK+1−PK = u2K+2+u2K+1 = v2K+2− v2K+1 et (vn)
est décroissante. On montre de même que (QK) est croissante. Par ailleurs, PK − QK =
−u2K+1 = v2K+1 tend bien vers 0. On a donc deux suites adjacentes et elles convergent
toutes les deux vers la même limite ℓ ∈ R.

Pour finir, il suffit de voir que si les suites extraites paire et impaire ont même limite,
alors la suite totale converge. En effet, soit ε > 0. On sait qu’il existe des rangs K0 et K1

tels que si K ≥ K0, alors |S2K − ℓ| ≤ ε et si K ≥ K1, alors |S2K+1 − ℓ| ≤ ε. On pose
N0 = max(2K0,2K1 + 1), on a alors pour tout N ≥ N0, |SN − ℓ| ≤ ε, ce qui montre bien
que les sommes partielles convergent vers ℓ. □

Le cas typique est celui de la série alternée (
∑ (−1)n

n
) qui converge puisque 1

n
tend vers

0 en décroissant. C’est aussi le cas de la série (
∑ (−1)n√

n
) qui converge mais pas en valeur

absolue.
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Séries de termes quelconques

!
Considérons la série (

∑
un) avec un = (−1)n sin(1/n). On pourrait dire que

un ∼ (−1)n/n qui est le terme général d’une série convergente. Sauf que cela ne
permet pas de conclure que (

∑
un) converge car on ne peut utiliser cette com-

paraison dans le cas de séries de termes de signe quelconque (voir exemple de
l’introduction). Il faut donc dire que sin(1/n) est une suite positive décroissante
vers 0 et utiliser directement le théorème précédent.

!
Il est important de montrer que un = (−1)nvn avec vn ≥ 0 décroissante. En

effet, si on reprend l’exemple de un = (−1)n

n
+ 1

n lnn
de l’introduction, nous avons

vu que (
∑

un) diverge. Pourtant, pour n assez grand, 1/n > 1/n lnn et donc
un est du signe de (−1)n. Si on ne peut utiliser le théorème précédent, c’est
bien que |un| n’est pas décroissant.

3 Transformation d’Abel

Dans cette partie, nous allons parler de la transformation d’Abel et du critère de conver-
gence associé. Il ne sera pas demandé de connâıtre par cœur les résultats de cette partie,
mais on pourra demander de les appliquer avec l’énoncé rappelé, ou d’utiliser une feuille
de notes qui sera autorisée aux examens.

Niels Henrik Abel (1802-1829, Norvège) est avec Evariste Galois (1811-1832, France) le
représentant de la figure romantique du génie mathématique qui meurt jeune et incompris.
Son nom est associé à un des plus grand prix mathématique, équivalent du prix Nobel.

La transformation d’Abel est une intégration par partie discrète. On considère une
somme

∑N
n=0 un avec un = anbn. On va ≪ dériver ≫ bn c’est-à-dire faire apparâıtre bn+1− bn

et on va ≪ intégrer ≫ an, c’est-à-dire faire apparâıtre
∑n

k=0 ak. Pour ce faire, on écrit

N∑
n=0

anbn = a0b0 + a1b1 + . . .+ aNbN

= a0(b0 − b1) + (a0 + a1)(b1 − b2) + (a0 + a1 + a2)(b2 − b3) + . . .

+ (
N∑
k=0

ak)(bN − bN+1) + (
N∑
k=0

ak)bN+1

= ANbN+1 −
N∑

n=0

An δbn

avec

An =
n∑

k=0

ak et δbn = bn+1 − bn .

Cette transformation a son intérêt propre et permet au passage de démontrer le critère
suivant.
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Séries de termes quelconques

Théorème 3.3. Abel (1802-1829, Norvège)
Soit (

∑
un) une série de nombres complexes dont le terme général se décompose sous la

forme un = anbn avec
i) la suite n 7→

∑n
k=0 ak est bornée uniformément en n,

ii) la série (
∑

|bn+1 − bn|) est convergente,
iii) la suite (bn) est tend vers 0.

Alors la série (
∑

un) est convergente.

Démonstration : Pour prouver la convergence de la série (
∑

un), on regarde les sommes
partielles. Par la transformation d’Abel, on sait que

N∑
n=0

anbn = ANbN+1 −
N∑

n=0

An δbn (3.1)

avec les notations ci-dessus. Les hypothèses nous disent que la suite (An) est uniformément
bornée en n, disons |An| ≤ M , que (bn) tend vers 0 et que (

∑
δbn) est une série absolument

convergente. On en déduit que |ANbN+1| ≤ M |bN+1| tend aussi vers 0 et que

|An δbn| ≤ M |δbn|

est le terme positif d’une série qui converge. Donc
∑N

n=0An δbn converge aussi et a bien
une limite quand N tend vers +∞. Revenant à (3.1), on obtient les sommes partielles∑N

n=0 anbn ont une limite finie et donc que la série converge. □

En corollaire, on a un critère plus simple pour les cas standards.

Corollaire 3.4. Soit (
∑

un) une série de nombres complexes dont le terme général se
décompose sous la forme un = anbn avec
i) la suite n 7→

∑n
k=0 ak est bornée uniformément en n,

ii) la suite (bn) est réelle décroissante et tend vers 0.
Alors la série (

∑
un) est convergente.

Démonstration : Il suffit de voir que si (bn) est réelle décroissante vers 0, alors bn+1−bn ≤
0 et

N∑
n=0

|bn+1 − bn| = −
N∑

n=0

(bn+1 − bn) = b0 − bN+1

par une simplification en cascade. Comme bN+1 tend vers 0, les sommes partielles ont une
limite et ii) du théorème d’Abel est vérifié. □

Exemples :
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Séries de termes quelconques

• Soit (
∑

(−1)nbn) une série alternée avec (bn) réelle décroissante vers 0. On est dans
le cadre du corollaire si on montre que

∑n
k=0(−1)k est bornée. Mais cette suite ne

fait que prendre les valeurs 1 puis 0, puis 1, puis 0. . . On en conclut que le critère
des séries alternées est un corollaire du théorème d’Abel.

• Le cas typique qui n’est pas inclus dans les séries alternées mais qui peut se traiter
avec la transformation d’Abel est la série (

∑
cosn
n

). Notons que ce n’est pas une série
alternée (par exemple cosn n’alterne pas toujours de signe). On pourrait rentrer dans
le cadre du corollaire avec an = cosn et bn = 1/n si on sait montrer que les sommes
partielles

∑n
k=0 cos k sont bornées. Par ce faire, on écrit∣∣∣∣∣

n∑
k=0

cos k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣Re

(
n∑

k=0

eik

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣Re(1− ei(n+1)

1− ei

)∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣1− ei(n+1)

1− ei

∣∣∣∣ ≤ |1|+ |ei(n+1)|
|1− ei|

≤ 2

|1− ei|
.

On obtient bien que les sommes de cosinus sont uniformément bornés en n. Notons
au passage qu’il est carrément possible de trouver la valeur des sommes

∑n
k=0 cos k

avec juste un peu plus d’efforts.

4 Sommation par paquets

On pourrait vouloir ne pas sommer les termes d’une série un par un, mais en faisant des
paquets. Le calcul suivant nous montre qu’il faut être prudent : (1−1)+(1−1)+(1−1)+. . . =
0 mais 1 + (−1 + 1) + (−1 + 1) + . . . = 1. On pourrait penser que c’est parce que notre
série n’a pas un terme qui tend vers 0, mais alors que penser de

(1− 1) +

(
1

2
+

1

2
− 1

2
− 1

2

)
+

(
1

3
+

1

3
+

1

3
− 1

3
− 1

3
− 1

3

)
+ . . . = 0

et

1 +

(
−1 +

1

2
+

1

2

)
+

(
−1

2
− 1

2
+

1

3
+

1

3
+

1

3

)
+ . . . = 1 ?

Formalisons un peu les choses. Soit (
∑

un) une série et soit φ : N → N une fonction
strictement croissante avec φ(0) = 0 qui va marquer les débuts des paquets. On appelle

sommation par paquets la série (
∑

vn) avec vn =
∑φ(n+1)−1

k=φ(n) uk. Cela revient à dire que si

SN =
∑N

n=0 un sont les sommes partielles, on ne considère que la suite extraite (Sφ(N)) qui
somme directement par paquets d’indices φ(N) ≤ n < φ(N + 1).
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Théorème 3.5. Soit (
∑

un) une série et soit φ : N → N une fonction strictement crois-

sante avec φ(0) = 0. Soit (
∑

vn) avec vn =
∑φ(n)

k=φ(n−1)+1 uk la série consistant à sommer

par paquets. Supposons que |φ(n + 1) − φ(n)| soit uniformément bornée, c’est-à-dire que
la taille des paquets est bornée et supposons que un → 0 (ou autrement (

∑
un) diverge

trivialement). Alors (
∑

un) et (
∑

vn) ont même nature.

Démonstration : Si (
∑

un) converge, alors (
∑

vn) aussi puisque ses sommes partielles
ne forment qu’une suite extraite des sommes partielles de (

∑
un). Supposons maintenant

que (
∑

vn) converge et soit N ∈ N. Il existe N ′ tel que φ(N ′) ≤ N < φ(N ′). Soit M tel
que |φ(n+ 1)− φ(n)| < M pour tout n. On a∣∣∣∣∣∣

N∑
n=0

un −
φ(N ′)∑
n=0

un

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

N∑
n=φ(N ′)+1

un

∣∣∣∣∣∣ ≤ M max
φ(N ′)+1<n≤φ(N)

|un| .

Comme (un) tend vers 0, on obtient que∣∣∣∣∣∣
N∑

n=0

un −
φ(N ′)∑
n=0

un

∣∣∣∣∣∣ −−−−−−−−→N−→+∞
0 .

Quand N tend vers +∞, N ′ doit aussi tendre vers +∞. Comme les sommes partielles de
la série sommée par paquets converge, cela doit aussi être le cas pour les sommes partielles
de la série d’origine. □

Remarquons que si la série converge, alors la sommation par paquets donne la bonne
valeur de la somme.

Proposition 3.6. Soit (
∑

un) une série qui converge. Soit φ : N → N une fonction stric-

tement croissante avec φ(0) = 0. Soit (
∑

vn) avec vn =
∑φ(n)

k=φ(n−1)+1 uk la série consistant

à sommer par paquets. Alors (
∑

vn) converge aussi et les séries (
∑

vn) et (
∑

un) ont
même somme.

Démonstration : Soit SN =
∑N

n=0 un et TN =
∑N

n=0 vn les sommes partielles. On a
TN = Sφ(N), c’est-à-dire que la sommation par paquets consiste à regarder une sous-suite
des sommes partielles. Comme (SN) est une suite convergente, ses sous-suites sont aussi
convergentes vers la même limite. □

Exemple : On considère la série (
∑

n≥2 un) avec un = (−1)n

n+(−1)n
. A priori, c’est un bon

candidat pour le critère des séries alternées. . . sauf que la suite (1/(n+(−1)n))n≥2 vaut
1
3
,
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Séries de termes quelconques

1
2
, 1

5
, 1

4
. . . et n’est donc pas décroissante. Comme un tend vers 0, nous pouvons regarder la

nature de la série en sommant par paquets de taille bornée, ici par paquets de 2. On a

u2n + u2n+1 =
1

2n+ 1
+

(−1)

2n+ 1 + (−1)
=

1

2n+ 1
− 1

2n
=

2n− (2n+ 1)

2n(2n+ 1)
=

−1

2n(2n+ 1)

Donc vn = u2n + u2n+1 est une suite négative et vn ∼ −1
4n2 . Ce que nous avons dit avec

les séries à termes positifs se passe évidemment pareil avec les séries de termes négatifs,
quitte à changer vn en −vn. On peut donc utiliser l’équivalence avec une série de Riemann
convergente pour conclure que (

∑
vn) converge et donc (

∑
un) aussi.

Au passage, notons que l’on peut traiter cet exemple par un développement limité.
Comme les termes de la série ne sont pas de signe constant, on ne peut s’arrêter à un
équivalent. Il faut aller jusqu’à ce que le reste soit contrôlé par le terme d’une série abso-
lument convergente. On a

un =
(−1)n

n

1

1 + (−1)n

n

=
(−1)n

n

(
1 +O(

1

n
)

)
=

(−1)n

n
+O(

1

n2
) .

Le terme général un est donc la somme d’une série alternée convergente et d’un reste dont
la valeur absolue est contrôlée par le terme d’une série de Riemann convergente. Donc la
série (

∑
un) est convergente.

5 Un dernier exemple

Concluons ce chapitre par le traitement d’exemple avec les diverses méthodes. Considérons
la somme

1 +
1

2
− 1

3
− 1

4
+

1

5
+

1

6
− 1

7
− 1

8
+

1

9
+ . . .

c’est-à-dire la série (
∑

un) avec

un =


+1/n si n = 4p+ 1
+1/n si n = 4p+ 2
−1/n si n = 4p+ 3
−1/n si n = 4p

Avec les séries alternées : on regarde une somme partielle
∑N

n=1 un. Si N = 4p, on
peut la réorganiser (il s’agit d’une somme finie !) pour écrire

N∑
n=1

un =

(
1− 1

3
+

1

5
− . . .− 1

N − 1

)
+

(
1

2
− 1

4
+ . . .− 1

N

)
.

26
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On fait ainsi apparâıtre deux sommes partielles de séries alternées qui ont une limite quand
N tend vers +∞. Donc

∑4p
n=1 un a aussi une limite quand p tend vers +∞. Comme pour

les sommations par paquets, si N ̸= 4p, il est à distance au plus 2 d’un multiple de 4 et
comme les termes tendent vers 0, on peut remplacer N par ce multiple de 4 en ne faisant
qu’une erreur qui tend vers 0.

Par le critère d’Abel : on pose un = anbn avec bn = 1/n et (an) la suite 1, 1, −1,
−1, 1, 1, −1, −1. . . Evidemment, (bn) est réelle décroissante vers 0 et les sommes

∑n
k=0 ak

oscillent entre 0 et 2 et sont donc bornées. Donc on peut appliquer le corollaire du critère
d’Abel et on obtient que la série converge.

Par sommation par paquets : on va faire des sommes par paquets de 4. On note
d’abord que le terme général tend bien vers 0. On a

u4p+1+u4p+2 + u4p+3 + u4p+4 =
1

4p+ 1
+

1

4p+ 2
− 1

4p+ 3
− 1

4p+ 4

=
(4p+ 2)(4p+ 3)(4p+ 4) + (4p+ 1)(4p+ 3)(4p+ 4)

(4p+ 1)(4p+ 2)(4p+ 3)(4p+ 4)

− (4p+ 1)(4p+ 2)(4p+ 4) + (4p+ 1)(4p+ 2)(4p+ 3)

(4p+ 1)(4p+ 2)(4p+ 3)(4p+ 4)

=
(43p3 + 42(2 + 3 + 4)p2 + o(p2)) + (43p3 + 42(1 + 3 + 4)p2 + o(p2))

44p4 + o(p4)

− (43p3 + 42(1 + 2 + 4)p2 + o(p2)) + (43p3 + 42(1 + 2 + 3)p2 + o(p2))

44p4 + o(p4)

=
42 × 4p2 + o(p2)

44p4 + o(p4)
∼ 1

4p2
.

On obtient bien le terme général d’une série de Riemann convergente. De plus, l’équivalent
ne change pas de signe, donc le paquet de 4 termes est lui aussi positif à partir d’un
certain rang et on peut conclure de l’équivalence que la somme par paquet donne une série
convergente. Comme les paquets sont de taille finie, la série (

∑
un) est aussi convergente.
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Chapitre 4 : Compléments sur les séries

1 L’écriture décimale

Il nous est naturel d’écrire 0,33333 . . . = 1
3
, mais pourtant cette écriture cache une

somme infinie. En effet, la signification de 0,33333 . . . est

0,33333 . . . =
3

10
+

3

102
+

3

103
+

3

104
+ . . .

et il s’agit donc d’une somme infinie. Notons que l’écriture décimale infinie 0,a1a2a3a4a5 . . .
définit bien un nombre puisque la série (

∑
n

an
10n

) est convergente. En effet, elle est com-
posée de termes positifs. D’autre part, comme an

10n
≤ 9 1

10n
et comme (

∑
1

10n
) est une série

géométrique convergente, alors (
∑

n
an
10n

) est convergente. On peut donc définir le nombre
x =

∑∞
n=1

an
10n

. Par exemple, on a

0,33333 . . . =
∑
n

3

10n
= 3

1
10

1− 1
10

= 3
1

9
=

1

3
.

On a la propriété suivante.

Proposition 4.1. Soit x ∈ R un nombre réel qui a pour écriture décimale ⌊x⌋,a1a2a3a4a5 . . .
Alors x est rationnel si et seulement si son écriture décimale est périodique à partir d’un
certain rang.

Démonstration : La démonstration générale est fastidueuse à cause des notations qui ne
feraient que cacher les idées. Nous allons donc ne regarder que deux cas particuliers mais
leur étude permettra de se convaincre de la généralité du raisonnement.

Soit x = 0,170731707317073 . . . On a

x =
17073

105
+

17073

1010
+

17073

1015
+ . . . = 17073

∞∑
n=1

1

105n

= 17073
1

105

1− 1
105

= 17073
1

99999

=
7

41
.
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Maintenant, regardons le nombre x = 13
7
. On calcule son développement décimal comme

à l’école en posant la division euclidienne. On s’aperçoit qu’à chaque étape, le reste doit
être en 0 et 6. Donc soit on tombe sur 0 et la division s’arrête (nombre fini de chiffres), soit
on retombe sur un reste déjà vu puisqu’on a seulement un nombre fini de choix. A partir
de là, le processus tourne en boucle et le développement est périodique. On a ainsi

x = 1 +
6

7
= 1 +

1

10

60

7
= 1,8 +

1

100

40

7
= 1,85 +

1

1000

50

7

= 1,857 +
1

104
10

7
= 1,8571 +

1

105
30

7
= 1,85714 +

1

106
20

7

= 1,857142 +
1

107
60

7
= 1,857142857142857142 . . .

□

2 A propos des restes des séries

Pour le moment, nous avons surtout regardé si des séries convergeaient ou non. Nous
avons aussi vu quelques sommes comme par exemple

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+ . . .

ou

ln 2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
+ . . .

ou encore
π2

6
= 1 +

1

4
+

1

9
+

1

16
+ . . .

Ces sommes permettent de calculer e, ln 2 ou π si on peut faire des sommes infinies, sauf
que cela est bien sûr impossible. On devra donc faire une somme d’un nombre fini (mais
grand) de termes et s’arrêter. Mais cela ne donnera aucune information sur la valeur des
nombres si on n’a aucune estimation sur l’erreur commise. Le but de cette partie est d’avoir
quelques estimations de ce type.

Définition 4.2. Soit (
∑

un) une série convergente de somme S =
∑∞

n=0 un et de sommes

partielles SN =
∑N

n=0 un. On appelle reste au rang N de la série l’erreur RN = S − SN =∑
n≥N+1 un.

Notre but est de trouver une estimation a priori de ce reste. Cela est possible dans
plusieurs des cas que nous avons vus.
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Proposition 4.3. Soit (
∑

un) une série telle qu’il existe N0 ∈ N, M et α ∈ [0,1[ tels que

∀n ≥ N0 , |un| ≤ Mαn .

Alors la série (
∑

un) converge absolument et pour tout N ≥ N0, le reste vérifie

|RN | =

∣∣∣∣∣ ∑
n≥N+1

un

∣∣∣∣∣ ≤ M

1− α
αN+1 −−−−−−−−→

N−→+∞
0 .

Démonstration : Comme (
∑

αn) est une série géométrique convergente, la convergence
absolue de la série se déduit des théorèmes de comparaison. Pour obtenir une estimation
du reste, on écrit que∣∣∣∣∣

K∑
n=N+1

un

∣∣∣∣∣ ≤
K∑

n=N+1

|un| ≤ M

K∑
n=N+1

αn = M
αN+1 − αK+1

1− α

et on fait tendre K vers l’infini en sachant que tous les termes ont bien une limite. On
obtient alors ∣∣∣∣∣ ∑

n≥N+1

un

∣∣∣∣∣ ≤ M
αN+1

1− α
.

□

Exemple : Pour tout n ≥ N + 1, on a

1

n!
≤ 1

(N + 1)!

(
1

N + 1

)n−(N+1)

=
(N + 1)N+1

(N + 1)!

(
1

N + 1

)n

.

Donc le reste de la série de e vérifie

RN =
∑

n≥N+1

1

n!
≤ (N + 1)N+1

(N + 1)!

(
1

N + 1

)N+1
1

1− 1
N+1

=

(
1 +

1

N

)
1

(N + 1)!
.

En prenant en compte les K premiers termes de la série e =
∑

1
n!
, on obtient donc e avec

la précision assurée suivante :

K termes 5 10 15
erreur au plus 0,0105 3,1× 10−7 8,2× 10−13

(attention, les K premiers termes correspondent à prendre N = K−1 et par ailleurs notre
estimation n’est pas valable avec N = 0).

Pour une série alternée, on a l’estimation suivante.
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Proposition 4.4. Soit (vn) une suite de nombres positifs décroissante et tendant vers 0.
Alors (

∑
n(−1)nvn) est une série convergente dont le reste vérifie∣∣∣∣∣

∞∑
n=N+1

(−1)nvn

∣∣∣∣∣ ≤ vN+1 .

Démonstration : On a déjà vu que les sommes partielles paires et impaires S2p et S2p+1

sont deux suites adjacentes qui convergent vers une même limite. En outre, cette limite ℓ
est coincée entre les deux suites. Si on s’arrête au rang N , alors l’écart entre SN et SN+1

vaut vN+1 et comme ℓ est entre ces deux sommes, alors |ℓ− SN | ≤ vN+1. □

Exemple : Pour calculer ln 2 à 10−10 près, il suffit de calculer
∑N

n=1(−1)n+1/n jusqu’à un
rang N tel que 1/(N + 1) ≤ 10−10 donc le rang N = 999 999 999 suffit.

Pour les séries de type Riemann, on peut détailler le théorème de comparaison avec
une intégrale de la façon suivante. Notons que cela donne aussi une information en cas de
divergence.

Proposition 4.5. Soit f une fonction continue de R∗
+ dans R+ et décroissante. Alors la

série (
∑

n≥1 f(n)) converge si et seulement si la limite limX→+∞
∫ X

1
f(x) dx existe et est

finie.
Si la série (

∑
n≥1 f(n)) converge, alors le reste de la série vérifie

RN =
∑

n≥N+1

f(n) ≤ lim
X→+∞

∫ X

N

f(x) dx .

Si la série (
∑

n≥1 f(n)) diverge, alors les sommes partielles de la série vérifient

SN =
N∑

n=1

f(n) ∼
∫ N

1

f(x) dx .

Démonstration : Comme déjà expliqué, nous avons le contrôle

q∑
n=p+1

f(n) ≤
∫ q

p

f(x)dx ≤
q−1∑
n=p

f(n) .

Si la série converge, on prend p = N et on utilise l’inégalité de gauche en faisant tendre q
vers +∞. Si la série diverge, on prend p = 1 et q = N et on divise par

∫ N

1
f(x) dx pour

obtenir

1 +
f(N)∫ N

1
f(x) dx

≤
∑N

n=1 f(n)∫ N

1
f(x) dx

≤ 1 +
f(1)∫ N

1
f(x) dx

.

31
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Quand N tend vers +∞, les deux bornes tendent vers 1, ce qui montre l’équivalence. □

Exemples :

• On retrouve que la série harmonique vérifie
∑N

n=1
1
n
∼ lnN .

• Pour la série convergente (
∑

1
n2 ), on obtient donc que∑

n≥N+1

1

n2
≤ lim

X→+∞

∫ X

N

1

x2
dx = lim

X→+∞

(
1

N
− 1

X

)
=

1

N
.

3 Quelques remarques sur les séries sur ordinateur

Remarquons d’abord que la somme dans un ordinateur n’est pas une opération com-
mutative ! Cela est dû à la troncation : des nombres peuvent être négligés s’ils ne changent
pas une somme au-delà de l’erreur machine, même si la somme de tous ces nombres n’était
pas négligeable. Regardons un exemple en Xcas.

1 Digits:=4;

4

2 0.0005+0.0005

0.001

3 0.001+1

1.001

4 1+0.0005

1.0

5 1.0+0.0005

1.0

Nous comprenons donc qu’il ne faut pas sommer de petits nombres avec les grands mais
d’abord les petits nombres entre eux puis les grands. L’expérience suivante montre que le
résultat est bien différent suivant l’ordre de sommation.

1 a:=0; pour j de 1 jusque 100000 faire a:=evalf(a+1/j,5); ffaire;

(0.0,10.0)

2 a:=0; pour j de 100000 jusque 1 pas -1 faire a:=evalf(a+1/j,5);

ffaire;

(0.0,11.75)
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On peut aussi noter que la série
∑

1/n converge sur un ordi, car les nombres ajoutés
finissent par devenir plus petits que la précision machine et l’ordinateur ne va faire qu’une
somme finie de nombres. Ceci parâıt contradictoire avec la divergence en mathématique.
Mais celle-ci agit comme un avertissement que le nombre obtenu par ordinateur n’a pas de
sens. De fait, le résultat du calcul va dépendre de la précision de la machine et de l’ordre de
sommation, ce n’est donc pas une somme qui aura un sens véritable même si la sommation
nous renvoie un nombre. Faisons l’expérience avec notre série (

∑
1/n) que l’on calcule avec

une précision de 5 chiffres ou de 10 chiffres. La somme est fortement changée :

2 a:=0; pour j de 100000 jusque 1 pas -1 faire a:=evalf(a+1/j,5);

ffaire;

(0,11.75)

3 a:=0; pour j de 100000 jusque 1 pas -1 faire a:=evalf(a+1/j,10);

ffaire;

(0,12.09014625)

Alors que pour la série (
∑

1/n2), passer d’une précision de 5 chiffres à une de 10 chiffres
ne fait qu’améliorer la précision.

4 a:=0; pour j de 100000 jusque 1 pas -1 faire

a:=evalf(a+1/j^2,5);ffaire;

(0,1.6449)

5 a:=0; pour j de 100000 jusque 1 pas -1 faire

a:=evalf(a+1/j^2,10);ffaire;

(0,1.644924067)

4 Convergence de la série de l’exponentielle

On sait que pour tout N ∈ N, ex = 1 + x + . . . + xN/N ! + o(xN), mais peut-on écrire
carrément que

∀x ∈ R , ex =
∑
n≥0

xn

n!
? (4.1)

Pour écrire (4.1), il y a deux problèmes à considérer :

1. Pour x fixé, la somme de (4.1) a-t-elle un sens, c’est-à-dire est-elle convergente ?

2. La somme obtenue est-elle bien égale à l’exponentielle ?

Notons que le deuxième point n’est pas facultatif : il existe des séries de Taylor qui
convergent mais pas vers la fonction associée. Ce genre de question sera vu plus en détail
au second semestre. Nous allons nous limiter ici au cas de l’exponentielle.
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Considérons donc la série (
∑

xn

n!
) avec x ∈ R fixé. Appliquons le critère de D’Alembert

∣∣∣∣xn+1/(n+ 1)!

xn/n!

∣∣∣∣ = |x|
n+ 1

−→ 0 quand n → +∞ .

Comme 0 < 1, la série converge bien pour chaque x ∈ R.
Pour montrer (4.1), il nous reste à prouver que la série converge bien vers l’exponentielle.

Pour cela, on utilise la formule de Taylor avec reste intégral.

Proposition 4.6. Soit I un intervalle de R et f une fonction de classe Ck+1(I,R), alors
pour tout x0 ∈ I,

∀x ∈ I , f(x) =f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 + . . .

+
f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +

∫ x

x0

f (k+1)(t)

k!
(x− t)kdt .

Démonstration : On fait une récurrence sur k en utilisant que

∫ x

x0

f (k)(t)

(k − 1)!
(x− t)k−1dt =

[
−f (k)(t)

k!
(x− t)k

]x
x0

−
∫ x

x0

−f (k+1)(t)

k!
(x− t)kdt .

□

Il s’agit donc de montrer que le reste intégral tend vers 0 dans la formule

ex =
N∑

n=0

xn

n!
+

∫ x

0

et

N !
(x− t)Ndt .

Or, on a ∣∣∣∣∫ x

0

et

N !
(x− t)Ndt

∣∣∣∣ ≤ |x|e
|x|

N !
|x|N −−−−−−→

N−→+∞
0

Donc (4.1) est bien vérifiée.
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5 Ordre de sommation

!
On ne peut pas changer l’ordre d’une sommation en général. Par exemple∑

n≥1

(−1)n+1

n
= ln 2

mais ∑
n impairs

1

n
−
∑

n pairs

1

n

n’a pas de sens car les résultats des sommes sont infinis.

Nous allons voir que changer l’ordre de sommation peut avoir des effets encore plus
frappants : on peut obtenir n’importe quelle valeur pour la somme en changeant l’ordre de
sommation ou même faire diverger la série.

Proposition 4.7. Soit (
∑

n un) une série réelle convergente mais non absolument conver-
gente. Soit ℓ ∈ R = R∪{±∞}. Alors il existe une bijection ϕ : N −→ N telle que (

∑
n uϕ(n))

ait pour somme ℓ.

Démonstration : Ecrire une preuve avec les notations rigoureuses et les indices serait
trop complexe. Nous allons plutôt expliquer la méthode. On commence par séparer les
un en deux tas : les positifs v+n et les négatifs v−n . Si les deux séries (

∑
v+n ) et (

∑
v−n )

convergeaient, alors la série (
∑

|un|) serait aussi convergente mais ce n’est pas le cas par
hypothèse. Si l’une convergeait et l’autre non, alors la série (

∑
un) serait divergente. On

en conclut que les hypothèses impliquent que ces deux séries divergent. Notons aussi que,
comme (

∑
un) converge, on a v±n → 0.

Fixons nous une limite ℓ ∈ R (le cas ℓ = ±∞ est laissé en exercice). Nous allons
d’abord ajouter des termes positifs v+0 , . . . jusqu’à dépasser strictement ℓ. Notons que cela
est possible puisque la somme de tous les v+n est infinie. Une fois dépassé ℓ, nous ajoutons
maintenant des termes négatifs v−0 , . . . jusqu’à retomber en-dessous strictement de ℓ, ce
qui arrivera forcément pour la même raison. Puis on rajoute des positifs etc. On note qu’à
chaque fois, on utilise au moins un terme et donc qu’on épuise petit à petit nos paquets
de termes : il s’agit bien d’un changement d’ordre de sommation. Il ne reste plus qu’à voir
que la limite de ce procédé est ℓ. Pour cela, il faut voir qu’à chaque fois qu’on dépasse ℓ,
on ne s’éloigne pas plus que le dernier terme v+n utilisé. Puis on ne fait que descendre vers
ℓ et quand on descend trop bas, ce n’est pas à plus que le dernier v−n utilisé. Comme v±n
tend vers 0, ces écarts sont de plus en plus petits et les sommes oscillent de plus en plus
proches de ℓ. □
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Exemple : Voici un exemple concret. On a déjà admis que∑
n≥1

(−1)n+1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− . . . = ln 2 .

En fait peu importe la valeur de cette somme pour cet exemple, mais ce sera plus simple
de l’écrire comme cela. Nous allons maintenant réordonner la sommation de cette façon :

1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+ . . .+

1

2n+ 1
− 1

4n+ 2
− 1

4n+ 4
+ . . .

On somme bien tous les termes car on prend successivement un indice impair et deux
indices pairs tout en gardant leur ordre global. Mais

1

2n+ 1
− 1

4n+ 2
=

1

4n+ 2

donc une sommation par paquets de 1 ou 2 termes donne la série

1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+ . . .+

1

4n+ 2
− 1

4n+ 4
+ . . .

qui est convergente et qui est la moitié de la série d’origine. Notre sommation par paquets
étant licite, on a donc montré que

1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+ . . .+

1

2n+ 1
− 1

4n+ 2
− 1

4n+ 4
+ . . . =

ln 2

2

et donc le changement d’ordre de sommation a diminué la série de moitié !

Toutefois, si jamais on sait que la convergence est meilleure, on peut changer l’ordre de
sommation.

Proposition 4.8. Soit (
∑

n un) une série absolument convergente. Alors pour toute bi-
jection ϕ : N −→ N, (

∑
n uϕ(n)) est aussi absolument convergent et a même somme que

(
∑

n un).

Démonstration : Posons vn = |un|. On veut montrer que (
∑

vn) converge implique que
(
∑

vϕ(n)) converge. Il s’agit de séries de termes positifs. La suite des sommes partielles∑N
n=0 vϕ(n) est donc croissante et il suffit de la majorer pour avoir la convergence. Mais

N∑
n=0

vϕ(n) ≤
maxk=0..N ϕ(k)∑

n=0

vn ≤
∞∑
n=0

vn

et donc la série (
∑

|uϕ(n)|) converge.
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Montrons que les limites sont égales. PourN donné, il existeN ′ ≥ N tel que {1, . . . ,N} ⊂
{ϕ(1), . . . ,ϕ(N ′)} c’est-à-dire qu’il faut N ′ termes réarrangés uϕ(n) pour qu’on ait bien in-
clus les N premiers termes un. Il y a sûrement d’autres valeurs de ϕ(n) que 1..N dans les
N ′ premiers uϕ(n). Appelons I cet ensemble de valeurs supplémentaires, qui sont forcément
plus grandes que N . On a alors∣∣∣∣∣

N∑
n=1

un −
N ′∑
n=1

uϕ(n)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∑
n∈I

un

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
n≥N

|un|

où on a bien utilisé le fait que (
∑

|un|) converge. Par ailleurs, cela implique que le reste

tend vers 0, ce qui montre que
∣∣∣∑N

n=1 un −
∑N ′

n=1 uϕ(n)

∣∣∣ tend vers 0 quand N tend vers +∞.

Chaque somme partielle tend vers la somme de la série (rappelons-nous que N ′ ≥ N et
donc N ′ tend aussi vers +∞) et donc les deux sommes sont égales. □

Ces résultats montrent que pour une série de termes de signe quelconque, faire la
différence entre convergence et convergence en valeur absolue est primordial.

6 Le problème de Bâle

En 1644, Pietro Mengoli pose un défi aux mathématiciens : calculer la somme
∑∞

n=0
1
n2 .

Plusieurs grands mathématiciens s’y frottent sans succès, dont Jacques Bernoulli né à Bâle.
C’est en 1735 que Léonhard Euler, lui aussi né à Bâle, montre que la somme vaut π2

6
. En

fait sa preuve manque un peu de rigueur et sera amélioré par la suite. Notons qu’il confirme
le résultat aussi par un calcul numérique très fastidieux à l’époque.

Commençons par un peu d’algèbre des polynômes. Soit un polynôme

P = a0 + a1X + a2X
2 + . . .+ adX

d

qui a d racines complexes z1,. . . ,zd. On a la factorisation classique

P = ad(X − z1)(X − z2) . . . (X − zd)

mais si 0 n’est pas racine, on peut aussi factoriser le polynôme sous la forme

P = a0(1−
X

z1
)(1− X

z2
) . . . (1− X

zd
)

En identifiant les coefficients en X, on trouve alors que

1

z1
+

1

z2
+ . . .+

1

zd
= −a1

a0
.
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Euler, passant rapidement sur la justifica-
tion, fait alors le calcul suivant. Le sinus car-
dinal a pour développement

sinc(x) =
sin(x)

x
= 1− x2

6
+ . . .

et s’annule sur les valeurs nπ. Donc sinc(
√
x)

s’annule sur les valeurs n2π2 et on pourrait
écrire

sinc(
√
x) = 1− x

6
+ . . .

=
(
1− x

π2

)(
1− x

4π2

)(
1− x

9π2

)
. . .

et par analogie avec le calcul sur les po-
lynômes, on obtient

1

π2
+

1

4π2
+

1

9π2
+ . . . =

1

6
.

Pour rendre cela rigoureux, il faut en fait uti-
liser la théorie des fonctions analytiques qui
sont équivalentes à des polynômes avec une
infinité de termes.
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Chapitre 5 : La théorie de l’intégration de
Riemann

1 Topologie des intervalles compacts

On appelle intervalle compact de R un intervalle fermé et borné du type [a,b] avec a ≤ b
deux réels. Le mot ≪ compact ≫ fait référence à la propriété suivante qui pourra être vérifiée
pour d’autres ensembles que les intervalles de R.

Théorème 5.1. Soit (xn)n∈N une suite de l’intervalle compact [a,b] ⊂ R. Alors il existe
une fonction strictement croissante φ : N −→ N telle que la suite extraite (xφ(n)) ait une
limite ℓ ∈ [a,b].

Démonstration : On peut utiliser le procédé suivant. On coupe [a,b] en son milieu en
deux intervalles [a,(a+b)/2] et [(a+b)/2,b]. Comme la suite (xn) contient un nombre infini
de points (éventuellement confondus), il y a au moins un des deux segments qui contient
un nombre infini d’éléments de (xn). On pose xφ(0) comme étant le premier d’entre eux
et on ne regarde maintenant plus que ce qui se passe dans le segment moitié. On recoupe
ce segment en deux et on sélectionne de nouveau la moitié dans laquelle il y a un nombre
infini de xn. On pose xφ(1) comme le premier tel que φ(1) > φ(0) et on continue. Au fur
et à mesure, les éléments de la suite extraite se retrouvent confinés dans des intervalles
de longueurs de plus en plus petites. C’est exactement dire que la suite extraite vérifie le
critère de Cauchy et donc elle converge vers une limite ℓ ∈ R. En outre, comme a ≤ xn ≤ b
pour tout n, on a forcément ℓ ∈ [a,b]. □

Ce résultat est associé aux théorèmes du nom de Bolzano-Weierstrass et de Borel-
Lebesgue

• Bernard Bolzano (1781-1848, Prague)

• Karl Weierstrass (1815-1897, Allemagne)

• Émile Borel (1871-1956, France)
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• Henri Lebesgue (1875-1941, France)

Dans ce cours, ce résultat nous sera surtout utile pour montrer l’uniforme continuité.

Définition 5.2. Une fonction f : I ⊂ R −→ C est uniformément continue sur I si

∀ε > 0 , ∃δ > 0 , ∀x,y ∈ I , |x− y| ≤ δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε .

!
Attention de ne pas confondre l’uniforme continuité avec la continuité tout
court. Cette dernière s’écrit

∀ε > 0 , ∀x ∈ I , ∃δ > 0 , ∀y ∈ I , |x− y| ≤ δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε .

Donc pour la continuité, la marge δ ne donnant pas une erreur plus grande que
ε pour les images peut dépendre de x. Ce n’est pas le cas quand on demande
que la continuité soit uniforme. Une fonction uniformément continue est donc
forcément continue, mais la fonction f : x ∈ R 7−→ x2 ∈ R est continue sans
être uniformément continue.

Le théorème suivant est attribué à Eduard Heine (1821-1881, Allemagne).

Théorème 5.3. Soit [a,b] un intervalle compact de R et soit f : [a,b] 7−→ C une fonction
continue. Alors f est aussi uniformément continue.

Démonstration : Raisonnons par l’absurde et supposons que f est continue mais pas
uniformément continue. Il existe ε > 0 tel que pour tout n, il existe xn et yn avec |xn−yn| ≤
1
n
mais |f(xn) − f(yn)| > ε. Par compacité, il existe une sous-suite (xφ(n)) extraite de la

suite (xn) qui converge vers une limite ℓ ∈ [a,b]. Par continuité, on a f(xφ(n)) qui tend vers
f(ℓ). Mais on a aussi yφ(n) qui tend vers ℓ donc f(yφ(n)) tend aussi vers f(ℓ). Mais alors en
passant à la limite dans |f(xφ(n))− f(yφ(n))| > ε, on aurait 0 ≥ ε ce qui est absurde. Donc
f est forcément uniformément continue. □

On rappelle aussi le résultat suivant.

Théorème 5.4. Soit [a,b] un intervalle compact de R et soit f : [a,b] 7−→ C une fonction
continue. Alors f est bornée et atteint ses bornes sur [a,b].

2 Définition de l’intégrale de Riemann

Nous allons définir l’intégrale d’une fonction comme l’aire entre l’axe horizontal et
sa courbe comptée algébriquement (positivement si la courbe est au-dessus de l’axe et
négativement en-dessous). Le problème revient à définir proprement ce qu’est une aire
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d’une forme géométrique. Par définition, on peut supposer que l’aire des rectangles vaut
longueur fois largeur. Puis par découpages et recollages, on peut définir l’aire des triangles et
de tout polygone. Comment faire dans le cas d’une courbe ? Nous allons essayer d’encadrer
la courbe avec des aires de polygones et voir si on peut obtenir une aire limite en faisant
en encadrement de plus en plus précis. C’est déjà ainsi que les anciens ont calculé l’aire
du disque et donc π : Archimède (IIIème siècle avant J.C., Syracuse) donne π ≃ 3,14 par
des polygones à 96 côtés, Liu Hui (IIIème siècle après J.C., Chine) trouve une méthode
itérative plus rapide et avec aussi 96 côtés donne π ≃ 3,1416. Deux siècles plus tard, Zu
Chongzhi reprend l’algorithme pour obtenir π au millionième près avec l’équivalent d’un
polygone a 12 288 côtés.

L’histoire de l’intégration d’un point de vue plus analyste remonte à Bonaventura Cava-
lieri (1598-1647, Italie) puis à Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716, Allemagne). Bernhard
Riemann (1826-1866, Allemagne) est un des premiers à formaliser proprement la théorie.
Il existe plusieurs façons de définir et construire l’intégrale de Riemann. Elles sont toutes
grosso-modo équivalentes. Nous allons voir ici une présentation allégée proche de celle de
Gaston Darboux (1842-1917, France).

Définition 5.5. Soit I = [a,b] un intervalle compact de R. Une fonction f est dite en
escalier ou constante par morceaux sur I s’il existe un nombre fini de points a = x0 <
x2 < . . . < xp = b tels que f est constante sur chaque intervalle ]xi,xi+1[. Les points xi

forment une subdivision de I.

Notons que cette définition ne dit rien sur les valeurs ponctuelles en xi qui peuvent être
différente des constantes. L’intégrale d’une fonction en escalier se définit naturellement par
la formule d’aire des rectangles.

a = x0 x1 x2 x3 x4 = b

f(x1)

f0

f1

f2

f3

Définition 5.6. Soit f une fonction en escalier sur un intervalle [a,b] qui est constante
égale à fi sur chaque intervalle ]xi,xi+1[ d’une subdivision a = x0 < x2 < . . . < xp = b.
Alors on appelle intégrale de f sur [a,b] le nombre∫ b

a

f(x) dx =

p−1∑
i=0

(xi+1 − xi)× fi .
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Par exemple, on a que∫ 3

0

E(x) dx = (1− 0)× 0 + (2− 1)× 1 + (3− 2)× 2 = 3 .

Pour définir l’intégrale dans un cas plus complexe, nous allons introduire des fonctions en
escalier encadrant la valeur de l’intégrale.

Définition 5.7. Soit [a,b] une intervalle compact de R et f : [a,b] → R une fonction. On
dit que f est intégrable au sens de Riemann si pour tout ε > 0, il existe deux fonctions en
escalier fε et fε telles que

∀x ∈ [a,b] , fε(x) ≤ f(x) ≤ fε(x)

et ∣∣∣∣∫ b

a

fε(x) dx −
∫ b

a

fε(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ε .

Proposition 5.8. Si f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] ⊂ R, alors pour tout
choix des familles de fonctions (fε) et (fε), on a existence et égalités des limites

lim
ε→0

∫ b

a

fε(x) dx = lim
ε→0

∫ b

a

fε(x) dx .

En outre, cette limite est indépendante du choix des familles de fonctions en escalier. Cette
limite est appelée intégrale de f sur [a,b] au sens de Riemann et est notée∫ b

a

f(x) dx .

Démonstration : On ne va pas détailler la preuve complète, mais l’argument principal
est le suivant. On considère fε et fε′ deux fonctions en escalier sous f . On a forcément

fε′ ≤ f ≤ fε et donc∫ b

a

fε′(x) dx−
∫ b

a

fε(x) dx =

∫ b

a

fε′(x) dx−
∫ b

a

fε(x) dx+

∫ b

a

fε(x) dx−
∫ b

a

fε(x) dx ≤ ε .

Mais avec l’argument symétrique, on a∫ b

a

fε(x) dx −
∫ b

a

fε′(x) dx ≤ ε′ .

Donc ∣∣∣∣∫ b

a

fε(x) dx −
∫ b

a

fε′(x) dx

∣∣∣∣ ≤ max(ε,ε′) .
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Le papier original de Riemann de 1867 (posthume mais présentant des travaux de 1854).
Son but principal est de commenter les écrits de Joseph Fourier. Il a déjà écrit une

quinzaine d’intégrales dans l’article en question, quand il pose soudainement la question
≪ Qu’entend-on par

∫ b

a
f(x) dx ? ≫. Cela fait pourtant 250 ans que les gens écrivent pour

des intégrales !
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Ceci montre par exemple que les familles d’intégrales des fonctions en escalier vérifie le
critère de Cauchy et donc converge. En prenant deux fonctions qui marchent pour le même
ε, c’est aussi ainsi que l’on voit que l’écart entre les deux valeurs obtenues pour approcher
l’intégrale devient négligeable. □

Exemple : On considère la fonction f : [0,1] → R telle que f(x) = 1 si x ∈ Q et 0
sinon. Une fonction constante par morceaux sous f sera forcément négative et une fonction
constante par morceaux au-dessus de f sera forcément plus grande que 1. L’écart entre les
intégrales sera donc au moins 1 et f n’est pas intégrable au sens de Riemann : ce n’est pas
la bonne méthode pour donner un sens à l’intégrale de cette fonction.

Après avoir vu un contre-exemple, voyons notre principal exemple qui marche : les
fonctions continues.

Théorème 5.9. Soit [a,b] un intervalle compact et f ∈ C0([a,b],R) une fonction continue.
Alors f est intégrable au sens de Riemann. En outre, on a

n−1∑
k=0

b− a

n
f
(
a+ k

b− a

n

)
−−−−−−−→

n−→+∞

∫ b

a

f(x) dx .

La dernière partie montre que l’intégrale peut s’approcher par la méthode des rectangles
à gauche en pratiquant une subdivision régulière.

On découpe [a,b] en n intervalles de lar-
geur b−a

n
. La somme

n−1∑
k=0

b− a

n
f
(
a+ k

b− a

n

)
est appelée somme de Riemann et cor-
respond à l’aire des rectangles verts
dont la hauteur est prise comme la va-
leur de f à gauche de l’intervalle.

Démonstration : Soit ε > 0 fixé. Divisons [a,b] en n intervalles, posons h = (b− a)/n le
pas de la subdivision et notons xi = a+ i× h la subdivision avec i = 0, . . . ,n. On définit f

et f comme des fonctions en escaliers qui sont constantes sur chaque [xi,xi+1[ et vérifient

∀x ∈ [xi,xi+1[ , f(x) = min
ξ∈[xi,xi+1]

f(ξ) et f(x) = max
ξ∈[xi,xi+1]

f(ξ) .

On rappelle que les minimums et maximums sont bien définis car f est continue sur
[xi,xi+1]. On décide aussi que f(b) = f(b) = f(b). Par construction, f et f sont bien
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des fonctions continues par morceaux qui encadrent f . Par ailleurs, leur différence est au
pire de l’écart entre f(x) et f(y) pour x et y dans le même intervalle [xi,xi+1]. Par conti-
nuité uniforme, on peut trouver h assez petit tel que cet écart est plus petit que ε/(b− a).
On a alors que ∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx −
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∑

(xi+1 − xi)
ε

b− a
= ε .

Ceci montre que f est bien Riemann-intégrable. La convergence de la somme de Riemann
découle simplement du fait que cette somme est encadrée par les deux intégrales de f et

f . □

Exemples :

• La fonction x 7→ ex est donc intégrable au sens de Riemann sur [0,1]. En outre, quand
n tend vers +∞, on a

n−1∑
k=0

1

n
e

k
n =

1

n
.
1− e

1− e1/n
=

1− e

n(1− 1− 1
n
+ o( 1

n
))

=
e− 1

1 + o(1)
.

Donc, on faisant tendre n vers +∞, on obtient∫ 1

0

ex dx = e− 1 .

• La fonction x 7→ x+1 est continue donc intégrable au sens de Riemann sur [0,1]. En
outre,

n−1∑
k=0

1

n
(
k

n
+ 1) = 1 +

1

n2

n−1∑
k=0

k = 1 +
1

n2
× (n− 1)n

2
−−−−−−−→

n−→+∞
1 +

1

2
=

3

2

où on a utilisé la formule
∑n

k=1 k = n(n+1)
2

que l’on peut démontrer par récurrence.
On note que le résultat obtenu pour l’aire sous la courbe de x 7→ x + 1 est bien
cohérent avec la formule d’aire d’un trapèze de hauteur 1 et de petite et grande bases
1 et 2.

Faisons un petit point sur les notations. La convergence

n−1∑
k=0

b− a

n
f
(
a+ k

b− a

n

)
−−−−−−−→

n−→+∞

∫ b

a

f(x) dx .
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donne une correspondance entre les éléments de la somme de Riemann (méthode des rec-
tangles) et l’écriture intégrale. On peut commencer par remarquer que le symbole

∫
est un

≪ S ≫ allongé. Il a été introduit par Leibniz et fait donc bien référence à l’intégrale comme
une sorte de somme. L’autre point à remarquer, c’est que l’élément d’intégration dx cor-
respond à la limite de la petite distance h = b−a

n
(symbole qu’on retrouve logiquement dans

la dérivation d
dx

par passage à la limite de la pente de la corde). C’est donc un élément qui
fait partie de la somme de l’intégrale et non un symbole servant juste à fermer l’intégrale
(ce sera clair au moment des changements de variables).

En recollant plusieurs intervalles où on applique le résultat précédent, on peut généraliser
ce théorème aux fonctions continues par morceaux.

Définition 5.10. Soit I = [a,b] un intervalle compact de R. Une fonction f est dite
continue par morceaux sur I s’il existe un nombre fini de points a = x0 < x2 < . . . < xp = b
tels que f est continue sur chaque intervalle ]xi,xi+1[ et que les limites à droite et à gauche
de chaque intervalle existent et sont finies. L’ensemble des fonctions continue par morceaux
sur [a,b] est noté C0

pm([a,b],R).

une fonction continue par morceaux

au point central

une fonction non continue par morceaux

car il y a un nombre infini de discontinuités

une fonction non continue par morceaux

car la limite à gauche n’existe pas

Théorème 5.11. Soit [a,b] un intervalle compact et f ∈ C0
pm([a,b],R) une fonction continue

par morceaux. Alors f est intégrable au sens de Riemann. En outre, on a

n−1∑
k=0

b− a

n
f
(
a+ k

b− a

n

)
−−−−−−−→

n−→+∞

∫ b

a

f(x) dx .

De plus, les valeurs de f aux points de discontinuités ne change pas la valeur de l’intégrale.

Démonstration : Il suffit de recoller les arguments de la démonstration précédente ap-
pliquée sur chaque morceau. Pour la convergence de la somme de Riemann, l’argument
est aussi le même. Il y a juste le problème des valeurs aux points de discontinuités mais
celles-ci sont en nombre fini et leur influence disparâıt au fur et à mesure que n tend vers
+∞. □

On peut aussi facilement gérer les fonctions à valeurs complexes.
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Définition 5.12. Une fonction f : [a,b] −→ C est intégrable au sens de Riemann si ses
parties réelle et imaginaire le sont. On pose alors∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

Re(f(x)) dx + i

∫ b

a

Im(f(x)) dx .

Nous allons admettre toutes les propriétés élémentaires de l’intégrale de Riemann, même
si elles se démontrent assez facilement en partant de la définition.

Proposition 5.13. Linéarité
Soient f et g deux fonctions intégrables au sens de Riemann sur un segment [a,b] et soit
λ ∈ C, alors f + λg est intégrable au sens de Riemann et∫ b

a

(f + λg)(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+ λ

∫ b

a

g(x) dx .

Proposition 5.14. Monotonie
Soient f et g deux fonctions intégrables au sens de Riemann sur un segment [a,b] et à
valeurs réelles. Si pour tout x ∈ [a,b], on a f(x) ≤ g(x), alors∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx .

On note que la valeur en un nombre fini de points n’influence pas la valeur de l’intégrale,
donc on peut aussi supposer que f(x) ≤ g(x) sauf en un nombre fini de points.

Proposition 5.15. Relation de Chasles
Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a,c] et soit b ∈]a,c[, alors∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx .

Cette relation nous pousse à prendre comme convention que∫ a

a

f(x) dx = 0 et

∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dx .

Notons que la première convention est aussi cohérente avec la limite b → a.

Proposition 5.16. Inégalité triangulaire
Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a,b], alors∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)| dx .
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La théorie de l’intégration de Riemann

Proposition 5.17. Stricte positivité
Soit f ∈ C0([a,b],R+) une fonction continue et positive. Alors s’il existe x0 ∈ [a,b] tel que
f(x0) > 0, on a ∫ b

a

f(x) dx > 0 .

En conséquent, si f est positive continue et d’intégrale nulle sur [a,b], alors f est identi-
quement nulle sur [a,b].

3 Lien avec la dérivation

Le théorème fondamentale de l’analyse est le lien a priori inattendu entre l’intégration
et la dérivation.

Théorème 5.18. Soit [a,b] un intervalle compact de R et soit f ∈ C0
pm([a,b],C) un fonction

continue par morceaux. Alors

ξ ∈ [a,b] 7−→
∫ ξ

a

f(x) dx

est une fonction continue de x.
Si en outre f ∈ C0([a,b],C) est de plus continue sur [a,b] alors

ξ ∈ [a,b] 7−→
∫ ξ

a

f(x) dx

est une fonction dérivable et sa dérivée vaut

d

dξ

∫ ξ

a

f(x) dx = f(ξ) .

En conséquence, ξ ∈ [a,b] 7−→
∫ ξ

a
f(x) dx est l’unique primitive de f sur [a,b] qui s’annule

en a.

Démonstration : Par la relation de Chasles, on a∫ ξ+h

a

f(x) dx−
∫ ξ

a

f(x) dx =

∫ ξ+h

ξ

f(x) dx .

Si f est continue par morceaux, alors elle est bornée et l’aire sous la courbe entre ξ et ξ+h
est bornée par un rectangle de largeur h et de hauteur constante. Donc quand h tend vers
0, on obtient bien la continuité de l’intégrale par rapport à sa borne.
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a ξ ξ + h

min
x∈[ξ,ξ+h]

f(x)

max
x∈[ξ,ξ+h]

f(x)

Affinons les choses en supposant que f est continue. Par monotonie de l’intégrale, on a

h min
x∈[ξ,ξ+h]

f(x) ≤
∫ ξ+h

ξ

f(x) dx ≤ h max
x∈[ξ,ξ+h]

f(x) .

Or, par continuité, minx∈[ξ,ξ+h] f(x) comme maxx∈[ξ,ξ+h] f(x) tendent vers f(ξ) quand h
tend vers 0. On obtient donc par encadrement que

1

h

(∫ ξ+h

a

f(x) dx−
∫ ξ

a

f(x) dx

)
−−−−−→

h−→0
f(ξ)

ce qui donne par définition la dérivée recherchée. La dernière assertion vient de l’unicité
de la primitive modulo les constantes. □

Le théorème montre aussi que toute fonction continue admet une primitive (et donc une
infinité en y ajoutant une constante). Si la fonction f est seulement continue par morceaux,
on peut obtenir une sorte de primitive mais qui ne sera dérivable qu’à droite et à gauche
aux points de discontinuité de f .

Corollaire 5.19. Soit f ∈ C0([a,b],R) une fonction continue et soit F ∈ C1([a,b],R) une
primitive de f sur [a,b]. Alors∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) := [F (x)]ba .

Démonstration : On pose F̃ (ξ) =
∫ ξ

a
f(x) dx . On sait que F = F̃ + C avec C une

constante. On a alors

F (b)− F (a) = (F̃ (b) + C)− (F̃ (a) + C) = F̃ (b)− F̃ (a) =

∫ b

a

f(x) dx− 0 .

□
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Le but de ce chapitre est de présenter quelques techniques d’intégration permettant
d’exprimer une intégrale

∫ b

a
f(x) dx en une expression composée des fonctions usuelles (et

sans le signe intégral). Le plus souvent, cela revient à trouver une primitive à f mais cette
opération est parfois difficile sans opérer des transformations de l’intégrale. Le but est donc
de :

• connâıtre les transformations possibles,

• savoir dans quelle situation les utiliser pour simplifier le calcul.

Dans ce contexte, on pourra se souvenir qu’il n’est pas toujours possible d’avoir une expres-
sion de la primitive. Joseph Liouville (1809-1882, France) a ainsi montré que la primitive
de e−x2

ne peut s’exprimer en fonctions des fonctions usuelles. Même si on donne le nom
≪ Erf ≫ à cette primitive, on aura encore des primitives non exprimables etc. Nous allons
donc essayer de faire au mieux, mais une méthode générale ne sera pas possible.

1 Intégration par parties

La formule de l’intégration par parties correspond à la formule de dérivation du produit.
Si F et g sont deux fonctions dérivables sur [a,b] de dérivées f et g′, alors

d

dx
(Fg(x)) = f(x)g(x) + F (x)g′(x) .

On en déduit donc le résultat suivant.

Théorème 6.1. Soit a < b. Soit f une fonction continue sur [a,b] et soit g une fonction
de classe C1 sur [a,b], alors∫ b

a

f(x)g(x) dx = [F (x)g(x)]ba −
∫ b

a

F (x)g′(x) dx

où F est une primitive de f sur [a,b].
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Démonstration : On a∫ b

a

f(x)g(x) dx+

∫ b

a

F (x)g′(x) dx =

∫ b

a

(F ′(x)g(x) + F (x)g′(x)) dx

=

∫ b

a

(F (x)g(x))′ dx

= [F (x)g(x)]ba .

□

On n’utilisera l’intégration par partie que si on identifie deux parties dans l’intégrande
et qu’au moins une partie a une primitive connue. En outre, cette intégration par parties
doit nous simplifier la tâche, c’est-à-dire aboutir à un intégrande plus simple. Nous allons
voir quelques situations classiques.

Le cas polynôme contre exponentielle.
Si l’intégrande est du type P (x)ex avec P un polynôme, alors une intégration par partie
permet de dériver le polynôme et intégrer l’exponentielle. Intégrer l’exponentielle n’est pas
coûteux et dériver le polynôme fait baisser son degré. En réitérant le processus, on finit
par se ramener à P =constante et on peut conclure. Cette idée fonctionne aussi pour les
cas du type P (x) sin x, P (x) cos x. . . .∫ 1

0

xex dx = [xex]10 −
∫ 1

0

ex dx = e− [ex]10 = e− (e− 1) = 1 .

Mais aussi ∫ π

0

x2 cos(2x) dx =

[
x21

2
sin(2x)

]π
0

−
∫ π

0

x sin(2x) dx

= −
[
x
(−1)

2
cos(2x)

]π
0

− 1

2

∫ π

0

cos(2x) dx

=
π

2
− 1

4
[sin(2x)]π0

=
π

2
.

Le cas ln ou arctan.
Quand une intégrale fait apparâıtre un log ou une arctangente, l’idée est d’essayer de faire
une intégration par parties pour dériver ces fonctions. En effet, leur dérivées sont de type
≪ fractions rationnelles ≫, c’est-à-dire quotient de deux polynômes, et on sait intégrer toutes
les fonctions de cette famille (voir ci-dessous).
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Nous allons voir comment calculer une primitive du log. Pour cela, nous allons introduire
une notation qui n’est pas universelle mais bien pratique. On sait que

∫ x

1
ln t dt est la

primitive du log qui s’annule en 1, mais
∫ x

2
ln t dt est aussi une primitive du log etc. En fait,

la borne inférieure n’est pas importante puisque dans tous les calculs, elle ne donnera que
des constantes et la primitive est définie à une constante près. Plutôt que de s’encombrer
des nombres qui viendront de cette borne inférieure, nous allons l’ignorer, ce qui donnera
en quelque sorte la primitive la plus simple à écrire, c’est-à-dire la partie qui dépend de x
avec les fonctions usuelles. Par ailleurs, l’astuce est de faire une intégration par partie en
dérivant le log. A priori, il n’y a rien à intégrer. . . sauf que l’on peut dire que le log est
multiplier par 1 et intégrer cette constante.∫ x

ln t dt =

∫ x

1× ln t dt = [t ln t]x −
∫ x

t× 1

t
dt

= x lnx−
∫ x

dt

= x lnx− x

Proposition 6.2. Une primitive de ln sur ]0,+∞[ est x 7−→ x lnx− x.

On procède de même pour l’arctangente.∫ x

arctan t dt = [t arctan t]x −
∫ x

t
1

1 + t2
dt = x arctanx− 1

2

∫ x 2t

1 + t2
dt

= x arctanx− 1

2

[
ln |1 + t2|

]x
= x arctanx− 1

2
ln(1 + x2)

L’astuce marche pour d’autres cas.∫ 2

1

x ln2 x dx =

[
1

2
x2 ln2 x

]2
1

−
∫ 2

1

x2 lnx

x
dx

= 2 ln2 2−
∫ 2

1

x lnx dx = 2 ln2 2−
[
1

2
x2 lnx

]2
1

+
1

2

∫ 2

1

x2 1

x
dx

= 2 ln2 2− 2 ln 2 +
1

4

[
x2
]2
1

= 2 ln2 2− 2 ln 2 +
3

4
.

L’astuce de la double intégration.
Terminons par un calcul astucieux classique qui nécessite une double intégration par par-
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ties. ∫ π

0

cosxex dx = [cos xex]π0 +

∫ π

0

sin xex dx

= −eπ − 1 + [sin xex]π0 −
∫ π

0

cosxex dx

= eπ − 1−
∫ π

0

cosxex dx

On a l’impression de tourner en rond car la dernière intégrale est celle de départ. Mais le
signe nous sauve miraculeusement et on peut faire passer l’intégrale de l’autre côté pour
obtenir ∫ π

0

cos xex dx = −1 + eπ

2
.

2 Décomposition en éléments simples

Le but de cette partie est d’intégrer toutes les fractions rationnelles, c’est-à-dire tous les
quotients de deux polynômes. L’idée de la méthode peut se voir sur cet exemple élémentaire.

On souhaite intégrer la fonction f(x) = 1
1−x2 . On constate que

f(x) =
1

(1− x)(1 + x)
=

1

2

(
1

1 + x
+

1

1− x

)
et donc une primitive de f est

F (x) =
1

2
(ln |1 + x|+ ln |1− x|)

(on lèvera les valeurs absolues en fonction de l’intervalle où la primitive est considérée). On
voit ici le point central de la méthode : décomposer la fraction en ≪ éléments simples ≫ que
l’on sait facilement intégrer.

Les éléments simples : soit f(x) = P (x)
Q(x)

une fraction rationnelle où P et Q sont deux

polynômes à coefficients réels. Le polynôme Q(x) peut se factoriser sous la forme

Q(x) = C(x− x1)
k1(x− x2)

k2 . . . (x− xp)
kp(x2 + a1x+ b1)

l1 . . . (x2 + aqx+ bq)
lq

où xi sont des racines réelles distinctes, ki et li des puissances entières et (x
2+aix+ bi) des

facteurs irréductibles réels. Alors la fraction P/Q peut se décomposer sous la forme d’une
somme d’éléments de cette liste

• Un polynôme réel de degré égal à celui de P moins celui de Q. Si Q est de degré plus
grand que P , il n’y a pas de tel terme.
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• Pour chaque racine xi une somme de termes
α1

(x− xi)
+

α2

(x− xi)2
+ . . .+

αki

(x− xi)ki
.

• Pour chaque facteur irréductible (x2 + aix+ bi), une somme de termes

α1x+ β1

(x2 + aix+ bi)
+

α2x+ β2

(x2 + aix+ bi)2
+ . . .+

αlix+ βli

(x2 + aix+ bi)li
.

Voyons un exemple : si on considère la fonction

f(x) =
x5

(x+ 1)2(x2 + x+ 1)

alors on sait que l’on pourra écrire

f(x) = ax+ b+
c

x+ 1
+

d

(x+ 1)2
+

gx+ h

x2 + x+ 1
.

Méthodes de décomposition : il faut bien sûr commencer par factoriser Q pour trouver
quels sont les éléments simples qui vont intervenir. Une fois les éléments connus, la méthode
la plus basique consiste à tout réduire au même dénominateur et identifier termes à termes.
Par exemple, on écrit

f(x) =
x+ 2

x2 − 3x+ 2
=

x+ 2

(x− 1)(x− 2)
=

a

x− 1
+

b

x− 2
=

a(x− 2) + b(x− 1)

(x− 1)(x− 2)

=
(a+ b)x− (2a+ b)

(x− 1)(x− 2)
.

Par identification, on trouve que (a + b) = 1 et (2a + b) = −2. La résolution du système
donne que a = −3 et b = 4 et donc

f(x) =
x+ 2

x2 − 3x+ 2
=

−3

x− 1
+

4

x− 2
.

Il existe parfois astuces pour aller plus vite. Par exemple, le polynôme peut se trouver
par division euclidienne. Si on n’a qu’un seul facteur simple sous la fraction, la division
euclidienne permet d’avoir tous les termes. Par exemple,

x3 x+ 1

−x3 −x2 x2 − x+ 1

−x2

x2 +x

x
−x −1

−1
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Ce qui montre que
x3

x+ 1
= x2 − x+ 1− 1

x+ 1
.

Une autre astuce quand on n’a que des facteurs simples du type ai
x−xi

à trouver est la
suivante. Prenons par exemple le cas de la fraction

f(x) =
2x+ 3

(x+ 1)(x− 1)
=

a

x+ 1
+

b

x− 1
.

Pour trouver a, on va tout multiplier par x+ 1 pour obtenir pour x ̸= −1

2x+ 3

x− 1
= a+ b

x+ 1

x− 1

on prend maintenant la limite x → −1. En fait, on peut prolonger l’expression par conti-
nuité et cette limite revient à regarder la valeur en x = −1 qui donne a = −1/2. On voit
que cette astuce permet de trouver a en neutralisant b dans un premier temps. Pour trouver
b, on procède de même en multipliant l’expression de départ par (x − 1) et en prenant la
valeur en x = 1 (ou plus rigoureusement en faisant la limite x → 1 dans l’expression). On
trouve ainsi

2x+ 3

x+ 1
= a

x− 1

x+ 1
+ b

puis b = 5/2. On conclut donc que

f(x) =
2x+ 3

(x+ 1)(x− 1)
=

1

2

(
−1

x+ 1
+

5

x− 1

)
.

Intégrations : il ne reste plus qu’à intégrer les différents ≪ éléments simples ≫. Evidem-
ment, l’éventuelle partie polynomiale est facile, de même que les termes 1/(x − xi)

ki . Par
exemple, avec les décompositions déjà effectuées, on obtient∫ 3

2

2x+ 3

(x+ 1)(x− 1)
dx =

1

2

∫ 3

2

(
−1

x+ 1
+

5

x− 1

)
dx =

1

2
[− ln(1 + x) + 5 ln(x− 1)]32

=
1

2
(− ln 4 + 5 ln 2 + ln 3− 5 ln 1) =

1

2
ln(24) .

L’intégration des termes correspondant à des facteurs irréductibles de degré deux est plus
délicate. Nous n’allons voir que le cas des fractions du type (αx+ β)/(x2 + ax+ b). Cette
intégration est basée sur deux primitives usuelles :∫ x dt

t2 + 1
= arctan x et

∫ x 2t+ a

t2 + at+ b
dt = ln |t2 + at+ b| .
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Prenons un exemple concret. On souhaite intégrer

f(x) =
x

x2 + 2x+ 2
.

Commençons par éliminer le terme en x du dessus en repérant le début de la dérivée du
terme du dessous :

f(x) =
1

2

2x+ 2

x2 + 2x+ 2
− 1

x2 + 2x+ 2
.

Le premier terme est sous la bonne forme pour être intégrer avec un log. Le deuxième
terme se met sous la bonne forme pour être intégrer avec une arctangente en repérant le
début d’un carré : x2 + 2x+ 2 = (x+ 1)2 + 1. On a alors∫ x t

t2 + 2t+ 2
dt =

1

2

∫ x 2t+ 2

t2 + 2t+ 2
dt −

∫ x dt

(t+ 1)2 + 1)

=
1

2
ln(x2 + 2x+ 2) − arctan(x+ 1) .

Nous n’avons pas vu l’intégration de tous les types de termes ni toutes les astuces qui
servent à avoir rapidement la décomposition. Mais elles sont très bien implémentées dans
les logiciels de calcul formel et nous ne faisons aujourd’hui à la main que les cas simples.

!
On pourrait vouloir passer aux complexes pour factoriser complètement le
dénominateur et n’avoir que des éléments simples faciles à intégrer. La
décomposition est parfaitement possible ainsi et permet parfois d’aller plus
vite. Mais attention au moment de l’intégration, il faut revenir aux nombres
réels ou être très prudent. En effet, si on se retrouve avec des nombres comme
ln(1 + i), il va falloir se poser la question du log des nombres complexes, ce
qui est délicat. Par exemple, on voit que ln 1 = ln(e2iπ) = 2iπ ̸= 0 signifie qu’a
priori log et nombres complexes ne font pas bon ménage.

Exemple : Reprenons la méthode entière dans un dernier exemple. On veut intégrer
f(x) = 3x2−x+1

x3−x2+x
. Faisons la décomposition en éléments simples. Tout d’abord, il n’y a pas

de partie polynomiale car le degré du dénominateur est strictement plus grand que celui
du numérateur. On factorise le dénominateur en x3 − x2 + x = x(x2 − x+1). On sait donc
que

f(x) =
3x2 − x+ 1

x3 − x2 + x
=

a

x
+

bx+ c

x2 − x+ 1
.

En multipliant tout par x et en prenant x = 0, on obtient a = 1. Il suffit ensuite de calculer

f(x)− 1

x
=

3x2 − x+ 1

x3 − x2 + x
− 1

x
=

2x

x2 − x+ 1
.
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et donc

f(x) =
1

x
+

2x

x2 − x+ 1
.

Pour intégrer le deuxième terme, on écrit

2x

x2 − x+ 1
=

2x− 1

x2 − x+ 1
+

1

x2 − x+ 1
=

2x− 1

x2 − x+ 1
+

4

3

1

( 2√
3
(x− 1

2
))2 + 1

d’où ∫
f(x) dx = ln |x|+ ln |x2 − x+ 1|+ 2√

3
arctan

(
2√
3
(x− 1

2
)

)
.

3 Linéarisation des polynômes trigonométriques

Parmi les familles de primitives que l’on peut faire systématiquement, il y a les po-
lynômes trigonométriques, c’est-à-dire les combinaisons linéaires de puissances du type
sinp(x) cosq(x). Il y a plusieurs façons de faire. Par exemple les cas sinp(x) cos(x) se font
facilement en voyant qu’une primitive est donnée par 1

p+1
sinp+1(x). Si q est impair, tout

facteur sinp(x) cosq(x) peut se ramener au cas précédent en utilisant les formules trigo-
nométriques. Par exemple,∫ π/2

0

sin3(x) cos3(x) dx =

∫ π/2

0

sin3(x)(1− sin2(x)) cos(x) dx

=

[
1

4
sin4(x)− 1

6
sin6(x)

]π/2
0

=
1

4
− 1

6

=
1

12

On n’oubliera pas aussi qu’il y a beaucoup de symétries dans les fonctions trigonométriques
qui peuvent être utilisées. Ainsi,∫ π

0

sin3(x) cos3(x) dx = 0

car l’intégrande est impaire par rapport à π/2.

Comment faire le cas général ? Il suffit de linéariser le polynôme c’est-à-dire transformer
les puissances sinp(x) cosq(x) en combinaisons linéaires de sin(kx) et cos(lx). Pour ce faire,
on utilise soit les formules trigonométriques, soit les formules d’Euler.
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Exemple : On veut calculer
∫ 2π

0
cos2(x) dx. On a la formule trigonométrique cos2(x) =

1+cos(2x)
2

et donc ∫ 2π

0

cos2(x) dx =
1

2

∫ 2π

0

(1 + cos(2x)) dx = π .

où on a utilisé que l’intégrale de cos(2x) sur un nombre entier de périodes (ici la période
est π et l’intervalle de longueur 2π) est nul.

Exemple : On veut calculer
∫ π

0
sin3(x) dx. On a

sin3(x) =

(
eix − e−ix

2i

)3

=
−1

8i

(
e3ix − 3eix + 3e−ix − e−3ix

)
=

−1

4

(
ei3x − e−3ix

2i
− 3

eix − e−ix

2i

)
= −1

4
sin(3x) +

3

4
sin(x)

Au passage on note que ce calcul ne fait intervenir les nombres complexes que pour les
calculs intermédiaires : la fonction de départ est réelle et donc le résultat final l’est aussi.
C’est l’utilisation initiale des ≪ nombres imaginaires ≫ qui n’avait qu’une existence formelle
en tant que facilitateurs de calculs.

On obtient au final que∫ π

0

sin3(x) dx =
1

4

∫ π

0

3 sin(x)− sin(3x) dx

=
1

4

[
−3 cos(x) +

1

3
cos(3x)

]π
0

=
1

4

(
3− 1

3
+ 3− 1

3

)
=

4

3

!
On notera qu’il y a des façons de contrôler le calcul linéarisant sinp(x) cosq(x)
en combinaisons linéaires de sin(kx) et cos(lx). Tout d’abord, le plus grand
k ou l correspond à la puissance p + q. Par ailleurs, si le terme de départ est
impair (p impair) alors on n’aura un développement que sur les sin(kx) et
inversement s’il est pair, on n’aura un développement que sur les cos(lx). Par
ailleurs, à cause de l’autre symétrie x 7→ π − x, les fréquences k ou l sautent
de deux en deux.
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4 Changement de variable

Quand on intégre une fonction sur un segment, la formule du changement de variable
s’énonce simplement. On rappelle que si φ est une fonction continue de [a,b] compact dans
R, alors l’image φ([a,b]) est aussi un intervalle compact de R.

Proposition 6.3. Soit [a,b] ⊂ R un segment compact, soient φ ∈ C1([a,b],R) et f ∈
C0(φ([a,b]),C), on a ∫ b

a

f(φ(x))φ′(x) dx =

∫ φ(b)

φ(a)

f(u) du .

Démonstration : On note F une primitive de f , alors F ◦φ est une primitive de f ◦φφ′

et donc ∫ b

a

f(φ(x))φ′(x) dx = F (φ(b))− F (φ(a)) =

∫ φ(b)

φ(a)

f(u) du .

□

Ce n’est donc qu’une façon de repérer les formes du type (f ◦ φ)φ′ qui se primitivent
facilement. Mais en pratique le changement se fait sans repérer cette forme. Il passe par
plusieurs étapes :

1. poser la nouvelle variable u = φ(x).

2. calculer le nouvel élément d’intégration du = φ′(x) dx, formule cohérente avec du
dx

=
φ′(x).

3. voir si on peut transformer tout l’intégrande de l’intégrale d’origine en remplaçant x
par u, y compris le dx par du.

4. changer les bornes par la méthode ≪ quand x valait a, alors u vaut φ(a) ≫.

5. effectuer toutes ces transformations dans l’intégrale.

Exemple : On considère un débit f(t) d’une turbine en m3/h qui dépend du temps t

exprimé en heures. Le volume d’eau passée en une heure est V =
∫ 1

0
f(t) dt. On veut

regarder maintenant le temps exprimé en minutes. On pose τ = 60t. On a dτ = 60 dt. Puis

V =

∫ 1

0

f(t) dt =

∫ 60

0

f
( τ
60

) dτ
60

.

On note bien que 1
60
f( τ

60

)
est le débit minute par minute, enm3/min. Le but de cet exemple

est de bien mettre en valeur l’importance du terme dt ou dτ qui intervient dans le calcul
et donne l’unité d’intégration.

59



Des techniques d’intégration

Exemple : Faisons un exemple plus complexe. On veut calculer

I =

∫ 1

0

1

1 + ex
dx .

Pour cela, on va poser u = ex. On a du = ex dx. Le terme ex n’apparâıt pas dans
l’intégrande d’origine, nous allons donc le rajouter.∫ 1

0

1

1 + ex
dx =

∫ 1

0

1

ex(1 + ex)
ex dx =

∫ e

1

1

u(1 + u)
du

Nous pouvons maintenant utiliser notre connaissance de la décomposition en éléments
simples.

I =

∫ e

1

(
1

u
− 1

1 + u

)
du = [ln |u| − ln(|1 + u|]e1 = 1− ln(1 + e) + ln 2

Ce dernier exemple illustre une généralité : toute fraction rationnelle d’exponentielles
sous la forme P (ex)/Q(ex) peut s’intégrer en posant u = ex puis en utilisant la décomposition
en éléments simples.

Parmi les changements de variables classiques, on peut aussi s’attaquer aux fractions
rationnelles de fonctions trigonométriques P (cosx, sinx)/Q(cosx, sin x) par des change-
ments de variables. Pour nous guider, Charles Bioche (1859-1949, France) proposa la règle
suivante. On regarde le terme intégré f(x) dx dans son ensemble.

• s’il est invariant par x 7→ −x, alors on pose u = cos x,

• s’il est invariant par x 7→ π − x, alors on pose u = sinx,

• s’il est invariant par x 7→ π + x, alors on pose u = tan x,

• dans tous les cas u = tan(x/2) est un changement qui marchera, mais est très labo-
rieux.

Exemple : Cherchons une primitive de f(x) = 1
sinx

, c’est-à-dire F (x) =
∫ x dt

sin t
. On voit

que dt
sin t

est invariant par t 7→ −t. On pose donc u = cos t. On a du = − sin(t) dt et donc∫ x dt

sin t
=

∫ cosx − du

1− u2
=

∫ cosx 1

2

(
1

u− 1
− 1

u+ 1

)
du

=
1

2
[ln |u− 1| − ln |u+ 1|]cosx

=
1

2
ln

∣∣∣∣cos x− 1

cos x+ 1

∣∣∣∣ = 1

2
ln

∣∣∣∣ sin2(x/2)

cos2(x/2)

∣∣∣∣
= ln

∣∣∣tan (x
2

)∣∣∣
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Exemple : Cherchons une primitive de f(x) = 1
1+sinx

. On n’a aucun invariant intéressant.
On va donc poser u = tan(x/2). Dans ce cas, il est utile de connâıtre les formules

cosx =
1− u2

1 + u2
sin x =

2u

1 + u2
dx =

2du

1 + u2
.

On trouve donc∫ X 1

1 + sinx
dx =

∫ tan(X/2) 1

1 + 2u
1+u2

2 du

1 + u2

= 2

∫ tan(X/2) 1

1 + u2 + 2u
du = 2

∫ tan(X/2) 1

(1 + u)2
du

= − 2

1 + tan(X/2)

Exemple : Finissons sur un exemple d’intégration d’un des éléments simples que nous
avons mis de côté. On veut calculer

I =

∫ 1

0

1

(1 + x2)2
dx .

Une astuce consiste à poser x = tan t. On a dx = (1 + x2) dt et donc

I =

∫ π/4

0

dt

1 + tan2 t
=

∫ π/4

0

cos2 t

cos2 t+ sin2 t
dt =

∫ π/4

0

cos2 t dt .

En utilisant les méthodes vues sur les polynômes trigonométriques, on obtient

I =
1

2

[
t+

1

2
sin(2t)

]π/4
0

=
π

8
+

1

4
.
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5 Des exemples concrets

5.1 Aire d’un morceau de disque

On veut créer une jauge dans une cuve cylindrique.
Le but est donc de connâıtre la surface grisée de la
figure ci-contre en fonction de la profondeur h. On
note R le rayon de la cuve. En utilisant le théorème
de Pythagore, on trouve que l’aire vaut

A(h) =

∫ R

h

2
√
R2 − x2 dx .

h

Pour faire disparâıtre la racine carrée, une astuce consiste à paramétrer selon l’angle au
centre, c’est-à-dire poser x = R sin θ, soit donc θ = arcsin(x/R) et dx = R cos θ dθ.

A(h) = 2

∫ π/2

arcsin(h/R)

R2 cos2 θ dθ

= R2

∫ π/2

arcsin(h/R)

1 + cos(2θ) dθ

= R2

[
θ +

1

2
sin(2θ)

]π/2
arcsin(h/R)

=
πR2

2
−R2 arcsin(

h

R
)− R2

2
sin(2 arcsin(

h

R
))

On utilise alors que

sin(2 arcsin(a)) = 2 cos(arcsin a) sin(arcsin a) = 2a
√
1− sin2(arcsin a) = 2a

√
1− a2

en faisant bien attention qu’on se situe dans le cadre a ∈ [0,π/2]. On trouve au final que

A(h) =
πR2

2
−R2 arcsin(

h

R
)− h

√
R2 − h2 .

On peut vérifier au passage que le résultat est cohérent quand h = 0 ou h = R. Notons
finalement que ce cas simple peut aussi se faire avec un peu de géométrie élémentaire en
considérant qu’on regarde une portion du disque moins un triangle.

5.2 Réchauffement d’un objet

Un objet est placé dans un milieu dont la température augmente de façon homogène :
par exemple un four ou une pièce où l’air est bien brassé. A t = 0, on suppose le tout à
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température nulle (quitte à changer d’échelle de température). La température extérieure
sera supposée augmenter de façon constante selon la loi Text(t) = αt. L’objet se réchauffe
de façon homogène en suivant la loi de Joseph Fourier (1768-1830, France) :

T (0) = 0 T ′(t) = λ(Text(t)− T (t))

où λ > 0 est un coefficient dépendant de la géométrie et de la matière de l’objet. On veut
connâıtre T (t). Pour cela, on utilise la méthode de la variation de la constante pour trouver
que

T (t) = λ

∫ t

0

e−λ(t−s)Text(s) ds = λe−λt

∫ t

0

eλsText(s) ds .

On peut en effet dériver cette formule et vérifier qu’elle satisfait l’équation différentielle.
Calculons T (t).

T (t) = λ

∫ t

0

e−λ(t−s)Text(s) ds = αλ

∫ t

0

se−λ(t−s) ds

= α
[
se−λ(t−s)

]t
0
− α

∫ t

0

e−λ(t−s) ds

= αt− α

[
1

λ
e−λ(t−s)

]t
0

= αt− α

λ

(
1− e−λt

)
.

On trouve donc que pour t assez grand, la différence de température entre le milieu extérieur
et l’objet reste quasiment constant égal à α/λ.

5.3 Evolution d’une population animale

Soit p(t) une population animale adulte évoluant au cours du temps. Un modèle sim-
pliste d’évolution de population est celui de Thomas Robert Malthus (1766-1834, Angle-
terre). Il s’agit de considérer que

p′(t) = αp(t)− βp(t)

où α > 0 est le taux de reproduction et β > 0 le taux de mortalité. On obtient comme
solution p(t) = p(0)e(α−β)t ce qui donne une croissance exponentielle ou une extinction sui-
vant que α > β ou pas. Ce modèle est par exemple raisonnable pour la population humaine
durant les dernières décennies. Il n’est par contre pas raisonnable pour une population qui
a des contraintes d’environnement. Pour modéliser cela, Pierre François Verhulst (1804-
1849, Belgique) propose de rajouter un terme −γp(t)2 qui est petit pour une population
petite mais ajoute de la surmortalité si p(t) devient trop grand. On trouve donc l’équation
différentielle

p′(t) = αp(t)− βp(t)− γp(t)2 .
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On la résoud par séparation des variables. Si p(t) = 0 a un moment, alors p(t) = 0 pour
tout t car p(t) ≡ 0 est une solution constante. De même, p(t) ≡ α−β

γ
= κ est une autre

solution constante. Supposons que p(t) est différent de ces deux valeurs, on peut alors écrire

p′(t)

(α− β)p(t)− γp(t)2
= 1 . (6.1)

Pour intégrer cette équation, il nous faut une primitive de

f(p) =
1

(α− β)p− γp2
=

1

γp(κ− p)
.

On utilise la décomposition en éléments simple

f(p) =
1

γp(κ− p)
=

A

p
+

b

κ− p
.

Par notre méthode préférée, on obtient au final que

f(p) =
1

γp(κ− p)
=

1

γκ

(
1

p
+

1

κ− p

)
=

1

α− β

(
1

p
+

1

κ− p

)
.

D’où ∫ p

f(s) ds =
1

α− β
(ln |p| − ln |κ− p|) = 1

α− β
ln

(
p

|κ− p|

)
.

En revenant à (6.1), on obtient donc que

1

α− β
ln

(
p(t)

|κ− p(t)|

)
= t+ cte

et donc que
p(t)

|κ− p(t)|
= Ce(α−β)t .

Il ne reste plus qu’à résoudre cette équation. Par exemple si p(0) ∈]0,κ[, alors p(t) reste
dans cet intervalle et

p(t) = Ce(α−β)t(κ− p(t))

implique que

p(t) = κ
Ce(α−β)t

1 + Ce(α−β)t

et donc que

p(t) =
κp(0)

p(0) + (κ− p(0))e−(α−β)t
.

Il se trouve que l’expression est la même si p(0) > κ, mais aussi si p(0) = 0 ou p(0) = κ.
A part pour p(0) = 0, la population converge vers l’équilibre κ avec une vitesse e−(α−β)t.
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Chapitre 7 : Intégrales généralisées

1 Introduction

Nous avons pour le moment considéré l’intégration de fonctions continues par morceaux
sur un intervalle [a,b] compact. Or il existe des applications faisant intervenir des intégrales
sur des segments non compacts ou bien sur des fonctions non continues par morceaux sur
[a,b], comme par exemple∫ ∞

0

e−x dx

∫ 1

0

lnx dx

∫ ∞

−∞

sin x

x
. . .

On parlera d’intégrale généralisée ou bien d’intégrale impropre.

Définition 7.1. Soit a < b des bornes dans R ∪ {+∞} (resp. R ∪ {−∞}) et soit f une
fonction continue par morceaux sur [a,b[ (resp. ]a,b]). On dit que f est intégrable sur [a,b[
(resp. ]a,b]) si la limite

lim
ξ→b

∫ ξ

a

f(x) dx

(
resp. lim

ξ→a

∫ b

ξ

f(x) dx

)
existe et est finie. On dit aussi que l’intégrale généralisée

∫ b

a
f(x) dx est convergente et on

note cette limite ∫ b

a

f(x) dx .

Si l’intégrale n’est pas convergente, on dira qu’elle est divergente. Ce statut est appelé
nature de l’intégrale.

Par définition, on a la proposition suivante.

Proposition 7.2. Soit a < b des bornes dans R = R ∪ {±∞} et soit f une fonction

continue sur [a,b[ qui admet F comme primitive. Alors
∫ b

a
f(x) dx est convergente si et

seulement si F admet une limite en b et alors∫ b

a

f(x) dx = lim
ξ→b

F (ξ)− F (a) := [F (x)]ba

où le dernier terme est une notation par convention.
Le cas ]a,b] est symétrique.
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On notera que ces définitions sont cohérentes : si f est continue par morceaux sur [a,b]
compact, alors elle est intégrable sur [a,b] mais aussi sur [a,b[ et ]a,b].

On peut étendre ce principe à une situation qui a plusieurs problèmes.

Définition 7.3. Soit a < b des bornes dans R = R ∪ {±∞} et soit

a = x1 < x2 < x3 < . . . < xp = b .

Soit f une fonction continue par morceaux sur chacun des intervalles ]xi,xi+1[. On dit que
f est intégrable sur ]a,b[ si f est intégrable au sens généralisé sur chaque intervalle ]xi,mi]

et [mi,xi+1[ avec mi ∈]xi,xi+1[. On notera alors
∫ b

a
f(x) dx la somme de chaque intégrale

généralisée obtenue, conformément à la relation de Chasles.

!
Comme pour l’étude des séries, il ne faut pas confondre l’objet intégrale
généralisée

∫ b

a
f(x) dx qui pourra avoir le statut de la convergence ou de la

divergence et le nombre
∫ b

a
f(x) dx qui n’existe que si l’intégrale converge. Le

problème est qu’il n’y a pas de notation différente cette fois-ci et c’est donc le
contexte qui décidera.

Quand on demande la nature d’une intégrale comme

I =

∫ ∞

0

e−x

x− 1
lnx dx

il faut commencer par repérer chacun des problèmes : soit une borne infinie soit un endroit
où la fonction n’est pas continue par morceaux (typiquement explosion vers ±∞). Pour I,
il y a trois soucis : 0 (explosion du log), 1 (division par 0) et +∞ (borne infinie). Puis on
étudie la convergence à chacun des points qui pose problème. Si on trouve le moindre cas de
divergence à un de ces points, on s’arrête car alors l’intégrale est divergente. Si l’intégrale
converge en tous ces points, alors on conclut que l’intégrale est convergente.

Exemple : On voudrait considérer
∫∞
0

e−x dx. Le seul problème est la borne infinie car
x 7→ e−x est continue sur [0,+∞[. On calcule donc∫ ξ

0

e−x dx = [−e−x]ξ0 = 1− e−ξ

dont la limite ξ → +∞ converge et est finie. Donc l’intégrale généralisée
∫∞
0

e−x dx converge
et ∫ ∞

0

e−x dx = 1 .

Cette exemple montre que l’aire sous la courbe de la fonction e−x sur tout [0, + ∞[ est
finie, même si la surface n’est pas bornée.
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Exemple : On voudrait considérer
∫ 1

0
1
x
dx. Comme x 7→ 1/x est continue sur ]0,1], le seul

souci est en x = 0. On a ∫ 1

ξ

1

x
dx = [ln x]1ξ = − ln ξ .

Quand ξ → 0, la limite explose vers +∞. L’intégrale
∫ 1

0
1
x
dx est donc divergente. On peut

parfois faire l’abus de notation
∫ 1

0
1
x
dx = +∞ dans ce cas et parler d’aire infinie.

Exemple : On voudrait considérer
∫∞
0

cosx dx. Le seul problème est la borne infinie. On
a ∫ ξ

0

cosx dx = [sin x]ξ0 = sin ξ

qui n’a pas de limite quand ξ → +∞. Donc non seulement
∫∞
0

cosx dx est divergente, mais
on ne peut même pas parler d’aire infinie ou autre. Dans ce cas,

∫∞
0

cosx dx n’a aucun sens
possible.

2 Exemples et propriétés fondamentales

Pour les intégrales impropres, on va procéder comme pour les séries : on disposera d’une
liste de cas types pour lesquels la nature de l’intégrale est connue et on traitera les autres
cas par des théorèmes de comparaisons ou des techniques plus fines.

2.1 Exponentielles

Une fonction du type x 7−→ eλx est continue sur R. Le seul cas qui pourrait donner une
intégrale impropre est quand une des bornes est infinie.

Proposition 7.4. Soit λ > 0 et a et b dans R. L’intégrale impropre
∫∞
a

eλx dx est diver-

gente. L’intégrale impropre
∫ b

−∞ eλx dx est convergente.

Démonstration : Il suffit de voir qu’une primitive de eλx est eλx/λ. Donc∫ b

a

eλx dx =
1

λ

(
eλb − eλa

)
.

Si b → +∞, alors eλb tend vers +∞ et l’intégrale diverge vers +∞. Si a → −∞, alors eλa

tend vers 0 et l’intégrale converge vers 1
λ
eλb. □

Bien entendu, on fera attention au signe de λ. Par la symétrie x 7→ −x, on obtient que
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Proposition 7.5. Soit λ > 0 et a et b dans R. L’intégrale impropre
∫∞
a

e−λx dx est conver-

gente. L’intégrale impropre
∫ b

−∞ e−λx dx est divergente.

Pour résumé, si on intègre une exponentielle, le seul soucis est en ±∞. Soit c’est le
côté où l’exponentielle diverge et alors l’intégrale diverge évidemment, soit c’est le côté où
l’exponentielle tend vers 0 et tout va bien. Notons aussi qu’une intégrale du type

∫
R e

x dx =∫∞
−∞ ex dx est forcément divergente puisque fait intervenir les deux extrémités.

2.2 Puissances

On veut intégrer une fonction du type P (x)/Q(x) où P et Q sont deux polynômes. On
peut rencontrer deux types de problèmes : une borne de l’intégrale est infinie ou bien la
fonction n’est pas définie en un point x0 car Q(x0) = 0. Pour comprendre ce cas, on ne
retiendra que les comportements types donnés par les cas suivants.

Proposition 7.6. Soit α > 0 et soit a > 0. L’intégrale impropre∫ ∞

a

1

xα
dx

est convergente si et seulement si α > 1.

Démonstration : Il suffit de voir que, si α ̸= 1,∫ b

a

1

xα
dx =

1

1− α

(
1

bα−1
− 1

aα−1

)
.

Pour α < 1, 1/bα−1 = b1−α avec 1 − α > 0 et donc l’intégrale explose quand b → +∞. A
l’inverse, si α > 1, 1/bα−1 tend vers 0 et l’intégrale converge.

Si α = 1, on a ∫ b

a

1

xα
dx = ln b− ln a

qui tend vers +∞ quand b tend vers +∞. □

On s’aperçoit que la borne a > 0 n’a pas d’importance. On pourra juste parler d’inté-
grabilité ou non près de +∞.

Proposition 7.7. Soit α > 0 et soit b > 0. L’intégrale impropre∫ b

0

1

xα
dx

est convergente si et seulement si α < 1.
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Démonstration : C’est la même que la proposition précédente sauf qu’on regarde cette
fois la limite quand a tend vers 0. Dans ce cas, a1−α convergera si et seulement si α < 1.
Le log divergera toujours. □

En résumé : 1/x est toujours le cas critique et n’est jamais intégrable. Pour les autres,
il faut se demander ce qui est mieux ou pire que 1/x. Par exemple 1/x2 converge plus vite
vers 0 que 1/x en +∞ donc est intégrable près de +∞. A l’inverse, il tend plus vite vers
+∞ quand x tend vers 0+ donc il n’est pas intégrable près de 0.

!
Seule l’intégrabilité proche de +∞ se comporte comme les séries de Rie-
mann par le théorème de comparaison série/intégrale. Bien se rappeler que
le problème de l’intégrabilité près de 0 est quasiement l’inverse.

Par translation ou symétrie, on obtient les autres cas d’intégrabilité de fonctions puis-
sances. Par exemple : ∫ −1

−∞

1

x2
dx est convergente∫ −5

−∞

1

x
dx est divergente∫ 2

1

1√
x− 1

dx est convergente∫ 2

1

1

x− 2
dx est divergente∫ 3

0

1

(x− 3)2
dx est divergente

2.3 Le log

Dans le cas du log, comme il tend vers +∞ en +∞, on s’attend à avoir une aire infinie
sous la courbe. Du côté de 0, il faut voir qu’il tend vers +∞ moins vite que tout puissance
de x et est donc logiquement intégrable (nous allons voir ce genre de théorème bientôt).

Proposition 7.8. Soit a et b strictement positifs.

L’intégrale

∫ ∞

a

lnx dx est divergente.

L’intégrale

∫ b

0

lnx dx est convergente.

Démonstration : Il suffit de voir qu’une primite du log est x lnx−x. Quand b tend vers
+∞, b ln b− b = b(ln b− 1) tend vers +∞. Quand a tend vers 0, le terme a ln a tend aussi

69
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vers 0 (un polynôme l’emporte sur le log) et donc la primite a bien une limite quand a
tend vers 0. □

2.4 Propriétés élémentaires

La linéarité de l’intégrale et de la limite permettent de généraliser les propriétés élémen-
taires des intégrales aux intégrales impropres. Voici des exemples d’énoncés (qu’on pourra
transposer de façon évidente aux autres cas).

Proposition 7.9. Soit a ∈ R et soit b ∈ ]a,+∞]. Soit f et g deux fonctions continues par

morceaux sur [a,b[ telles que les intégrales impropres
∫ b

a
f(x) dx et

∫ b

a
g(x) dx soient conver-

gentes et soient λ et µ deux complexes. Alors
∫ b

a
λf(x) + µg(x) dx est aussi convergente

et ∫ b

a

λf(x) + µg(x) dx = λ

∫ b

a

f(x) dx+ µ

∫ b

a

g(x) dx .

Démonstration : Il suffit de voir que

lim
ξ→b

∫ ξ

a

λf(x) + µg(x) dx = λ lim
ξ→b

∫ ξ

a

f(x) dx+ µ lim
ξ→b

∫ ξ

a

g(x) dx .

□

De façon classique on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 7.10. Soit a ∈ R et soit b ∈ ]a,+∞]. Soit f et g deux fonctions continues par

morceaux sur [a,b[ telles que l’intégrale impropre
∫ b

a
f(x) dx est convergente et l’intégrale∫ b

a
g(x) dx est divergente. Alors

∫ b

a
f(x) + g(x) dx est divergente.

Démonstration : Si l’intégrale de f + g était convergente, alors celle de g = f − (f + g)
le serait aussi d’après le résultat précédent. □

La définition de la convergence des intégrales impropres ayant plusieurs singularités
donne directement que la relation de Chasles se généralise.

Proposition 7.11. Soient a < b < c trois bornes de R et soit f une fonction telle que
les intégrales généralisées

∫ b

a
f(x) dx et

∫ c

b
f(x) dx converge. Alors l’intégrale

∫ c

a
f(x) dx

converge aussi et ∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx .
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Idem pour la monotonie de l’intégrale.

Proposition 7.12. Soit a ∈ R et soit b ∈ ]a, +∞]. Soit f et g deux fonctions continues

par morceaux sur [a,b[ telles que les intégrales impropres
∫ b

a
f(x) dx et

∫ b

a
g(x) dx soient

convergentes. Si f ≥ g sur [a,b[ alors
∫ b

a
f(x) dx ≥

∫ b

a
g(x) dx.

Démonstration : On écrit d’abord la monotonie des intégrales entre a et ξ < b puis on
fait ξ → b. □

Notons aussi que par définition de la limite dans les complexes et par définition de
l’intégrale d’une fonction à valeurs complexes, on a la proposition suivante.

Proposition 7.13. Soit f une fonction continue par morceaux sur ]a,b[ à valeurs com-
plexes. Alors f est intégrable sur ]a,b[ si et seulement si ses parties réelles et imaginaires
le sont. On a alors ∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

Re f(x) dx+ i

∫ b

a

Im f(x) dx .

3 Fonctions localement de signe constant

Dans cette partie, nous allons voir des théorèmes nous permettant de nous ramener
aux exemples fondamentaux par des comparaisons. Exactement comme pour les séries, ces
théorèmes ne pourront être appliqués que pour les fonctions positives (ou négatives) près de
la zone posant problème. Nous allons écrire les résultats pour le cas de fonctions localement
positives et pour une borne posant problème à droite. Par symétries, les résultats seront
encore valables dans le cas de fonctions localement négatives ou bien si on considère la
borne de gauche.

!
Redisons-le : comme pour les séries, il faudra toujours penser à justifier que le
signe est constant avant d’appliquer les résultats suivants.

Proposition 7.14. Soit a ∈ R et b ∈]a,+∞]. Soit f une fonction continue par morceaux
sur [a,b[ et telle qu’il existe m ∈ [a,b[ tel que

f(x) ≥ 0 pour tout x ∈ [m,b[ .

Alors soit l’intégrale impropre
∫ b

a
f(x) dx est convergente, soit

∫ ξ

a
f(x) dx tend vers +∞

quand ξ → b−.

Démonstration : Notons que la fonction ξ 7→ I(ξ) =
∫ ξ

a
f(x) dx est croissante pour

ξ ≥ m car on ne fait que rajouter de l’aire positive. Soit (ξn) ⊂ [m,b[ une suite croissante
qui tend vers b. On a que I(ξn) est une suite croissante.

71
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Supposons que I(ξn) est majorée, alors elle converge vers une limite ℓ ∈ R. Pour tout
ε > 0, il existe n0 tel que, pour tout n ≥ n0, I(ξn) ∈ ]ℓ− ε,ℓ+ ε[. Pour tout ξ ∈ [ξn0 ,b[, on
prend n1 ≥ n0 tel que ξn1 ≥ ξ et par croissance de ξ 7→ I(ξ), on a I(ξn0) ≤ I(ξ) ≤ I(ξn1)
et I(ξ) ∈ ]ℓ− ε,ℓ+ ε[. Cela montre que I(ξ) tend vers ℓ quand ξ tend vers b− et donc que
l’intégrale converge.

Supposons que I(ξn) n’est pas majorée. Pour tout M > 0, il existe n0 tel que I(ξn0) ≥
M . Par croissance de I, on a donc que pour tout ξ ∈ [ξn0 ,b[, I(ξ) ≥ M . Cela montre que
I(ξ) tend vers +∞ quand ξ tend vers b−. □

Proposition 7.15. Soit a ∈ R et b ∈]a, + ∞]. Soit f et g deux fonctions continues par
morceaux sur [a,b[ et telles qu’il existe m ∈ [a,b[ tel que

g(x) ≥ f(x) ≥ 0 pour tout x ∈ [m,b[ .

Si l’intégrale
∫ b

a
g(x) dx est convergente, alors l’intégrale

∫ b

a
f(x) dx est aussi convergente.

Si l’intégrale
∫ b

a
f(x) dx est divergente, alors l’intégrale

∫ b

a
g(x) dx est aussi divergente.

Démonstration : Pour tout ξ ∈ [m,b[, les intégrales de f et g sur [a,ξ] sont bien définies
et

∀ξ ∈ [m,b[ ,

∫ ξ

a

g(x) dx ≥
∫ ξ

a

f(x) dx

(monotonie de l’intégrale de Riemann). Supposons que l’intégrale
∫ b

a
f(x) dx soit diver-

gente. D’après la proposition précédente, comme les fonctions sont positives près de b, on
doit avoir

lim
ξ→b

∫ ξ

a

f(x) dx = +∞ .

Mais alors par comparaison, limξ→b

∫ ξ

a
g(x) dx diverge aussi vers +∞.

L’autre assertion est la contraposée de celle que l’on vient de démontrer. □

Proposition 7.16. Soit a ∈ R et b ∈]a, + ∞]. Soit f et g deux fonctions continues par
morceaux sur [a,b[ et telles qu’il existe m ∈ [a,b[ tel que

g(x) ≥ 0 et f(x) ≥ 0 pour tout x ∈ [m,b[ .

Supposons que f(x) ∼ g(x) quand x → b−, alors les intégrales impropres
∫ b

a
f(x) dx et∫ b

a
g(x) dx ont même nature.
Supposons que f(x) = o(g(x)) ou que f(x) = O(g(x)) quand x → b−. Alors si l’intégrale

impropre
∫ b

a
f(x) dx diverge alors

∫ b

a
g(x) dx diverge aussi et si

∫ b

a
g(x) dx converge, alors∫ b

a
f(x) dx converge aussi.

72
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Démonstration : On applique exactement la même stratégie que pour les séries. Il suffit
de montrer que les équivalences ou petits et grands o impliquent des encadrements et ensuite
appliquer le principe de comparaison précédent. Par exemple, si f(x) ∼ g(x) quand x → b
alors il existe δ > 0 tel que, pour tout x ∈ [b− δ,b[, 1

2
f(x) ≤ g(x) ≤ 2f(x). □

Exemple : On considère ∫
R

1

1 + x2
dx .

La fonction x 7→ 1/(1 + x2) est continue sur R, donc les seuls soucis sont en ±∞. On a
1

1+x2 ∼ 1
x2 quand x → ±∞. Or 1/(1+x2) est positif et 1/x2 est intégrable en ±∞ car 2 > 1.

Donc 1/(1 + x2) est intégrable en ±∞ et
∫
R

1
1+x2 dx converge. Par ailleurs, en utilisant la

primitive connue, on a même que∫
R

1

1 + x2
dx = lim

ξ→+∞
arctan ξ − lim

ξ→+∞
arctan ξ =

π

2
− (−π

2
) = π .

Exemple : On considère l’intégrale∫ 3

0

x2 − 2x+ 5

x2 − 1
dx .

Comme x2 − 1 = (x+ 1)(x− 1), la fonction intégrée est continue sur [0,1[∪]1,3] et le seul
problème est en x = 1. En x = 1, on a

x2 − 2x+ 5

x2 − 1
∼

x→1

12 − 2 + 5

1 + 1

1

x− 1
=

2

x− 1
.

Pour x > 1 proche de 1, les fonctions sont positives (car 2/(x−1) est positive). La fonction
x 7→ 1/(x− 1) n’est pas intégrable près de 1+ car diverge comme une puissance −1. Donc∫ 3

0
x2−2x+5
x2−1

dx est divergente et n’a pas de sens en tant que nombre. Notons qu’on n’a pas
besoin de regarder le problème de 1− car une seule divergence suffit à conclure.

Exemple : On considère ∫ ∞

0

xe−x dx .

Notons que x 7→ xe−x est positive et continue sur [0, +∞[. Le seul problème est donc la
borne infinie. On remarque que xe−x = o(e−x/2) quand x → +∞ car x = o(ex/2). Or e−x/2
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est intégrable et positif près de +∞, donc xe−x est aussi intégrable en +∞ et
∫∞
0

xe−x dx
est convergente. On peut obtenir sa valeur par intégration par partie∫ ∞

0

xe−x dx = lim
ξ→+∞

∫ ξ

0

xe−x dx

= lim
ξ→+∞

[
−xe−x

]ξ
0
+ lim

ξ→+∞

∫ ξ

0

e−x dx

= − lim
ξ→+∞

ξe−ξ + lim
ξ→+∞

[
−e−x

]ξ
0

= lim
ξ→+∞

(1− e−ξ)

= 1 .

Notons le processus : on évite de faire les calculs avec la borne infinie pour éviter les
problèmes puis on passe à la limite en vérifiant que cela est possible.

4 Fonctions quelconques

4.1 Convergence absolue

Comme pour les séries, la convergence absolue entraine la convergence simple.

Proposition 7.17. Soit a ∈ R et soit b ∈ ]a, + ∞]. Soit f une fonction continue par

morceaux sur [a,b[ telle que
∫ b

a
|f(x)| dx soit une intégrale impropre convergente. Alors∫ b

a
f(x) dx est aussi convergente et∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)| dx .

Démonstration : Supposons que f soit réelle. On pose alors f+ = max(f,0) et f− =
max(−f,0). On a f± ≥ 0 et f = f+ − f−. C’est pour cela qu’on appelle f± les parties
positives et négatives de f . Par ailleurs, |f | = f+ + f− et donc |f | ≥ f± ≥ 0. D’après
les résultats plus hauts, comme on travaille avec des fonctions positives, on a donc que les
intégrales

∫ b

a
f±(x) dx sont convergentes. Par linéarité, f = f+−f− implique que

∫ b

a
f(x) dx

est aussi convergente.
Si f est à valeur complexe, on décompose aussi en parties réelle et imaginaire

f = (Re f)+ − (Re f)− + i(Im f)+ − i(Im f)− .

On estime ensuite parties réelle et imaginaire par |f | ≥ max(|Re f |,| Im f |).
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Pour obtenir l’inégalité, il suffit de commencer par l’écrire entre a et ξ < b puis de faire
tendre ξ vers b. □

Comme pour les séries, dans le cas général, on distinguera trois natures possibles :

1. L’intégrale
∫ b

a
f(x) dx est divergente.

2. L’intégrale
∫ b

a
f(x) dx est convergente mais pas

∫ b

a
|f(x)| dx. On parle alors de semi-

convergence.

3. L’intégrale
∫ b

a
|f(x)| dx est convergente, et donc aussi

∫ b

a
f(x) dx. On parle de conver-

gence en valeur absolue ou en module pour les fonctions complexes.

Quand une fonction ne sera pas localement de signe constant près de l’endroit où il y
a un problème, il faudra donc distinguer les deux convergences différentes. Comme pour
les séries, certaines manipulations ne sont pas a priori autorisées si l’intégrale n’est que
semi-convergente.

Dans certains cas, la convergence donc se prouve de façon élémentaire.

Proposition 7.18. Soit [a,b] un intervalle compact de R et soit f une fonction continue
par morceaux sur ]a,b[ qui est bornée sur ]a,b[, c’est-à-dire qu’il existe M ∈ R tel que

|f(x)| ≤ M pour tout x ∈]a,b[. Alors
∫ b

a
f(x) dx est absolument convergente.

Démonstration : La constante M est intégrable sur ]a,b[. Par comparaison, comme |f |
est positive, on a que |f | est aussi intégrable sur ]a,b[. La proposition précédente montre
que f est aussi intégrable. □

Cette proposition justifie que les problèmes sont de deux types : une des bornes est
infinie ou la fonction explose près d’une borne finie. Même si la fonction a un comportement
étrange sur une borne finie, si elle reste bornée, elle sera intégrable.

Exemple : La fonction x 7→ cos(1/x) est bornée et donc intégrable sur ]0,1]. Notons que
la fonction en question ne peut être prolongée en une fonction continue par morceaux sur
[0,1] car x 7→ cos(1/x) n’a pas de limite à gauche en 0.

4.2 Utilisation de l’IPP

Nous avons détaillé certaines techniques pour les séries de signe quelconque comme les
séries alternées ou la transformation d’Abel. Or nous avons vu que la transformation d’Abel
est une sorte d’intégration par partie discrète. Dans le cas des intégrales, cette intégration
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par partie peut se faire plus simplement. Plutôt qu’énoncer un théorème général, nous
allons plutôt voir des exemples pour comprendre le processus.

Considérons le sinus cardinal

sincx =
sin x

x
qui joue un rôle important en traitement du signal et dans les transformations de Fourier.
On souhaite savoir si ∫ ∞

0

sincx dx =

∫ ∞

0

sinx

x
dx

est convergente. Il y a deux problèmes : la borne infinie et la division par 0. Commençons
par voir que 0 n’est pas en fait un problème. En effet, sin x ∼ x en 0 et donc le sinus
cardinal est prolongeable par continuité en 0 en posant sinc 0 = 1. La fonction est a fortiori
intégrable en 0 (par exemple en disant quelle est bornée près de 0).

Pour étudier la convergence en +∞, on va faire une intégration par partie. Pour être
prudent, il convient de faire les calculs qu’avec une borne finie pour laquelle on sait que
tout est défini. ∫ ξ

1

sincx dx =

∫ ξ

1

sin x

x
dx

=
[
−cosx

x

]ξ
1
−
∫ ξ

1

1

x2
cosx dx

= cos 1− cos ξ

ξ
−
∫ ξ

1

1

x2
cos x dx

Quand ξ → +∞, le terme cos ξ
ξ

tend vers 0. Par ailleurs, | cosx/x2| ≤ 1/x2 qui est

intégrable en +∞. Comme on compare des fonctions positives, on en déduit que | cos x/x2|
est intégrable en +∞ et donc que cos x/x2 est intégrable en +∞. Du coup,

∫ ξ

1
1
x2 cosx dx a

une limite finie quand ξ tend vers +∞. Le membre de droite ayant une limite finie, il en est
de même pour l’intégrale de gauche. Cela revient à dire que

∫∞
1

sincx dx est convergente.
En recollant les deux morceaux, on a montré que∫ ∞

0

sincx dx est convergente.

On peut maintenant se poser la question de la convergence absolue. On va montrer que∫∞
0

| sincx| dx diverge en minorant l’intégrale par une intégrale divergente. Pour tout x ∈
[nπ+π/4,(n+1)π−π/4], on a x ≤ (n+1)π et | sin x| ≥ sin π/4 = 1/

√
2. On obtient donc

que

∀x ∈ [nπ,(n+ 1)π] , | sincx| =
∣∣∣∣sinxx

∣∣∣∣ ≥ 1

π
√
2(n+ 1)

ce qui se traduit graphiquement comme ci-dessous.
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(n+ 1)πnπ

Si on fait la somme des aires des rectangles pour tout n, on obtient la série
(∑

1
π
√
2(n+1)

)
qui est divergente. Donc l’aire sous la courbe de | sincx| est aussi infinie.

On conclut que ∫ ∞

0

sincx dx est semi-convergente.

Considérons maintenant l’intégrale∫ ∞

1

cos(x2) dx .

On effectue le même genre de calcul.∫ ξ

1

cos(x2) dx =

∫ ξ

1

x

x
cos(x2) dx

=

[
1

x

1

2
sin(x2)

]ξ
1

+
1

2

∫ ξ

1

1

x2
sin(x2) dx

=
sin(ξ2)

2ξ
− 1

2
sin(1) +

1

2

∫ ξ

1

1

x2
sin(x2) dx

Quand ξ → +∞, le terme sin(ξ2)
2ξ

tend vers 0. Par ailleurs, | sin(x2)/x2| ≤ 1/x2 est intégrable

sur [1, + ∞[ car 1/x2 l’est. Donc sin(x2)/x2 est absolument intégrable et
∫ ξ

1
1
x2 sin(x

2) dx
a une limite quand ξ tend vers +∞. On en déduit que c’est le cas pour le membre de
gauche, ce qui donne la convergence de l’intégrale considérée. Montrons maintenant qu’elle
est divergente en valeur absolue.

On considère | cos(x2)|. Cette fonction atteint son maximum aux points
√
kπ. Par

ailleurs, elle reste plus grande que 1/
√
2 sur les intervalles [

√
−π/4 + kπ,

√
π/4 + kπ] qui

ont pour longueur

uk =

√
kπ +

π

4
−
√

kπ − π

4

=
√
kπ

(√
1 +

4

k
−
√

1− 4

k

)

=
√
kπ

(
1 +

2

k
− 1 +

2

k
+O(

1

k2
)

)
=

4
√
π√
k

+O(
1

k3/2
)
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On en déduit que la somme des longueurs
∑

uk diverge vers +∞. On a donc mis sous la
courbe de | cos(x2)| une infinité de rectangles dont la somme des aires tend vers +∞. Cela
montre que

∫∞
1

cos(x2) dx diverge vers +∞.

5 Compléments

5.1 A propos de la limite de f

Le cas où on intégre sur un intervalle non borné une fonction qui a une limite non nulle
est assez clair.

Proposition 7.19. Soit a ∈ R et soit f une fonction réelle continue par morceaux sur
[a, + ∞[. Si limx→+∞ f(x) existe, finie ou infinie, et est non nulle alors

∫∞
a

f(x) dx est
divergente.

Démonstration : Supposons par exemple que la limite est strictement positive ou égale à
+∞ (le cas négative est symétrique). Puisque la limite est non nulle, pour m assez grand,
on aura f(x) ≥ ε > 0 pour x ≥ m avec ε > 0 fixé. Comme la constante ε n’est pas
intégrable sur un intervalle non borné, l’intégrale de f est aussi divergente. □

Exemple : La fonction x 7→ x+1
x+2

n’est pas intégrable sur [0,+∞[.

!
Contrairement aux séries, il n’est pas nécessaire que f tende vers 0 pour que∫∞
0

f(x) dx converge. En fait, il n’est pas nécessaire d’être borné, ni même de
s’approcher à un moment de 0 !

Voici deux contre-exemples frappants. Dans le premier, nous allons construire une fonc-
tion continue positive sur [0,+∞[ qui n’est pas bornée (et donc ne tend pas vers 0) mais
pourtant d’intégrale bornée ! Pour cela, nous allons mettre sur chaque entier n un triangle
(fonction parfois appelée ≪ tente ≫) qui a pour largeur 1/n3 et pour hauteur n.
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1/n3

n

Les aires sous la courbes se calculent facilement avec la formule d’aire du triangle. On
trouve que ∫ ∞

0

f(x) dx =
∑
n≥1

1

2
n× 1

n3
=

1

2

∑
n≥1

× 1

n2
=

π2

12
.

On a bien une intégrale convergente alors que la fonction n’est même pas bornée.

On pourrait croire que, pour avoir une intégrale sur [0, +∞[ convergente, la fonction
se doit quand même de passer régulièrement proche de zéro. C’est vrai pour les fonctions
réelles positives, mais pas pour les fonctions quelconques. Prenons la fonction f(x) = eix

2
=

cos(x2)+ i sin(x2). Cette fonction reste toujours à distance 1 de 0. Mais pourtant on a déjà
montré que l’intégrale

∫∞
1

cos(x2) converge. Donc c’est aussi le cas pour l’intégrale sur
[0,+∞[. On peut aussi montrer de même que l’intégrale de la partie imaginaire converge.
On obtient alors que ∫ ∞

0

eix
2

dx converge mais |eix2 | = 1 ∀x ≥ 0 .

La convergence vient ici d’une oscillation de plus en plus rapide. Comme l’intégrale voit
surtout des moyennes et que la moyenne de l’oscillation est 0, ces oscillations de plus en plus
rapides jouent un rôle équivalent à une décroissance vers 0 du point de vue de l’intégrale.

5.2 Discussion autour des IPP

Pour les séries, on a vu qu’il fallait se méfier de certaines transformations a priori
anodines avec des sommes finies. La bonne méthode pour être sûr de ne pas faire d’erreurs
est de considérer d’abord les sommes partielles, faire les manipulations dessus, puis passer
à la limite.

Il en est de même avec les intégrales généralisée. Une intégrale impropre, même conver-
gente, doit être vue comme une limite. On ne fera les calculs (intégration par parties,
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changement de variables etc.) que sur une intégrale standard sur un intervalle compact
(par exemple [a,ξ]) et on passera à la limite partout ensuite (par exemple ξ → +∞).

Voyons un exemple des problèmes que l’on pourrait rencontrer. On considère
∫ 1

0
sinc(x) dx.

On a vu que cette intégrale est convergente. Faisons l’intégration par parties formelle∫ 1

0

sinx

x
dx =

[
−cos x

x

]1
0
−
∫ 1

0

cos x

x2
dx .

Ce calcul ne va pas car (cos x)/x n’est pas défini en 0 et l’intégrale de droite est divergente
en 0. Essayons de façon plus rigoureuse : soit ξ > 0,∫ 1

ξ

sinx

x
dx =

[
−cos x

x

]1
ξ
−
∫ 1

ξ

cos x

x2
dx .

Ce calcul est correct, mais on voit qu’on va toujours avoir un soucis quand ξ → 0. Pour
corriger cela, une idée est de changer la primitive du sinus que l’on considère. Ainsi,∫ 1

ξ

sinx

x
dx =

[
−cos x− 1

x

]1
ξ

−
∫ 1

ξ

cosx− 1

x2
dx .

Comme cos x − 1 ∼ −x2/2 près de 0, on obtient que chaque terme est maintenant bien
défini quand ξ → 0. En passant à la limite, on obtient alors que∫ 1

0

sin x

x
dx = (1− cos(1)) +

∫ 1

0

1− cos x

x2
dx

où chaque terme est bien défini et donc ce calcul est maintenant correct.

5.3 Des exemples concrets

La Gaussienne x 7−→ e−x2
est une fonction important en probabilités et statistiques,

en particulier à cause du théorème de la limite centrale. On peut écrire une primitive de
la Gaussienne avec les fonctions usuelles, mais on a que

e−x2

e−|x| = e−x2+|x| −−−−−→
x→+∞

0 .

Donc e−x2
est une fonction positive et est négligeable devant e−|x| qui est intégrable en

±∞. On en déduit que
∫
R e

−x2
dx converge. On admettra que∫ +∞

−∞
e−x2

dx =
√
π .

La loi normale centrée d’écart-type σ est donnée par la densité

f(x) =
1

σ
√
2 π

e−
x2

2σ2 .
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intervalle [−σ,σ]
68% de confiance

intervalle [−2σ,2σ]
95% de confiance

On justifie l’intégrabilité sur R comme ci-dessus. Calculons la valeur de l’intégrale. Soit
ξ > 0, on a ∫ ξ

−ξ

1

σ
√
2 π

e−
x2

2σ2 dx =
1√
π

∫ ξ/(
√
2σ)

−ξ/(
√
2σ)

e−x2

dx

par le changement de variable y = x/(
√
2σ). En faisant tendre ξ vers +∞, comme toutes

les intégrales convergent, on obtient∫
R

1

σ
√
2 π

e−
x2

2σ2 dx =
1√
π

∫
R
e−x2

dx = 1

ce qui montre qu’il s’agit bien d’une densité de probabilité.
Calculons maintenant l’écart-type de f . Celui-ci est donné par

ET 2 =

∫
R
x2f(x) dx

car la moyenne de la variable x selon la densité f est nulle car f est paire. Notons d’abord
que cette intégrale converge car xe−x2

est aussi négligeable devant e−|x|. Nous allons faire
une intégration par partie. Soit ξ > 0, on a∫ ξ

−ξ

x2f(x) dx =

∫ ξ

−ξ

x2

σ
√
2π

e−
x2

2σ2 dx

=
σ√
2π

[
−xe−

x2

2σ2

]ξ
−ξ

+
σ√
2π

∫ ξ

−ξ

e−
x2

2σ2 dx

Quand ξ → +∞, on a ξe−
ξ2

2σ2 → 0 et donc le premier terme s’en va. Il reste

ET 2 =
σ√
2π

∫
R
e−

x2

2σ2 dx = σ2
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où on a utilisé le calcul plus haut. On trouve bien que σ est l’écart-type de notre densité.

Le sinus cardinal et son intégrale sont im-
portants par exemple en théorie du signal.
Il s’agit en effet de la transformée de Fou-
rier d’un créneau et donc d’un filtre ≪ passe-
bas ≫. On retrouve aussi cette fonction dans
certaines démonstration mathématiques. On
pourra retenir que∫

R
sinc(x) dx =

∫ ∞

−∞

sin x

x
dx = π .

Calculons le travail W nécessaire pour en-
voyer un objet à la distance infinie de la
Terre. A partir de la surface de la Terre, le
travail nécessaire à l’éloignement de l’objet
décroit comme k/r2 où r est la distance au
centre de la Terre. Donc on doit calculer

W =

∫ ∞

r0

k

r2
dr

où r0 ≃ 6378100m est le rayon de la Terre. Il
s’agit d’une intégrale impropre convergente
et en outre E = k/r0. Comme l’accélération
de la pesanteur est d’environ 9,81m.s−2 en
r = r0, on a k/r20 = 9,81m où m est la masse
de l’objet et donc W = k/r0 ≃ 6,26× 107m.

L’énergie cinétique nécessaire vérifie donc E = 1
2
mv2 = 6,26 × 107m et donc la vitesse de

libération d’un objet de l’attraction terrestre est de

v =
√

2E/m ≃ 11 200m.s−1 ≃ 40 000 km.h−1 .
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