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FEUILLE D’EXERCICE n° 3.

Exercice 1. Soit ¢ un nombre complexe different de 0. Etudier le systéme

suivant selon les valeurs de a :
r  +
(1) —a?z —

i —
o3y az =0
a’y + a2 =0

a3y+ z =0 .

Exercice 2. Les familles suivantes de R? sont-elles libres, génératrices ?

@ {(F)-Gop {G) ()
@ {(4)-(D)- (D)) {()-()

(D) {0 () (D}
(D 10 ()-(9)(

—O

)}

Exercice 3. Soit B := {wy, w2, w3} une base de R?. Soit

(4) vy = wy + wy + w3,

Vg = wo +ws3 , V3= W3 .

(1) Donner les coordonnées de vy, v9 et v3 dans la base 5.

(2) Montrer que & := {v1,v2,v3}

est une base de R3.

1
(3) Soit u un vecteur de coordonnées (3 1) dans la base B. Donner ses coor-

données dans la base £.

-5
(4) Soit h un vecteur de coordonnées ( 43) dans la base £. Donner ses coor-

données dans la base B.

Exercice 4. Les ensembles suivants sont-t-il des sous-espaces vectoriels de R? ?

a)F:{(§)6R3 cax+y=0}

a1 :{@) ER® : Tz +2y+3z=1}

b)G:{(g)ER?’ a2 —y? =0}

L={(y)er  {Ttr "0
z z—y— z =

}

c)H:{@) ER® : z4+y+2=0}

f)M={<§>€R3 : {x2+ y +2=0

xny =0

}

Exercice 5. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses et repondre

aux questions posées.

(1) La famille {(—;1) , (180)} est une base de F ;

(2) La famille {(—(1)1) , (180)} engendre I ;

(3) Les vecteurs {(é) ) (%1 )} appartiennent a G ;

(4) Tout vecteur de G peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs

(4) ()

(5) Trouver une base de H et de

I;

6) Les vecteurs 5 , 5 appartiennent a L ; forment une base de L;
1 4

engendrent L 7 ;

(7) Le vecteur (21) est une base de L ; engendre L ;

(8) Les vecteurs {( i) , ( —;1 )} appartiennent a M ; forment une base de M ;
(9) Préciser la dimension de F, G, I, L.
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CORRIGE DE LA FEUILLE 3

1. Exercice 1

Le systéme sous forme matricielle est
1 1/a® —a - 0
(5) —(12 _a2 CL3 (y) = (0)
—a® —a® 1 # 0
Reduisons par la méthode du pivot de Gauss :
1 1/a® —a £y 1 1/a® —a 0 11/a® —a
(6) —a? —a? &% | ~ fL+ad’t [ 0 —a?+1 0 ~ alz | 01-a® 0

—a® —a® 1 l3+a®ey 0 1—a® 1—a* & 01—a® 1—a*

Remarquer que la derniére réduction (¢o ~~ afls) est légitime car par hypothése

a # 0.

e La réduction suivante est :

Oy ~> €1 — |2

1
a3(1—a3)
(7) Lo ~> 62/17(13

Zg, ~> 53 —52

?
7).
?

Cette réduction ne peut se faire que si 1 — a2 # 0!

. . 1
de sorte que la matrice suivante est de la forme (8

oo

11 faudra donc discuter selon les valeurs de a suivant que 1 —a® = 0. Ce qui revient
a a = racine 3°™¢ de I'unité. Nous rappelons que les racines 3°™¢ de I'unité sont les
nombres complexes suivants :

(8) 1, 621'71'/3 , 641"rr/3 )

e Nous étudions d’abord les cas particuliers a = 1, a = €27/3 et a = /3.
e Sia =1, le systéme est simple, il a une infinité de solutions et la dimension
de son espace de solutions est 2 :

0 G)H-() = ==

. ; . . . 11 —en/?
e Si a = €2/ la matrice de I'équation (6) devient (0 0 o ] Onre
00 1_68i7l' 3
marque que l’on a :

(10) 68171'/3 _ 62171'/3 . e6171'/3 — 62171'/3 . e217\' _ 62171'/3 ]
On a donc
) e2im/3 110
(11) 00 _62(;77/3 ~ RN 001
00 1—e2m/3 t3/(1-€*'7/%)
£2 000

Le systéme a une infinité de solutions et son espace de solutions est de dimension
1:
-y

N BHE-0) =

) 11 _edin/3
e Si a = e¥"/3, la matrice de 1’équation (6) devient <0 0o ‘o > On re-

00 1_el6im/3
marque que l’on a :

(13) 616171'/3 _ 64271'/3 . 61217r/3 _ e4z7r/3 . 64271' _ 641#/3 )
On a donc
. 4im /3 110
(14) (l)(lJ 764{7/3 ~ Zﬁ:emﬁeg 001
00 1_etin/3 £3/(1—e*™/3)
|2 000



Le systéme a une infinité de solutions, son espace de solutions est de dimension 1 :

15) Ged) (=) = {2V

e Supposons maintenant que a ne soit pas une racine 3°™¢ de I'unité, c¢’est-a-dire
que 1 — a® # 0. Nous effectuons la réduction (7). On trouve

1 0 —

11/a® —a Zl—mfz @

(16) 01-a® 0 ~ gy/1-a? o1 0
01—a® 1—a* l3—1Lo 0 0 1—qa*

Maintenant deux cas se présentent 1 —a? =0 ou 1 — a* # 0.

e (cas extréme) Si 1 — a* = 0 (c’est-a-dire si a est une racine 4°™¢ de I'unité),
alors le systéme devient

10— =
(17) (01 oa) (5)2(8) — {w_az

00 0 z 0 y=0
L’espace de solutions est de dimension 1.

e (cas générique) Si 1 — a* # 0 (c’est a dire si a n’est pas une racine 4°™° de
l'unité), alors la forme échelonnée réduite devient

1 0 —a erﬁfs 1 0 0

(18) 01 0 ~ A 010
4

0 0 1-at ts/(1=a”) \o o 1

Le systéme devient

N———

(19) ((1)(1)8) (5) = (8) PEEN {;28
001 z 0 Z2=0
il y a donc une unique solution.
| a [rang(4) [dim Sol | Sol |
a=1 1 2 rT=2z—Y
_ 2im/3 T =y
_ i =Y
a=e/3 2 1 {Z_ .
a # 1, 627571'/3’ e4i7r/3 a = 621'7r/4 2 1 r=az

CL?é 621'77/4761'77’631'77/2 3 0




2. Exercice 2

Soit
(20) {v1,..., 00}

une famille de vecteurs dans un espace vectoriel V.

e On dit qu’un vecteur w de V est une COMBINAISON LINEAIRE

de vy,...,v, si w peut s’écrire comme

(21) a1v1 + asvs + -+ apv, =0,

ol ai,...,a, sont des nombres réels.

e La famille {v1,...,v,} est LIEE s’il existe des nombres réels by, . .., b,

vérifiant les deux conditions suivantes
(1) byvr +bovg + -+ + by, =03

(2) Au moins un, parmi les nombres by, ..., b,, est non nul.

e La famille {v1,...,v,} est LIBRE si elle n’est pas liée.

e La famille {vy,...,v,} est GENERATRICE (de V) si tout vecteur

w dans V est combinaison linéaire de {vy,...,v,}. Clest-a-dire w peut
s’écrire comme

(22) w=a1v1 + -+ apvy ,

ol ai,...,a, sont des nombres réels.

e La famille {v1,...,v,} est une BASE (de V) si elle est libre et
génératrice.

e ’ESPACE ENGENDRE par {v1,...,v,} est le sous-espace de
V formé par les vecteurs w qui sont combinaison linéaire de {vy, ..., v,}.




A SAVOIR
Soit

(23) {v1,..., 00}

une famille de vecteurs dans un espace vectoriel V.

e On note
(24) (V1,2 ., 0p)

la matrice dont les colonnes sont les vecteurs vy, ..., v,. Par exemple si

b
. 1 2 5 0
n=4etsiv = L)sve=(1),v3=3)va=(1 , alors

1250

(25) (vr,v2,08,00) = (1151)
e On note
(26) <A{vy,...,vn} >
le sous-espace vectoriel de V' engendré par {vq,...,v,}.
e Le rang de la matrice (vy, ..., v, ) est égale a la dimension de I’espace
engendré par {vy,...,v,} :
(27) rang(vy,...,v,) = dim < {vg,... v} > .
e Soient
(28) d = dim(V),
(29) r = rang(vi,...,Un) .
Alors
— On a toujours
(30) r<d et r<n.

En fait, comme les vecteurs vy,...,v, appartiennent & V', l'espace

vectoriel qu’ils engendrent est contenu dans V et il a donc une di-
mension r inférieure ou égale & celle de V' qui est d. D’autre part on

sait que le rang r de la matrice (v1,...,v,) est toujour inférieur au
nombre de colonnes qui est n.

~Ona

(31) r=n <= {v,...,v,} est libre;

(32) r=d <= {v1,...,v,} est génératrice pour V ;

33) r=n=d <= {v1,...,v,} est basede V.

e Donc, en particulier, toute base de V est constituée de d vecteurs.

—2 5
2.1. Solution de I’exercice 2 : e La famille {( 1 ) , (714)} est libre car ces
deux vecteurs ne sont pas multiples I’'un de 'autre.

e La famille {( z> , (?) , (i)} est libre. En effet nous allons montrer main-

tenant que la dimension de ’espace engendré par {(g) , (?) , G)} est 3. Nous

procédons par étapes :



- Etape 1 : Les deux vecteurs (z) , (?) ne sont pas multiples I'un de 'autre,

donc ils forment une famille libre et ils engendrent un espace vectoriel de
dimension 2. Donc

oo 2=t < am<{()().(D)>

. 1 .
- Etape 2 : Nous voulons montrer maintenant que le vecteur ( 1 ) n’appartient
3 2 1
pas a l'espace engendré par {((1)) , ((1))} Il faut montrer que (%) n’est pas
- L 3 2 . . .
combinaison linéaire des deux vecteurs (1)) et (9) c’est-a-dire qu’il n’existe

pas deux nombres «, § dans R tels que

w o (1) () =(1)

Cette relation s’écrit :

w0 o ()es ()= ()= (1)

Si des tels nombres existaient, alors la deuxiéme et la troisiéme composante
donneraient o = 1 et § = 1. Mais cela est impossible car la premiére compo-
sante donnerait

(37) 3a+28=3+2=1 (absurde).

Donc « et 8 n’existent pas et la famille est libre.

e Le méme raisonnement montre que la famille {(?}) , (%) , (?)} est liée car

sia=1et =1 on trouve

(53 () (1) =(1)-

e La famille {(é) , (%) , (é)} est libre. En effet on voit que le premier et
le troisiéme vecteurs ne sont pas multiples 'un de l'autre, donc la sous-famille
{((1)) , (g)} est libre. De plus le vecteur (%) n’est pas combinaison de ces deux

2
vecteurs car sa deuxiéme composante est non nulle. En effet il n’existe pas de

a, B € R tels que

= (1) -5 ()= (3

car le membre de gauche de 1’égalitd une deuxiéme composante nulle quels que
soient « et 3, alors que le membre de droite de 1’égalité a une deuxiéme compo-
sante égale a 2 donc non nulle.

e La famille {(2) , ((?) , (é)} est libre. Le raisonnement est identique & celui
qu’on vient de faire.

e Finalement une famille un peu compliquée : { (z) , (%) , (%) } Pour savoir

si elle est liée ou pas on peut utiliser deux méthodes (qui en realité coincident) :

Premiére méthode : On cherche «, 3,7 € R tels que

0 o (§) 05 () +- () =o.

Si on trouve que les uniques valeurs de a, 3,y qui vérifient cette égalité sont
a = [ = v = 0, alors la famille est libre. Si on trouve des valeurs non nulles



pour «, 3, alors la famille est liée.

. . 341
Deuxieme methode : On forme la matrice (% 3 %> dont les colonnes sont les

vecteurs de la famille. Alors la famille est libre si et seulement si le rang de cette
matrice est égal au nombre de ses colonnes.

Démonstration que les deux methodes sont équivalentes : Avec la pre-
miére méthode on cherche «, 3,7 € R tels que

iy e ()er (e () =0
C’esta-dire
)

3a+4[+1y
(42) la+38+1y | = (
2a+16+1y

oo

Ceci revient a trouver a, (3, tels que

(43 (1) ()= ()

La famille est libre si et seulement s’il n’existe pas de tels «, 3,7 non nuls. En
d’autres termes la famille est libre si et seulement si I'unique solution de ce systéme
est « = 3 = v = 0. Clairement ceci est verifié si et seulement si le rang de la matrice

i (1)

est 3. 44
Solution de 1’exercice : Trouvons le rang de la matrice ( 13

=

)‘ Par opéra-
tions élémentaires on a :

341 0o 131 A 13 1 €1+%€2 10 —-1/5
(45) (131)~zl (341>~132—3£1 (o—s—z)N —02/5 (01 2/5 N(
211 £z \211 £3—20; \0 =71 £34+Z65 \ 00 —19/5

[=lely
o=o

e =l=]
~—

Le rang est 3, donc la famille est libre.

-1

e La famille {(g) , (i) , ( 0 ) , ((1))} est forcément liée car 4 vecteurs dans
01—-11

R3 sont toujours liés. D’ailleurs le rang de la matrice (% Lo (1)) est au plus égal &

3. Une autre maniére de le voir est de dire que I'espace vectoriel engendré par cette
famille, étant contenu dans R3, a une dimension au plus égale & 3.

On voit que la dimension de I'espace engendré par cette famille est 3, et donc
cette famille engendre R? tout entier. Ceci se voit en raisonnant comme pour les

—1
étapes 1 et 2. Etape 1 : Les vecteurs {( 0 ),((1))} ne sont pas multiples I'un
de l'autre et ils engendrent un espace de dimension 2. Etape 2 : Le vecteur (i)

. -1 1 .
n’appartient pas a l’espace engendré par {( 0 ) , ((1))} car sa deuxiéme composante

est non nulle.

2.2. Resumé des resultats. Dans le tabulat qui suive on résume les resultats
de lexercice 2. On note

F = {v,...,v,} = Famille,
<F>

(F) = (v1,...,v,) = Matrice dont les colonnes sont les vecteurs vy, ..., v, .

< {v1,...,vn} > = espace engendré par la famille F',



Famille ' F est libre? | F est Fest |dim < F >=rang(F)
génératrice | base
pour R3? | de R3?
{(3%,2) ’ g?)} Ou? Nofl Nofl 5
{(é)’<g)’(i)} Oui Oui Oui 3
1 0 1 on on on
{(0>’<1)’<1>} N N N 2
g ’ ; ’ i Oui Oui Oui 3
{08)-(5)-(2)}
O o ow o |
{0)- (1) (g ) (3) [ wom O | Nom ;

3. Exercice 3

3.1. Solutions de (1) :

Par définition, si un vecteur v s’écrit dans la base B = {wy, ws, w3} comme

vV=aqQ1w; + @ we a3 - ws

alors ses coordonnées sont «q, ap et ag, et le vecteur v peut étre indiqué, dans la
base B comme
o
V= <(¥2> .
a3

En particulier les vecteurs wy, wo, w3 s’écrivent

o= () wm () v (3)-

e Comme v; = wy+wy~+ws, alors dans la base B = {w1, ws, ws} les coordonnées
de v; sont

(46) Ulz(i) .

e Comme vy = wo + w3, alors dans la base B = {wy, ws, w3} les coordonnées
de vy sont

(47) UQZ((}J) .

e Comme vy = w3, alors dans la base B = {w, ws, w3} les coordonnées de vg
sont

(48) v;;z(@) .

3.2. Solutions de (2). On sait que {vy,vs,v3} est une base de R? si elle
est une famille libre et génératrice de R? tout entier. On remarque que, comme
le nombre de vecteurs est égal a 3, alors elle est libre si et seulement si elle est
génératrice (voir p.5 : comme n = d = 3, alors r = n si et seulement si r = d).

Premiére méthode : Montrons que la famille est libre. On forme la matrice
(v1,v2,v3) et on démontre que son rang est 3 (voir p.5) :

(49) (Ul,Ug,Uz))):(%?g)N(é?g)

111 001

Donc la famille € = {v1,v2,v3} est bien une base de R3.
Deuxiéme methode : Montrons que la famille est génératrice. Les vecteurs
v1,v2 et vg sont des combinaisons linéaire de la base {w;, w2, ws3}. Donc I'espace



< {v1,v2,v3} > engendré par la famille {v;, v, v3} est contenu dans celui engendré
par {wy, wa, w3}.

Nous voulons montrer que ces deux espaces sont egaux. Si I'on montre que
w1, ws et ws sont des combinaisons linéaires des {v1, ve, v3}, alors 'espace engen-
dré par {w;,ws, w3} (c’est-a-dire R3 tout entier) est contenu dans celui engendré
par {v1, v, v3}. Dans ce cas les deux espaces seront contenus I'un dans Pautre et il
seront donc égaux.

Nous allons donc exprimer wi, wg et ws comme combinaisons linéaires des
vecteurs vy, vg,v3 : On sait que

(50) { "

v3

wy + w2 + ws
wa + w3
w3

Nous voulons inverser cette relation et exprimer wy, we, w3 en fonction de vy, vo, v3.
Comme
w3 =3,
donc w3 est combinaison linéaire de vy, vo, v3. Maintenant vy = wy + w3z = ws + v3,
alors
Wy = V2 — V3,
donc ws est combinaison linéaire de vy, vs,vs. Finalement v = wy + wo + w3 =
wy + (vg — v3) + v3 = wy + va, alors
wp = v — V2.
Donc wq, we et ws appartiennent a l'espace engendré par {vy,vs,v3}. Les es-
paces engendrés par {vi,vs,v3} et {wy,wq, w3} sont égaux, alors {vy,vs,v3} en-

gendre R?, donc (comme elle est formée par 3 vecteurs) elle est aussi une base de
R3.

3.3. Solutions de (3). Dans la base B le vecteur u s’ecrit

(51) U= (—;1) ( Dans la base B ) .
Ceci signifie que
(52) u=1-w —1-wy+2 w;s.
Comme on sait que
(53) {53 .
ws = vs

alors I'équation (52) devient
(54) u=wv; —vg — (v2 — v3) + 203 = v1 — 202 + 3v3 .
Donc dans la base £ = {v1,v9,v3} le vecteur u s’ecrit comme
(55) u= (é2> ( Dans la base £ ) .

3.4. Solutions de (4). Dans la base & le vecteur h s’ecrit
(56) h = (}2) ( Dans la base £ ) .
Ceci signifie que
(57) h=-5-v1+4-vo—3-v3.

Comme on sait que

(58) { "

v3

w1 + w2 + wsa
wa + w3
w3
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alors I'équation (57) devient
(59) h = —=5(wy + wae + ws3) + 4(w2 + w3) — 3wz = —bw; — we — dws .

Donc dans la base B = {w;, ws, w3} le vecteur u s’ecrit comme
-5

(60) h= (:le) ( Dans la base B) .

4. Exercice 4

Un sous ensemble S de R™ est un sous-espace vectoriel si

(1) Le vecteur 0 appartient a S ;

(2) Siw appartient a S, alors tout multiple de v appartient a S. Cest
a dire pour tout scalaires A € R, le vecteur A-v est encore dans S ;

(3) Siwv et w appartiennent a S, alors v + w appartiennent a S ;

4.1. Exercice 4.a). L’ensemble F' = {(z) ER? : z+y =0 }estun
sous-espace vectoriel. En fait
(1) Le vecteur (§) appartient & F' car 0+ 0 = 0.

(2) Siv= (%) est dans F, c’est-a-dire si o+ 3 = 0, alors pour tout A € R on

Ao
a = iﬁ et ce vecteur vérifie encore
ol

A+ AB=Aa+B)=A-0=0.

Donc si v est dans F, alors A - v est dans F.

’

«
(3) Supposons que v = (%) et w = (ﬁ') sont deux vecteurs de F. On a

/

~

a+a'

v+w = <B+B/>. Comme v et w sont dans Fonaa+3=0et o’ +5 =0,
v+

donc aussi

(61) (a+d)+(B+0)=(a+0)+ (¢ +8)=04+0=0

donc si v et w sont dans F', le vecteur v + w ’est aussi.

4.2. Exercice 4.b). L’ensemble G = {(é) €R3 : 22— y? =0 } n'est pas
un sous-espace vectoriel. En fait, on peut voir que cet ensemble contient le vecteur

0 . e . . .
(8), qu’il est stable par multiplication par les scalaires, mais qu’il n’est pas stable

par la somme. En effet on suppose que v = (%) et w= (g;) sont deux vecteurs
¥
oc+o/
de G.Onav+w = (ﬁ+ﬁ’>. Comme v et w sont dans G on a o + 32 = 0 et
Y+
(@)% + (8')? = 0, mais
(62) (a+a)? +(B+5)*#0

. 1 1 .
en général. Par exemple si v = ((1)) et w = (—01)7 alors v et w sont bien des

[

vecteurs de G, mais v+ w = ((%) ne verifie pas 22 + 02 = 0 donc v +w n’appartient

pas a G.
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4.3. Exercice 4.c). L’ensemble H = {(é) ER® : z+y+2z=0}est un
espace vectoriel. En effet (g) appartient & H car 0+ 040 = 0. Puis si v = (%)

et w = (g:> sont dans H, alors par definition o+ 3 +~vy=0et o' + 5+~ = 0.
v

A oc+o/

Donc les vecteurs Av = (A%) etv+w= (ﬁ—s—ﬁ’ ) verifient aussi
Y Y+

(63) A+ A+ Xy =ANa+6+7)=X-0=0

et
(64) (@+a)+(B+8)+(r+7)=(@+B+7)+ (@ +5 +9)=0+0=0,
ceci montre que si v et w appartiennent & H, alors Av et v + w appartiennent a H

aussi. Donc H est un espace vectoriel.

4.4. Exercice 4.d). L’ensemble I = {(é) €R3 : Tz+2y+3z =1 n'est pas

un espace vectoriel car le vecteur (g) n’y appartient pas. En fait 7-0+2-0+3-0
n’est pas égal a 1.

r +y—32=0

3r —y— 2z =0 }eSt

4.5. Exercice 4.e). L’ensemble L = {(g) eR3 : {

un espace vectoriel. En effet le vecteur (§) vérifie 0+0—3-0=0et 3-0—0—0 = 0,

o
et donc il appartient & L. Soyent v = (%) et w = (5
5

a +8—3y=0
3a =B — v =0
o +p -3y =0
3¢/ =B — 4 =0

) deux vecteurs dans L,

alors par définition on a

A
Donc le vecteur \v = (ig) vérifie
0%

A + A8 —3\y = ANa +8—-3y)=0
Bda — A8 — Ay =3Xa—-—v) =0

Ceci montre que \v appartient aussi & L.

a+a’ )
Enfin le vecteur v +w = | g+8’ | vérifie
v+

(65) { (ata’) + (B+8") = 3(v+7) = (a+8-37) + (¢'+8'=37") =0+ 0=0
3(ata’) = (B+8) — (v+7) = Ba—p-7) + 3¢/ =F'=7) =0+ 0=0
donc le vecteur v + w appartient & L. Donc L est un espace vectoriel.

r + vy +2z=0

}

n’est pas un espace vectoriel. En effet le vecteur (§) vérifie 0 + 04+ 0 = 0 et

4.6. Exercice 4.f). L’ensemble M = {(Z) e R : {
3z 22 — 2 —0

a o

02 — 02 = 0, et donc il appartient a M. Mais si v = (g) et w = ﬁ:) sont
¥

deux vecteurs dans M, alors il n’est pas vrai que v + w appartient a M. En effet si

1 1
v = (_12) et w= (—01), alors v et w appartiennent & M car

{1+1+(2)_0

12 — 12 =0
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9

14+ (-1) +0=0
12 — (-1)? =0

. 1+1 2 . .
mais leur somme v + w = ( 12—10) = ( 02> n’appartient pas & M car le vecteur
— + —_

v + w ne vérifie pas la deuxiéme équation : en effet 22 — 02 n’est pas égal a 0.

5. Exercice 5

5.1. Exercice 5 point 1.

Explication intuitive

Rapellons que F' est defini comme
(66) F:{(§)6R3;x+y=0}.

Celle-ci est 1’équation d’un plan dans R? qui passe par 0, donc F' est un espace de
dimension 2. Pour engendrer F' on sait qu’il faut 2 vecteurs de F' non liés. Il suffit
alors de verifier que les deux vecteurs donnés sont dans F' et qu’il ne sont pas liés.

Explication en termes de espaces vectoriels : D’abord montrons que les

1 0 1 .
deux vecteurs (—01) et (100> sont dans F. Le vecteur (—01) vérifie 1 4+ (—1) = 0,
donc il appartient & F. De méme la somme des premiéres deux composantes du

0 . . . .
vecteur (100> est égale & 0, donc celui-ci appartient aussi & F. Il est clair que les

1 0 . . .
deux vecteurs (7)1) et (100) ne sont pas liés, car il ne sont pas multiple I'un de

I’autre. Donc :
e l'espace vectoriel

(67) <{(_(1)1)’(180>}>

engendré par ces deux vecteurs est de dimension 2;
1 0 . .
e l'espace < {<Bl) , (100)} > est contenu dans F', donc F' est de dimension

au moins 2. De plus on a les inclusions
(68) <{(_(1)1),(180)}> C F C RS.
On sait que la dimension de R? est 3, et que la dimension de < { ( 7(1)1 ) , ( 180 )} >
est 2. Donc il y a deux possibilités
(69) Si dimF=2 = F:<{<—;1>,<
(70) Si dimF=3 = F = R3.

-
Soo

)}>,

e On voit que I'espace F n’est pas égal 4 R3, car il y a des vecteurs de R? qui ne
sont pas dans F' (par exemple la somme des deux premiéres composantes du

1 .

vecteur (8) n’étant pas 0, ce vecteur n’appartient pas a F'). Donc, comme
F n’est pas égal & R?, la dimension de F n’est pas 3 mais 2. Donc F est egal
. 1 0 . ) 1

a lespace < {(Bl) , (100)} >. Autrement dit, F' est engendré par (Bl) et

0 . . . .

(100>. Cette famille est donc libre et génératrice de F', donc c’est bien une
base de F'.

5.2. Exercice 5 point 2. Ceci a deja été demontré dans le point 1.
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5.3. Exercice 5 point 3. On rappelle que G = {<§> ER3 : 22—y =0}
et que ce n’est pas un espace vectoriel. Le vecteur (é) est dans G, car 12 —12 =0

1
et le vecteur (711> est dans G, car 12 — (—=1)? = 0.

5.4. Exercice 5 point 4. Meme si G n’est pas un espace vectoriel la question
4 a un sens. Il est possible que tout vecteur de G soit combinaison linéaire des deux

vecteurs (i) et (—11> Ceci signifierait que, bien que l’ensemble G ne soit pas
un espace vectoriel, il serait quand méme contenu dans le sous-espace vectoriel
<) (5 )r>

Bien que cela soit possible a priori, ce n’est pas vrai, car (par exemple) le

1 . . . 1
vecteur (Bl) appartient & G, mais il n’appartient pas & ’espace engendré par (1))

et (—11 ) En effet le rang de la matrice

(71) (% 4 31)

01 0
est 3 (voir ci-dessous) et donc ces trois vecteurs ne sont pas liés. Ceci implique que

1 .. . 1 1
le vecteur (—01) n’est pas combinaison linéaire de ((1)) et (—11 )

0 1 10
10 ~ |01
0 -2 00

e Montrons que le rang de la matrice (71) est 3 :

11 1 £y 11 1 bi—l2 /1
(72) I—1-1)~ ¢z (01 0 )~ £ 0
01 0 ly—0; \0 =2 =2 lo4+2¢; \O

0
0 .
1

5.5. Exercice 5 point 5.

Explication intuitive

On rappellle que
(73) H={(})eR : z+y+2=0}.

Comme pour F' on s’attend a ce que H soit engendré par deux vecteurs, car son
équation est celle d’'un plan qui passe par l'origine.

Comme pour I'espace F' on voit facilement que H n’est pas égal a R? (car par
exemple le vecteur (é) n’appartient pas & H). Il faut maintenant trouver deux
vecteurs vy, vy de H qui engendrent H tout entier. Pour que le vecteur générique
v = ( 5 ) soit un vecteur de H, il faut et il suffit que a + 3 + v = 0. On peut

gamma
prendre alors le premier vecteur égal par exemple &

(7 S

Pour le second vecteur wvs, il faut prendre garde & ce qu’il ne soit pas un multiple
de vy, de sorte que l'espace engendré par < v, vy > soit de dimension 2. On peut
prendre alors

(75) vpi=(0,) .

Maintenant montrons que ces deux vecteurs engendrent F :
— L’espace < vy, vy > a dimension 2 car la famille {vy,vo} est libre.
— L’espace < wv1,v2 > est contenu dans F', donc F' a dimension supérieure ou
égale a 2,
— On sait que F n’est pas égal & R? donc F sa dimension est 2.
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— Pour finir les espaces vectoriels < v1,v9 > et F' sont tous les deux de dimen-
sion 2 et < v1,v9 > est contenu dans F', donc il sont forcément égaux.
Donc l'espace engendré par vy et vy est égal & F.

5.6. Exercice 5 point 5, seconde partie. Comme I = {<§) € R3

Tr+2y+3z =1 } n'est pas un espace vectoriel, la question de trouver une base
de I n’a aucun sens.

5.7. Exercice 5 point 6. Cet exercice est intéressant. Avant de répondre aux
questions de l'exercice 5 point 6, nous étudions d’abord ’espace L de maniére gé-
nérale.

Explication intuitive

On rappelle que
_ z 3 . r +y—32=0
(76) L={(y)er '{3%1,72:0 }.
Donc L est l'intersection de deux plans qui passent par 0. Le premier plan est
«
z+ 1y — 3z =0, c’est le plan des vecteurs (g) ortogonauxr au vecteur

() (%)

a 1
car le vecteur (g ) est ortogonal au vecteur ( 13) si et seulement s’il vérifie

(78) l-a+1-+(-3)-v=0 ( produit scalaire égal & 0) .

De méme le plan d’equation 3z —y — z = 0 est constitué par les vecteurs qui sont
ortogonaux au vecteur

®) (%)

1 3
Comme les deux vecteurs ( 33) et (—%) ne sont pas multiple 'un de 'autre on

peut dire que les deux plans ne sont pas égaux, mais leur intersection est une
droite.
Donc l'espace L est cette droite, il a dimension 1 et il est engendré par un seul
vecteur. Pour trouver ce vecteur il faut résoudre le systéme
(80) {(m+y73z:0

3z —y — z =0
Le solutions de ce systéme sont un espace de dimension 1. Cet espace est L.

Explication en termes d’espaces vectoriels : Les vecteurs de L sont les
solutions du systéme

x +y—32=0
(81) {3m—y—z:0

Trouvons ces solutions.
11 -3 ¢ 11 -3 O1+02/4 (10 —1
(82) (3—1 —1)Nz2—13z1 (0—4 8)N 1—1422/{; (01—2)

Les solutions forment donc un espace de dimension 1 :

(83) {w -

y = 2z



15

Comme la dimension est 1, alors un vecteur non nul qui soit solution est une base
de L. Par exemple (pour z = 1) le vecteur

@) (1)

est une base de L.

. . . . 1
Réponses aux questions de I’exercice 5 point 6 : Comme les vecteurs (%)

4 . . .
et (481) sont solutions du systéme (83), alors ils appartiennent & L. Il ne forment
pas une base de L pour deux raisons : premiérement L est de dimension 1 et,
deuxiémement, ils sont liés (on voit facilement que 1'un est multiple de 'autre). Ils

engendrent L car tout vecteur de L est multiple de (%)

5.8. Exercice 5 point 7. Le vecteur (g) est une base de L, car L est par

r +y—32=0

définition ’espace des solution du systéme { et on a vu que ces

3r —y — 2z =0

solutions forment un espace vectoriel de dimension 1 engendré par un vecteur quel-
. 2 .

conque (non nul) de cet espace vectoriel. Comme le vecteur (%) est solution, alors

il constitue une base de L.

5.9. Exercice 5 point 8. Rappellons que M est defini comme
x r + vy +2z=0
(85) M:{(y)GIR3 : { i yg . }
z z2 —y —

(03

Pour qu’un vecteur (g) appartienne & M il faut et il suffit que la somme o+ 5+~
soit égale & 0 et que la différence o — 32 soit nulle aussi.
Les vecteurs {(j2)7 (%1)} sont donc dans M car 1 +1+2=0, 12 - 12 =0,

et 1+ (-1)+0=0,1>+(-1)?2=0.
La question de savoir si ces deux vecteurs forment une base de M n’a pas de
sens, car M n’est pas un espace vectoriel.

5.10. Exercice 5 point 9. Les sous-espaces de R3 sont F', H et L.

Espace dimension base

P e o |2 [1(2).(4)

H={(1)eR® : s +y+2=0) 2 (). (o)

L={(y)ere: {7V 70 1 (3

3z —y — 2z =0




