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Exercice 1. Donner la réprésentation exponentielle des nombres complexes
suivants :
+1, +i, 42, +£34+4i, +V/2+iV2 .

Exercice 2. Trouver les 2 racines carrées de chaque nombre trouvé. Expri-
mer ces racines sous la forme a + ib.

Exercice 3. Résoudre les équations suivantes :

1. 22=1, 22=1, 24=1, 22=1 ;

2. 22 —62+25=0 ;

3.V2- 22 —424+V2-4=0 ;

4. 22— (1+i)z+i=0 ;

5. 22 — (6+5i)z + (24 14i) =0 .

Exercice 4. Soit w le nombre complexe w = ¢2™/7 . On pose
A = wHw?+uw?
B = Ww+wd+ub.

1. Démontrer que A+ B = —1.
2. Calculer AB.
3. En déduire que A = # et que B = —lgﬁ_

Exercice 5. Résoudre cette équation en posant z = a + ib
22 —2z24+1=0.
Exercice 6. Calculer en forme cartésienne les nombres
. (1+414)°
14 4)100 —_—
( ) K (1 _ 7/)7
Exercice 7. Démontrer les égalités :

(cos(m/T) + isin(mw/7)) ! _;ﬁ( V2(cos(5m/84) + isin(57/84)) , (1)

(1 —i)(cos(m/5) + isin(m/5)) (V3 —1i) = 2v2(cos(13m/60) — isin(137/60)R)
Exercice 8. Soit z := ¢%™/°. Démontrer que z + L est racine du polynome

X’ +X-1=0. (3)

1+41)

>

Exercice 9. Ré re les é ions 2% = =2 4=
9. Résoudre les équations z i3 et z

—_

+1

—1i

3



Corrigé de la feuille 1

Exercice 1. On rappelle (cf.[Dre, prop.5,ch.1]) que tout nombre complexe
z = a + 1b peut s’écrire de maniére unique comme

a+ib=p-e? (4)

avec p > 0 et 0 € [0,2x[. Le nombre p s’appelle le module de z, il est indiqué
aussi par |z| et le nombre 6 s’appelle I’argument de z, il est indiqué par arg(z) :

p=lzl,  0=arg(s). (5)
e Siz=ua+1b, a,b € R, de maniére générale on a
p=vaz+b*. (6)

La détérmination de @ est un peu plus delicate.

arctan(b/a)

0 = ou , (sta#0), (7)
arctan(b/a) + m
/2  sib>0

9 = , (sia=0). (8)

3r/2 sib<0

On rappelle que tan(f) = tan(f + 7), dans les calculs il faudra alors faire trés
attention a prendre la bonne valeur de 6 parmi arctan(b/a) et arctan(b/a) + 7.
Si il 'est demandé, en remplagant 6 par 6 + 27, on peut trouver 6 qui vérifie
0<60<2m.

e Réciproquement pour rétrouver a et b a partir de p > 0et 0 < 6 < 27 on
a les formules

a=p-cos(f), b=p-sin(h) 9)

de sorte que _
a+ib=p-e? =p-(cos(d) +isin(h)) . (10)
En particulier pour p = 1 et z = €, on trouve e = cos(f) + isin(f) .



z % z=p-e? position “ z [ P [ 6 z=p-e position
}
L]
‘ :: 6 = arctan(4/3)
1 1 0 1=1e" 344 5 { 3444 — 5ei arctan(4/3)
X
:: 0 = arctan(4/3)+2m o
-1 1 ™ —1=e'7 3—i4 5 { 3_i4 — geilarctan(4/3)+427)
L]
v i—i 0 = arctan(—4/3)4n
i 1 /2 i=e'"/? -3+ i4 5 { 544 — 5eilarctan(—4/3)+m)
. 3im ' . 6 = arctan(4/3)+m ®
-t 1 —i=e 2 —3-u 5 { 3 44 — seilarctan(4/3)+m)
y 'y
> L]
‘ V2+iv2 =
2 | 2| w/2 i=2et"/? V2+iv2 | 2| /4
2e'i7r/4
}
in : V2 —iv2 = .
—2i | 2 | 37/2 | —i=2e 2 V2—iV2 | 2 | Trn/4 .
27T
2e 4

Exercice 2. Un nombre complexe z = x + iy est une racine de a + b si l'on a
2 =a+ib.

Cest a dire (22 — y?) + 2izy = a + ib, ce qui donne

2?2 —y?=a
{nyzb. (11)

Les racines carrées d’'un nombre complexe a + ib sont toujours 2.

e Si z = x + iy est une racine carrée de a + ib, alors l'autre racine est
—Z = —x — 1.

Quand l'on écrit va + ib, on indique par 1a les deuz racines de a + ib. Donc
le sybmbole /z indique en méme temps deux nombres. Il est utilisé par abus




de langage. Parfois I'on écrit aussi ++/z.
e Pour calculer x et y a partir de a et b il y a éssentiellement 2 méthodes :

Premiére méthode : On transforme a + ib dans la forme a +ib = p-e*, avec
p>0et0<60<2r. Puison a

z=+a+i :\/p-ew:{ %

Si I’exercice le demande, il faut retrouver x et y a partir de p et 6 par la formule

(9).

. ei0/2

i +0/2) (12)

Deuzieme méthode (moins conseillée, o utiliser seulement en cas de echec
de la premiére methode) : On essaye de résoudre I'équation 22 = a + ib. On a
(v +iy)? = (2% —y?) +1i2xy, donc pour trouver z et y il faut résoudre le systéme
du second degré
2 2
-y =a
{ 2zy =b. (13)

Ilyadeux cas:b=0etb#0.

e Sib=0, alors z = ++/a et a € R, donc

+a sia>0,
z=1{ =iy/—a sia<0, (14)
0 sia=0.

e Nous supposerons donc, depuis maintenant, que b # 0. On a y # 0 par la
deuxiéme équation de (13). Comme y # 0, la seconde équation de (13) donne
x = b/2y. Et la premiére donne donc

yt fay? —bv*/4=0. (15)
On pose t = y2. Les solutions de I'équation t? + at — b?/4 = 0 sont données par

—a++va? + b2

t= 16
4 (16)
elle sont donc réelles. De plus comme 'on a supposé que b # 0, alors va? + b% >
+a, et donc

_ VaZ 1 b2 —a—aZ 12

% >0, % <0 (17)
La valeur =4=—4-12 W est parasite, il ne faut pas en tenir compte. Enfin on trouve
donc :

_ Vaz L b2
y=+ ”# . w=b/2y. (18)

Donc

2h2 _ /2 2
2=+ # + H—M ] (19)
—a+Va?+b? \ 2

(11 est sous-intendu que les racines carrées qui apparaissent dans cette formule
sont toujours des racines positives de nombres réels positifs).



e Résultats de l’exercice 2 : Dans I'encadré qui suit, la racine est z : on a
doncz=z+iy=p-e? et 22 =a+ib.

o &®

’ a+1ib \ z=x+1y
1

z =
o0
1 -1 { et

. i /2
2 e
-1 { — { e3i7r/2
72

i g (e
_72 . l? _67,71'/4 _ 857,71'/4
NC RN _Bin/4 _ p—in/4 _ Tin/4

—24

9 1471 V2. ein/4
1 1 V2 - ebin/4
{ V2 - eTin/4

144 { \/5.631'%/4

3 + Z4 (Q—éme méthode) \/5 ) ei(arctan(1/2)+7r)

\/5 . et arctan(1/2)
—2—1

\/5 . et arctan(—1/2)+n

1424
—1—-2

—3+i4 (2—eéme méthode)

\/5 . ei(arctan(2)+ﬂ')

{ \/5 s arctan(2)

iarctan(—2)47

. ot \,
33— { 9 (2—éme méthode) { 5 . eilarctan(—1/2)+2)

34 1—?;@22 (2—éme méthode) {g:giarctan(—@—&-?ﬂ'
2 | {5 emlontty s omtonso) (G
302 | onlon amimy | { Vo
GRal| I  ppwne  IR O i
- | oy | v e

Exercice 3. 3.1.— Racines de l'unité : Les racines de I’équations z"™ = 1 sont
appellées racines n—iémes de 'unité. Il y en a n différéntes. Ce sont les nombres
complexes de la forme

1, e2i7r/n, €4i7r/n’ . 76(7171)21'71'/71 ) (20)
Si Pon pose wy, := €*7/™ alors toutes les autres racines sont de la forme wfl
pour k =0,...,n—1 (pour k = n on trouve w} = 1). On verra dans 'exercice

4 d’autres propriétées remarquables des racines de 1.

Equations de degré deux : Une équation (algébrique) de degré 2 est une écri-
ture de la forme

az’ +bz4+c=0, aveca,b,ceC, a#0. (21)



On cherche les nombres complexes z qui vérifient cette egalité. Ces nombres
s’appellent racines de I’équation et il y en a toujours deux. Il sont donnés par

la formule
- —b+ Vb% — dac
B 2a '

Pour la résoudre il faut savoir calculer les racines carrées des nombres complexes
(voir exercice 2).

(22)

e Equations de degré deux a coefficients réels : En générale, le calcul de la
racine carrée d’un nombre complexe est compliqué, et ’on essaye de I'éviter. Si
les nombres a, b, ¢ sont réels, i.e. a,b,c € R, alors il y a une méthode plus simple
que le calcul (22).

Supposons que a, b, ¢ € R soient réels, et que a = 1 (ce qui n’est pas restrictif,
car on peut diviser le tout par a, dans 'équation (21)). Soit A := b2 — 4ac, alors
deux cas se préséntent

A>0, A <O (23)

Si A > 0 alors le calcul (22) n’est pas compliqué. Supposons donc que A < 0,
alors :
A. Si z; = x + iy est une racine de I’équation, alors l'autre racine est
Zo =T — Y.

B. Comme 22 + bz + ¢ = (2 — 21)(z — 22), alors on a

b= —(z1+22) =2z, c=z-m=x+y>. (24)
e On trouve
x = —b/2 (25)
b2

Comme A < 0, le nombre réel ¢ — % est toujours positif et 4/c — % est donc

facile & calculer.

Solutions des exercices 3.2 et 3.3 :
3.2.— L’équation est 22 +6Z + 25 = 0. On a b = —6, ¢ = 25. Donc par les
formules (25), on trouve z = 3 et y = £4. Donc

z=3=%114.

3.3~ L’équation est v/2 - 22 — 4z + /2 -4 = 0. On divise par a = V2 (N et
on a alors b = —2v/2, ¢ = 4. Donc par les formules (25) on trouve z = /2 et

y:j:ﬁ. Donc
2=vV2+iV2.

Solutions des exercices 3.4 et 3.5 : Comme les équations ne sont pas a coéf-
ficients réels, il faut utiliser la formule générale (22) :




3.4.— L’équation est 22 — (1 +4)z +14i = 0. On a alors b = —(1 + i), ¢ = i.
Donc b — dac = (1 +4)? — 4i = 1 + 2i +i%> — 4i = 2i — 45 = —2i. On sait par
I'exercice 1 que les racines carrées de —2i sont 1 — 7 et —1 4 7. Donc on trouve

it (1-i) [ 1

z= 5 =9

3.5.— L’équation est 22 — (6 + 5i)z + (2 + 144) = 0. On a alors b = —(6 + 51),

¢ = 1+14i. Done b?—4ac = (6+5i)2—4(1+14i) = 36+60i-+25i>—4—56i = 3+4i.

On sait par l'exercice 1 que les racines carrées de 3 + 4i (avec la deuxiéme
méthode) sont +(2 + ). Donc on trouve

645t (2440) [ 4+3i
s 2 =\ 242

Exercice 4. Propriétés des racines de l'unité : Soit

- 62171'/71

la racine n—eme primitive de l'unité. L’équation 2™ — 1 = 0 a pour racines les

éléments 1,w,,w?,...,w" "1 donc on a

(z—=1D(z—wp)(z—w?) - (z—wH=2"~1. (27)

n

Ce qui donne les deux relations fondamentales sur les racines de 1'unité :

4wy +w2 4wt = 0, (28)
Wp w2 Wttt = (=t (29)
Solution de 'exercice 4 : Pour simplifier les notations, posons w := w; =

eZiTr/'?.
1. Si on calcule A + B, on obtient :
A+B=w+w?+uwd+wt+0® +ub

Donc par la relation fondamentale (28) on trouve A+ B = —1.
2. Si maintenant nous calculons AB, on obtient, en utilisant le fait que w” =
8 9 3.

1, et donc que w® = w,w? = w? et W = w
AB = (w+w?+wh)(w?+w®+wd)

WS+ W+ W 0T+ W+ W W Wl

W1+ 14w+ 14+w?+wd

= 34w+ +uB 4P+ =3+A+B=2.

3. On en déduit donc que A et B sont les racines du polynéme X2+ X +2. Le
discriminant de ce polynome s’écrit A = 1—8 = —7. Ces racines s’écrivent

donc
—1+iV7 —1—iV7
a= 2L g VL
2 2
Pour savoir si A est égal & a ou 3, on calcule sa partie imaginaire : Im(A) =

sin%’r —i—sin%’r +Sin87”. Or sin87” = sinm+ Z = —sin 7. Donc, comme



la fonction sinus est croissante sur [O, g], et que sin 47” > 0 puisque 47” €
[0, 7], on en déduit :

4
Im(A) > sin 7” > 0.
On ne peut donc pas avor A = (3, et donc

e A A VA

2 2

A

Exercice 5. L’équation 22 — 2z + 1 = 0 n’est pas algébrique. On ne peut
pas appliquer les méthodes d’avant. On pose donc z = a + b, et I’équation
22 — 2741 =0 est équivalente a :

a® —b* — 2a + 1 +i(2ab + 2b) = 0. (30)
et donc elle est équivalente au systéme :

{ a?—b*—-2a+1 = 0

at1) = 0. (31)

Ceci est un systeme d’équations algébriques dans les deux variables réelles a et
b. On cherche donc les nombres réels a et b qui sont solutions du systéme (31).

Si un produit de deux nombres est égal a 0, c’est que 'un de ces deux est
égal & 0. La deuxiéme équation donne alors deux cas possibles :

a = -1 a = arbitraire
{ b = arbitraire { b = 0 (32)
Traitons donc séparément chaque cas :
Premier cas : a = —1. Dans ce cas, la premiére équation s’écrit alors b? = 4,
ce qui équivaut & b = +2. On trouve don comme solutions z; = —1 + 2¢ et

29 = —1—2i.

Deuziéme cas : b = 0. Dans ce cas, la premiére équation devient a® —2a+1 = 0,
c’est a dire a = 1.

Dans ce cas il y a une seule solution z3 = 1.

On trouve donc trois solutions en tout :
2n1=—14+2i, z20=—-1-2i, z3=1. (33)
Exercice 6. On a

(1 + Z-)lOO _ (\/5 . eiﬂ/4)100 — 2506i7r100/4 — 25Oei7r25 — 25Oei7r — _250 . (34)

et
(14+4)° = (V2-e™/4)9 = 29/2¢im9/4 — 99/2¢im/4 (35)
1—i)7 = (V2-e im/4)T = 9T/2e=inT/4 _ 9T/2¢in/4 (36)
N9
o = =2 (37
—1



Exercice 7. On a

(cos(m/T) + isin(r/7)) - L3 (14 i) = /T oins L (38)

2
= V2. — 9 it (39)
= V2 (cos(5m/84) + isin(57/84)) . (40)

Encore :

(1 —4)(cos(m/5) + isin(n/5)) - (V3 —i) = V2 i™/* . e™/5 . 9. ¢7™/6  (41)

= 2V/2. T = 2y/2 e R (42)
= 22 (cos(—137/60) + i sin(—137/60)) (43)
= 2V2 (cos(137/60) — isin(137/60)) . (44)
Exercice 8. On a

(z+1)2+( +1) 1 (2+1+2)+(z+1) 1 (45)

- s IY ] = (224 2y —

z z 22 z

= 1+z+224+224271 (46)
comme z° = 1, alors z* - 2 = 1, donc 2* = 27!. Egalement 22 = 23 donc on

trouve
l4+z+22 42242 =1+2+224+2°2+24=0.

Exercice 9.

Pour trouver toutes les racines de I’équation z* 1—i 2

= 113 hous posons y = z .
Nous allons alors calculer les deux racines, y; et 2, de ’équation y? = 1;,_\1/5,

puis pour chaque racine carrée trouvée nous calculerons z2 = y; et 22 = ys.
Dans ce cas particulier, il est commode de travailler avec la premiére méthode
car les nombres 1 — i et 1 + iv/3 ont une expression simple : 1 — ¢ = V2e~im/4

/3 o,in/3 1—i_ _ 1 | —iTx/12
et 1+1iv3 =2e , on trouve N5 7€ . Donc
1 —i7m /24
—_— . e
- V2
Yy = L o—iTn/24 1 iml7/24 (47)
V2 V2
Maintenant on il faut trouver les racines de I’équation z? = 4%/5 e iTT/24 o
de l'équation 22 = —4%/5 -e~¥Tm/24 7] faut faire attention car dans ce dernier cas
—4%/5 est un nombre negatif! Pour cette raison on transforme —1 = €™ et donc
_ L —iTw/24 — 1 im(1-7/24) — 1 iwl7/24
a5 " € 75 ' € 75 € . Donc
1 . i7r/48 1 . iw31/48
— . e == '€
_ V2 _ V2
z = _ L itn/a8 > z = _ 1 im31/48 - (48)
V2 V2

e On procede de la méme facon pour I’équation z* = i:‘\g On pose y = 22

: im/3 .
De plus on a % = 2266,”/3 = ¢%7/3_ Donc

eiﬂ"/?} »
Y= _pin/3 — ptin/3 - (49)



Pour finir
ei‘n’/G 621'71'/3 50
= _eim/6 o ZEN _p2im/3 - (50)
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