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1. APPLICATIONS

La notion d’application est une généralisation de la notion de fonction réelle (de R
dans R).

Définition 1.1 (Application). Une application f : E — F' est la donnée d’un ensemble
de départ E/, d’un ensemble d’arrivée F' est d’un procédé qui associe a chaque élément
de E un unique élément de F. Pour tout x € E on note f(x) l’élément de F' associé
a x qu’on appelle image de x par f.

Remarque 1.1. Certains éléments de F' peuvent n’étre I'image d’aucun élément de F.
Par exemple si on considére 'application

f:{R - R

r — z(x—1)

1
alors, pour y < T il n’existe aucun z € R tel que f(z) = y et, pour y > T il en

existe deux.

Définition 1.2 (Images et antécédents).
Soit f: E — F une application.
— Pour un élémenty de F', on appelle antécédent de y tout x € E tel quey = f(x).
Il peut y en avoir plusieurs, un seul ou aucun.
— On définit Pimage de ’application f: E — F par

Im(f) = f(E) ={f(x) [z € B} ={y e F|3r € B,y = f(2)}

On a Im(f) C F.

— Une application telle que Im(f) = F est dite surjective : tout y € F' a au moins
un antécédent par f.

— Une application injective est une application telle que tout y € F a au plus un
antécédent par f.

— Une application qui est a la fois surjective et injective est dite bijective.

Définition 1.3 (Graphe). Soit f : E — F une application. On appelle graphe de f le
sous-ensemble de E X F' défini par

Gr(f) ={(z, f(z)) |z € B} ={(z,y) € F' [ 3w € E,y = f(2)}

Remarque 1.2. Un graphe est donc un sous-ensemble de E x F'. dans votre scolarité
vous avez donc représenté des graphes de fonctions réelles c’est-a-dire que vous avez
représenté un sous ensemble de R x R (le plan) qui est le plus souvent une courbe.

Exercice 1.1. Dessiner les graphes des applications


Andrea Pulita
Texte surligné 
Da fare in TD


Université Grenoble-Alpes Licence 2 de Chimie, 2021-2022

i R —R

"1 = ao@—1)(z—-2)
R —-R

fo N ‘g—i—iﬂ’

£y N —=Z

*In = 10—n

Définition 1.4 (Composée d’applications).
Etant données deux applications f : E — Fy et g : Fy — G, Uapplication

x> g(f(s))
est bien définie si une des deux conditions suivantes est réunie
— F C Fg,
— f(F) C Fs.

La deuziéeme condition est moins contraignante que la premiére. Dans chacun de ces

cas on définit
o f { E = G
T 2w glf(@)

qu’on appelle composée de f par g.

Exercice 1.2. Pour les situations suivantes go f et f o g sont-elles bien définies ? dans
le cas d’une réponse positive, a-t-on go f = fog?

— fi(x) =2z et gi(x) =2+ 1,

— fa(z) =In(z) et ga(z) = 5,

o f3(17,y) = (:E + y7xy7ye$) et 93(1') = (ZL’37G$),

— pour n € N, fy(n) =2n—>5et g4(x) = E(x)
ot E(z) est la partie entiére de x. Attention, F(1.2) = 1 mais E(—1.2) = —2.

Définition 1.5.

— On appelle application identité sur E application

. { E — FE

idp -

r = x
— On dit que [ : E — F' est inversible s’il existe g : F' — E telle que go f = idg
et fog=ridp.
— on note g = f~' et on Uappelle ’application réciproque de f.
1

Attention, la notation f~' n'a rien a voir avec ?
Exercice 1.3. Reprendre les fonction f; et g; définies plus haut et voir si elles sont
inversibles.

Nous avons vu les notions d’application bijective et d’application inversible. Ce sont
en fait la méme propriété.

3


Andrea Pulita
Texte surligné 
Da fare in TD

Andrea Pulita
Texte surligné 
Da fare in TD



Université Grenoble-Alpes Licence 2 de Chimie, 2021-2022

Proposition 1.1. Une application f est inversible si et seulement si elle est bijective.

Preuve.
e Supposons tout d’abord que f est inversible. Alors il existe g comme ci-dessus.

Montrons tout d’abord que f est surjective : en effet comme f o g = idr alors pour
tout y € F on a fog(y) =y et donc f(g(y)) = y ce qui implique que y a au moins
g(y) comme antécédent par f.

Montrons maintenant que f est injective : soit x; et x5 deux éléments distincts de
E. Comme x; # x5 on obtient que g o f(x;) = x1 # 9 = g o f(x2). Cela implique que
f(x1) # f(x2) et donc que x; et x5 n’ont pas la méme image par f.

L’application f est injective et surjective, elle est donc bijective.

e Supposons maintenant que f est bijective. Alors tout élément y de F' a un unique
antécédent par f. Ceci permet de définir 'application g qui a y € F lui associe son
unique antécédent par f.

Alors pour x dans E on a g(f(x)) = x car f(z) a pour seul antécédent x donc son
image par g est x.

Et pour y dans F on a f(g(y)) = y car g(y) est un antécédent de y par f donc
flo(y) =y.

Ainsi go f = idg et fog = idr. g est donc I'application réciproque de f et f est
inversible.

Si une application f : E — F est inversible alors le graphe de sa réciproque f~' est
{(f(z),2) |z € E} C F x E.

Dans les cas ot F = F =R, le graphe de f~! est le symétrique orthogonal du graphe
de f par rapport a la diagonal d’équation y = = dans R x R = R?%.
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2. APPLICATIONS LINEAIRES DE R"™ DANS RP

Rappels : R" est 'ensemble des n-uplets de réels :
{(z1,...,2,) | ; € R pour tout 1 <i < n}.

C’est un R-espace vectoriel (on verra plus tard la définition) c’est-a-dire en gros qu’on
a une addition dans R" :

(X1, o)+ (Y1, Yn) = (T1 F Y1y, T+ Yn)

et on peut multiplier un élément de R" (appelé vecteur) par un réel :
Mz, Un) = (AT1, .o, AYp).

Définition 2.1.
Une application f : R"™ — RP est dite lincaire lorsque pour tout X € R et tout couple
de vecteurs 7, W EeR” on a

fT+W) = () + f(D)
FOT) = M)

Exemple 2.1. — les fonctions linéaires réelles x — ax sont des applications li-

néaires de R dans R.

— lapplication (x,y) — (y,z), la symétrie orthogonal par rapport a 'axe y = =,
est une application linéaire (c’est aussi une isométrie) de R? dans R?.

— Dapplication (z,y) — (x,0), la projection orthogonal sur 'axe y = 0, est une
application linéaire de R? dans R?.

— Soient a, b, ¢, d quatre réels, alors (x,y) — (ax + by, cx + dy) est une application
linéaire de R? dans R2. Toute application linéaire de R? dans R? peut se mettre
sous cette forme.

Proposition 2.1. Soit f : R" — R? une application linéaire. Alors pour tous Ay, ..., Mg
dans R et tous v_f, . ,U_;Z vecteurs de R,, on a :

FOUTT + -+ 08) = M f(07) + -+ M f(W0).

Preuve. Nous allons faire une preuve par récurrence. La propriété que nous voulons
montrer pour k € N est notée H, : V A\1,..., \x € R, Vv_f,...,v_k) e R":

f()\lv—1>+"‘+)\kv—lc>):/\1f<v—1>)+"'+)\kf(v—k>)'

Nous initions le processus pour k = 1 : H; est la propriété 2 de la définition de linéarité.
Nous prouvons ensuite 'hérédité : nous supposons queHy, est vraie et nous essayons de
montrer que Hy, est vraie. On a

FONOT 4 4 M1 0nd) = FONTE + - 4+ M00) + F( A ks1000)

grace a la premiére propriété de la définition de linéarité. Puis en appliquant la deuxiéme
propriété au dernier terme on obtient

FONVT + -+ 4 A Upg1) = f(/\gv_f + o ML) 4 Aegr S (k1)
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et enfin en appliquant la propriété Hjy on obtient Hy; :

FOUO 4+ Me10ed) = M f(0) 4 -+ M f (00) + Mern f (i)

|
Dans la suite, on notera les éléments de R" et de R” en colonne :
I Y1
T=|: |er Y= : |er
Tp Yp

Définition 2.2 (Base canonique).

On appelle base canonique de R" [e n-uplet de vecteurs (e_f, ..,e_n>) ordonné ot

0
1 0 0
— 0 — 1 — ' : — 0
el = . , €5 = ) , e = 1 | avec 1 a la iéme coordonnée , e, =
0 0 : 1
0
gl

Tout vecteur 7 = s’écrit de facon unique dans la base canonique

et pour toute application linéaire f : R" — R” on a

F(@) carf(el) + -+ waf ().

Ainsi, si on note pour chaque el

alors
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fay,... m) = flaied + -+ aaen)
= mif(@)+ -+ aaf(en)
a1 A1n
= o | | +da |
CLpl Clpn

r1a11 + - —I—:Biah- + - +xna1n

T1Qp1 + - F XAy + 0+ TpGpy

I
= A
Tn
ou
air ... Qg Q1n
A=
Apl -+ Gpi 7+ Gpp

On a donc le théoréme

Theoréme 2.1. Soit f : R" — R? une application linéaire et A la matrice dont les
colonnes sont les vecteurs images de la base canonique alors, pour tout (1, . ..,x,) € R"
on a

T

f(xl,...,:z;n) =A

Tn

Theoréme 2.2. Soit f : R" — R? et g : RP — RY? deux applications linéaires. Soit A
la matrice de f et B la matrice de g alors g o f est linéaire et a pour matrice B.A.
xy
Preuve. Il s’agit simplement de montrer que pour tout X = : €R"on a
Tn

B(AX) = (BA)X.

En effet, le terme de gauche étant 'image de X par go f et le terme de droite étant
I'image de X par 'application dont la matrice dans la base canonique est BA.

La preuve est principalement calculatoire. La matrice C' = BA est une matrice ¢ X n
dont les coefficients valent

p
Cij :Zbikak]‘, Vi € [[1,...,(]]], \V/j € [[1,,71]]
k=1
7
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T n D
Donc la i-éme coordonnée de (BA). : vaut Z <xj Z bikakj>
T, j=1 k=1
Ty n
D’autre part la k-éme coordonnée de Y = A : vaut Y; = Z ax;x; et donc la
Tn J=1
1 P n
i-éme coordonnée de B | A. : vaut Z ik Z ;T ;-
T, k=1 j=1
Les deux double-sommes étant égales on en déduit que (BA)X = B(AX). Ce qu’il
fallait démontrer. [ |

Theoréme 2.3. Si f : R" — RP est une application linéaire inversible alors n = p et
son inverse =1 est également linéaire, de matrice B Uinverse de A : AB = BA = I,,.

Preuve. L’application identité sur R" est linéaire et sa matrice représentative est
I,, la matrice diagonale avec des 1 sur la diagonale. Donc, si une application linéaire
f:R™ — R? de matrice A est inversible, et si son inverse g est aussi linéaire et a pour
matrice B, on doit avoir BA = I,, et AB = I,.

D’autre part, on verra plus tard que si une application linéaire f : R" — R est
inversible alors p = n.

Il ne nous reste plus qu’a prouver que g est linéaire. Soit A\ € R et y;,y2 € RP.
Comme g est U'inverse de f qui est bijective, il existe z; et x5 tels que f(z1) = y; et
f(x2) = yo. On a aussi g(y1) = 21 et g(y2) = 2.

Ona f(g(yr +42)) =y +y2 = fg(w1) + F(9(y2)) = f(g(y1) +g(y2)) car g = [ et
pour la derniére égalité parce que f est linéaire. On peut alors appliquer g et trouver
9y +y2) = 9(f (9 +12))) = 9(f (9(y1) + 9(12))) = 9(v1) + 9(12),

et on a montré la premiére identité de la définition de linéarité pour g.
On a f(g(Ay1)) = Ayr = Af(9(y1)) = f(Ag(y1)) bet donc en appliquant s

g(Ay1) = g(f(g(A))) = g(f(Ag(y1))) = Ag(v1),

ce qui prouve la deuxiéme identité de la définition de linéarité pour g.
On a démontré que g est linéaire. [ ]



