MAT102 - parcours BCH-Int, CeB, SPI, STE Université Grenoble Alpes
Partiel - 23 octobre 2023  (durée : 1h30)

Documents autorisés : une feuille A4 manuscrite recto-verso. Aucun appareil électronique.
Apportez le plus grand soin a la rédaction et a la présentation. La notation en tiendra compte.

- o a—+1ib ,
Exercice 1 On considere le nombre complexe z = > ou a,b,c,d sont des réels,

c+i
avec (¢,d) # (0,0). A quelle condition sur a,b,c,d a-t-on z réel 7 A quelle condition sur

a,b,c,d a-t-on z imaginaire pur ?

z est une fraction de deux nombres complexes. Pour I’écrire sous une forme plus simple, on
va multiplier les 2 termes de la fraction par le conjugué du dénominateur :

a+ib  (a+ib)(c—id) ac—1i*bd+i(bc—ad) ac+bd+i(bc— ad)

c+id  (c+id)(c—id) 2 — 22 B 2 + d?

ac + bd bc — ad
oy IR = Gre

e 2 est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle, ¢’est-a-dire sous la condition

bc —ad = 0.

On a donc : Re(z) = . On en déduit immédiatement que :

e > est imaginaire pur si et seulement si sa partie réelle est nulle, c’est-a-dire sous la
condition ac + bd = 0.

Exercice 2

On définit 4 ensembles de points M du plan complexe par les conditions ci-dessous sur leurs
affixes z :

2 3
Zone A 1<z <3 etggargzgf

Zone B [z]|>2 et —2<Re(z) <0 et —2<Zm(z) <0

Zone C |z|>1 et 1 <Re(z) <2 et argz € [—g, —%}

Zone D <argz < — et Im(z) <2

N
Nl N

En donnant quelques lignes d’explications pour chaque cas, hachurer ces 4 zones dans le
dessin ci-dessous en indiquant a chaque fois la lettre correspondante.

Zone A La zone A correspond a une portion de la couronne dont le rayon intérieur vaut
1 (1 < |z|) et le rayon extérieur vaut 3 (|z| < 3). De plus, les points de cette zone sont dans
le secteur angulaire issu de O et compris entre les angles 27 /3 et 37 /4 (arg z € [27/3, 37 /4]).
D’ou la zone hachurée indiquée.

Zone B Les points de cette zone ont des abscisses comprises entre —2 et 0 ( —2 <

1



Re(z) < 0) et des ordonnées comprises entre —2 et 0 ( —2 < Zm(z) < 0). La zone B est
donc incluse dans le carré [—2,0] x [—2,0]. De plus, les points sont a I'extérieur du disque
de rayon 2 (|z| > 2). D’ou la zone hachurée indiquée.

Zone C Les points de cette zone sont dans le secteur angulaire issu de O et compris
entre les angles —7/3 et —7w/6 (argz € [—7n/3,—n/6]). De plus, les abscisses des points
de cette zone sont comprises entre 1 et 2 ( 1 < Re(z) < 2 ). La condition supplémentaire
|z| > 1 (c’est-a-dire les points sont a l'extérieur du disque de rayon 1) n’apporte pas de
restriction supplémentaire, car elle est déja vérifiée par les points qui vérifient les 2 conditions
précédentes. D’ou la zone hachurée indiquée.

Zone D Les points de cette zone sont dans le secteur angulaire issu de O et compris
entre les angles w/4 et m/2 (‘argz € [r/4,7/2]). De plus, les ordonnées des points de cette
zone sont inférieures & 2 ( Zm(z) < 2). D’ou le triangle hachuré indiqué.
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Résoudre dans C I'équation  22° + (i —3)z — 1+ 3i = 0
INDICATION : /162 + 302 = 34

Nous avons affaire a une équation polynomiale de degré 2. On va la résoudre en calculant

son discriminant A, dont on cherchera ensuite une racine ¢ (§ € C tel que 6 = A). Les
—(i—3)—=6 —(i—3)+6

1 4

deux solutions de I’équation seront alors finalement z; = et zp =



Onaici: A= (i—3)%—4(2)(—1+3i) = —1 —6i+9+8— 24i = 4(5 + 12i) = 16 — 30.
Notons maintenant § = a + i3. L’égalité 6> = A implique o — 3? = 16 (égalité des parties
réelles) et 28 = —30 < 0 (égalité des parties imaginaires). De plus, on a égalité des modules
18] = |Al, c’est-a-dire a® 4+ 5% = V162 + 302 = 34. On a donc le systeme :

22— =16 (1)
?+p2=34 (2
af <0 (3)

En faisant (1) + (2), puis (2) — (1), on en déduit a? = 25 et % =9, soit a = +5 et § = £3.
D’apres (3), « et [ sont de signes opposés. D’ot1 6 = 5 — 3i (ou son opposé).
Les 2 racines du polynéme sont donc :

3—1+5—31 3—1—5H+3 —141

=t =2-0 e 2y = . —

Soit 2 =1/2+V3+i\/2—V3

1. Calculer 22, et déterminer son écriture sous forme exponentielle.

22 = (\/2+\/§+i\/2—\/§)2:2+\/§+\i; (2—\/§>+2z‘\/2+\/§\/2—\/§
:2\/§+2i\/(2+\/§)(2—\/5):2\/§+2i\/m:2\/§+2i

On en déduit que le module de 22 vaut 1/(2v/3)% 4 22 = /16 = 4.

2 2i 1 -
D’ou 22:4$:4<£+i—> :4<cosz+isinz> =4¢'s

2 2 6 6

T T
2. En déduire une écriture exponentielle de z, et les valeurs de cos 2 et sin 5

. 2 . s . T
On sait que (:I:\/ﬁe“gﬂ) = pe?. Or, on aici 22 = 4¢€'6, dott 2 = +2¢'12. De plus,
les parties réelles et imaginaires de z sont positives, donc z = 2¢'T2. On peut maintenant
identifier les deux écritures de z :

2= 26T = 2c0s = +2i sin— = \/2+vV3+i\/2—V3
12 12
T V2+3 . V2 -3

On en déduit: cos— = —— et sin— =

12 2 12 2

1
1. Calculer le produit P, = H ot
k=

QH pour n > 2.



Ecrivons ce produit sous forme développée :

n

n—1 n n+1
"m—=3n—-2n-1

Sous cette forme, on voit que seuls les 2 premiers termes du dénominateur et les 2 derniers
termes du numérateur ne se simplifient pas (c’est-a-dire ne sont pas présents a la fois en haut

et en bas de la fraction). Donc

p— n(n;— 1)

n

2. Calculer la somme S,, = Z (In(k +1) —In(k — 1)) pour n > 2.
k=2

METHODE 1 : on peut utiliser les propriétés du logarithme Ina+1Inb = In(ab) et Ina—Inb =
In % D'oit

n n

Su= (n(k+1)—In(k—1))=> In (%) —1In (H %) =InP,

k=2
METHODE 2 : on peut mettre la somme sous forme développée :
Sp=m3—-Inl+mmh4—-In2+In5—-m3+...+lnn—In(n—2)+In(n+1) —In(n —1)
=(In3+mmd+...+lnn+Inn+1)) —(Inl+mn2+...+In(n —2) +1n(n — 1))

Presque tous les termes se simplifient, sauf les 2 derniers de la premiere somme et les 2
premiers de la deuxieme somme. D’ou

n(n+1)

Sp,=Inn+In(n+1)—Inl—-In2=1In =InPp,

Exercice 6

Soit n > 2 un entier naturel fixé, et z un nombre complexe différent de —1 et racine n-ieme

de —1, c’est-a-dire que z vérifie 2" = —1.
n—1
Calculer A, = Z 22k,
k=0
n—1
On a An:Zzzk =1+ 2242 22 =14 22+ ()P ()" T Sagit de
k=0
. , . , s, . 2 PR 11— (Z2>n
la somme des n premiers termes d’'une suite géométrique de raison z%, d’ou A,, = 2
-z

On peut noter qu’en effet 1 — 2% # 0 car z # 1 (car 1 n’est pas une racine n-itme de —1) et
car z # —1 par hypothese.
Par ailleurs (2?)" = 2" = (2")? = (=1)>=1. Dot 4, =0

ATTENTION : 22 zF = 22** et non pas z2*



