MAT102 - Groupe SPI-1 2022-2023

Quick Test 3 - Sujet A - Correction

Exercice 1 (4pts) Soient le point M et le plan P :

(iii)

r=3—a+206
M =(-1,0,1) et P := y=2+a—p
z=14+a«a

Déterminer un vecteur normal au plan P.
On rappelle que ’équation paramétrique du plan P (donnée ci-dessus) est composée
d’un point du plan P (ici, A = (3,2,1)) et de deux vecteurs du plan P, dont les
coordonnées u,, u, et u, sont données par les coefficients devant les parametres « et
5.

—1 2
On connait donc deux vecteurs du plan P : 3 = | 1 | et up = | —1

1 0
On rappelle que le produit vectoriel de deux vecteurs donne un vecteur perpendiculaire
a ces deux vecteurs. Puisque i et uy sont font tous deux partie de P, @y A iy a donc
pour résultat un vecteur normal 77 au plan P.

~1 2 1x0—(=1x(=1)) 1
n=uyANtdeg=| 1 |A|l-1]=|—-(-1x0-2x1))]| =1 2
1 0 —1x(=1)—(2x1) ~1

En déduire une équation paramétrique de la Droite D perpendiculaire a P
et passant par M.

L’équation paramétrique de la droite D est composée (de la méme fagon que le plan
P), d'un point de la droite D et d'un vecteur directeur de la droite Droite D. Puisque
la droite D doit étre perpendiculaire a P, alors le vecteur 7 est un vecteur directeur
de la droite D (car il est normal & P). Et puisque la droite D doit passer par le point
M, alors on connait 'un des points de la droite D : le point M lui-méme.

On trouve donc une équation paramétrique de la droite D :

r=zryt+tr,00=—-14+« r=—-14+«
D := y=yu +ya=0+4+2a ,D:= y =2«
z=zyt+zma=1—« z=1—«

Déterminer I’équation cartésienne du plan P.
On rappelle la forme générale de ’équation cartésienne d’un plan :

ar+Py+vz+0=0

avec 77 = (a, 3,7). En remplagant les coefficients «, 5 et y par leur valeur (trouvée a la
premiére question) et en remplagant x,y et z par les cordonnées d’un point quelconque



de P (par exemple le point A = (3,2, 1), d’aprés I’équation paramétrique donnée dans
’énoncé), on cherche la valeur de § en résolvant I’équation :

Ix3+2x24+(-1)x1+6=0

0=—6
D’ou ’équation cartésiennede P : x +2y — 2 —6 =10
Exercice 2 (3pts) Calculez les dérivées des fonctions suivantes, ignorez ’ensemble de
définition.
(1) x3e2x

/ /

On rappelle que (uv) = u'v +uwv' et (g(u)) = u'¢'(u). D’ou la dérivée :

(:1336%)/ _ (:L,S)/eh + x3(€2x)/
= 32%e** + 2°(2e%)

= e (3x2 + 2x3)

(i) In(cos(z))

On rappelle que (In (u))" = % et (cos (u))

(cos (x))’

cos ()

"= —sin (u)

(In (cos (x))) =

—sin

—~

_ z)

cos ()

= —tan ()



Exercice 3 (3pts) Calculez les limites suivantes. Si c’est une forme indéterminée, levez
I'indétermination.

. o 3%+ 22+8 4o
(i)  lim =
z—too 223 — 6 +4  +o0

C’est une forme indéterminée du type 22. On factorise en haut et en bas par 23

I 328 +2r+8 . BB+E+5H)
m ——m-= 11m
eorboe 208 — 6o +4 eoboo (2 = 5 4 55)
2 8
= lim —3+$_2+”3_3
34040
2-0+40
3
2
(i) lim S 0
z—0 €T 0

C’est une forme indéterminée du type %. On va chercher a se rapporter a la formule du
nombre dérivé. On peut aussi utiliser la régle de I’Hopital, mais ¢a revient & faire une uti-
lisation indirecte du nombre dérivée (voir la banane a la fin du 4.4.3 du polycopié¢). Atten-
tion, si vous souhaitez utiliser la régle de ’'Hopital, pensez bien & mentionner qu’on 1'utilise
parce que c’est une forme indéterminée du type 8.

i S8 (x) i SR () =0
x—0 x z—0 xr — 0
. sin(z) —sin(0) | , , L .
= hH(l) 0 , ¢’est I'expression du nombre dérivé de la fonction sinus en 0
r— X —
~ (sin (0))
= cos (0)

=1



Faites I’étude compléte de la fonction suivante.

1+4a?

Exercice 4 (10pts)
flry= 1%

Ensemble de définition.
La fonction f est défine lorsque le dénominateur n’est pas nul, elle est donc définie
pour tout x # 0, cad R*.

)2 22 22
R N

La fonction est-elle paire ? Impaire ? Ni I’un ni autre ?

La fonction est donc impaire.

(iii) Limites aux bornes de I’ensemble de définition. On s’intéresse aux limites

lim f(x)
1+ 2?2 - _
= lim =0 —o0=—0
€T T——00

[ ]
r——00

lim_f(@) = lim_f(@) = lim

T—r—00
e lim f(zr)=— lim f(x)= oo car f est impaire
r—>+00 T—>—00
o lim f(z)
z—0~ 1
1' = — = —
Mg () === e
e lim f(x)=— lim f(x)= +oo car f est impaire
z—0~

z—0t

(iv) Trouver la dérivée et établir le tableau de variation de f

On rappelle que (uv)’ = %
() 1422\ 20-2—(14+2%) 222—-1-2>2 22-1
€Tr) = = = =
x x? x? x?
On cherche le sens de variation de f(z), cad le signe de f'(z)
2 —1
/ _ _
fllx)=0 = o 0
2 —1=0
=1

r==+1



On calcule facilement que f’(x) est négative pour —1 < & < 1, et positive autre part.
On calcule facilement f(—1) = —2et f(1) =2

(v) Quelles sont les asymptotes de la fonction (verticales, horizontales, obliques) ?
Donner leur équation. Tracer ensuite I’allure "globale" de la courbe.
e On a déja une asymptote verticale en z = 0.

e On cherche une éventuelle asymptote oblique en —oco et +00. On va faire ’étude
en +oo uniquement, car f est impaire.

e On rappelle la méthode, on cherche d’abord lir}rrl @
Tr—r+00
lim @ = lim 1+a°
r—+oo I r——+00 ;L‘z
ol
= lim £
Tr——+00 ]_
=1

On a donc soit une asymptote oblique de pente 1, soit une direction asymptotique

de pente 1.
e Pour trancher, on cherche maintenant liril (f(xz) — ax), avec a la pente trouvée
T—r+00
a la question précédente (ici 1).

1+ 22




Cette limite tend vers un nombre réel, qui correspond a 'ordonnée a l'origine de
I’asymptote. On a donc bien une asymptote oblique d’équation y = x.

e On cherche finalement a savoir par quel coté la courbe de f(x) se rapproche de
l'asymptote y(z) = =

On calcule donc lim (f(z) —y(x)) = lim IJ;—$2 —z=0">0.
T——+00 T——+00

Donc la courbe se rapproche de ’asymptote par dessus.




MAT102 - Groupe SPI-1 2022-2023

Quick Test 3 - Sujet B

Exercice 1 (4pts) Soient le point M et le plan P :

(iii)

r=14+a+p
M=(0,1,-1) et P:= y=2—a—2p
z=3+a«

Déterminer un vecteur normal au plan P.
On rappelle que ’équation paramétrique du plan P (donnée ci-dessus) est composée
d’un point du plan P (ici, A = (1,2,3)) et de deux vecteurs du plan P, dont les
coordonnées u,, u, et u, sont données par les coefficients devant les parametres « et
5.

1 1
On connait donc deux vecteurs du plan P : 1y = | =1 | et s = | —2

1 0
On rappelle que le produit vectoriel de deux vecteurs donne un vecteur perpendiculaire
a ces deux vecteurs. Puisque w; et uy sont font tous deux partie de P, @y A iy a donc
pour résultat un vecteur normal 77 au plan P.

1 1 —1x0—(-2x1) 2
n=wuyANdeg=|—-1|A[-2]= —(I1x0—-(1x1)) =11
1 0 1x (=2)— (1% (=1)) ~1

En déduire une équation paramétrique de la Droite D perpendiculaire a P
et passant par M.

L’équation paramétrique de la droite D est composée (de la méme fagon que le plan
P), d'un point de la droite D et d'un vecteur directeur de la droite Droite D. Puisque
la droite D doit étre perpendiculaire a P, alors le vecteur 7 est un vecteur directeur
de la droite D (car il est normal & P). Et puisque la droite D doit passer par le point
M, alors on connait 'un des points de la droite D : le point M lui-méme.

On trouve donc une équation paramétrique de la droite D :

T =xy +r,0 =0+ 2« T =2«
D := y=yu+ya=1+a ,D:= y=1+a«
z=zy +tzpa=—1—« z=—-1—«

Déterminer I’équation cartésienne du plan P.
On rappelle la forme générale de ’équation cartésienne d’un plan :

ar+pPy+vz+0=0

avec 77 = (a, 3,7). En remplagant les coefficients «, 5 et y par leur valeur (trouvée a la
premiére question) et en remplagant x,y et z par les cordonnées d’un point quelconque



de P (par exemple le point A = (1,2, 3), d’aprés I’équation paramétrique donnée dans
’énoncé), on cherche la valeur de § en résolvant I’équation :

2x14+1x2—-1x3+6=0

0=-—1

D’ou ’équation cartésienne de P : 2x +y —2—1=0

Exercice 2 (3pts) Calculez les dérivées des fonctions suivantes, ignorez 1’ensemble de
définition.

(i) 2°In(2?)

!/

On rappelle que (uv) = u'v +wv' et (In (u))

(z%In (2*)) = (*)In (%) + 2 (In (2*))’
3z?

= 2zln (a:?’) + xQ?

/ ~ ’ M 2z
= % D’ou la dérivée :

= 2xIn (:Bg) + 3z
=x (21n (1‘3) + 3)

(ii) cos (e*)

On rappelle que (cos (z))" = —sin () et (g(u)) = u'¢g'(u). D’out la dérivée :

(cos (6293))/ = (629”)/ X (—sin (62$)>

= —2¢e*sin (6236)



Exercice 3 (3pts) Calculez les limites suivantes. Si c’est une forme indéterminée, levez
I'indétermination.

. . 2?2+ +2
(i) lim ———
z——4o0 202 — 2 +1

C’est une forme indéterminée du type 22. On factorise en haut et en bas par 22

2442 ) $2(1+l+a%)

T

lim o T YTE
otoo 207 — 20 + 1 aso 22(2 — 2 + )

sin ()

)
C’est une forme indéterminée du type %. On va chercher a se rapporter a la formule du
nombre dérivé. On peut aussi utiliser la régle de 'Hopital, mais ¢a revient a faire une uti-
lisation indirecte du nombre dérivée (voir la banane a la fin du 4.4.3 du polycopié). Atten-
tion, si vous souhaitez utiliser la régle de I’'Hopital, pensez bien a mentionner qu’on I'utilise
parce que c’est une forme indéterminée du type g.

lim sin () ~ im sin(z) — 0
z—0 T z—0 x—0
. sin(z) —sin(0) , . . o
= hn% 0 , ¢’est I'expression du nombre dérivé de la fonction sinus en 0
T— xr —
— (sin (0))
= cos (0)

=1



Faites I’étude compléte de la fonction suivante.

_1—x2

Exercice 4 (10pts)
floy =1

(i)

Ensemble de définition.
La fonction f est défine lorsque le dénominateur n’est pas nul, elle est donc définie

pour tout x # 0, cad R*.

La fonction est-elle paire ? Impaire ? Ni I’un ni autre ?
2

(ii)
f(—x) _ 1 —_(;x)Q _ 1 :;2 _ -

La fonction est donc impaire.
(ili) Limites aux bornes de ’ensemble de définition. On s’intéresse aux limites :

iz
< =07 +00 =400

o Jm ()
: : . 1—2a? ,
lim f(z)= lim f(x)= lim = lim
. gcgrfoof(:c) = —xgr_noof(x) = —oo car f est impaire
e lim f(z)
z—0~ 1
1. = — = —
A J@) == = o
e lim f(x)=— lim f(x)= +oo car f est impaire
z—0~

z—0t

(iv) Trouver la dérivée et établir le tableau de variation de f.

On rappelle que (uv)’ = %
1—22\ —2z-2-(1-2?) —202-1+4+2> —2®>-1
x x x x
On cherche le sens de variation de f(z), cad le signe de f'(x)
2 -1
f(x) <0 = — <0
—22—-1<0

Cette relation est vraie pour tout x, f’ est donc toujours négative sur R*. Donc f est

décroissante sur tout son ensemble de définition.



(v) Quelles sont les asymptotes de la fonction (verticales, horizontales, obliques) ?
Donner leur équation. Tracer ensuite 1’allure "globale" de la courbe.
e On a déja une asymptote verticale en x = 0.

e On cherche une éventuelle asymptote oblique en —oco et +00. On va faire ’étude
en +oo uniquement, car f est impaire.

e On rappelle la méthode, on cherche d’abord lim f@)

z—4o0 T

2
lim M = lim 1 2:6
T—+oo T—r—+00 x
51
— lim &
o1
= -1

On a donc soit une asymptote oblique de pente -1, soit une direction asymptotique
de pente -1.

e Pour trancher, on cherche maintenant lim (f(z) — ax), avec « la pente trouvée
T——+00

a la question précédente (ici -1).

lim (f(z) —ax)= lim

Tr—r—+00 r——+00 €T

Cette limite tend vers un nombre réel, qui correspond a 'ordonnée a l'origine de
I’asymptote. On a donc bien une asymptote oblique d’équation y = —zx.



On cherche finalement & savoir par quel coté la courbe de f(x) se rapproche de
I'asymptote y(z) = —x
On calcule donc lim (f(z) —y(x)) = lim 1;“"32 +2x=0">0.

r—+00 T—+00

Donc la courbe se rapproche de I’'asymptote par dessus.




