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4 Fonctions d’une variable réelle

4.1 Fonctions continues

Exercice 91 (TD). Déterminer les valeurs du paramétre b pour lesquelles la fonction f : R — R est
continue.

f@)=2x+0b, siz>1; flz)=2>-br+3, siz<l.

flz)=——— six>0; x+0b, siz<0.

Exercice 92 (E). Déterminer les valeurs de b pour lesquelles la fonction f: R — R est continue.

f(x)=bx+1, sixz>1; f(:c):bx3+2x—3, st x < 1.



flx) = p— ,six>2; f(z)=br+ =, six <2
flx) = v ,siz>0; f(r)=b———, siz<0

Exercice 93 (TD). Déterminer, en fonction du parameétre a > 0, si f admet une extension continue
sur R.
_ 2 —1 var —1

202 41 — 241 1-— 1
x:\/x+ 2\/x+ sz <0 f(x):\/am+ Ve +
xr xr

, st > 0.
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4.2 Comportement a infini

Exercice 94 (TD). Calculer les limites suivantes

. z+3
lim —— =
z—+o0o 22 + 1 + 6

. 2 +1
lim ——— =
z—t+oo 22 —x + 1

lim (2x +21)($ -1) _
T—+00 x4+ 2

lim =
e=+00 /22 41 — /22 + 1

lim =
z—+o0 /222 o — V22 + 1
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Exercice 95 (TD). Trouwver l’asymptote y(z) = ax + b de la fonction f a linfinie.

223
r+1

fz) =

43



4.3 Fonctions dérivables

Exercice 96 (TD). Trouver l’équation cartésienne de la droite tangente au graphe de la fonction
f:R =R en (xg, f(zg)) € R2.

f(z)=2% zo=1.

Exercice 97 (TD). Déterminer les points xo € R pour lesquelles la droite tangente au graphe de la
fonction f: R = R en (zq, f(z0)) € R? est orthogonale a la droite D .

f(x)=2>—2z, D={(z,y) eR® : z+y =0}

1
f(a:):§a:3—x2+1, D:{(:zc,y)E]R2 s x4y="T}

Exercice 98 (A). Soit f(x) = 2218 — 17294+ 723 — 1. Soit D une droite dans R? avec vecteur directeur
v = (a,b) tel que a # 0. Démontrer qu’il existe un point xog € R tel que la droite, tangente au graphe
de la fonction f : R — R en zg € R, est orthogonale a la droite D.

44



Exercice 99 (TD). Déterminer les valeurs des parameétres a et b pour lesquelles la fonction f: R — R
est dérivable.

fx)=2+22+1, sizx<1; f(x)=ax+b, siz>1.

fla)=a?—x+3, siz <2 flx)=az+b, siz>2.

f@)=a?—z+1, siz<1; f(x)=—-a2>+ax+b, siz>1

fx)=—2?+ax+b, siz <1, flz)=a*+2c—-1, siz> 1.

fx)=azx+0b, siz<1; f(z)=+3x+1, siz>1.

f(a;):2 +b, siz<1; f(z)=+vbx—1, six>1.
—x

45



4.4 Les dérivées des fonctions rationnelles

Exercice 100 (E). Calculer les dérivées suivantes

Exercice 101 (A). Calculer les dérivées des fonctions f et g. Trouver les valeurs des paramétres a € R
f(z), si —1<2x<0,

et b € R pour lesquelles la fonction F :]—1,4+00[— R est dérivable, 0é F(x) = ‘
g(x), sixz>0.

§ (z +a)
f(x):x?’x—i—l et g(x):%
;<;)___ e 2tartb

Exercice 102 (A). Trouver une formule explicite, en fonction de X et n, pour les sommes suivantes :

(a) Zn:k;X’H (b) zn:kX’“ (c) zn:kﬁx’f.
k=1 k=1 k=1
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Exercice 103 (E). Calculer les dérivées suivantes

Exercice 104 (A). Soit ¥ = (vg,v,) € R? un vecteur non nul. Calculer, en fonction de o, yo, v et
vy, la dérivée par rapport € t de la fonction f(t) = F(xg + tvs, yo + tvy). Trouver T tel que 1/(0) =0.
Dessiner lensemble {(x,y) € R?> : F(x,y) = F(x0,90)} dans le plan et donner une interpretation
géométrique de la droite D déterminée par le point (xo,yo) et le vecteur directeur .

(a) F<$,y):$2+y2, $0:17 y0:17 (b) F(:):,y):x2+2y2, .%'0:2, y():la

(C) F($7y) = 3‘7;2 +y27 €Ty = _17 Yo = 1a (d) F(.’E,y) = 1"2 +y47 xro = 17 Yo = 17
1

(e) F(z,y) o =2, yo = 1.

T 2242y
Comparer les résultats de (a) et (d), et (b) et (e).
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4.5 Les dérivées des fonctions trigonométriques et ’exponentielle

Exercice 105 (E). Calculer les dérivées suivantes :

Exercice 106 (TD). Trouver les valeurs du paramétre a € R pour lesquelles :

(1) la fonction f(z) = cos(ax) est solution de l’équation différentielle f"(z) + 4f(z) = 0.
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(2) la fonction f(z) = sin(ax) est solution de I’équation différentielle f”(x) + 9f(x) = 0.

(3) la fonction f(x) = 2sin(ax) + 3 cos(ax) est solution de I’équation différentielle f”(x) + f(z) = 0.
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Exercice 108 (TD). Trouver les valeurs des paramétres a € R et b € R pour lesquelles :

(1) la fonction f(z) = e est solution de l’équation différentielle f"(x) —4f(z) = 0.

(5)F" la fonction f(x) = e** cos(bx) est solution de I’équation différenticlle f"(z) — 2f'(x) + 2f(z) = 0.

(6)F" la fonction f(x) = e“sin(bx) est solution de l’équation différentielle f"(z) — 2f'(z) + 2f(z) = 0.
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4.6 Les dérivées des fonctions réciproques : In, arcsin, arccos, arctan

Exercice 109 (E). Calculer les dérivées suivantes

Exercice 110 (TD). Trouver la fonction réciproque de f et calculer sa dérivée.

f:R—=]1,40[, f(z)=€"+1

fiR =1 4o00], f(z)=e ™ +1

o1



Exercice 111 (TD). Démontrer que la fonction f :]0,4+o00[—]1,4o00[, f(z) = 76, admet une

fonction réciproque et calculer sa dérivée.
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Exercice 113 (E). Calculer les dérivées suivantes :

(arcsin(x)) = (arccos(z)) =

—
&
=
Q
-
I
=}

—

B

SN—

SN—
I

Exercice 114 (TD). Trouver la fonction réciproque de f et calculer sa dérivée.

1

sin x

)05 =1t +ool, f(@) =
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4.7 La régle de I’Hopital

Exercice 115 (TD). Calculer les limites suivantes

. sinx
lim =
x—0 X

tanx

z—0 2 + SInx

. In(1+ax)
lim ———* =
50 =+ ax3

li =
a:ll)I[l) .’1}2
In(1 4 22
lim n( tx ) =
z—0 x

o4



Exercice 116 (TD). Calculer les limites suivantes

2
— cos
i exp(z )2 cosT
z—0 x

arctan x

z—0 sinz

=0 x4z

. arctan(2z)
lim ————= =
=01 —+/1 -2
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4.8 Sommes et produits de fonctions

Exercice 117 (PEF). Calculer les limites

9 .
im sin(kx) _
Ly <kHQ tan((k — 1)$)>
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n In <§ ++/1+ sin(km))
sin (kx)

Exercice 118 (PEF). Ezprimer en fonction de n € N le produit lir%
T—
k=1
et calculer le résultat pour n = 7.

Exercice 119 (PEF). Calculer les limites

9 .
) In(1 + kz)sinz
1 =
250 (kl_IQ z(ekr —x —1) >

o7



8 .
) x arcsin(kx) B
alclg(l) (Z sin((k — 1)x)(e?* — 1)> B

Exercice 120 (PEF). Calculer les limites

<\/x2+1 \/43;2—1)

lim det

T—>+00

o8



5 Primitives et intégrales indéfinies

5.1 Intégration par changement de variable

Exercice 121 (TD). Soit y(x) une fonction donnée. Calculer les primitives suivantes.
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Exercice 122 (TD). Calculer les primitives suivantes.

/(x4—3x+1)dx:




Exercice 123 (TD, Changement de variable). Calculer les primitives suivantes.
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5.2 Intégration de fonctions rationnelles

Exercice 124 (TD). Calculer les primitives suivantes.

62



Exercice 125 (TD). Calculer les primitives suivantes.

/ 3r+1 d
T g =
922 + 62 + 2



Exercice 126 (TD, Intégration de fonctions trigonométriques). Calculer les primitives suivantes.

/sinxcosxdm =

—
[\

+| e
o=
218
8

|

sin® x dz =

—
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5.3 Intégration par parties

Exercice 127 (TD). Calculer les primitives suivantes.

/wexd:ﬂ =
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5.4 Exercices récapitulatifs

Exercice 128 (TD). Calculer les primitives suivantes.

etan x
5 dr =
COs“ T
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