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Développement limité

En physique et en mathématiques, un développement limité (noté DL) d'une fonction en un point est une approximation
polynomiale de cette fonction au voisinage de ce point, c'est-a-dire I'écriture de cette fonction sous la forme de la somme :

= d'une fonction polynomiale, et
» d'un reste négligeable au voisinage du point considéré.

En physique, il est fréquent de confondre la fonction avec son développement limité, a condition que l'erreur (c’est-a-dire le
reste) ainsi faite soit inférieure a l'erreur autorisée. Si l'on se contente d'un développement d'ordre un, on parle
d'approximation linéaire ou d'approximation affine.

En mathématiques, les développements limités permettent de trouver plus simplement des limites de fonctions, de calculer des
dérivées, de prouver qu'une fonction est intégrable ou non, ou encore d'étudier des positions de courbes par rapport a des
tangentes.
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Définitions

Soit f une fonction a valeurs réelles’ définie sur un intervalle I, et Xy € 1. On dit que f admet un développement limité d'ordre
n’ (abrégé par DL,,) en X, s'il existe n + 1 réels ag, ay, ..., an tels que la fonction R : I — R définie par :
n .
f(x) = ap + a1 (z — o) + az(x — 20)2+... +an(x — o)™ + R(z) = Zai(a: —z9)" + R(x)
i=0

vérifie : R(x) tend vers 0 lorsque X tend vers X, et ce « plus rapidement » que le dernier terme de la somme, c'est-a-dire que :
R(z
lim (2)

ey (T — x)" -

Les fonctions R vérifiant ceci sont notées o((x — XO)n) (voir l'article « Comparaison asymptotique », et plus précisément la
famille des notations de Landau). On écrit donc :

f@) = il - 2o)t +ol(z — z)").

=0

Il est fréquent d'écrire un développement limité en posantx = Xo + h :
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f(zo + k) = zn:aihi + o(h™).
=0

Conséquences immédiates

= Sifadmetun DLgen X, alors ag = f (xq).

» Sifadmetun DL, en X, alors elle admet un DL en Xq pour tout entier k < n.

= Une condition nécessaire et suffisante pour que f admette un DL, en X est I'existence d'un polynéme
P tel que f(x) = P(x) + o((x — xp)™). S'il existe un tel polynéme P, alors il en existe une infinité
d'autres, mais un seul d'entre eux est de degré inférieur ou égal a n : le reste de la division
euclidienne de P(X) par (X — xo)”+13. On l'appelle la partie réguliére, ou partie principale, du DL,,
de f en Xp. On identifie parfois, par abus de langage®, le DL, avec sa partie réguliére.

Opérations sur les développements limités

4
Somme

Si fet g admettent deux DL, en Xg, alors f+ g admet un DL, en Xxg, dont la partie réguliére s'obtient en
ajoutant les deux parties réguliéres des DL, de fet g.

Multiplication par un scalaire
Si fadmet un DL, en X, alors Afadmet un DL, en Xq, dont la partie réguliere s'obtient en multipliant la
partie réguliére du DL, de fpar A.

Produit?
Si fet g admettent deux DL, en X, de parties réguliéres respectives P et Q, alors fg et PQ admettent un DL,
en X, de méme partie réguliére.
Si Xg = 0, cette partie réguliére est le reste de la division euclidienne de PQ par XMl

Inverse

Si u(xp) =0 et si u admet un DL, en X, alors ﬁ admet un DL, La partie réguliére de ce développement

n
limité est celle du DL,, de Zuk en Xxo.
k=0

Quotient
On peut combiner le produit et I'inverse, ou faire une division suivant les puissances croissantes de la
partie réguliere du numérateur par celle du dénominateur.

Composition5
Si uadmet un DL, en X( de partie réguliére P et si v admet un DL, en u(xg) de partie réguliére Q, alors v °
uetQ ° P possédentun DL, en X, de méme partie réguliere.

- 6
« Intégration »

n
Si fadmetun DL, en xq, f(z) = Za,-(a: —z9) 4+ o((z — zo)™), alors toute primitive F de fadmet un DL, ,
=0
1 €n Xg qui est

F(z) = F(zo) + i
=0

(x — zo)™! + o((z — o)™ ™).

a;
i1+1
Dérivation

Il n'existe pas de théoreme général sur I'existence d'un DL, en xg pour la dérivée d'une fonction admettant

un DL, 4 1 en Xp.
Par exemple, en 0, la fonction x — x3sin(1/x) — prolongée par0 — 0 —admet un DL, (il s'agit de

0+ o(xz)) mais sa dérivée n'admet pas de DL;.
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Par contre, comme déja dit, si ' admet un DL, en X, alors la partie réguliére de ce DL est la dérivée de la
partie réguliére du DL, ; 1 de F en xg.

Développement limité et fonctions dérivables

Le théoréme de Taylor-Young assure qu'une fonction f dérivable n fois au point X (avec ne > 1) admet un DL, en ce point :

1 (n)
f(@) = f(=o) + f' (o) (z — o) + f ( 0) (20)

(@ —20)* +--- + n—( —20)" +o((z — 20)")
soit en écriture abregee

(%)
#@) =3 T (o gt of(a—an))

=0

. 7 . A L . S .
On le démontre~ par récurrence sur n, grace au théoréme ci-dessus d'« intégration » terme a terme d'un DL.

L'existence d'un DL en X( équivaut a la continuité en X, et l'existence d'un DL en Xq équivaut a la dérivabilité en X(. En
revanche, pour n > 2, l'existence d'un DL, en Xg n'implique pas que la fonction soit » fois dérivable en X (par exemple
X — x3sin(1/x) — prolongée par continuité en 0 — admet, en 0, un DL, mais pas de dérivée seconde).

Quelques utilisations

Le développement d'ordre 0 en X( revient a écrire que f est continue en X :

f(=) = f(m0) + o((x — z0)°) = f(zo) + o(1)

Le développement limité d'ordre 1 en Xxq revient a approcher une courbe par sa tangente en Xg ; on parle aussi
d'approximation affine :
f(z) = f(zo) + £ (z0) - (z — @0) + o(z — o).

Son existence équivaut a la dérivabilité de la fonction en X.

Le développement limité d'ordre 2 en X revient a approcher une courbe par une parabole, ou loi quadratique, en X(. Il permet
de préciser la position de la courbe par rapport a sa tangente au voisinage de X, pourvu que le coefficient du terme de degré 2
soit non nul : le signe de ce coefficient donne en effet cette position (voir également I'article fonction convexe).

Le changement de variable h = % permet, a l'aide d'un DL en 0, de chercher une limite a l'infini, et, a partir d'un DL en O,

de déterminer I'équation d'une asymptote (comme pour la tangente, le DL, permet de préciser la position de la courbe par
rapport a I'asymptote).

Quelques exemples

Les fonctions suivantes posseédent des DL, en O pour tout entier n.

= E zt + o(z™) (une conséquence en estla somme de la série géométrique).
i=0 =0

-1 k-1
» In(1+x)= Z ka + o(z™) par intégration de la formule précédente pour n =m — 1, changement

k
k=1
de x en —x et changementd'indice k=i + 1
n
1 . -
» X = Z .—':1:1 + o(z™) (en utilisant la formule de Taylor)
i—0 v

n -1 A .
= sinz = Z (,—)mz’ﬂ + o(z®™*2) al'ordre 2n + 2. La partie principale du DL & I'ordre 2n + 1 estla
— (2i+1)!

A +
méme car le terme en X2n 2

est nul (comme tous les termes d'exposant pair) et o(x2”+2) = o(x2"+1).
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(_ )1 22 2
" COST= i 4 oo(z?"t) a
Z @) (a®*1)
I'ordre 2n + 1. La partie principale du DL
a l'ordre 2n estla méme, car le terme en

0.5
X2 st nul (comme tous les termes

d'exposant impair) et o(x2"*1) = o(x2").

(s \ | .
n i—1 ”
=1 ¥ \j=0

Ces exemples sont en outre développables en
séries entiéres.
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Formulaire (courbe.noire).

Plusieurs  fonctions usuelles admettent un
développement limité en 0, qui peuvent étre utilisés pour développer des fonctions spéciales :

a(a—l)m2+ a(a—l)(a—2)$3+“.+ a(a—1)(@a—2)...(a—n+1) _

» 142z =14az+

1
1—2z

2! 3! n!

=l+z+z?+2> 4+ +2" +o(z")

=1-z+4+a> -2+ -+ (—-1)"z" + o(z")

1+2

:132 £D3 "
s In(l—2)=—-2— — - _..._ bl n
1-=) z 5 3 - + o(z™)
2 3 n
. 1n(1+:1,')=:1,'—%+%—---+(—1)"“1%+0(w")

x? x8 z"
m € =1+$+§+§+"'+—!+0($)
2 4 2n

T T
mcosz=1— —+— —... 4 (=1)"

( )(2 )
2n+1

2n+1
TR +o(z™")
sinz =z z +:1:5 + (-1)" ° + o(z**?)
3! 5! (2n + 1)!
3 225 1727 Bon(—4)"(1 — 47
stanz=x+ — + —
A T I 1T (2n)!
de Bernoulli.

2 iE4 2n

» coshz=1+ =—
R T o
$3 1175 w2n+1
» sinh z = P e n+2
z :v+3!+5!+ +(2n+1)'+o(a: )

¥ 225 1727 By 4" (4" - 1)
[ ] h = —_— _ c oo - 2n 1
W E=e= 41y "3 T T @)

2 1.3.z 1-3:5.-+(2n — 1)z2+! .
» arcsinz =z + + +oeeet + o222
2.3 2:4-5 2:4.6---(2n)- (2n+1) ( )

. zb 1-3-5.--(2n — 1)g?+!

T 1-3 In+2
" ArCCOST = — — T — — e 4 o(z2"*
T2 7" 23 245 2.4-6---(2n) - (2n+1) o(z™"")

o ( z2n+1 )

+ o(z?™)

Fonction cosinus (courbe bleue) et son développement limité d'ordre 4 en 0

z" + o(z")

4t )a:2"‘1 + o(:c2”), oul les B,, sont les nombres
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1133 5 2n+1

T x
sarctanz = — — + — —--- 4+ (=1)" 2n+2
p=o— T4 T () g H 0™
. z’ 1-3:5:---(2n — 1)z2nt1
» arsinhz=2— — +.--+ (=1)" 4 o(z2+?
2-3 (=1) 2-4-6---(2n)- (2n+1) =)
3 p2ntl ont2
» artanh z = — 4 ... n
x a:+3+ +2n+1+o(z )

Approximations affines : développements limités d'ordre 1

On utilise fréquemment des développements limités d'ordre 1 (encore appelés « approximations affines », ou « approximations
affines tangentes »), qui permettent de faciliter les calculs, lorsqu'on n'exige pas une trop grande précision ; ils sont donnés, au
point Xq, par :

f(z) = f(zo) + (z — @) f' (x0) + o(z — o)
(on retrouve I'équation de la tangente au graphe de f).
En particulier, on a, au point 0 :

» (14+2)* =1+ az+ o(z) etdonc
1
1+2
. \/1+w=1+§+o(w);
s In(l1+z)=x+o0(z);
» &€ =14+ o(x).

=1-—z+o(z) et

Développements usuels en 0 de fonctions trigonométriques
» Alordre 2:

» sinz = z + o(2?), arcsinz = z + o(x?),
= tanz = z + o(z?), arctanz = = + o(z?),
ces formules étant souvent connues sous le nom d'approximations des petits angles, et

= al'ordre 3:
2

cosz=1-— % + o(x®).

Notes et références

1. La notion de développement limité peut se généraliser au cas ou la fonction est & valeurs complexes ou
vectorielles, mais ce cas n'est pas abordé dans cet article ; pour d'autres généralisations, voir 'article
développement asymptotique.

2. Jacqueline Lelong-Ferrand et Jean-Marie Arnaudiées, Cours de mathématiques, t. 2 : Analyse, Bordas, 1977,
48 éd., p. 148, définition IV.7.2 ; le polyndme lui-méme (qui est unique s'il existe) est appelé par eux
développé limité de f, et noté DL (f) ou, si la précision est nécessaire, DL(f, xq).

3. Pour une démonstration, voir par exemple le § « Définition » du chapitre « Développements limités » sur
Wikiversité.

4. Pour une démonstration, voir par exemple le § « Somme et produit » du chapitre « Développements limités »
sur Wikiversité.

5. Un exemple est présenté dans le 8 « Composition » du chapitre « Développements limités » sur Wikiversité.

6. C'est une application de la régle de L'H6pital. Pour une démonstration, voir par exemple le § « Dérivation et
intégration terme a terme » du chapitre « Développements limités » sur Wikiversité.
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7. Voir par exemple le 8 « Formules de Taylor » du chapitre « Développements limités » sur Wikiversité.
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