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Universitê Grenoble Alpcs

TD n" 5 : Intégrales génêralisées

Organisation.' Ies exercices sont divisés en trois câtégories: * correspond aux exercices de base,

à maîtriser impérativement, ** correspond aux exercices de difficulté moyeone, c'est en gros le
niveau reqtis pour valider l'UE, *** correspond aux exercices plus avalcés.

* Déffnitions à connaitre par c(pur

Définiiion de la convergence d'une btêgrale généralisêe.

Défirition de i'absolue convergence d'une intêgrale gênéralisée.

* Propriétês â connaitre par cæur

Thêorèmes de comparaison pour les fonctions positives.

La convergence absolue entraîne la convergence.

Exercice 1. * Intégration par parties
Déterminer une primitive .F de la fonction

/ : [0, +oo[ -] [0, +oo[
t r+ t2 e*t

En,déduire que l'intégrale impropre Ïi* fQ)at corverge, et déterminer sa valeur.

Exercice 2. * Une fraction ratiounelle
1. CalculerpourX>0:

r/ r/\ [' dt
"n'- J, ;(u +lnil4

2. Quelle est la limite lorsque X -r +oo de I(X) ? Que peut-on donc dire de l'intégrale
. .+-impropre Ji* A;ffi;,O ?

Exercice 3. *Changement de wariqble
Soit X e [0, +co[. Calculer I(X) : ff S puis déternriner la limite de f(X) lorsquc X -+ +oo.

Exercice 4. ** Nature d'intégrales impropres
Déterminer Ia nature de chacune des iatégrales impropres suivantes.
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Exerciee g. ***J+co f-YA at n'est pas absolument convergente
Pour tout n 2 1, ou pose :

f(n+1)i I ein(t) I

"": J_,

1. Déterminer un réel a > 0 tei que pour tout n € N, pour tout r € fnr + [,nr + 3f],

lsin(r)l > a.

2. En déduire un réel ô > 0 te1 que ""> h pour tout n ) 1.

3. En déduire que t'intégrale #.' E+,1 di est divergente.

Exercice 10. ** Nature d'intégrales impropres
Déielliiner la riatirre de clia<:une des iltÉgrales irlprr;pres suii'antes.

, l,*ffi*"'
z. [* "ir(r, ,r) a.r,J,. In(r)

r" * rÉ'

g. / *i,r1) at,
Jo 't
,'cosl :l

4. I "',d,r.Jo :L

Exercice 11. **rtfæ /(i") dt pour une foaction périodique de moyenne nulle
Soit / une lbnctiot conlinue sur 1R, périodique, de période 1, et telle q". f; /{t) di : 0. On
rappelle qu'urie foaction continue sur un intervalle compact est bornée sur cet intervalie,

1. Montrer que la foection I est bornêe sur R, et er dêduire gue la fonction F définie par
F(r): J; f(t) dT est bornée sur lR.

2. Montrer que JT** S dt 
"orr".g" 

pour toüt a e]0, 1[.

3. En déduire que f*,f (f ) dl converge pour tout a > 1.

4. Montrer que f+- sin(14) dt est divergerte.

Exercice 12. ** Avec paramètre

1. Étudier suil,ant les valeurs de a et § Laconvergenc€ de l'intcgrale /+
Jo

2. \4ême question uu." /n* 
d* 

, ,.
J2 r"(tn r),'

Exercice L3. ** Astuce

1. Montrer que pour tout À € IR, t'iatégrale {'* - ,-*- * converge.- ./o (1 1 rz)(1 -r^)
2. En faisant ie changement de variable, ü = ], caJculer fi-utêgrale prêcédeote'

Exercice 14. ** Exercice seconde sessiou 2017

1. Montrer que poui telO;[],"io't:Poà.
Soit a > -1.
Montrer en faisant le changement de variable r: tanl q"" lnË 1*ffp :

4.

Montrer qo" JJ,.r*z :, J; G*æ1
Soit i4 : t{ çO;i.",æl où û est un réel strictement positif.

Montrer que ia série de terme général t, cônverge si et seulement si o > 2.

Soit a". : ,t*+l)" ,*ffi:;. Etudier la convergence <le la sêrie de ter"me généra1 u,.

clr

2.

5. Quelle esi lâ naturc de f inté$âie {i* ç**Z
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