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Université Grenoble Alpes

TD n" 4 : Intégrales de Riemann

Orqanisation : Ies exercices sont divisés en trois catégories : x correspond aux exercices de base,

à maîiriser impérativement, ** correspond aux exercices de difficulté moyerrne, c'est etr gros le
nil-eau requis pour valider l'UE, *** correspond aux exercices plus avancés.

Cette feuille est en grârde partie des révisions de L1. II peut être utile de faire r:l tableau des
primilivcs usuelles.

* Définitions à connaître par cæur
somme de Riemanrr

* Propriétés à connaître par ccur
- linéa.rité, positivité de f intégrale

- lien entre intégration et primitive
formulc d'intégration par pa.rties
forrnule de chaugement de variable

Exercice l. *Des sommes ds Rismann
1' Montrer que 1a srite 

J- n + È, u": Lælp
est une suite de sommes de Riemann convergerte et déterminer sa limite.

3r
2. Déterminer la limite quand n tend vers +oo de I t

.3. Pour quelle valeur du reel a la suite

' ,^: $fr* ",,L
est-elle une suite de sommes de Riemann ? Que vaut alors sa limite ? Que se passe-t-il pour
les autres laleurs de a da.ns I - 1,+oo[?

4. A l'qide des sommes de fuemann, montrer les équivalents

2n

[t" - --r ,"+L i,r;'6; ! f"f - nlnn.â+ Ik-l k=ntl

Exercice 2. *Rappel de primitives
Pour chacune des intégrales suivantes,

- déiernriner les intervalles [o, b] tels que la fonction soit Riemann intêgrable sur [a, b],

- calculer alors la valeur de l'iltégrale :



J" d/ avec n € NI

ed ilt avæ. a € C. ti.

Exercice 3. *Calcul de prirnitives de fractions rationnelles
Dôterminer des intcrvalles sur lesquels 1es fractions rationnelles suivantes sont dêûnies ct donucr
leurs primitives sur ces intervalles :

Exercice 4. *Calcul de primitives par changement de variable I

Donner des primitives de r r-+ ,æ + 1, n ,+ t/? - t, r t-+ \/T -æ sur des intervalles sur
lesquels ces fonctions sont dé6nies (utiliser les charrgements de variable z: sinhz ou, : cosh 1.1

ou :r : sin z).

Exercice 5. *Linéarisation de polynômes en sin, cos'

Linéariser les polylômes trigonomêtriques suiva.nts de ]a variable r, puis en donaer des primitives :

sin2 r, cos4 r, sin2rcosar, sinsr.

Exercice 6. **Calcul de primitives de fonctions err 6in, cog

Calculer 1es primitives des fonctions suivantes dôfinies sur IR :

." silr J x: '+ (sinr)r. r r+ /^--, , + sin: cos -. . r r-+ sin2.rcos3r.
(2 * cosr)z 2 3

1r F) Tl;;t; (attention au domaiae de rléfinition du changement de variable).

Exercice 7. **Calcul de prirnitives
Calculer les primitives des fonctions suivantes sur leur domaine de définition :

D.

dt.
1

,/t

l"'

J"

t"'

I,'

i. 3.

1.

'/t at
J^ 

t|13 at

l.'#"

{

1213

r r+ 13lr,x, x r) e-'cosr-

Exercice 8. *Intêgration et dériration
Soit I une fonction de lR dans lR contimre.

Montrer que le fonctioD 9 définie sur iR par s@) = Ë: !(t)d.L æt dérivable et caJcr.iler sa dérivée.

Exercice g. ** Cas d'égalité
1. Soir / : [o, b] -+ IR conrinue. Donner une CNS sur / pour que I t! t@ad: lu 1y1"11ar.
2. Même question si / est à valeurs dans C. I

Exercice 10. ** Primitive avec fonction exponentielle

\ 1. Montrer qu'une primitive de.r *+ P(c)e* où P est un polynôme et a un réel est de la

\ forme x + Q@)eæ + C où Q est un polynôme et C ule constarte.

| 2. Montrer qu'une primitive rle r *r P(u) cos cc où P est un polynôme et a un réel est de

I la forme u F+ QI(r) cosût * Q2(r) sinat * C où Q1.,Q2 sont des polynômes et C une
I constalte.

--ÿ



' /Nl T5GA,&'-5 bu' fugn*rw.

AÀiM,ocre-
.-_-.=-_æ-

----.,;
'5ewtç 

s

Z. "w
la.-

a0

.,' 6l-

l< =-c

a-'.) c-o^-§ '

tN r{ ÉÀÂ-t-6.s

rL t\t

1,4 /

uI
&-n^.2a o

/)

1n?" t vxer-

tr
j'r' ) r1..f

4 ,.-J* _-
4,,.^ [.,t]

4*J
I o-.r.J.

--æ

51
/_\ .=-) Z o.^to-u'

7
i

i) ..^\ L., + (y)''o^'\x4^^rt-'--

Apa /trjT d-cn*tr o"; P*p- fÂ-Èrrr9

I

1€X)Eg a-ç1-çs5(t-5 7 lotcr. pan*orra-t_s 
?

?lr-tn rp v€ {r {üù^^.6

Jjf ' F([)- P1*1

o



Dûf t/ 
tr{oJ

f t\;L{

uN iN rrprnar-

tr-,N6 G',b]
5d lt-

6{

.p .1" ç\
V ut '

__,___" \F._

+

ltlufleu6l?

,, -Jt=,, \-o. t(9=-
-- -L\-*' L

Ç-t'r.
nr

b-(Lr.l

Yt'1,

(:-\

\7-
\u--o

.,\ LÀ

{6.'+ r )i 
'È-l

<-f-
lrr -l e

', à*w
(o !rt) Àÿ F 'n
\ ('-
t(

Z\GI,:
[À=\

t b-<L)' 1--- |l-

, | 1.-, tÈ L"Y

L* EJ

'c/)
I o- T 3 k
§ -\

- ç\t)-Fe)
\:t

T*
{ul =
\tL'rtkJI

fr
L--

"ry

*r'ds(-@u
s otÀ9

l't
\ ,, \ *&to) * t")
z \y.1t

(, L)



| ? . t-
+ b + s-'-3-av| -./ i-

= E-,"\ - Âr'
I

I
lL

= 0 -o-'
-;,4.L,/

/L

ttY -t I(-,, r ü_ z lrt)w\ Pr

lj{ ;n
l+-N'

l)

Y P-,r.trul s t
.-_

-)

u{ csqr.

* ÀrÈd

r-' + l-

'Lnl l-

=- l+L
I +-XL

t=t

.t7)

rb 
'(a-,bi =t \_{ onsrt

L--il-^ §'K$Y*t.

-
I

I

I

Il,
l

='

,lt(

) f--d. =la^Xl-**«r

I
z O.^-X{rc"^ (11

lII "/o
I

=f,*0*(,1;)"

L,I
L=r

rt+çL

u'ÿL'

L
t)---

( +(:)"

,

tÿL-

{-
/
lr ''.

\

l)

=t7 1Q<

q=o

D.
h 1o+

-)
z--
1.. t

)=
t" L

,,
)\

» l{-K
( l-t'

Lr(vrt

-tc {5r

- _L_
lvr'

5o n-

QV§

,l Lx \-;[Ç.J +F6<),?{L\ntYt6
(

= a.r{-.-«>+l {^(r+*J.

, lLo

*![ç,

11
- ,')l

...,,o

)-

/1,- = F* L@)
r).
ll/t 

^

-.-

""*ÿ'G) - : H).9' \ ult
oo

@



ll =
I
I

I

=

.^/t'| <--7
L(r

l,i, h. , ,

\^u A-L (:)

>-/
b-. t

_t_

lA-

IJ
l,L

;
rr rLr/hA-l - |

=) â'

*. --r

Pprn tyttl6',
<-.-.------.-

Ic {gr

lt

lrr) =

LA 5q r\r7 E

x.+,b.(K)

h^hçà ,"*

A^ r^t4\

À r lu r'nq*"t à o-

&=o ç-,,l1

)ln
=)

).r c.oJ.

Lo,"..'\l *

4^"A,

Uras

Co,'J

Ç@ - troJ

0r'

ÿn,.

F ,^* llcrLtrt {tt Àr x .T-t.--(v)

trlxlo
r -l "(t;^-es[* 

.-L" G*el)"- 
,| C c.-.,vt)d,u

/'\,/r:-o
V/l(j-

1(æts+o)+ l*rnr]"'
t, -c-,,r(r)t 4Ànt

,/4
&\

L Z '" 'Ë*-(L\l-q /tn 
( \a^, J



O,f - () y-a)ru -- ,r, î '\ = i ?'*z' .w

t-

i, +,
!------r

Ït r%t'i trYÿ

rv^rV ü? l-i n q lUUog

tJq -a-r-1rV\|!d'1jtX J

t*w
Z ----'

\

r =üt

-

! N0 ? l0Py

1rrÿH0<z! N0

I(/)
x
t-
I

%*,

ibryoJ V)

Iz
(c.:

\

"r , Ù ff

\l I

1)" '/ ù

I

tr +t
- \? \?"

T no/

_7\

ÿJ---
I

3::
t

,+"nt " 1
(_

--Ç'

*-\=l
71 -'? +w

l

I
I

':l \v 
>\

//

-(= 

|

r1ÿl =71

- (
wa

x+*WL
I

qr "T""[o) 6r

\I

@





5; x*r 
/

(. d

T-o urçps,,

q,i*il1 x < o

,(.\l
\'r)

i
I
t

z lt'

-.. ùFt::" 
l,*t; *"

)) (5r

CâNY.

é\',w tL\^^ , \"4^

-È\ / rvt-vlr§-
l/
\ a,^ (-
\ F',

conn g

11,\

v
lltÿ

d,- r

Aü" TL]
\ e-)

l)u
4rvl = x +J* V) Ntrsr PAs »Ë FtN t{ 6 N x=-o"

h^
x-+i

q lL d,+t

X *.nV) =. .{ttw X
Jxio'a
ù
()

4:tr)
t--l-.-.J

L

fo:ln

ùr ft. Dr g J

(t)"**)) +:i

( > -t

ol =-1

borüc-r o^i

Ëorucrro,u

N@. *n 4+.,-*) {N u.^ttrPeuz

(4N Tr

â,.,

ûo,Pouo N @k

ün{ BN 0l

ll"',-l
l

( 
foko

x>o

X=0

na- t^n-z-\--..---
t-.§ - loqnd

't\
^l-) ,lf^" {L \
îw [/^ :-

\ E,(

,p- (or,J

(5rf,.
(

B-8) 
E-s Y

*7t- | eA"4



rî\
/( )= bt t cf *ç*t): T

J, Sttt 'tr6{

\ir=M)ilWw- f*=WW

Corl?B-E NbÈs

l* * d>t
:l 4- d=l

( o oeJ-'r'l

,l» U- =(h* ^-'')(.t'* 
:i't*l

I [n, ,x>l
= I l:*@&t r o'-l

L o t xeT,,tL

Èsçrs A

/,-\
/u

bonrc I lt-

^(ii\
WAv.c i
:- *k))

lfu+.tùo



tit. L t

_\

$*
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