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AVERTISSEMENT AU LECTEUR

Ce polycopié correspond a I'Unité d’Enseignement MAT305. Cette unité d’enseignement est
destinée aux étudiants de deuxieme année du parcours chimie de 'Université Grenoble Alpes.

Ce polycopié est un outil pédagogique qui vient szjouter au cours. Le point de vue du cours
et celui du polycopié peuvent différer offrant deux fagons d’aborder une méme notion mathé-
matique.

Les chapitres de ce polycopié se décomposent de la fagon suivante :

1. Le cours contient les notions a assimiler. Il convient d’en apprendre les définitions et
les énoncés des résultats principaux. Les exercices corrigés sont des exemples; essayez de
rédiger une solution avant de lire celle proposée dans le texte.

2. La fiche de révision #’est pas la liste minimale des notions a connaitre. Apres avoir travaillé
votre cours, lisez la fiche de révision : vous devez étre capable de réciter chaque définition
ou résultat de cette fiche sans la moindre hésitation (y compris 'énoncé des hypotheses
éventuelles), sinon cela veut dire que vous devez retravailler plus soigneusement le cours.

3. Lindex et le glossaire en fin de polycopié sont également des outils précieux pour la ré-
vision : ils contiennent la liste de toutes les notions définies et de toutes les notations
introduites, en les parcourant vous pouvez tester 'acquisition des concepts du cours.






PROGRAMME

Prérequis pour cette UE : Les UE MAT102 et (MAT204 ou MAT208) de premiere année.

Programme résumé :

Fonctions en plusieurs variables 4 valeur réelle, domaine de définition, lignes de niveau,
extrema locaux et globaux, fonctions partielles, dérivées partielles, gradient, approximation
linéaire, plan tangent;

Fonctions en 7 variables 2 valeurs dans R™, lien avec 7 fonctions en 7 variables, défini-
tion de la composition, dérivées partielles de la composée, changements de coordonnées,
exemples : coordonnées polaires, cylindriques, sphériques.

Intégrale multiple comme intégrale itérée, lien avec le volume.

Matrices comme tableaux de nombres, somme, produit. Cas particulier du produit d’une
matrice par un vecteur colonne, lien avec les syst¢mes linéaires, 'application X — MX
comme fonction de plusieurs variables.

Sous-espaces vectoriels de R”, base d’un espace vectoriel, coordonnées dans une base.
Application linéaire de R” dans R”, matrice correspondante, application définie par »
vecteurs, noyau, image, lien avec I'injectivité et la surjectivité.

Exemples d’applications linéaires : rotation vectorielle, symétrie vectorielle en dimensions
2 et 3. matrice de la composée,

Matrice jacobienne retour sur les dérivées partielles de la composée.

Matrice inversible, calcul de I'inverse par un systeme linéaire. Déterminant pour les ma-
trices 2x2 et 3x3, lien avec le volume, avec I'inversibilité.

Formule de changement de variables pour les intégrales multiples en 2 ou 3 variables,
exemple : coordonnées polaires.

Changement de bases, diagonalisation, valeurs propres, vecteurs propres, cas d'une matrice
symétrique, applications.
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Fonctions en plusieurs variables

Emmanuel Peyre

Cours

1.1. Introduction. — Vous avez par le passé étudié le comportement des fonctions d’une va-
riable réelle, utilisant leur dérivée pour en déduire leur tableau de variations et ainsi trouver leurs
. bR 7’ M 37 z \ :
extrema ou dessiner leur graphe. Lidée de ce chapitre est d’étendre cette étude a des fonctions
dépendant de plusieurs variables. Comme exemple, on peut penser a 'application qui & un point
de coordonnées (x, y) sur une carte associe son altitude ou 2 celle qui & un point de coordonnées
(x,9, z) associe la température en ce point ou la pression. La question qui se pose est de savoir de
quels outils on dispose pour faire des études de fonctions dans ce cadre plus large.

1.2. Notions de base. — Rappelons d’abord un peu de vocabulaire mathématique sur les fonc-
tions.

P )
/[Deﬁmtlon 1.2.1 ) ~N

Soient E et F des ensembles. Une fonction [ de E dans F est définie par les données sui-
vantes :

(i) Une partie @f de E appelée domaine de définition de f ;
(ii) Pour chaque élément x de ‘@f’ un élément noté f'(x) de lensemble F.

Lélément f(x) sappelle aussi la valeur de | en x ou limage de x par f. Lensemble E est
appelé Uensemble de départ de f et F Vensemble darrivée de f .

Lorsque le domaine de définition est égal a 'ensemble de départ, autrement dit 7 = E,
on dit que /" est une application.

Soit » € N un entier naturel. Rappelons que R” désigne 'ensemble des 7-uplets
(xp5-.-»%,) OUX],...,x, sont z nombres réels. Une fonction /" en 7 variables réelles A valeurs
réelles est une fonction de R” dans R. On note f'(x},...,x,) l'image du z-uplet (x|,...,x,).

J
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Représentation 1.2.2. — La figure 1.2.2 représente schématiquement ce qu’il faut pour définir
une fonction, 2 savoir : 'ensemble de départ E, 'ensemble d’arrivée F, I'ensemble de définition

Figure 1. Une fonction f

Py et pour chaque élément x de 7y (représenté par une croix sur la figure), son image f (x) qui
est un élément de 'ensemble d’arrivée F.

Remarques 1.2.3. — a) 1l convient de ne pas confondre ensemble de départ et domaine de dé-
finition. Ainsi 'application racine carrée x — 4/x est une fonction de R dans R dont le domaine
de définition est R,, I'ensemble des nombres réels positifs ou nuls. Ainsi 4/x n’est bien défini
que six = 0.

b) Pour définir une fonction en plusieurs variable on donne souvent une expression explicite
qui indique comment calculer la fonction en un point. Par contre, le domaine de définition
peut étre implicite : dans ce cas, cest la plus grande partie de 'ensemble de départ sur laquelle
Pexpression donnée a un sens. La phrase « Soit /' la fonction de R? dans R donnée par (x, y) —
v/x—y » signifie que /" est une fonction en deux variables réelles, dont le domaine de définition
est 'ensemble des couples (x,y) tels que x —y > 0, cest-a-dire x > y et, si (x,y) vérifie cette
condition, sa valeur en (x, y) est 4/x—y. Par exemple, f'(3,2) est bien défini et vaut /3 —2 =1,
mais f'(2,3) n'est pas défini.

1.3. Graphe, lignes de niveau. — Commengons par la définition mathématique du graphe
d’une fonction :
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Définition 1.3.1}
Sif est une fonction d’un ensemble E dans un ensemble F, Le graphe de f est défini comme
Pensemble des couples (x, /() lorsque x parcourt le domaine de définition de /. Autrement
dit C’est l'ensemble des couples (x, y) ol x € @f et y =f(x). On le note souvent Iy.

Remarque 1.3.2. — Ainsi, si f est une fonction en 7 variables réelles a valeurs réelles, son graphe
est une partie de R” x R qu'on peut identifier avec R**1 en assimilant un couple ((xpp.-erx,) %)
avec le 7 + 1-uplet (xy,...,x,,x). Par exemble, le graphe d’une fonction de R dans R est une
partie du plan R? et le graphe d’une fonction de R? dans R est une surface contenue dans R3.

Exemples 1.3.3. — a) Si on considere la fonction £ de R? dans R définie par
2 +_)’2>
+°

COS(X

(%) —
7 1+x%

en se restreignant aux couples (x,y) € [—12, 12] x [—12, 12] le graphe 4 I'allure représentée dans
la figure 1.3.3 a). Notons que comme f'(x, ) ne dépend que de la valeur de x> +72, qui est le carré

Figure 2. Graphe de /'
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de la distance du point (x, y) a I'origine (0, 0), le graphe de /" est invariant par rotation autour de
laxe Oz
b) Considérons maintenant la fonction ¢ de R? dans R définie par
(%) — cxp(—x2 — yz).
Une partie de son graphe est représenté dans la figure 1.3.3 b). La encore, ¢g(x, y) ne dépend que

Ficure 3. Graphe d’une distribution gaussienne

de la distance du point (x, y) a Uorigine, si bien que 'axe Oz est 2 nouveau un axe de symétrie du
p J g q Y
graphe. Notons que cette fonction g est tres utile en probabilité (loi normale gaussienne).

,{De’ﬁniﬁon 1.3.4} N

Soit /" une fonction en 7 variables réelles a valeurs réelles. Par abus de langage, on appelle
ligne de niveau de f un ensemble de la forme

{(xl,...,x”) e @fV(xl,...,xn) =c}
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pour un nombre réel fixé ¢. Cet ensemble est également noté £~ 1({c}). Il s'agit donc de
Pensemble des points du domaine de définition dont I'image par f est c.

Remarque 1.3.5. — La terminologie sexplique par le fait que dans le cas d’une fonction en
deux variables, une ligne de niveau est souvent —mais pas toujours— une courbe. Si vous avez
utilisé des cartes IGN ou similaires, vous étes habitués aux courbes de niveau : sur une carte
IGN sont dessinées les courbes de niveau pour la fonction altitude (figure 1.3.5). Notons que si

©IGN 2023.

Ficure 4. Lignes de niveau sur une carte

on regarde l'altitude d’un sommet, la ligne de niveau au sommet est réduite & un point. Si on
considere une altitude trop élevée ou trop basse, la ligne de niveau est vide. Enfin si une zone est
parfaitement nivelée, tous les points de la zone ont la méme altitude et donc la ligne de niveau
correspondante contiendra toute la zone en question.

1.4. Composée de fonctions.
utile pour la suite. Nous allons d’abord en donner la définition mathématique abstraite avant de
passer a quelques exemples.

La composée de fonctions est un opération qui nous sera tres
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/{Déﬁnition 1.4.1} N

Soient E, F et G des ensembles, soit / une fonction de E dans F et ¢ une fonction de F
dans G, alors on définit la composée des applications ¢ et / comme la fonction de £ dans G

donnée par
gof x> glf(x)).

Son domaine de définition est
‘@gof = {xe@f |f(x) & gg}

g Notons que si f et ¢ sont des applications, alors g o f est une application de E dans G.

J

Remarque 1.4.2. — Avec les notations de la définition, si x € o, alors on sait déja que x
appartient au domaine de définition de £, donc f(x) est bien défini. Par la description de 7,

on a que f(x) est un élément du domaine de définition de ¢ donc g(f(x)) est bien défini.
Dans une composée, il faut faire attention au fait que I'ensemble de départ de la premiere
application est 'ensemble d’arrivée de la seconde. Sinon la composée n’a pas de sens.

Représentation 1.4.3. — La figure 1.4.3 représente graphiquement la construction de la com-
posée de deux fonctions. Sur ce graphique, les fleches pour g o/ sont obtenues en mettant bout

Figure 5. Composée de fonctions

a bout, quand cela est possible, une des fleches de /' puis une des fleches de g.
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Exemples 1.4.4. — a) Reprenons l'application f/* définie dans I'exemple 1.3.3 a) et considérons

la fonctions en deux variables définie par 7 : (x, y) — 4/ x>+ yz. Comme x* + y2 est positif pour

tout couple (x,7) € RZ, la fonction 7 est en fait une application de R? dans R. Soit (%) € RZ,
les définitions de /" et » donnent les égalités

cos(x* + yz cos(7(x, y)2
Flag) = ) corto))

Donc f = f] or ou f; est I'application de R dans R définie par

l+x2+y2 1+7(x,y)

b) De méme, 'application g de 'exemple 1.3.3 b) est 'application composée ¢ = g; o olt
gt exp(—£%).

1.5. Distance euclidienne, extrema locaux et globaux. — Dans la suite de ce cours, nous
utiliserons fréquemment la notion de distance entre deux points, rappelons rapidement la défi-
nition de la distance euclidienne usuelle dans 'espace R”.

Définition 1.5.1}

Soient 4 = (xy,...,x,) et B = (y,...,,) des points de R”. La distance de A & B pour la
distance euclidienne usuelle est le nombre réel

AB =d(4,B) = \/()’1_951 )2+ (=) o+ (3 —x,)

Exemple 1.5.2. — Dans le plan euclidien, la distance de 4 = (1,2) 4 B= (4, 6) est

AB=1/(4—1)2+(6—2)2=V9+ 16= /25 =5.

Dans I'analyse vue au lycée, la notion d’intervelle est cruciale dans I'étude des fonctions. Par

exemple, si  est un nombre réel, une assertion est dite vraie au voisinage de 4 si elle est vraie sur
un intervalle ouvert contenant 4. Nous allons généraliser cela 2 R” en remplagant les intervalles
ouverts par des boules ouvertes.
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Définition 1.5.3]

Soit 7 un nombre réel strictement positif et soit 4 € R”, alors la boule ouverte centrée en A et
de rayon r est l'ensemble

B4, )= {M ER*|AM < r}.

En dimension 2, une boule ouverte est donc un disque ouvert centré en le point choisi.

Terminologie 1 .5.4}

Soit 4 € R” On dit que quelque chose est vrai au voisinage de A si Cest vrai sur une boule
ouverte centrée en 4 (et d’'un rayon aussi petit qu’on veut).

La définition qui suit donne un exemple plus concret d’une propriété de ce type :

A Définition 1.5.5 ] N
Soit /" une fonction en 7 variables réelles a valeurs réelles. On suppose que @f’ le domaine
de définition de £, n’est pas vide. Soit 4 € ‘@f'

a) On dit que la fonction f admet un maximum (resp. un minimum) global en A si
pour tout x € '@f’ on a 'inégalité f'(x) < f(4) (resp. f(x) = f(A)).

b) On dit la fonction /" admet un maximum (resp. un minimum) local en A s'il existe
un nombre réel strictement positif 7 de sorte que pour x € Zy NB(A,7), on a 'inégalité
f(x) <f(A) (resp. f(x) = f(A)).

- 4

Remarques 1.5.6. — a) On notera qu'un maximum global est aussi un maximum local. Un

sommet est un maximum local pour l'altitude. Ainsi, le sommet du Mont-Blanc est un maxi-
mum local, alors que le sommet de Everest est un maximum global.
Il convient d’insister sur cet exemple : un maximum local n’est pas forcément un maximum
@ global.
b) La notion de minimum local est cruciale en thermodynamique : un équilibre stable est
atteint lorque I'état du systeme est un minimum local de I'énergie libre.

1.6. Rappel sur les dérivées des fonctions en une variable. — Vous connaissez la notion de
dérivée depuis la premiere.
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/{De’ﬁnition 1.6.1} ~

Soit /" une fonction en une variable réelle et a valeurs réelles. Soit 2 € Z;. On suppose que
pour tout intervalle ouvert / contenant «, 'intersection /N %, contient un autre point que 4
(on dit que a n'est pas un point isolé de .@f). SoitA € R. Les deux conditions suivantes sont
équivalentes

(1) Le taux d'accroissement

fx)—f(a)

x—a
tend vers A quand x € ‘@f — {4} tend vers a.

(ii) Il existe une fonction ¢ en une variable réelle telle que
f(x) =f(a) +Mx—a) + (x — a)e(x —a) pour tout x € .@f
et ¢(h) tend vers 0 quand 5 tend vers 0.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que I'application f est dérivable en a. Le nombre
réel X est appelé la dérivée de £ en 4 et on le note /7 (2). On dit que f est dérivable si elle
est dérivable en tout point de son domaine de définition. Lapplication x — f”(x) est alors

appelée la dérivée de f .

J

Remarque 1.6.2. — Notons que la condition que 2 n'est pas isolé est automatiquement vérifiée
pour tout 2 € .@f lorsque .@f est un intervalle de R de longueur non nulle.

Dessin 1.6.3. — Rappelons que la dérivée donne la pente de la tangente en un point : en effet,
si 4 et b sont deux éléments distincts du domaine de définition de I'application f. La droite

passant par les deux points (a,/(a)) et (b,/(5)), qui appartiennent tous deux au graphe de /', a

pour équation
1) —f(a) (e—a)
. w—a)

y=f(a)+
f(b)—f(a)

En particulier la pente de cette droite est le taux d’accroissement————=. Lorsque 4 tend vers 4,
la pente de cette droite tend, par définition de la dérivée, vers f /(a) (hgure 6). La tangente T au
graphe de [ en le point (a,f(a)) a pour équation

y=f(a)+f (a)(x—a)

Le fait que f(a) + f”(a)(x — ) soit la meilleure approximation affine de £ prés de 4 correspond
géométriquement au fait que la tangente est la droite qui est la plus proche du graphe de f* pres
du point (4, (a)). Cette tangente est représentée en rouge sur la figure.
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Ficure 6. Dérivée et tangente

Les formules de calcul de dérivées rappelées dans le tableau qui suit font partie des formules 2
connaitre.

(&™) = (nx"™1)
(w+o) =d' +o
() = pour tout L € R

(wo) = v+ ud

/ / /
<u> uv—uv
v yz

(vou) =u' (v ou)

/
¢Xp =¢xp
/ q
COS = —sIn
./
sin = COosS

10
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Remarque 1.6.4. — Dans cette table X désigne I'application 7 +— ¢, les lettres # et v désignent
des fonctions dérivables. Les formules n'ont de sens que sur les domaines de définition des ex-
pressions données.

Justification de la dérivée d’une composée. — Soient I et J des intervalles ouverts de R. Soit # :
I — J etv:] — Rdesapplications. Soit 2 € I, On pose & = u(a). On suppose que I'application u
est dérivable en 4 et que I'application v est dérivable en 4. Par définition de la dérivabilité, il existe
donc des fonctions en une variable ¢; et ¢,, qui tendent toutes les deux vers 0 en 0 et telles que
(1) u(x) = u(a) + (x— )i (a) + (x—a)ey(x—a)
pour tout x € [ et

v(y) = v(b) + (y — b)Y (b) + (y— b)ey (y — b)

pour tout y € J. Comme & = u(a) et que cette derniere formule est valide si on prend y = #(x)
pour un x € I, on obtient I'égalité

v((x)) = v(u(a)) + (u(x) — u(a))0' ((a)) + () — () e (1(x) — (a)).
Mais par la formule (1),
u(x)—u(a) = (x—a)(u/(a) +ey(x—a)).

On remplace donc #(x) — #(a) par le terme de droite dans I'égalité précédente et on factorise
(x —a) ce qui donne la formule

) o)) = o(u(a)) + (x—a)ed ()0 (u(a))
+ (v —a) (g (r—a) + (& (2) + ¢y (v— @)y (v — @) (o (@) + £, (x—2))) ).
On définit alors la fonction
e3:h—s 1 (h) + (' (a) + €, (h)ep (h(u (@) + ¢, (1))

Comme ¢; et ¢, tendent toutes les deux vers 0 quand 4 tend vers 0, on obtient que &5 tend éga-
lement vers 0 quant / tend vers 0. D’autre part, avec I'expression donnée pour 3, la formule (2)
se réécrit
1N/
v(u(x)) = v(u(a)) + (x—a)u (ﬂ)v (%(ﬂ)) + (x—d)s3(x—d).
ce qui prouve que la composée v 0 # est dérivable au point 4, de dérivée #’(a) x v/ 0 u(a), comme
annoncé. [

Donnons une petite application mathématique au calcul de la dérivée d’une application com-
posée. Pour cela soit I un intervalle de R et soit /' : I — R une application dérivable et strictement
monotone (¢ est-a-dire strictement croissante ou strictement décroissante) sur 'intervalle 7. Dans

11
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ce cas, on peut déduire du théoréme des valeurs intermédiaires qu’il existe un intervalle / de R
et une application g : / — R telle que

gf(0) =1

pour tout z € [ et

flg®) =1

pour tout # € J. Les graphes des deux fonctions sont représentés sur la figure 12. Prenons x € I et

L'y

F1Gure 7. Fonction réciproque

posons y = f'(x). Alors x = g(y). Sur la figure 12 les quatre points (x, ' (x)), (7). (12(y)) et (x, x)

forment alors un carré, ce qui montre que (x,/(x)) est le symétrique de (3, g(y)) par rappport a
la droite diagonale A d’équation ¥ = X. Ceci montre que le graphe I, est le symétrique de I'y

par rapport a A. La fonction g sappelle la réciproque de f, on la note f —1 Nous reviendrons au
chapitre 2 sur la définition générale de réciproque (définition 2.8.5)

Appliquons maintenant la formule de la dérivée pour la composée a f 0 g en un point # ot ¢
est dérivable. Comme la dérivée de I'application identitée Id; : # — ¢ est la fonction constante de
valeur 1, on obtient les égalités :

(fog) =4 (fog)=1,
ce qui donne la formule
1

o]

qui n’a de sens qu'en les points # € ] tels quef/(f_l (1)) #0.

('=

12
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Exemple 1.6.5. — Lapplication f : x — x” est strictement croissante sur R, de réciproque
Papplication racine carrée /! : x — 4/x dont la dérivée en tout réel # € RY. est donnée par
(D () P S———
Sy 24
Remarque 1.6.6. — Le lecteur attentif aura remarqué que nous n’avons pas démontré la dérivabilité

de g. Pour faire cela, notons tout d’abord que la monotonie de /" et donc de ¢ permet de montrer que g
est continue. Soit b € ] et 2 = g(b). On a donc & = f(a). Pour tout y € J = {b}, le taux d’accroissement

pour ¢ est donné par
g0)—gl) _ x—a

y—b  flo)—f(a)
olt x = g(y). Clest donc I'inverse de taux d’accroissement de /. Si on fait tendre y vers &, alors x tend vers
1

1
@ ey

aet,sif/(a) #0, le taux d’accroissement tend vers

1.7. Fonctions partielles. — En fixant la valeur de certaines des variables on peut en partie
ramener I'étude des fonctions en plusieurs variables a celle des fonctions en une variable.

/[Déﬁnition 1.7.1} N

Soit /" une fonction en 7 variables réelles. On se donne un entier iy € {1,...,7} et pour
i €{L,...,n} tel que i # iy, un nombre réel 2; € R. On peut alors considérer la fonction
d’une variable réelle

flapcoa,_1,8a; 1-a,) :x = fap..a;,_1,%a;,1..,4,)

Une telle fonction est dite fonction partielle de la fonction f. Son domaine de définition est
I’ensemble

{xeR|(ap...,q,_pxa;y....a,) € @f}.
\§ 4

Remarques 1.7.2. — a) Ainsisif : (x,7) — f(x,7) est une fonction en deux variables réelles, et
4 un nombre réel on peut fixer la valeur de la premiere variable 4 2 pour obtenir une fonction
f(a,0) : £ — f(a, 1) ou la seconde variable pour obtenir une fonction f'(e,4) : # — f(#4). On
notera que la place du symbole ® dans la notation indique quelle variable n’est pas fixée.

b) Avec les notations de la remarque qui précede, le graphe de la fonction partielle /(4 o)
(resp. f'(e,2)) sobtient géométriquement en prenant l'intersection du graphe de /" avec le plan
vertical donné par I'équation X =4 (resp. ¥ = ) (cf. figure 8).

Donnons deux exemples de méthodes pour se ramener de 'étude d’une fonction en deux
variables a celle de fonctions en une variable :

13
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Ficure 8. Fonction partielle

Exemples 1.7.3. — a) Commencons par la question du maximum. Soit /' une fonction de R?
dans R. On veut déterminer si /' admet un maximum sur son domaine de définition. Pour cela
on suppose que pour tout nombre réel 2 la fonction partielle /(a,®) : # — f(4,¢) admet un
maximum global. On peut alors définir une fonction de R dans R par

m:u— max f(ut).
tE@f(

u,®)

Sous I'hypothese faite, la fonction / admet un maximum global si et seulement si la fonction 72
en admet un et la valeur du maximum global de /" est la valeur du maximum de 72, ce qu'on peut
résumer par la formule

r(x;%((f(x,y)) = m;x(myax(f(x,y)).

Notons que dans cette méthode, on peut parfaitement échanger les réles de la premiere variable
et de la seconde.

La difficulté de cette méthode est que pour obtenir le maximum de £, il faut étudier le maxi-
mum de zoutes les fonctions partielles /(x, ®), et donc d’une infinité de fonctions.

b) Lintégration en plusieurs variables peut se ramener aussi 4 'intégration de fonctions en une
variable Soit / une application de R? dans R. On suppose que pour « € R la fonction partielle
f(a,0):t— f(a, 1) est intégrable sur R, on peut alors définir 'application

F:uHJf(u,t)dt
R

1 F est également intégrable, on peut considérer I'intégrale double
Si F est égal t intégrabl peut d 1 g

)

14
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Si lapplication |f] : (%) — |f(xy)| vérifie également les hypotheses qui précedent alors le
théoreme de Fusint affirme qu’on peut échanger le role des variables et on définit alors

| sy = [ (| sy )as

Cette construction s'étend facilement a des applications en 7 variables.
Pour une fonction en 7 variables /', on peut également donner un sens 2 son intégrabilité en
considérant son extension par 0 : on définit I'extension par 0 d’une fonction en  variables f

comme l’applicationf: R” — R donnée par

fxpe.nx,) si(xp,...0x,) € @f

(*penorx,) — _
0 sinon.

1.8. Notion de continuité. — Comme nous allons maintenant le voir toutes les questions
concernant les fonctions a plusieurs variables ne se réduisent pas si facilement a des questions sur
des fonctions en une variable.

Pour aborder la question de la continuité, et la motiver, commencons par regarder ce que
signifie une discontinuité pour la fonction altitude : imaginez que vous vous promenez de nuit
et par temps de brouillard intense dans la région de Grenoble. Le fait de disposer d'un GPS
dernier cri ne vous met pas a I'abri d’un accident, la région grenobloise étant riche en falaises.
Ainsi si vous étes, par exemple, proche du sommet du Moucherotte ot une belle prairie se
termine par une falaise de 200 metres environ, la moindre erreur sur vos coordonnées fait que
vous posez le pied sur la prairie ou dans le vide. Pour traduire cela en termes mathématiques :
notons « la fonction altitude en deux variables correspondant a la position sur une carte, prenons
un point A juste au bord de la falaise, il existe un nombre réel strictement positif A (la hauteur
de la falaise) de sorte que quelque soit le nombre réel strictement positif 7 (la précision sur vos
coordonnées GPS) et un point B tel que la distance 4B est strictement inférieure a » (I'endroit
ot vous risquez de poser le pied) tel que |2(B) —a(A4)| > H.

Une falaise c’est donc une discontinuité dans la fonction altitude (¢f figure 9). Le contraire,
Cest la définition de la continuité qui signifie que si on se donne la précision souhaitée pour I'al-
titude, et qu’on connait suffisamment précisément notre position, I'erreur commise sur l'alticude
est inférieure au seuil qu’on s'est fixé, et on ne risque pas de chute.

Définition 1.8.1}

Soit /" une fonction de R” dans R. Soit 4 € ‘@f' On dit que f est continue en A si pour

tout nombre réel ¢ € R, on peut trouver un nombre réel 7 strictement positif tel que, si

15
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FiGure 9. Les dangers de la discontinuité

M € B(a,r)N @f’ alors
L 1) —f () <<

Remarque 1.8.2. — En reprenant I'image de la falaise, la fin de la définition permet d’exclure
quil y ait une falaise de hauteur > e.
$ La continuité ze se teste pas avec les fonctions partielles!

Exemple 1.8.3. — On considere la fonction f en deux variables /* définie par

xzxfyz si (x,9) #(0,0)

0 si (x%,9) =(0,0).

f=(x,y)'—>{

Si on utilise des coordonnée polaires
x=rcos(8) et y=rsin(h)
alors, si 7 # 0,
f(rcos(6), 7sin(8)) = cos(6) sin(0) = % sin(26).

T 1 . 1 .
En particulier /(x,y) vaut 3slx=y 7-[ 0 et vaut —5 six = —y 7! 0. Donc en prenant comme

hauteur de falaise € = %, pour tout 7 > 0, le point (%, %) € B((0,0),7) et

ror 1
== ]—f(0,0)] = =
}/ <2 2> S(0.0)) 25
Donc la fonction /" n’est pas continue en (0, 0). Pourtant, si on regarde les fonctions partielles : si

at ) . . .
ac Rj:, alors f(a, @) : £ — =2 qui est une application continue de R dans R, comme quotient

16
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de fonctions continues. D’autre part (0, ®) est la fonction constante de valeur 0, elle est donc
également continue. Mais comme I'égalité /' (3, x) = f(x, ) pour tout (x,y) € R%, ona également
une égalité de fonctions f(a, ®) = f (e, 2) pour tout 2 € R. Par conséquent, la fonction f'(e, 2) est
également continue pour tout 2 € R.

Considérons les lignes de niveau de la fonction en deux variables /', comme f'(r cos(6), sin(6)) =

%sin(ze) pour 7 # 0. Soit ¢ € R. On déduit de la formule précédente que, pour » € R} et
tout 6 € R, I'égalité f(rcos(8), 7sin(8)) = a équivaut a sin(26) = 2a qui n'a pas de solution si

o ¢ [—%, %] et équivaut a

260 =asin(2a)[27] ou 26 =mw—asin(2a)[27]

Donc si « € ]—%, %[ — {0} la ligne de niveau f~1({a}) est la réunion de deux droites dont
on retire 'origine (0,0). Une représentation graphique de ces lignes de niveau est faite dans la
figure 10. Comme I'illustre la figure, les différentes lignes de niveau se « rencontrent » en l'origine

=/ {5
Ficure 10. Lignes de niveaux

(0,0) ce qui correspond au fait que pour tout nombre réel a € [—%, %] et tout nombre » > 0 on
peut trouver un point 4 € B((0,0),7) tel que /(4) = a. De méme, sur une carte IGN, une falaise
corespond 4 une superposition des lignes des niveau (figure 1.3.5).

1.9. Dérivées partielles

La dérivabilité des fonctions partielles conduit aux dérivées partielles.

17
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/{De’ﬁnition 1.9.1} ~

Soit /" une fonction en 7 variables réelles, soit i € {1,..., 7} et soit 4 = (ap,...,a,) € R”.
On suppose que le domaine de définition de la fonction partielle

flag...,a,_1, % a;,1...,4,)

contient un intervalle ouvert contenant 4; et que cette fonction est dérivable en ;. On dit
alors que la fonction £ est dérivable relativement a la fonction X; en A4 et on note

of /
ﬁ(ﬂo"--’4i—1)“z‘)“i+1)-")“n) =f(ag..>a;_1,9a;,15...,4,) (a;)
7

Ce nombre sappelle la dérivée partielle de | par rapport i la i-éme variable en A.

J

. ) . , . . ..
Remarques 1.9.2. — a) Dans la notation 9_)];’ on utilise au dénominateur la notation choisie

pour la variable considérée (éventuellement en majuscule). Par exemple, pour deux variables, si
on considere une fonction f': (x, y) — f(x, y) on pourra noter % et % les dérivées partielles.
b) Si f est dérivable par rapport a la variable X; en tous les points du domaine de définition

Py, alors on peut définir la dérivée partielle de [ par rapport & X; qui est une fonction définie sur
Dy par

of of

a—)(i : (xl,...,xn) L a—Xi(xl,...,xn).
Ainsi % devient un opérateur qui a la fonction [ associe la fonction % Cela permet en parti-

i i

culier d’itérer la construction et de considérer, 14 ot cela est bien défini

o, (o, (- (a7))

Notation 1.9.3}

La notation

18
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d J dJ y
x \ax \\ax 7 ) ))
1 2 m
/[Terminologie 1.9.4)

) )

est une abbréviation pour

Soit f* une fonction en 7 variables a valeurs réelles telle que pour tout point 4 de son
domaine de définition ‘@f’ ce domaine @f contient une boule ouverte centrée en 4 ( on

dit que Py est ouvert). La fonction " sera dite de classe %* si elle vérifie les deux conditions

suivantes :
. y : . Ff e
(i) Les dérivées partielles £-emes W(A) sont bien définies pour tout 4 € @f et

tous 7y,...,4, € {1,...,n};
N oy . . Hkr .
(i) Ces dérivées partielles k-emes W sont continues sur .@f.
- 4

Enoncons un théoreme au sujet dérivées partielles d’ordre supérieur :
¢

/[Théor‘eme 1.9.5 (Schwarz)}

N
Si f est une fonction en 7 variables A valeurs réelle de classe €2, alors, on a I'égalité
’f P
OX,0X;  aX,0X,
| [0 s (5,7) € {1, n}. )

Ce théoreme est admis.
Lindependance par rapport a 'ordre de dérivation peut-étre fausse si on ne suppose pas que
les dérivées partielles sont continues (¢f- exercice 1.11).

Remarque 1.9.6. — Plus généralement, si f est de classe %*, alors les dérivées partielles £-émes
ne dépendent pas de 'ordre dans lequel on calcule les dérivées partielles. Si o est une permutation
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de 'ensemble {1,..., £},
#f i

0X;, ...oK;, 9K, | .9X;

/[Déﬁnition 1.9.7} N

Soir f une fonction en 7 variables réelles et a valeur réelle et soit 4 € ‘@f' On suppose
que .@f contient une boule ouverte centrée en 4 et que /* admet des dérivées partielles par
rapport a toutes les variables en 4. Alors le gradient de f en A est le n-uplet de nombre réels

grad ) = G 1) = V() = (s ()

X " 0X,
- ! . J
La lettre V se lit « nabla ».
Exemples 1.9.8. — a) On peut appliquer toute les formules connues concernant les dérivées

aux fonctions partielles pour en déduire des résultats sur les dérivées partielles : Soient f et ¢
des fonctions de R” dans R, et soit 4 € Z¢ N F,. Soit i € {1,...,n}. On suppose que f et ¢

admettent toutes deux une dérivée partielle relativement a la variable X; en A4. Alors
a) La fonction somme /' +g: (x,...,x,) = f(x},...,x,) + g(x,...,x,) aussi et

If +g) I
e (4) = e )+

< (A);
1
b) Sid € R, la fonction N : (x},...,x,) — M (x,...,x,) admet également une dérivée
partielle relativement a X et
3 A

o)

) )

¢) La fonction produit fg : (xy,...,x,) — f(x,...,x,)g(x],...,x,) aussi et
o), « I N
)= L gl + )

d) Si g(4) # 0, la fonction quotient fg : (xy,...,x,) — f(x1,...,x,)/g(xp,...,x,) admet

également une dérivée partielle relativement 4 X; en A et

g, . 1 Y % Y.
%= e (TS );

i
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e) Sih est une fonction en une variable réelle dérivable en f'(A), alors
(hof)ap...,a;_1,%a;,1,...,a,) =hof(ap,...,a;_1,%a;,1,...,4,)
donc b o f admet une dérivée partielle relativement 2 X; en A et

dhof), o /
)= 5 X ()

4

(4)

b) Toutes ces formules donnent directement des formules analogues pour le gradient : avec
les notations qui préceédent, on suppose que f et ¢ admettent toutes deux des dérivées partielles
relativement 2 toutes les variables en 4. Alors

a) La fonction somme f + ¢ aussi et

grad ,(f +¢) = grad ,(f) + grad 4(g);

b) SiA €R, la fonction Af" admet également des dérivées partielles relativement 2 toutes les
variables en A et et

grad ,(f") =k grad ,(f);

¢) La fonction produit fg aussi et
grad ,(f¢) = f(4) grad ,(¢) + ¢(A) grad ,(f);

d) Sig(4) #0, la fonction quotient /g admet également des dérivées partielles relativement
a toutes les variables en A et

1
grad;(f/g) =

g(4)?

e) Si b est une fonction en une variable réelle dérivable en f(A4), alors b o f admet des
dérivées partielles relativement a toutes les variables en A et

grad 4(hof) = h/(f(A)) grad ,(f).

(¢(4) grad 4(f) —f(4) grad 4(¢));

1.10. Développement a ’ordre 1 d’une fonction en plusieurs variables, fonctions différen-
tiables. — Commengons par un rappel sur 'approximation affine des fonctions dérivables.

Rappel 1.10.1. — Soient I un intervalle de R et ' : I — R une application. Soit 2 € I. Par
définition, si f est dérivable en 4, on a une formule de la forme :

&) =f(a) +f(a)(x—a) + (x—2)e(x—a)
ol1 ¢ est une fonction de R dans R telle que ¢(b) tend vers 0 lorsque 4 tend vers 0. Autrement
dit (x — a)e(x — a) peut étre considéré comme « négligeable » par rapport 4 la valeur absolue
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lx —al|. Mais |x— 4| = v/ (x— ) est la distance du nombre réel x au nombre réel z au sens de la
définition de la distance donnée dans la définition 1.5.1. Notons que la tangente au graphe de /'
en le point (4,/(4)) nest rien d’autre que le graphe de la fonction

x> f(2) +f (a)(x—a)

qui est approximation affine de f en a (figure 11).
N

y = fla)+ f'(a)(z — a)

Ficure 11. Approximation affine et tangente

Notre but est maintenant de généraliser cela aux fonctions en plusieurs variables. Une des
difficultés de cette généralisation est que 'existence en un point des dérivées partielles ne garantit
pas qu’il y ait une formule simple donnant une valeur approchée de la fonction au voisinage du
point, nous reviendrons sur cette difficulté un peu plus tard.

Pour commencer, il convient de définir mathématiquement ce que veut dire « négligeable ».

,[Déﬁnition 1.10.2} N

Soient f et ¢ des fonctions en 7 variables réelles a valeurs réelles. On suppose que le domaine
de définition de /" est contenu dans celui de ¢, c'est-a-dire 7y C 7, et que g est a valeurs

positives, cest-a-dire quelle vérifie g(£) > 0 pour tout # € P, Soit 4 € R”. On suppose
que pour tout € R} lintersection B(a,1) N dDy # 0 (on dit que le point A est adhérent 2
I'ensemble .@f).
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Sous hypothese, on dit que f* est négligeable relativement & g en A si pour tout ¢ > 0, il
existe n > 0 tel que pour tout M € B(A4,n) N @f

|f (M)] < eg(M).

Une fonction négligeable relativement & ¢ en A est souvent notée 0 4(g) (voire o(g) si le
g point A est clair par le contexte).

J

Dessin 1.10.3. — Prenons n =1, 4 =0 € Ret g: x+— [x|. Soit /' : R — R une application.
Alors dire que /= o(g) signifie que, pres de 0, le graphe est contenu dans un cone arbitrairement

étroit contenant I'axe des abscisses. Autrement dit, le graphe de f* doit étre tangent a 'axe des
abscisses (figure 12).

S

FiGure 12. Petit o

Dans la figure 12, la zone colorée en jaune clair est donnée par les conditions
1

1
W<y e bl<sh

et celle en jaune légerement plus sombre par les conditions

1 1
<— et < =«
<y e bi<sl
Exemple 1.10.4. — Ainsi on écrit

2=o(ll) ou = o)
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2 3

ce qui signifie que les applications X : x — x? et X2 : x — x
relativement a 'application x +— |x| en 0.

On prendra garde au fait que ces deux égalités ’impliquent pas I'égalité de fonctions X2 =
$ X3! La notation o(g) est une notation pratique pour désigner nimporte quelle fonction

négligeable relativement & ¢ en le point considéré.

sont toutes les deux négligeables

Passons maintenant a la généralisation de I'expression de I'approximation affine d’une fonc-
tion / en une variable dérivable en un point 4 :

f@)+f (@) (x—a).

/[De’ﬁnition 1.10.5} N

Soit /" une fonction en 7 variables réelles a valeurs réelles. Soit 4 un point du domaine
de définition de f de sorte qu’il existe une boule ouverte centrée en 4 contenu dans ce
domaine de définition. On suppose que / admet des dérivées partielles par rapport a toutes
les variables X,..., X, en 4. Alors on note df; (ou df'(A4)) l'application de R” dans R
définie par

) )
§ dfy :(ul,...,un)*—)a—)j;(/l)ul+---+£(A)un. )

Faisons le lien avec le gradient en utilisant la notion de produit scalaire :

/[De’ﬁnition 1.10.6} N

Soient # = (uy,...,u,) et v = (vy,...,v,) des éléments de R”. On définit le produir scalaire
de i par v (pour le produit scalaire usuel) par

U-U=uw)+ugvy+...u,0,

On définit également la norme de # par

||#|| = Vi-u= \/u%+...ui.
-

J

Remarques 1.10.7. — a) Pour » = 2 Cest la formule que vous apprise pour le produit scalaire
dans le secondaire lorsqu’on utilise une base orthonormée du plan euclidien.

24



MAT305 Fonctions en plusieurs variables Cours

b) Notons que si 4 = (ay,...,4,) et B = (by,...,b,) alors la notation AR désigne le z-uplet

(b —ay,...,b,—a,) et la distance de A4 & B est donnée par

AB = d(4, B) = ||4B||

Par définition, on obtient la formule utile suivante :

Proposition 1.10.8}

Avec les notations de la définition 1.10.5, Si # = (#y,...,4,), alors

df (i) = grad 4(f) - 4.

Exemple 1.10.9. — Pour i € {1,...,n}, notons X, la fonction «i-¢éme composante » dé-
finie par X; : (xy,...,x,) — x;. Si 4 = (ay,...,a,) et j € {1,...,n}, la fonction partielle
X (ap,..., A 1 & a s a,,) est la fonction constante de valeur 4, sij # i et la fonction identité
x > x si j = i. Par conséquent, on obtient que les dérivées partielles de la fonction X; sont

données par
X, [1 sij=i,
a_Xj |0 sinon.
Par conséquent
dXiA c(up..on,) —u;
(Autrement dit, on a I'égalité de fonction dX; ; = X;). Notons que cela donne I'égalité de fonc-
tions
) I

d

qu'on abrége parfois en !

_J 9
df_EdXI-l-”ul-ﬁan.

n

1. Formellement, cette égalité est une égalité entre fonctions de R” dans un ensemble d’applications de R”
dans R.
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/{Terminologie 1.10.10} ~N

Une forme affine sur R” est une application f/ : R” — R telle qu’il existe 7 + 1 nombre réels
ps-..»0, et B de sorte que

fxpe.x,) =agxy +-+a,x, +B

L pour tous (x1,...,x,) € R”. (On dit aussi que /" est polynomiale de degré < 1). )

Remarque 1.10.11. — Donnons-nous une fonction f* en 7 variables définie sur une boule
ouverte B(4,7) ou 4 = (ay,...,a,) € R”. Lidée de 'approximation affine en A est de trouver
une forme linéaire ¢ de sorte que la différence |f(M) — g(M)| soit aussi petite que pos-
sible quand M tend vers 4. Mais si i € {1,...,n} et quon se restreint aux points M de
la forme M = (ay,...,a;_j,64;,1,...,a,) pour t € R, on obtient que la fonction partielle
glap....a;_,8a;,1,...,a,) doit étre I'approximation affine en 4; de la fonction partielle
flap...,a;_1,9a;,1,...,4,). Or, par définition, la dérivée en 4; de cette dernitre fonction est

9 . . .
%(A) Donc la fonction partielle g(ay,...,4;_1,9,4;,1,...,4,) est la fonction
z
)
t—f(4)+ i(/1)(;‘—41-)

x,

Si on introduit les nombres réels ay,...,a, et B de sorte que
gxpox,)=ax +o+a,x, +B
pour tous (xy,...,x,) € R”, la fonction partielle qui précede s'écrit également
Pt +c
oll ¢ est donné par
c= B"' Oﬁlﬂl +... (Zl'_lﬂl'_l + d’i+1di+1 +--- 4+ d’ﬂﬂi’l'

En regardant les valeurs de cette fonction partielle en 4; et 2; + 1 on obtient donc que, nécessai-

rement, o; = 87]2(14) et g(A) =f(A4). Donc la seule possibilité pour g est la fonction affine

M — £(A) + df, (AM).

Cette remarque explique la définition suivante :
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o )
/{Deﬁmtwn 1.10.12] N

Soit f une fonction en 7 variables réelles a valeurs réelles et soit 4 € Zy. On suppose que 7y

contient une boule ouverte centrée en A et que / admet des dérivées partielles par rapport
a toutes les variables en 4. On dit que f est différentiable en A si

(4) FM) =f(A4) +dfy (AM) + 0 4(AM).

Lapplication df; sappelle alors la différentielle de f* en A. On dit que f* est différentiable si

elle 'est en tout point de son domaine de définition .@f.
- J

$ Méme si f admet des dérivée partielles en tout point de .@f et quon peut définir 'applica-

tion dfy, la formule d’approximation (4) peut étre fausse!

Exemple 1.10.13. — On reprend 'exemple 1.8.3.

i si (%, 0,0
f:(X,)/)'—> {x2+y2 ( )’)?(( )

0 si (x,9) = (0,0).

Rappelons que f'(rcos(6), 7sin(0)) = %sin(Ze) et que cette fonction n’est pas continue en (0, 0).
La proposition 1.10.16 qui suit montre donc que /" nest pas différentiable en (0,0). Pourtant

. . . . at -
toutes les fonctions partielles sont dérivables : si 2 € R, alors (4, ®) : £ — —— est dérivable et

(0, ) est la fonction constante de valeur 0 également dérivable. Légalité de fonctions f'(4, ®) =
/f'(e,4) pour tout 2 € R implique que la fonction partielle /e, 2) est également dérivable pour
tout 2z € R.

On a néanmoins le résultat suivant, qui sera admis :

T ooy v 1.10.14}

Soit /" une fonction en 7 variables a valeurs réelles dont le domaine de définition est un

o

ouvert. Si la fonction est de classe €1 (Cest-a-dire que les dérivées partielles =y, sont bien
z

définies sur -@f et continues) alors la fonction f est différentiable.

Remarques 1.10.15. — a) Lidée derritre les équations (3) et (4) est que si on modifie chaque
parametre X; d’une « petite » quantité AX; alors le changement pour la valeur de £ est
E)
T X 1 c?X

n

—(A)AX, + —(A)AX, +¢
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ol ¢ est un terme d’erreur négligeable par rapport a I'ordre de grandeur de la modification
quon peut définir comme max; <;,(|AX;|). La définition 1.10.12 donne un sens mathéma-
tique précis a cette formule d’approximation que vous avez pu rencontrer dans les autres unités
d’enseignement.

b) De cette description, on peut déduire que le gradient de / donne la direction dans laquelle
la fonction / augmente le plus rapidement et || grad ,(f)|| donne la « vitesse » 4 laquelle / change
dans cette direction. Nous donnerons plus tard un sens précis a cette remarque. Comme un
écoulement de fluide suit naturellement la direction dans laquelle I'altitude diminue le plus rapi-
dement possible, on peut lire dans la nature le gradient de 'altitude : il pointe dans la direction
opposée au sens des cours d’eau.

Proposition 1.10. 16}

Si une fonction en 7 variables est différentiable en un point A4, alors elle est continue en A.

On prendra également garde au fait qu'une fonction peut étre continue en un point sans
étre différentiable en ce point. Nous en verrons un exemple un peu plus tard.

Preuve de la proposition. — Soit f une fonction différentiable en un point 4 = (4y,...,4,) € R”.
Posons
7
C=1+ Z
i=1
Pour tout point M = (x,...,x,) €ER”, ona

n
b, —a;| = v/ (x; _ﬂi)z < A\ Z(xi _ﬂi)z =AM.
i=1

En utilisant l'inégalité triangulaire |2 + & < |a| + ||, valable pour tous nombres réels 2 et &, on
en déduit la majoration

n

jdy (7)< >

i=1

of

A

Donc, par définition de 0 4(AM), la formule (4) montre qu'on peut choisir 7, > 0 de sorte que
B(4,ry) C @f et que, pour tout M € B(A4, ry),

|f (M) —f ()| < CAM.
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Soit ¢ un nombre réel strictement positif arbitraire. Comme C est positif, on peut poser » =
. € .
min (7’0’ m) € R} Alors pour tout M € B(A4, ), on obtient

3
M)—f(A)|<CAM L C <e
)~ () <
La définition de la continuité en A (définition 1.8.1) est donc bien satisfaite. O
Remarque 1.10.17. — Notons qu'en utilisant la notation o, une fonction en 7 variables /" est
continue en un point 4 € .@f si et seulement si on a la relation
(5) S (M) =f(A4)+0,(1).

Intuitivement, la relation (4) est plus précise que la relation (5); c'est exactement ce qui est
démontré dans la preuve précédente.

/[Terminologie 1.10. 18} ~N

Sous les hypotheses de la définition 1.10.12, lorsque la fonction f est différentiable en un
point 4 = (ay,...,4,), de son domaine de définition, le graphe de I'application affine

—
M — f(4) +df;(AM)
est un hyperplan affine appelé hyperplan tangent au graphe Ty au point 4 (figure 13).
- J
Ficure 13. Plan tangent
Exemple 1.10.19. — Comme pour les fonctions dérivables, il est rare qu'il soit nécessaire d’uti-

liser la définition pour prouver quune fonction est différentiable. Dans la plupart des cas, il
suffit d’utiliser les régles du calcul différentiel pour obtenir le résultat : on suppose que f et ¢
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sont toutes les deux des fonctions en 7 variables réelles et a valeurs réelles différentiables en un
point 4. Alors

a) La fonction somme '+ ¢ : (x1,...,x,) = f(x1,...,x,) + g(x},...,x,) est aussi différen-
tiable en A et

d(f +g2), =dfy +dgys

b) Sid €R, la fonction Af : (xy,...,x,) — M (xy,...,x,) est également différentiable en A4
et

dO ) =2dfys
c) La fonction produit fg(x,...,x,) — f(x1,...,x,)g(x),. .., x,) est différentiable en A et

d(g).s =/ (A)dgy +g(A)dfy;

d) Sig(4) #0, la fonction quotient /g : (xy,...,x,) = f(xp,...,x,)/g(x). .., x,) est égale-

ment différentiable en A et
1
d(fg)y = —= (e(A)dfy —f(4)dgy):
g(4)

e) Si b est une fonction en une variable réelle dérivable en f'(4), alors la composée h o f* est
différentiable en A et

d(hof)y = (f(4))df;.

Proposition 1.10.20}

Soit / une fonction en 7 variables a valeurs réelles qui est différentiable en un point 4 € @f'

Si f admet un minimum ou un maximum local en 4, alors grad ,(f) est nul.

Démonstration. — On écrit A = (ay,...,a,). Soit i € {L,...,n}. La fonction partielle
f(ﬂl,...,ﬂi_l, ®,4;,1,...,4,) est dérivable en z; et admet un minimum ou un maximum
local en ce point; donc sa dérivée s'annule en ;. Par définition des dérivées partielles cela
implique que
of
3K,
pour tout 7 € {1,..., z}. Par conséquent, grad ,(f) = 0. [

(4)=0
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On prendra garde au fait que la réciproque est fausse en général! La condition grad ,(f) =

0 »’implique pas que f admet un minimum ou un maximum local en A4 (¢f Iexercice
corrigé 1.2). Notons que vous avez déja vu des contre-exemples pour les fonctions en une variable
réelle : Lapplication G0 : # — #> est dérivable et G7(0) = 0. Néanmoins GF est strictement
croissante sur R et n'a donc ni minimum ni maximum en 0 (figure 14).

Figure 14. Graphe de 00

1.11. Fonctions a valeurs dans R””. — Dans ce paragraphe 7 et z sont des entiers naturels.
Nous allons considérer les fonctions de R” dans R”. Une telle fonction f associe donc a tout
élément 4 = (xy,...,x,) € ‘@f un m-uplet de nombre réels

fA) =f(xp,...,x,) €R™.

Remarques 1.11.1. — a) Soitfy,...,f,, des fonctions en 7 variables réelles a valeurs réelles ayant
le méme ensemble de définition Z C R”. On peut alors considérer la fonction f* de R” dans R”,
définie sur Z et donnée par

fixpenx,)— (AL 0ox,) ol x,)).

nversement, soit / est une fonction de ans éfinie sur un domaine de définition
b) I f de R” dans R défi d de définit
‘@f' Pour tout 7 € {1,...,m} notons Y; lapplication de R™ dans R correspondant a la i-eme

composante d’un 7-uplet. Autrement dit ¥; : (yy...,7,,) — ;. Alors la composée f; = ¥; of est
une fonction en 7 variables réelles 4 valeurs réelles définie sur Z¢ qui a un z-uplet (xy,...,x,)

associe la 7-¢me composante du m-uplet f(xy,...,x,). Cela définit donc 7 fonctions de R”

dans R et
fxpenx,) = (&L x,) (x5 x,))
pour tout (x1,...,x,) € Zy.
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On peut résumer le contenu de cette remarque de la fagon suivante :
) N

/[Notation 1.11.2

| SEE f; est la i-éme composante de f .

Se donner une fonction / de R” dans R” définie sur Z revient exactement a se donner 72
fonctions f,...,f,, de R” dans R définies sur Z, via la relation

x,) = (%) (X5 X))

pour tout (xp,...,x,) € .@f. Par abus de langage, on note alors = (f},...,f,,) et on dit

J

Le cas ol1 2 = 1 est particulierement utile :

Définition 1.11.3

Une courbe paramétrée est une application de R dans R™.

Exemple 1.11.4. — Considérons I'application

'+t (cos(2), sin(2))

(figure 15). Elle est a valeur dans le cercle unité donné par

F(3) =10

(%)

Figure 15. Courbe circulaire

S'={(xy) eR*|x' +)* =1}
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Cette application est 27-périodique, c'est-a-dire qu’elle vérifie

f(e+2m)=f(2)

pour tout € R.

Remarque 1.11.5. — Les courbes paramétrées sont notamment utiles pour décrire I'évolution
d’un systeme au cours du temps. Pensez par exemple 4 un systeme formé de N particules dans
Iespace, chacune ayant trois coordonnées. La configuration a 'instant ¢ est donné par un point
M () de RPN, ce qui donne une courbe paramétrée a valeurs dans R3V

Remarque 1.11.6. — Considérons une fonction /" de R” dans R”. Supposons que chacune de
ses composantes f; admet des dérivées partielles en un points 4 € R”. En ce point, ces dérivées

9

nous donnent donc 7 X 7 nombres réels ﬁ oul<i<metl <j<m.
J

/[Déﬁnition 1.11.7} N

Pour une courbe paramétrée f a valeurs dans R si toutes les composantes f; admettent une
dérivée en un point # € Zy. Alors le vecteur vitesse en t est le m-uplet

£l @)= @) ... fo).
Si les composantes sont dérivable deux fois en ¢, le vecteur accélération est défini par :
F1@ = O 1) @)

Plus géralement, on peut définier les dérivées k-eémes f ®) ) a partir des dérivées £-emes
des composantes.

J

Remarque 1.11.8. — Notons que les composantes d’une courbe paramétrée sont des fonctions
de R dans R, et que cela fait donc sens de parler de leur dérivée.

Exemple 1.11.9. — Reprenons 'exemple 1.11.4. La vitesse a I'instant # est donnée par
f/(t) = (—sin(2), cos(z))

et laccélération par

F"(2) = (—cos(2), —sin(¢))

comme illustré par la figure 16
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F1GURE 16. Vitesse et accélération

— )
/[Deﬁmtlon 11110 N

On dite qu'une fonction f* de R” dans R™ est différentiable en 4 € .@f si pour tout j €
{1,...,m} la j-¢éme composante J; de f est différentiable et I'application
df;:R* — R”
i — (d(f)y(@),....d(£,,) (%))

sappelle la différentielle de / en 4. (Autrement dit, la j-¢me composante de la différentielle
de /" en A est la différentielle de la j-¢me composante de /" en 4, (df; )j = d(J?) ) 4-

-

Exemple 1.11.11. — Par définition, pour une courbe paramétrée ¢, on a les relations

de, (1) = ug(7) et ¢’ (¢) = dp, (1).

— 1
/{Deﬁmtmn L1L12 N

Soit /" une fonction de R” dans R” et soit ¢ une fonction de R” dans R. On suppose que
le domaine de définition de /" est contenu dans celui de ¢ : Dy C Yy Soitd € R” un point

tel que pour tout nombre réel n > 0, B(A,1) N .@f #{. Alors on dit que /' est négligeable par
rapport a g en A si elle vérifie une des conditions équivalentes suivantes :

(i) Pour toutj € {L,...,m}, on a]; =0,(¢);
(ii) La fonction ||f]|: (xp...,x,) = ||f (x1,...,x,)|| est négligeable par rapport & ¢ en 4.
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LSi Cest conditions sont vérifiées, on note, comme pour les fonctions a valeurs réelles, /' =J

04(¢g) ouf =o(g).

Proposition 1.1 1.13}

Soit /" une fonction de R” dans R” différentiable en un point 4 € ‘@f’ alors

F(0M) = £(4) +df; (AM) + o(AM).

Cette formule découle de la formule valide pour chacune des composantes.

" )
/[Proposmon 1.11.14 ] ~N

Soient 72, n,p € N. Soit f une fonction de R” dans R” et soit ¢ une fonction de R” dans
R?. On suppose que f est différentiable en 4 € Dy quef A) e Py et que g est différentiable

en f'(A). Alors la composée g o f" est différentiable en A et sa différentielle en ce point est

donnée par la formule :
d(gof)s =dgrq o dfy-

-

Cela se démontre comme pour la composée de fonctions en une variable.

Exemple 1.11.15. — Appliquons cela a un changement de systeme de coordonnées : on consi-
dere la fonction de R? dans R? donnée par (1,8) — (rcos(8), 7sin(8)), dont la restriction &
R, X [0,2n[ définit les coordonnées polaires. Soit f une fonction de R? dans R. Calculons la
différentielle de ¢ :

dp,.o(# v) = (cos(8)u —rsin(0)z, sin(0)u + 7 cos(6)v).
On obtient

d{f 0 2);(1 2) = dfy s © A (o)
I

= ﬁ(gp(r, 6)) X (cos(8)u —rsin()v)

+ %(gp(r, 6)) X (sin(6)x + r cos(0)v)
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Ce qui nous permet d’écrire

I op = cos(e)z + sin(0) I

or X Y
I op _ ) I >
=5 r<— sm(e)a—X + cos(e)a—Y
et
9 (e)afw_sin(@)afw
ox T, BT
I _ . op cos®)dfop
Y sin(6) or * r a0

Une autre application du calcul de la composée de la différentielle est donné par la proposition
suivante :

/[Proposition 1.1 1.16} ~N

Soit / une fonction en 7 variables réelles a valeurs réelles et soit ¢ une courbe paramétrée
a valeur dans une des lignes de niveau de f (autrement dit la composée f o ¢ est constante).
. / .

Alors pour tout £ € '@92” la vitesse ¢’ (#) est orthogonale au gradient gradsp(t) () :

/
(¢)-grad )=0.
L ?'(2) - grad ) (f )

Démonstration. — Comme lapplication composée f o ¢ qui va de R dans R est supposée

) / RS R T, .
constante, la dérivée sannule : (f 0 )" = 0. Calculons cette dérivée a l'aide de la différentielle de
la composée :

(F o) (1) = d(F 09),(1) = dfy (0 dp,(1) = dfy (' () = grad, (/) 40
ol la derniére égalité résulte de la proposition 1.10.8. ]

Remarque 1.11.17. — Sur une carte IGN, cela se traduit par le fait que les cours d’eaux naturels
croisent a angle droit les courbes de niveau (figure 1.3.5).

Terminons ce chapitre avec la formule donnant les dérivées partielles d’une composée.
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Soient 72, ,p € N. Soit f une fonction de R” dans R” et soit ¢ une fonction de R” dans
R?. On suppose que f est différentiable en 4 € Py et que g est différentiable en f (A4). Sion
notes Xj,..., X, les variables pour f et 7,..., Y, les variables pour g, alors

K&k gy - S B 1 1)

ox, o,

Nous reviendrons sur cette formule dans le chapitre sur le calcul matriciel.

Explication. — Posons 4 = (xy,...,x,). Alors a(gof i (A) est, par définition, la dérivée de I'ap-

plication partielle (¢ o /) (x5 ..., x;_1, &%, 1,--.,X,) en x;, Cest-a-dire

ng Of(xl,...,xl'_l; .)xl‘+1)---)xn))/(xz')
:d((gkOf Xl, i 1;.)xl'+1)-"an>>xl»<1)

(dgk Od(f Xpees X 15 .)xl'+1:---:x;¢))x-(l)

J J

_Zagk(f f

l

(). O
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Exercices corrigés

Donnons tout d’abord un exemple d’étude de fonctions en deux variables :

On considere les fonctions f et ¢ en deux variables définies par

i (x,y)v—>x2+y2 et g:(xy)— \/x2+y2.
. Décrire géométriquement les lignes de niveau de /" et de g.
. Justifier que f et ¢ admettent un minimum global en un point que I'on précisera.

. Justifier que f est différentiable et calculer grad ,(f) pour tout 4 € RZ.
. Déterminer I'ensemble des points 4 € R? tels que grad () =(0,0).

N N O S

. Ecrire ¢ comme une composée et en déduire que g est différentiable en tout point
Ae€R*={(0,0)} et calculer grad 4(¢). Peut-on avoir grad ;(¢) = (0,0)?

6. Lapplication g est-elle différentiable en (0, 0)?
7. Dessiner I'allure du graphe de g.

Solution. — 1. Soit 2 € R, la ligne de niveau correspondante pour f s'écrit

S ={2) R | f(sy) =a} = {(x)) ER* | " +)" =a}.

Notons O le point (0,0) € R%.SiM = (%) € R?, alors la distance OM vaut vV X +y2 et
x> +y* = OM?. Comme x> +y* > 0 pour tout (x,y) € R?, 'ensemble £ 1 ({2}) est vide si
4 <0 et il ne contient que (0,0) si 2= 0. Si 2 > 0, alors x + y = 2 équivaut 3 OM? = z et
donc 3 OM = 4/a. Lensemble £ =1 ({a}) est donc le cercle de centre O et de rayon 4/a.

De méme si M = (x,y) € R2, alors la condition ¢(x,y) = a équivaut & OM = a. Len-
semble g1 ({4}) est donc vide si 2 < 0, réduit 2 {(0,0)} si 2= 0 et un cercle de centre O et
de rayon asia > 0.

2. Pour tout point (x,y) € R%, ona

Fxy) =2%+5* = 0=£(0,0).

Donc /" admet un minimum global en (0, 0) qui vaut 0.

38



MAT305 Fonctions en plusieurs variables Exercices corrigés

De méme, pour tout (x, y) € R?

gl6y) = /x> +5* > 0=¢(0,0)

et donc la fonction ¢ admet un minimum global en (0, 0) qui vaut également 0.

3. On a légalité de fonctions f = X> + Y2 ot X : (x,9) — x et ¥ : (x,9) — y sont les
fonctions composantes qui sont différentiables. Donc la fonction en deux variables /" est
différentiable. En outre en utilisant les formules pour le gradient, si 4 = (x,y) € R?,

grad ,(f) = grad ;(X* + %)
=grad (X X X) +grad /(Y x Y)
=2X(A) x grad ;(X) +2Y(4) x grad ,(Y)
=2x(1,0) +29(0,1)
= (2%, 2y).
Autre solution pour le calcul du gradient : Considérons les fonctions partielles
f(‘»)’)if'—>l‘2+y2 etf(x, o) P X2 4 12

elles sont toutes les deux dérivables et leur dérivées respectives sont données par

I /oy
8X( =f(8y) (x)=2x

9f

et

—y @ =fxe) "0)=2

grad ) = (o) Zo)) = (252,

4. Soit 4 = (x,y) € R?, alors grad 4(f) = (0,0) équivaut a (2x,2y) = (0,0) et donc 2 2x =0
et 2y = 0. Donc grad ,(f) = (0,0) uniquement si 4 = (0,0). Notons que /" admet un
minimum en (0, 0) et est différentiable en ce point donc on savait que son gradient est nul
en (0,0).

5. On peut écrire g = hof ot b : t — 4/t. Comme la fonction 5 est dérivable sur RY et que

Papplication f ne sannule qu'en (0,0), il en résulte que ¢ est différentiable en tout point
de RZ—{(0,0)} et

grad (g =) (f (%)) x grad(x)y) ()=

Donc

1
(252,
2\/x2 +y2

Il en résulte que pour tout (x,y) # (0,0), grad(x)y) (@) #(0,0
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6. La fonction partielle g(0, ®) : 7 — V= |#| n’est pas dérivable en 0, la fonction g ne peut
donc pas étre différentiable en (0, 0).

7. Lallure du graphe de g est représenté de deux manieres différentes sur la figure 17. Il sagit

d’un céne dont le sommet correspond au point en lequel la fonction n'est pas différen-
tiable.

Ficure 17. Graphe de la distance 2 O

]

Passons a un exemple ou le gradient de la fonction s'annule en un point mais la fonction
n’admet ni minimum ni maximum en ce point

On consideére 'applications en deux variables
[ (%) — xy.
1. Représenter sur un unique dessin
(a) Lensemble des (x,y) € R? tels que f(xy)=0;
(b) Lensemble des (x,y) € R tels que /' (x,y) > 0;
(c) Lensemble des (x,y) € R? tels que f(xy) <05
2. Prouver que f est différentiable et calculer grad ,(f') pour 4 € R?.

3. Pour quel 4 a-t-on grad ,(f) = 02 Dire pour chacun d’entre eux s'il s'agit d’'un mini-
mum local ou d’'un maximum local.

Solution. — 1. Linégalité xy > 0 équivaut a
(x>0ety>0)ou(x<0ety<0)
et 'inégalité xy < 0 équivaut a

(x>0ety<0)ou(x<0ety>D0).
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les ensembles demandés sont représentés sur la figure 18

Xo

Ficure 18. Signe du produit

2. Lapplication f est différentiable comme produit des fonctions différentiables X : (x, y) — x

et Y:(x,y) —yet
grad ,(XY) = Y (A) grad ,(X) + X (4) grad ,(¥) = »(1,0) +x(0, 1) = (3, x)

pour tout point 4 = (x,y) € RZ.

3. Le gradient grad ,(f) est nul si et seulement si 4 = (0, 0). Mais pour tout nombre réel » > 0,
on peut trouver dans la boule centrée en (0, 0) et de rayon » les deux points 4 = (5, 5) pour

2 2

lequel /'(4) = % >0=/(0,0) et B= (%,—%) pour lequel /(B) = —% < 0=/(0,0) donc
/ n’a ni maximum local ni minimum local en (0,0). (Sur la figure 18, cela correspond au

fait que nimporte quel disque ouvert centré en (0,0) contient 2 la fois des point coloriés
en orange et des points coloriés en vert.)

]
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Chap. R.1

Fiche de révision

1.1. Formules de dérivées

(w+v) =d +
() =2’ pour tout A € R

(wo) = v+ud

/ / /
<u> uv—uv
v yz

(vou) =u' (v ou)

/
CXp =¢xp
/ 9
COS = —sIn
./
Sin = COosS

1.2. Gradient

grad ,(f +¢) = grad ,(f) + grad ,(¢)
grad ,(\f) =k grad ,(f)
grad ,(f¢) = f(4) grad ,(¢) + ¢(A) grad ,(f)

grad ((f1g) = —— (¢() grad 1) — (4) grad 4(g)
J%)

grad (hof) = b (f(A4)) grad ,(f).

1.3. Différentielle
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/[De’ﬁnition 1.3.1} ~

Soit f une fonction en 7 variables réelles a valeurs réelles et soit 4 € Zy. On suppose que 7y
contient une boule ouverte centrée en A et que / admet des dérivées partielles par rapport

a toutes les variables en 4. On dit que f est différentiableen A si
(©) S () =7 () +dfy (AM) + 0 ,(AM)

Lapplication df; sappelle alors la différentielle de f* en A. On dit que f* est différentiable si

elle 'est en tout point de son domaine de définition .@f.
- J

”» )
/[Proposmon 1.3.2 ] ~N

Soient 72, ,p € N. Soit f une fonction de R” dans R” et soit ¢ une fonction de R” dans
R?. On suppose que f est différentiable en 4 € Dy, quef ) e 9, et que g est différentiable
en f'(A). Alors la composée g o f" est différentiable en A et sa différentielle en ce point est

donnée par la formule :
d(gof)s =dgrs o dfy-
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Entrainement

1.1. Exercices
1.1.1. Fonctions d’une variable

Exercice 1.1. Pour chacune des fonctions d’'une variable réelle suivantes, déterminer le do-
maine de définition et tracer le graphe de la fonction

X
L. fiix— 3
2. Hix—2x+3;
1
3. f‘3 x— 1+ pors;) 5
4.f4 L x> |2x—3|.
Exercice 1.2. Pour chacune des fonctions d’une variable réelle suivantes, déterminer le do-

maine de définition de la fonction et sa dérivée en tout point o elle est dérivable. Faire alors le
tableau de variations de la fonction et tracer le graphe de la fonction.

1. /4 cxs X —2x+1;
2. fix— 4/3—2x;

1
3.f:‘5:x'_) 2 5

—1
4]2)6'—) %;
5. fs x> cos(x);

2

6.f6:x'—>€_x

7f.x'_){cos<%> six>0
R

0 six <0

1.1.2. Fonctions en plusieurs variables

Exercice 1.3. Trouver pour les applications suivantes le sous-ensemble de R? sur lequel elles
sont définies.

l'fl : (x,y)._)xz;—y,

2. f: ()= /5" —y,

3. f3: (%) = In(x +1n(y)),
4. £ (xy)— sz_yz,

5. fS : (x,y) — ysirll(x)
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Exercice 1.4. Pour chacune des fonctions en deux variables suivantes, déterminer leur domaine
de définition et représenter 'allure du graphe en en précisant les éventuelles symétries.

L. 1 : () — \/x2+y2;

2.f2:(x,y)'—>(x+2)2+3;
3. /: (%)) —=x+2y+3
4. f:(xy)—x+2y

5. f5:(wy)—=—x+y+4
6. fo:(%y)—>—x+y

Exercice 1.5 (Equation d'état des gaz parfaits). Léquation d’état de z moles d’un gaz parfait
est donnée par 'équation :

V= nRT
ol p désigne la pression dont on suppose qu’elle est uniforme sur le volume considéré, V” est le
volume de gaz, R est la constante universelle des gaz parfaits et 7" la température absolue (en
Kelvin) également supposée uniforme.
1. (a) Exprimer 7" comme une fonction en deux variables p et /.
(b) Quel est le domaine de définition de cette fonction du point de vue mathématique?
(c) Quelle partie de ce domaine a un sens du point de vue physique?
(d) Tracer l'allure du graphe de cette fonction.
(e) Tracer des courbes de niveau de cette fonction.
2. (a) Lensemble des solutions a coordonnées strictement positives de I'équation forme-t-il
également le graphe d’une fonction ¢ en les variables p et 7°?
(b) Quel est son domaine de définition?

(c) Tracer des courbes de niveau de la fonction g.

Exercice 1.6. On consideére la fonction en deux variables f* définie par la formule

f (x,y)r—>cos<\/x2 +y2>.

1. Quelle est le domaine de définition de cette application?
2. Exprimer ' comme la composée de deux applications.

3. Rapeller I'équation cartésienne dans un repere othornomé d’un cercle 4" de centre un
point 4 de coordonnées (x 4,7 4) et de rayon un nombre réel R > 0.

4. Justifier que les lignes de niveaux de f sont des réunions de cercles centrés en 'origine.

Tracer la ligne de niveau f~1({0}).
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Dans la suite, on fixe un point Q = (xq,yq) € R? et on considére application

fo:(lxy)— cos<\/(x—xQ)2 + ()/—yQ)2>.

5. Ecrire f comme la composée de #rois applications.

6. Décrire les lignes de niveau de /(.

7. Donner un maximum et un minimum global pour la fonction fq.

1.1.3. Application réciproque

Exercice 1.7. Pour chacune des fonctions d’une variable réelle suivantes, déterminer le do-
maine de définition de la fonction et sa dérivée en tout point ol elle est dérivable. Faire alors le
tableau de variations de la fonction et tracer le graphe de la fonction.

1. f] :x—> arcsin(x);
2. f5 x> arccos(x) ;
3. f3 :x—> arctan(x).

Quelle est la valeur de I'intégrale

+oo 4
f dx?
PN 1+ 2

Exercice 1.8. Soit 7 un entier strictement positif et soit k € {1,..., #z}. On note X}, I'application
k-e¢me composante de R” dans R définie par

1.1.4. Dérivées partielles, gradient

Xyt (g0 05x,) = x5
1. Dans cette question uniquement on suppose que 7 = 2.

(a) Décrire les lignes de niveau de X et X,.
(b) Donner une description géométrique des graphes de X; et X,.

2. Soit ay,...,a, des nombres réels; on pose 4 = (al,...,an).

(a) Décrire en des termes simples la fonction partielle X (ay,...,4,_ |, 4;,},...,4,) (on
distinguera les cas 7 7( keti=k).

(b) Calculer les dérivées partielles %(A) pouri €{1,...,n}.
(¢) Que vaut le gradient grad ,(X},)?
(d) Décrire I'application dX}, 4.

Exercice 1.9. Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes en précisant leur domaine
de définition.
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L. f1:(xy) +—>xln(y2 +1);
2. f5: (wy) = (x—p) In(x* —y%);
3. f3: (%y) — e(x2+y3) —cos(xy);

xZ
4. 15 (% :
Ji:boy) = — o
2 82
Pour chacune des fonctions précédentes calculer la différence (%, 9) — —= (x,y) pour tout
dxdy dyodx

(x,7) appartenant au domaine de définition de la fonction. Que constatez-vous?

Exercice 1.10. On définit les applications de R? dans R suivantes :

A (oy) = 22+
filny)— (x+2)2+3
frixy)—=x+2y+3
fo: (6) > 2* — 97

Dans la suite de 'énoncé I'entier i parcourt {1,2, 3, 4}.

1. Pour toute valeur ¢ de I'application f;, trouver une fonction g; . de R dans R? dont I'image,
cest-a-dire I'ensemble des valeurs, est la ligne de niveau

£ {eD) = {(0y) ERfilmy) = )
2. Calculer le gradient de f;.

3. Tracer quelques lignes de niveau et représenter le gradient en quelques points de ces lignes
de niveau. Que constatez-vous?

4. Calculer le vecteur dérivé (ou vitesse) gl([(t) et faire le produit scalaire de gl{[(t) et du
gradient de f; en g; (¢). Quobtenez-vous?

Exercice 1.11. On considére la fonction £ : R — R définie par

fi(wy)— xyzz:jl si (%) #(0,0),

0 si (x,9) =(0,0).

1. Expliquer pourquoi /" admet des dérivées partielles en tout point (x,y) de R? et les calculer
(on traitera a part le cas (x,y) = (0, 0)).
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d* *
0,0
gy OV e o

(0,0) existent et les comparer.

2. Démontrer que

1.1.5. Equations aux dérivées partielles
Probléme 1.1 (Equation des ondes). On note A l'opérateur laplacien
* P
2 ar?
Léquation des ondes ou équation de 0’ ALEMBERT pour une fonction f en trois variables notées 7',
X et Y sécrit

1 *f
(7) Af = ———.
Y 2 oT?
On se donne un point 4 € R2, un vecteur # € R* de norme égale 2 1 et on considere 'application

de R x R? dans R donnée par
Sau: (M) — cos(u -W—a)

ol # - v désigne le produit scalaire des vecteurs # et v.
1. Soit £y € R. Décrire les lignes de niveau de l'application M — f;  (¢o, M).
2. Exprimer £ , en termes des coordonnées (2 x;, ).
3. Vérifier que f; , est solution de I'équation (7).
4. Onpose 4=(—1,0),B=(1,0),u = <\/§’ ﬁ> ety ( 75 ﬁ> On pose g} fA,u"'fB,v-

(a) Justifier que g; est solution de (7).

(b) Soit M un point de R2. Donner la valeur minimale « et la valeur maximale fdela
fonction £ — gy (2, M). La différence p — o est appelée [amplitude de g; en M.

(c) Pour quels points M I'amplitude de ¢g; est-elle maximale?
(d) Existe-t-il des points en lesquels 'amplitude est nulle?

5. Soient f,,...,f,, des solutions de (7) et soient a,...,a,, des nombres réels. Que peut-on

dire de l'application
afi o,
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Algébre linéaire

Emmanuel Peyre

Cours

2.1. Introduction. — Dans le secondaire vous avez vu, dans le plan ou dans 'espace, comment
p P

a un couple (4, B) de points est associé un vecteur, noté A_)B On a/ﬁ = C_D) si les segments (A4, D]
et [B, C] ont le méme milieu (ou si ABDC est un parallélogramme, figure 1). On peut définir

D

A

Ficure 1. Egalité de vecteurs

sur 'ensemble E des vecteurs une addition grice a la relation de Chasles (figure 2), pour tous
points A4, B, C de l'espace affine &,

— — —
AB+BC =AC.
et la multiplication d’un vecteur par un nombre réel : M=0,07=0et,siz ;Z 7 eth 7( 0, le

C

A

FIGURE 2. Somme de vecteurs

vecteur M est le vecteur qui est sur la droite dirigée par #, de méme sens que # si A > 0, de sens
opposé si < 0 et de longueur |[A]| = [A|]|]|-
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Ficure 3. Multiplication par un nombre réel

2.2. Opérations vectorielles sur R”. — On va définir sur R” des opérations d’addition et de
multiplication par un nombre réel qui vont vérifier les régles du calcul vectoriel

P )
/[Deﬁmtmn 2.2.1 | ~

Dans le suite 7 désigne un entier positif ou nul. Sur R” on définit

a) Une addition :

(Xp X9 sx,) + (VY25 0,) = (] F V%0 + 92505, +7,,)

pour tous nombres X1, %, ...,%,, Y1,V ---»¥, € R;

b) Une multiplication par un nombre réel :
l(xl, xz, 0o .,xn) = (Ml,Mz, 0o ,7\.96”)

pour tous nombres A, xy,...,x, €R.
- J

Exemples 2.2.2. — Prenons n = 3 dans cet exemple
(1,2,3)+(456) = (1+4,2+53+6)=(5,7,9)

ct

4(1,2,3)=(4x L,4X 2,4 x 3) = (4,8, 12).

Terminologie 2.2.3} ]

Dans ce contexte, on dit que # € R” est un vecteur et A € R un scalaire.

50



MAT305 Algebre linéaire Cours

— =
On note 0 ou Og~ le #-uplet dont toutes les composantes sont nulles :

—_— —

0=0g:=(0..,0)eR".

Les opérations ainsi définies vérifient les régles de calcul suivantes : “
a) Vi, o, €R”, G+ @+w)=#+7)+w;
b) VieR”, #+
O YZeR?, #+(=1i=10;
d) Vu,veR”, 4 u
e) ViueRVieR”,
f) VieRVZ7eR”, A
g) VhueRVieR”, (\+pu="0i+yi;
h) VieR”, li=u;

a. Rappelons que le symbole Y se lit « pour tout »

Remarque 2.2.4. — Dans les contructions et les formules précedent, on peut parfaitement
remplacer les nombres réels par les nombres complexes : 'ensemble C” des 7-uplets de nombres
complexes peut étre muni des opérations

a) Une addition :
(uppthgsestty) + (V1 095..50,) = () + v 09 + 09,1, +0,);
Une multiplication par un nombre complexe :
Moy, vy, m,) = Ay, Mty .., M)
Toutes les regles de calculs restent valides 4 condition de remplacer a chaque fois R par C.
Exemple 2.2.5. — A titre d’exemple :
(1+21,31) + (4,51) = (1 + 21+ 4, 31+ 5i) = (5 + 21, 81)

et
i(21,3) = (i x 21,1 X 3) = (=2, 3i).
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2.3. Matrices

/[Déﬁnition 2.3.1} ~

Etant donnés deux entiers naturels 72 et 7, une matrice a m lignes et n colonnes i coefficients

réels est un famille de 7 X 7 réels 4 = (a;;)1<i<m ol le premier indice 7, appelé I'indice
1<j<n

de ligne va de 1 a m, et le second indice j, appelé indice de colonne va de 1 a ». Une telle

matrice est notée a 'aide d’un tableau rectangulaire

dl)l LR ﬂl{] LIRS dl)n

A=(@jlicism=| 41 " 4 v 4,
1<i<n

ﬂm)l LRI dm)—/. LIRS ﬂm)n

Le nombre réel 4; ,j est appelé le coefficient d’indice i,j de la matrice 4. Lensemble des ma-

trices & 7 lignes et 7 colonnes et & coefficients réels est noté¢ .#,, , (R).
)

Remarque 2.3.2. — Suivant les circonstances, il nous arrivera de noter une matrice sous forme

condensée 4 = (4, ;)1<i<m ou sous la forme d’un tableau.

ﬂl,]
1<j<n

Exemple 2.3.3. — La matrice 2 X 2 dont les coefficients sont aj1=laj,=2,a; =3et

ay, = 4 s'écrit
1 2
3 4

Exemple 2.3.4. — Sin =1, il n'y a qu'une seule colonne et on parle de vecteur colonne. On

peut identifier R” avec (R), Cest a dire écrire un m-uplet (xy,...,x,,) comme un vecteur
X1

m, 1

colonne

n
$ En calcul matriciel, un vecteur de R” est presque toujours écrit en colonne.

Donnons un exemple d’utilisation des matrices faisant le lien avec le premier chapitre :
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/{De’ﬁnition 2.3.5} ~

Soit f une fonction de R” dans R” différentiable en un point 4 € .@f. La matrice jacobienne
de f en A est la matrice

B Fw - F@
%(A) %) Tf{m

Jac4(f) = 8X2.

J J . J
aﬁ%;() Tl - fmu)
- J

Exemples 2.3.6. — a) Revenons sur les coordonnées polaires ¢ : (7 0) — (rcos(6), 7sin(9)), la
matrice jacobienne est donnée par

90 = () ooy )

b) Si z =1, cCest-a-dire dans le cas d’une courbe paramétrée  de R dans R”,
£(2)
Jac,(f) = :
()
qui est le vecteur colonne correspondant a la vitesse.
c) Si m =1 cest-a-dire dans le cas d’une fonction a valeurs réelles,

S
Reilf) = (5 ) - 5 )

n

correspond au gradient.

On peut donc dire que la matrice jacobienne généralise a la fois vitesse et gradient.
2.4. Opérations sur les matrices
2.4.1. Addition, multiplication par un nombre réel

Définition 2.4.1

On peut additionner des matrices de méme forme et multiplier une matrice par un nombre
réel :
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o Addition : Si A= (ﬂi,j) et B= (bl-’]-) sont des matrices de .7, ,,(R), leur somme 4 + B
est la matrice (4; i b; ])

o Multiplication par un scalaire : Si A = (a; J) est une matrice de .#,, ,(R), et A est un
réel, le produit A4 est la matrice (A4, ])

La matrice nulle dans .#,, ,(R) est la matrice dont les 72 X 7 coeflicients sont tous nuls. On
la note 0,, ,, ou simplement 0 si les entiers 7 et 7 sont clairs par le contexte.

J

On prendra garde au fait qu'on additionne uniquement des matrices de méme forme, c’est-
a-dire ayant le méme nombre de lignes et de colonnes.

Exemple 2.4.2. — Par exemple :

1 1 —3 1 —2 2
2 3 |+ 5 =3 |= 7
1 —1 0 2 1 1
et
1 1 -2 =2
-2 2 3 )= —4 —6
1 —1 -2 2

Ces opérations sur les matrices vérifient les mémes regles de calcul que les vecteurs de R”.

a) V4,B,Ce M, ,R), A+(B+C)=(4+B)+C;
b) Ve .4, ,R), A4+0,,,=0,, +4=A4;

o Vde .4, ,R), A+(—1)4=0;

d) V4,Be M, ,[R), A+B=B+4;

e) YhueR VA€, ,[R), Nud)=(0wd;

f) V\eR V4, Be .4, ,(R), NA+B)=r4+)\B;

g YwueRVdae ., ,R), (\+wd=:d+ud;

h) Vde #,, ,[R), 14=4;
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2.4.2. Produit matriciel. — Nous allons maintenant définir une opération trés importante pour
les matrices, le produit matriciel.

/[Déﬁnition 2.4.3} ~N

Soient 72, 7, p trois entiers strictement positifs. Soit 4 = (4, j) une matrice de .#,, ,(R) et

soit B = (bj’ ¢) une matrice de .#Z, ,(R). On appelle produit matriciel de 4 par B la matrice

C e ///m’p(R) dont le terme général ¢, est défini, pour tout i = L,...,m et pour tout
k€L,...,ppar:

n

Gk = z :41;]' bj,k'
J=1
o J

Nous insistons sur le fait que le produit 4B de deux matrices n’est défini que si le nombre
de colonnes de A4 et le nombre de lignes de B sont les mémes.

Moyen mémnotechnique 2.4.4. — Au brouillon, pour effectuer ce produit, nous conseillons
de placer B au-dessus du produit et 4 a sa gauche.

by - by o by

> Y/

b
bn,l v bn,/e . bn,p
dl.)l dl:n Cl,l E [l,p

;1 4 in i
A1 Linn “m, 1 Sm,p

Posons par exemple
1 1
0 1 —1 —2
a=l2 3] ee(5 5 0 )
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La matrice A4 a 3 lignes et 2 colonnes, la matrice B a 2 lignes et 4 colonnes. Le produit 4B a donc
un sens : c'est une matrice a 3 lignes et 4 colonnes.

0 1 &) -2

-3 -2/0 1
11 3 -1 -1 -1
OI€ —9 —4 -2 -1
1 -1 3 3 -1-3

Ainsi pour obtenir le coefficient —2 du produit le calcul est —2 =2 X (—1) + 3 X 0. Cela donne
Iégalité

11 -3 -1 -1 -1
0 1[ED-2

2@ 3) | x =(-9-4-2-1
-3 -2{0 1

1 —1 3 3 —-1-3

On prend donc la premicere /igne de la premiere matrice et on effectue le produit scalaire avec
chacune des colonnes de la seconde matrice pour obtenir la premiere ligne de la matrice produit,
et ainsi de suite.

: )
/{Notatlon 2.4.5 ) ~N
La matrice identité (également appelée matrice unité) est la matrice
10 0
01
= \ = (8;7)1<i<n
10 A
0 01
ol §; ,j ©St le symbole de KRONECKER qui vaut 1 si 7 = et 0 sinon.
- 4

Le produit matriciel a presque toutes les propriétés auxquelles vous étes habitués d’'un produit,
sauf qU’il nest pas commutatif.
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/[Proposition 2.4.6} ~

Le produit matriciel possede les propriétés suivantes.

a) Associativité : Soient m,n,p,q des entiers naturels. Soient 4 € .4, ,(R),

Be e///n)p(R) ecCe e/lp)q(R). Alors
A(BC) = (AB)C ;

b) Linéarité & droite : Soient m, n, p des entiers. Soit 4 € ///mn(R) et soient B et C des
matrices de //[”)P(R)' Si) et p sont des nombres réels, alors

AMB +pC) =AAB +pAC ;

c) Linéarité & gauche : Soient m, n, p des entiers, soient A4 et B des matrices de .#,, n(R)
et soit C € ///”,p(R). Si) et p sont des nombres réels, alors

(A +uB)C =AAC +uBC;
d) Element unité : Soient m, n des entiers et soit 4 € //m) ,(R)
1,A4=Al, =4,

L Notons en outre que 0,4 =0, , et 40, , =0,, , pour toute matrice 4 € .4, ,(R). )

Ces propriétés se démontrent 4 partir de la définition 2.4.3.
Il faut garde au fait que ce produit n'est pas commutatif : en général si n # 2 et si 4, B €
M, (R), alors
AB#BA.

En particulier, il convient d’étre prudent vis-a-vis des identités remarquables :
(A+B)? = A* + AB+ BA + B*

mais en général, cela n'est pas égal 3 4% + 24B + B2. Cette identité n'est valable que si 4 et B
commutent, Cest-a-dire si ces matrices vérifient AB = BA (cf. la formule du bindéme pour les
matrices, proposition 2.4.9).

Exemple 2.4.7. — Soient a,b,¢,d € R. Posons 4 = ((1)8 etB— (" ﬁ,) alors

AB:<<1) 8>< > <§ 0>
pi= (2 2) 0)=( o)
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Exemple 2.4.8. — Revenons 2 titre d’exemple sur la formule 1.11 donnant la dérivée partielle
d’une fonction composée :

K
ax,

Agof e, < 9k
o, 0= 25

En utilisant la matrice jacobienne et le produit matriciel cette formule s’écrit simplement

Jacs(gof) =Jacr(g) (@) Jac 4(F)-

Formule que nous justifierons plus loin dans I'exemple 2.5.11.

(4).

/[Proposition 2.4.9} ~

Soient A et B des matrices carrées de .7, (R). On suppose quelles commutent, cest-a-dire

que AB = BA, alors
Ay
A+ B)” = A“B"
sy =3()

k=0

ol (Z) est le coefficient binomial #Lk),
\§ ) ) 4

2.5. Applications linéaires de R” dans R”

2.5.1. Définition. — Les applications linéaires sont celles qui sont compatibles avec les opéra-
tions vectorielles.

/[Déﬁnition 2.5.1} N

Une application ¢ : R” — R est dite linéaire si elle vérifie les deux conditions suivantes :

(i) Compatibilité avec l'addition : Pour tous vecteurs #,v € R”,
p(# +7) = p(#) + p(v);

(i) Compatibilité avec la multiplication par un nombre réel : Pour tout A € R, pour tout
vecteur # € R”?,

p(Mi) =hp(d).

On notera .Z(R”, R”) 'ensemble des applications linéaires de R” dans R”.
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Exemples 2.5.2. — a) Soit ¢ I'application de R? dans R? donnée par (x,y) — (x + 35— ).
Prouvons que ¢ est linéaire en vérifiant les deux conditions de la définition :
Condition (i) : Soient # = (x,,y,) et ¥ = (x,,7,) des vecteurs quelconques de R?. Calculons
o(i+ 7).
WA=, 9,) + (5 9,) = (W +% 9, +7,)
Rappelons que f(x},...,x,) est une abbréviation pour f((xy,...,x,)), Cest-a-dire I'image par f°
du z-uplet (x},...,x,). Donc
Pl +7) = o, +%, 7, )
= <(xu +xv) + (yu +yv)’ (xu +xv) - (yu +yu))
= (xu TV T X TV Xy =Yy T %, _}/v)

Par ailleurs,

o) +9(0) = p(x, 3,.) + 9(x,,7,)

= (% 0% =) + %+ 30 %= ,)

= (% 00 %0+ Y X =0 % =)
Par conséquent,

ol +7) = 9@ + 7)
ce qui prouve que ¢ est compatible avec 'addition des vecteurs.
Condition (i1) : Soit u = (x,,y,) € R2 et L €R. Alors
M =U(x,,9,) = Oox,o 1y,,).

Donc

o(uid) = p(\x,, My,)
= ((x,) + (), Ox,) — ()
= (Mo, 2, A%, —2,))
=M, + 0%, — )
=hp(x,7,)
= hp(if)

Donc ¢ est également compatible avec la multiplication par un nombre réel.
Conclusion : Lapplication ¢ est linéaire.

59



Cours Algebre linéaire Chap. 2

b) Soit /" une fonction de R” dans R” différentiable en un point 4. La différentielle df; :
R” — R” est linéaire. En effet, df; est donnée par

(4p,...,1,) —> <Z %(A)ui,...,z %(A)ul)

i=1 i=1
La vérification des deux conditions de la définition se fait comme dans 'exemple précédent et
est laissée en exercice.
¢) Terminons avec un exemple d’application qui 7’est pas linéaire. Lapplication f de R? dans
R? donnée par (x,y) — x% + 5% vérifie

f(2,0) =4et2f(1,0) =2 #4
Donc pour # = (1,0) etk =2, on a f (M) #)f (#) donc I'application f n’est pas compatible avec
la multiplication par un nombre réel et elle n’est donc pas linéaire.

Notation 2.5.3}

Pour tout ensemble X, on appelle application identité de X et on note Idy I'application de
X dans X donnée par Idy : x — x.

Donnons quelques propriétés des applications linéaires :

/{ Proposition 2.5.4} ~N

Soit ¢ : R” — R” une application linéaire. Alors,

a) Limage du vecteur nul par ¢ est le vecteur nul :
— —
b) Si# 7€ R” et’h, n€R, alors
p(Mii + uri) =hp(d) + pp(v);

c¢) Plus généralement, si #y,..., %, sont r vecteurs de R” et A,..., 4. €R, on note

7

7
D Wiy =Myidy + -+
i=1
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et on obtient la relation :

Idée de la prenve. — a) On a les égalités

— — — —
?(0rr)=9(00 ) =0p(0gr) =0
b) La définition d’une application linéaire donne
(M + yd) = p(Mid) + p(wv) = hp(2£) + up(?).
Lassertion c) s'obtient par un petit raisonnement par récurrence. ]

2.5.2. Description matricielle des applications linéaires de R” dans R”. — Nous allons mainte-
nant décrire de deux manieres différentes les applications linéaires, ce qui conduira a des mé-
thodes de calcul.

Remarque 2.5.5. — Sij € {1,..., 7}, on note Zj € R” le vecteur dont les composantes sont

nulles, sauf la j-¢me qui vaut 1. Notons que si (x},...,x,) € R”, on a les égalités

n
D 58 =(6,0,...,0)+ (0,x,...,0) + -+ (0,0,..,x,)
(8) =1

= (X9 .05 ,).

Soit ¢ : R” — R™ une application linéaire. Notons #; = SD(E}-) € R” pour tout j € {1,...,7n}.

~

Alors pour tout (x7,...,x,) € R” on a les égalités

o(xp,..x,) =@(x16] +-+- +x,¢,)
=x1¢(€1) e +xn¢(€n)
:Xlﬁl + .. +Xn1/_t;,l
Dong, si on connait les vecteurs #; = ¢(¢;), on peut retrouver 'image de n’importe quel vecteur
(x,...,x,) de R” grace a la formule
O(Xpe. X)) =X+ + X, 0L,

On peut dire que I'application ¢ est uniquement déterminée par les vecteurs #; = ¢(¢;).
Inversement, donnons-nous 7 vecteurs #,..., #, de R”. Lapplication ¢ : R* — R” définie
par
(Xperxy,) — Xyt + 0 + x4,
est linéaire et vérifie gp(E]’-) = #; pour tout j € {1,...,n}.

61



Cours Algebre linéaire Chap. 2

Conclusion : Etant donnés 7 vecteurs #y,..., 4, de R”, il existe une unique application li-
néaire ¢ de R” dans R™ telle que gp(?j) = 12} pourj€{1,...,n}, elle est donnée par
U

(xl,...,xn)o—>x1[[1+...+x "

n
Se donner une application linéaire de R” dans R” revient donc a se donner 7 vecteurs dans R”,
comme chacun de ces vecteurs est donné par 7 nombre réels, on obtient donc qu'une application
linéaire de R” dans R™ est donnée par 7 X » nombres réels, ce qui ameéne naturellement a la
description matricielle qui est 'objet des notations qui suivent.

/[Notation 2.5.6} ~N

Soit ¢ une application linaire de R” dans R™. Posons a nouveau ¢; = (9 O J) pour
J € {L...,n}, ot §;; désigne le symbole de KRONECKER et écrivons ¢(¢)) = (a1, a,, ).
La matrice de ¢ (ou plus précisément la matrice de ¢ dans les bases usuelles) est la matrice

a5,1 41,2 " 2
a1 42 T A,

Mat(p) = ; i i "le ///m,n(R)
Dl Am2 " Apn

cest-a-dire la matrice dont la j-eme colonne correspond au m-uplet gD(Z’}-).

\ J
Remarque 2.5.7. — Inversement étant donné une matrice
a5,1 41,2 " A
a1 42 Tt Ay
A= 7 i D e, (R).
Al w2 " Ypn

On peut considérer I'application ¢ : R” — R” définie par

n n

n
(X e erx,) — Zal)kxk,Zaz)kxk,..., Zam)kxk
k=1

k=1 k=1
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Cette application est linéaire. Soitj € {L,...,7}. Calculons ga(ej) en utilisant le symbole de Kro-
NECKER et les symboles sommatoires

n n n
¢(Ei’]) = ¢(81)j,..., 871,]) = <Zﬂ1’/€8k)], Zﬂz}kSkj,...,de)kBk,j>

k=1 k=1 k=1
Mais rappelons que 9, ; vaut 1 si k£ = et 0 sinon. Par conséquent le seul terme non nul dans la
somme D7, ;0 ; est celui pour £ =j et il vaut 4; ; ce qui donne I'égalité
@(E}) = (ﬂl,j""’ﬂn,j)

Par conséquent Mat(p) = A.
Conclusion. Lapplication

ZR",R”") —> ,///m)n(R)
o +—— Mat(p)

est bijective; Autrement dit, pour tout 4 € /Zm)n(R), il existe une unique application linéaire
¢ : R” — R” telle que Mat(p) = 4.

Terminologie 2.5.8}

Si 4 € .,,,(R), 'unique p € L (R”,R”) telle que Mat(p) = 4 est appelée Lapplication
linéaire de R” dans R” définie par A.

Soit 4 € M, ,(R) et soit ¢ : R” — R” T'application linéaire correspondante. Soit # € R”
et soit U € .4, 1(R) le vecteur colonne correspondant. Alors AU € .#,, | (R) est le vecteur

—

colonne correspondant ¢(#)

Autrement dit si on identifie un z-uplet avec le vecteur colonne correspondant, une applica-
tion linéaire ¢ de .#,, | (R) dans .#,, ; (R) est donnée par le produit matriciel :

U — Mat(p)U.
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Exemple 2.5.9. — Soit f une fonction de R” dans R différentiable en un point 4 € 7y, la

matrice de I'application linéaire df} : R” — R” est la matrice jacobienne Jac 4(f) :

Fa) Fw - Fw

Bigy Ly ... 2L
Mac(df,) = QXI.(A) QXZ.(A) A

Few) @ - Fw

2.5.3. Matrice de la composée. — Lutilité du produit matriciel vient de la proposition suivante

Proposition 2.5.10}

Soient 72, 72,p € N. Soir ¢ : R* — R” et ¥ : R” — RZ des applications linéaires. Alors la
matrice de la composée est le produit des matrices :

Mat(y 0 ¢) = Mat(\) Mat(p).

Démonstration. — Notons tout d’abord que Mat(y) € %m(R) et que Mat(p) € ., ,(R)

si bien que le produit matriciel Mat(})Mat(p) est bien défini. Posons 2 nouveau Zj =

(SIJ,...,BW-) € R” et calculons V¥ o @(E}). Pour cela, on poseﬁ; = Oppp-->0,4) € R” et
on écrit les coefhicients des deux matrices :

171,1 bl,m a11 "7 4lLp
Mat(y) = | : : et Mat(p) =
bp,l bp,m A, 1 Lo

pourj€{l,...,n} et
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pour £ € {L,...,m}. Donc
Vo) =v(p(€))
Yo o)
= 41,]'\!/9?1) teee +dm,j\l/(}?m)

:ﬂl,j(bl,l""’bp,l) +-.-—|—ﬂm,j(bl,m,..., bp’m)
= (dl,jbl,l +"'+ﬂm,jbl,m""’ﬂljbp,l +...+dm)jb )

pm
m m
<Z bl,kﬂk,j’ ooy Z bp,/edk,j>
k=1 k=1
Donc en mettant ce p-uplet en colonnes, on obtient

Dby 2 b1,

Mat(yop) = = Mat(V) Mat(p). O

Dciboray o 20 by kann

Exemple 2.5.11. — Soit f une fonction de R” dans R” et soit g une fonction de R” dans
R?. On suppose que f est différentiable en A et que ¢ est différentiable en f(A4). Rappelons la
formule de la proposition 1.11.14

d(gof)s =dgrq o dfy-
En prenant les matrices cela donne directement la relation annoncée dans 'exemple 2.4.8
Jac4(gof) =Jac(4) () Jac 4(f).

Comme expliqué dans cet exemple, cette formule redonne les formules pour les dérivées partielles
d’une fonction composée

oX; 5

k1) 3 B (pay L)
J

Cette formule qui parait compliquée, n'est donc qu'un avatar de la formule naturelle d(gof) , =

dgf(A) odfy.

2.6. La transposition. — Une derni¢re opération sur les matrices est la transposition, qui in-
tervient notamment dans I'écriture des produits scalaires en termes de coordonnées.
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o \

/{Deﬁmtwn 2.6.1 | ~
Etant donnée une matrice 4 = (g ’]-) de .#,, ,(R), sa transposée est la matrice ‘A de
M, ,,(R) dont le coefficient d’indice (7, 7) est aj;. Sous forme de tableau :

t
21,1 41,2 T 4l 21,1 42,1 7 Ayl
a1 492 T A4y 41,2 422 7 Ay
N Al A2 A A n Yn )
Exemples 2.6.2. — a) Pour écrire la transposée d’une matrice, il suffit de transformer ses lignes

en colonnes. Par exemple :
1 1
A= 2 3 ,54:(} g_i)
1 —1

b) La transposée d’'une matrice avec une seule ligne est un vecteur colonne et vice-versa :

1

‘(1 2345):

(VARSI 8]

¢) Rappelons la définition du produit scalaire usuel sur R” (définition 1.10.6) : Soient #
(#15...,m,) et v=(v},...,v,) des éléments de R”. Soit U la matrice colonne correspondant a

et V' celle correspondant a . Alors

V]
n
)
- — r
u-v= E ulvl:<u1 uy un> ="UV
i=1
v

Enongons quelques propriétés de la transposition :
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a) La transposée de la transposée est la matrice initiale.

"fA)=4

pour toute matrice 4 € .#,, ,(R);
b) La transposée de la somme est la somme des transposée :
“(4+B)="4+'B

pour toutes matrices 4, B € ///mn(R) ;

c) Soient m,n,p trois entiers strictement positifs. Soient 4 = (4; 7) une matrice de
M, ,(R) et B= (17]; ;) une matrice de //ln,p(R)' La transposée du produit de A4 par B est le
produit de la transposée de B par la transposée de A.

“(4B) =‘B4.

@ Attention : la transposée échange les deux facteurs d’un produit.

Exemple 2.6.3. — Par exemple, en reprenant les matrices 4 et B définies ci-dessus :

1 2 1

1 3 —1

0 —3 -3 -9 3

1 —2 —1 —4 3

—1 0 -1 -2 —1

—2 1 -1 —1 —3

Définition 2.6.4}

Une matrice carrée 4 € 4, (R) est dite symétrique si ‘A = A.

Remarque 2.6.5. — Si

cela signifie que 4; = i la matrice est symétrique par rapport a la diagonale.
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Exemple 2.6.6. — Soit f une fonctions en 7 variables de classe € alors on peut considérer la
matrice hessienne de f en un point 4 du domaine de définition de /', définie par

%
H = ———(4 .
ess 4(f) <8Xl~8Xj( )>1<l<n

1<j<n

Par le théoreme de Scawarz (théoreme 1.9.5), cette matrice est symétrique.

Voyons maintenant une petite application de I'expression du produit scalaire a I'aide de la
transposée.

/[De’ﬁnition 2.6.7} N

Soit / un endomorphisme de R”. On dit que /" est une isométrie si elle vérifie une des deux
conditions équivalentes suivantes :

(i) Elle préserve la norme usuelle :
Vi eR?, ||f (@)= ||]]
(ii) Elle préserve le produit scalaire usuel :

VZ7eR?, f@)-f(5) =75

- J
Remarque 2.6.8. — Léquivalence entre les deux assertions se prouve en utilisant la formule
suivante :

Z+d)|> = (G+0)-(G+0)=i-di+id-v+0-d+0-v=||d[* +2i-7+||7]]*

qui donne la formule

PN A | 2 el [
> .

<

Proposition 2.6.9}

Un application linéaire / : R” — R” est une isométrie si et seulement si sa matrice M =
Mat(f") vérifie I'égalité
MM =1,
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Terminologie 2.6.10} J

Une matrice M telle que "M M = I, est dite orthogonale.

Idée de la prewve de la proposition. — Soient #,v € R, soit U le vecteur colonne correspondant
a 7 et V' le vecteur colonne correspondant a v. Alors le vecteur colonne pour f(#) est MU et
celui pour f(?) est MV'. Donc, par I'exemple 2.6.2 ¢),

f@)-f@) =" (MUMYV ="UMM)V

Donc f est une isométrie si et seulement si’ U('MM)V =" UV pour tous U, V € A1 ,,(R). Cela
est vérifié lorsque ‘MM = I,,. Inversement si “U(*MM)V ='UV pour tous U,V € M ,(R)
alors, cela est en particulier vrai lorsqu'on prend U = E etV = Ej,l ou £, est le vecteur

colonne ol toutes les lignes sont nulles sauf la -¢éme qui vaut 1. Mais étant donné une matrice
- t _ . " rrr(t _t
A= (ﬂi’j)lgign, On a que E; | dE; = a;. Par conséquent, la condition « " U(MM)V =*UV

1<j<n
pour tous U,V € .#y ,(R) » implique que "MM =1,,. O
Remarque 2.6.11. — On garde les notations de la proposition 2.6.9 Notons #; le vecteur de

R” correspondant a la i-me colonne de M. Autrement dit #; = £(¢;) ol ¢; est défini comme
dans la notation 2.5.6. Alors la matrice M est orthogonale si et seulement si

7 il =,
pour tous 5,7 € {1,...,7}, ol 3 est le symbole de Kronecker.

Exemple 2.6.12. — Soit 6 € R. Alors la matrice

My = (<8) i)

est une matrice orthogonale, puisque cos(6)? + sin(8)% = 1. Elle correspond 2 une rotation de

centre (0,0) et d'angle 6 (figure 4).

2.7. Sous-espaces vectoriels

Définition 2.7.1}

Un sous-espace vectoriel de R” est une partie E de R” qui satisfait les trois conditions sui-
vantes :

(i) La partie E contient le vecteur nul: 0 € E;
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Ficure 4. Rotation d’angle 6

(ii) La partie E est stable par addition :
Vi, v€E, #+v€EE;
(iii) La partie E est stable par multiplication par un nombre réel :

VieRVYi€E M EE.
\_ Y,

. - ) . 7172
Exemples 2.7.2. — a) La partie { 0 } dont I'unique élément est le vecteur nul est un sous-espace
vectoriel de R”. En effet R

— —
0+0=20
etsirER,

—_— —

20 =0.

b) Censemble R” est un sous-espace vectoriel de R”.
o) Si Fj et F, sont des sous-espaces vectoriels de R”, I'intersection F; N F, aussi. Vérifions cela
a partir de la définition. Rappelons d’abord que si # € R”, alors on a une équivalence

Condition (i). Comme 0 €Fjet 0 €F,, 0 €F|NF,.

Condition (ii). Soient # et i, des vecteurs arbitraires de | N F,. Comme # € Fy, iy € F)
et F| est stable par addition, on obtient que #; + #, € F]. De la méme mani¢re on montre que
iy +ily ‘E‘Fz. Par conséquent %) +i, € F] NF, ce qui prouve que I'intersection F} NF, est stable
par addition.

Condition (iii). Soit A € R et soit # un vecteur arbitraire de F; N F,. Comme # € F| et que
F; est stable par multiplication par un nombre réel, on obtient que A% € F;. On démontre de
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méme que M € F, Donc )\ € F] N F, ce qui prouve que F; NF, est stable par multiplication
par un nombre réel.

Conclusion. Lintersection F; N F, est un sous-espace vectoriel de R”.

d) Plus généralement, si Fy,..., F, sont des sous-espaces vectoriels alors 'intersection

FiN---NE,={#eR”|YVie{l,...,r ,#€F;}

est aussi un sous espace vectoriel de R”. La preuve peut-étre faite par récurrence sur » en notant
que, si7 =2

Cela est faux, en général, pour la réunion. Prenons deux sous-espaces vectoriels F et F, tels
@ que Fy n'est pas contenu dans F, et F, n'est pas contenu dans F;. Choisissons alors deux
vecteurs #; et #, tels que i) € Fy, i} & F,, iy € F, et iy ¢ Fy. Alors #] et #, appartiennent
tous les deux a la réunion Fy U F,, mais #; + i, n’appartient pas 2 cette réunion (figure 5). La

Uy + s

Iy
F

FiGure 5. Réunion de sous-espaces vectoriels

réunion de F et de F, n'est donc pas stable par addition.

/{ Proposition 2.7.3 }

Soit /' : R” — R” une application /inéaire. Alors
a) Lensemble
_ N —s —>
S0y ={#eR" |f@)=0)
est un sous-espace vectoriel de R” quon appelle le noyau de f et qu'on note Ker(f).

b) Lensemble des valeurs de /* C’est-a-dire des vecteurs de R” de la forme f'(%) pour
un # € R” (avec des notations ensemblistes

FR")={7eR” | i eR",v=Ff(i)}
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Lest un sous-espace vectoriel de R” qu'on appelle I'image de f et qu'on note Im(f"). J

Démonstration. — Démontrons d’abord I'assertion a) en vérifiant les trois conditions de la défi-
nition d’un sous-espace vectoriel.

Condition (i). Comme f est linéaire, f (?Rn) = TR’” donc TRn € Ker(f).

Condition (i1). Soient # et ¥ des vecteurs de Ker(f'). alors par définition du noyau, /(%) = 0
etf (V) = 0. Donc

[+ =f@)+f@="0+0=10

olt la seconde égalité résulte du fait que f est compatible avec I'addition. Cela prouve que #+7 €
Ker(f') et donc Ker(f') est stable par addition.

Condition (iii). Soient ) € R et soit # € Ker(f). Alors f'(#) = 0. Mais la compatibilité de f
avec la multiplication par un nombre réel fournit la premiere égalité dans

FOd) =M (@) =20 =0,

Cela prouve que 2% € Ker(f') et que Ker(f') est stable par multiplication par un nombre réel.

Conclusion. Lensemble Ker(f') est un sous-espace vectoriel de R”. O

Pour 'assertion b) on va prouver un résultat plus fort :

Proposition 2.7.4}

Soit /' : R” — R” une application linéaire. Soit F un sous-espace vectoriel de R”. Alors
f(F)={7/eR”|JicEi=f(4)}

est un sous-espace vectoriel de R”.

Démonstration. — A nouveau nous allons vérifier les trois conditions de la définition.
Condition (i). Comme F est un sous-espace vectoriel de R”, il contient le vecteur nul 0 g» €
F. Comme l'application f est linéaire, on a la relation

— —
Condition (ii). Soient v} et v, des vecteurs de f(F). Par définition de /'(F), il existe des vecteurs
1y, 1y € F tels que v =f(4;) et v, = f(#,). alors, comme l'application f est linéaire,

vy + 0y =f(dy) +f (i) =f () +15)
Mais comme F est stable par addition, la somme #; + #, appartient a F, si bien que v + v, =
f (4] +14,) €F. Cela prouve que f'(F) est stable par addition.
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Condition (i1i). Soient X € R et v € f(F). Par définition, il existe # € F tel que v = f(#).
Comme l'application £ est linéaire,

N =W (@) = £ Q).

Mais F est stable par multiplication par un nombre réel, donc A% € F. Par conséquent, Av =

f (i) € f(V), ce qui prouve que f (V) est également stable par multiplication par un nombre
réel.

Conclusion. Lensemble f'(F) est un sous-espace vectoriel de R”. [
Exemples 2.7.5. — a) Considérons une matrice avec une seule ligne
A_—'(ﬂl ﬂz ﬂﬂ)E%l,n(R)

alors cette matrice correspond a une application linéaire ¢ de R” dans R qui est donnée par

X

@:(XI,XZ,...,xn)o—)dlx2+42x2+...+d ”

n

Il en résulte que son noyau
Ker(p) = {(x1,...,x,) ER" |ajx +-++a,x,=0}

est un sous-espace vectoriel de R”.
b) Considérons maintenant une matrice a 72 lignes et 7 colonnes :

a1 41,2 T An
a1 42 Tt Ay

A= ; ) ) e%m,n(R).
Al w2 " Ypn

Notons #; = (ﬂl’i, .. .,ﬂm’i) € R” le vecteur correspondant 2 la 7-eéme colonne de la matrice 4.
Alors I'applicarion linéaire correspondant a la matrice A est 'application linéaire ¢ donnée par
n 7
@ (Xppe.nx,) Xyt +... X1, = <Zal)/€xk,...,24m)/€xk>.
k=1 k=1
Le noyau de ¢ est donc la partie de R” définie par le systeme de 7 équations linéaires sans

second membre :

ap 1 Xp+-+a,X,=0

a1 Xj+-+ay,X,=0

dm)1X1+"'+él X =0

mn n
Limage de ¢ est 'ensemble de vecteurs

(FER”|30,....0,) ERLG=Djiiy +.. 000, }.
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Définition 2.7.6}

Soient #1,...,#, des vecteurs de R”. Une combinaison linéaire de #,,..., 14, est un vecteur
1 73 1 n
w € R” tel qu'il existe des nombres réels A y,..., 2, tels que

On vient de démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.7.7

Lensemble des combinaisons linéaires de #,..., #, est un sous-espace vectoriel de R” ap-
1 7 p
pelé le sous-espace vectoriel engendré par iy, . .., u,. On le note Vect(iy, ..., 4,).

Exemple 2.7.8. — Pour n = 1, on obtient 'ensemble des multiples du vecteur #, si celui-ci
. —_ — .
est non nul cela donne donc une droite passant par 0 et contenant #7. Pour 7z = 2, si les deux

vecteurs ne sont pas colinéaires, cela va donner un plan (figure 6 et 7)

N Vect (1)

FIGURE 6. Sous-espace engendré par un vecteur

2.8. Compléments sur les fonctions. — Nous allons utiliser les notions d’injectivité, surjec-
tivité et bijectivité pour les applications linéaires.
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FiGure 7. Sous-espace engendré par deux vecteurs

/[Déﬁnition 2.8.1] ~

Soient X et Y des ensembles et soit /' : X — Y une application. On dit que :

a) Lapplication f* est injective si
Vxpx €X, flx)) =f(x) => %1 =x,.
Autrement dit, pour tout y € Y, il existe au plus un élément x € X tel que f(x) = y;

b) Lapplication f* est surjective si pour tout y € V" il existe au moins un élément x € X
tel que f(x) = y;
c) Lapplication f est bijective si pour tout y € Y il existe exactement un élémentx € X

tel que f(x) = y.
(.

J

Remarque 2.8.2. — On notera que, par définition, une application est bijective si et seulement
si elle est a la fois injective et surjective.
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Représentation 2.8.3. — Représentons schématiquement ces différents types d’application la
figure 8 représente une application qui n’est ni injective ni surjecyive, la figure 9 une application
qui est injective sans étre surjective, la ﬁgure 10 une application qui est surjective sans étre
injective et la figure 11 une application bijective.

Figure 10. Application surjective Figure 11. Application bijective
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" )
/[Proposmon 2.8.4 ] ~N

Si X et Y sont des ensembles finis et /' : X — Y une application, alors
a) Sif est injective, alors ¥ a plus d’éléments que X ;

b) Sif est surjective, alors X a plus d’éléments que Y;

) Sif est bijective, alors X et ¥ ont le méme nombre d’éléments.
- J

Si on considere cet énoncé en termes du schéma représentant f, le point est que, pour une
application, le nombre de fleche est exactement le nombre d’éléments de X. Si 'application est
injective, alors en chaque point de Y il arrive au plus une fleche, si bien que le nombre de fleche
est inférieur ou égal au nombre d’éléments dans Y. De méme, si f est surjective alors en tout
point de Y il arrive au moins une fleche, si bien que le nombre de fleches est supérieur ou égal
au nombre d’éléments dans Y.

Définition 2.8.5}

Sif: X — Y est une application bijective alors applications ! qui 2 un élément y € ¥
associe 'unique élément x € X tel que f(x) = y sappelle la réciproque de .

Remarques 2.8.6. — a) Avec les notations de la définition, on peut remarquer que poury € V',

f(f_l(y)) =y et pour touthX,f_l(f(x)) = x. Autrement ditfof_1 =Idy etf_1 of =Idy.

b) Notons que si f : X — Y est bijective, alors sa réciproque £ ! I'est également et (F~1)™1 =

f.

Représentation 2.8.7. — La figure 12 donne une représentation schématique de I'application
réciproque. Les fleches pour la réciproque /! s'obtiennent en renversant le sens des fleches de £

Exemple 2.8.8. — Considérons I'élévation au carré (figure 13). Capplication

fo:R — R
2

X — x
n'est ni injective ni surjective car f(—1) = 1 = f(1) et —1 n’est pas le carré d’'un nombre réel.
Lapplication
fi:Rp, — R

x“—>X2
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Figure 12. Application réciproque

FiGgure 13. Lélévation au carré

et injective mais pas surjective. Lapplication

fH:R — R,

x'—>x2

est surjective mais pas injective. Lapplication

ARy — Ry

xf—>x2
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est bijective de réciproque I'application f3 1. x — /. Cela souligne que lorsqu'on considere
les questions d’injectivité ou de surjectivité, il faut faire attention a 'ensemble de départ et 2
I'ensemble d’arrivée.

Revenons maintenant au cas des applications linéaires :

Proposition 2.8.9}

Soit /' : R” — R” une application linéaire. Alors
a) Lapplication /" est injective si et seulement si Ker(f') = {?}

b) Lapplication /" est surjective si et seulement si Im(f") = R”.

Lassertion b) résulte des définitions. Nous allons donc seulement prouver la premiere asser-
tion.
Preuve de l'assertion a). — Démontrons I'implication =>. Supposons donc f injective. Comme
s o — — . L
application f est hnealre,f( 0 Rn> = 0 gm. Si# € Ker(f), alors f(#) = 0 g et comme [ est
;e . . — - 7 > . 714
supposée injective, # = 0 gz. Par conséquent I'unique élément de Ker(f) est le vecteur nul de
Rn
’ , . ;. —_ . - = 7
Démontrons maintant la réciproque. Supposons Ker(f") = { 0 }. Soient #}, %, € R” tels que
f(#)) =f(4,). alors, comme l'application /" est linéaire,

— — — — —_
Sy —iiy) = fiéy) —f(dy) = 0 gom.
. . . . — — . N —_ 5 .
Par définition du noyau cela signifie que #; —, € Ker(f'). Mais par hypothese 0 gz est 'unique
R .o . o
élément du noyau. Donc #]—#, = 0 gz et donc #; =, ce qui conclut la preuve de I'injectivité

de f. O

Exemple 2.8.10. — Vérifions que I'application linéaire f* de matrice (% i) est injective.

Ecrivons explicitement f. Limage de (x,y) € R? est donnée par le produit matriciel

G 20)=(43)

Autrement dit /" est donnée par (x,y) — (x + 2y, 3x + 4y). Par conséquent un couple (x, y) appar-
tient au noyau si et seulement si il est solution du systeme

x + 2y =0
x + 4 =0
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En notant Z; la i-eme ligne du systeme la transformation L, «— L, — 3L, donne le syst¢tme
équivalent

x + 2y =0
— 2y =0

qui donne y = 0 puis x = 0. Donc Ker(f) = {(0,0)} et /" est injective.

2.9. Base d’un sous-espace vectoriel, dimension. — Nous allons utiliser la notion de bijec-
tivité pour définir une base.

/[Déﬁnition 2.9.1} N

Soit F un sous-espace vectoriel de R” et soient /71’ s ﬁ; des vecteurs de £. On dit que la
famille (fi, s ﬁ;) est une base de F si et seulement si I'application
R — F
(Kpeex,) = xfi+ 1,0,

est bijective. Si (f,...,f,) est une base de F, pour tout #Z € F, il existe alors un unique
n-uplet (x,...,x,) € R” tel que

U=x1f1+...5,f,
Ce n-uplet (xy,...,x,) sSappelle les coordonnées de 4 dans la base (f},...,f,). Lentier » ne
dépend que du sous-espace vectoriel F, on 'appelle la dimension de F et on le note dim(F).
Un sous-espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite vectorielle et un sous espace
vectoriel de dimension 2 est appelé plan vectoriel.

J

Exemples 2.9.2. — a) Lunique sous-espace de dimension 0 est le sous-espace vectoriel
"0 g }. En effet RO possed ique élément 0 oo = () ot () est Punique 0-upl
{0 Rm}. n effet R” possede un unique élément 0 po = () ot () est 'unique 0-uplet.

b) Sonej:(BLj,...,B
la formule (8),

. J) pourj € {1,...,n}, ol d désigne le symbole de KRONECKER. D’apres

x1€) + -+ x,6, = (x],...,x,).
Donc pour un z-uplet # = (#y,...,u,) € R”, 'égalité

équivaut a (xy,...,x,) = (#1,...,1,). Il y a donc bien une unique possibilité pour (x|,...,x,).
Donc (¢),...,¢,) est une base de R” et les coordonnées d’un z-uplet # = (#y,...,u,) dans cette
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base sont (#,...,#,) lui-méme. La base (¢},...,¢,) est appelée la base usuelle (ou, par certains
auteurs, base canonique) de R”.
c) Lexercice corrigé 2.1 donne un exemple de recherche d’une base dans un plan vectoriel.

/[Proposition 2.9.3} ~

Soient Fy et F, des sous-espaces vectoriels de R” tels que F; C F, (Fy est contenu dans F,)
1 2 p q 1 2 V1 2
alors

a) On al'inégalité dim(F;) < dim(F,);

b) Légalité de parties F; = F, équivaut a I'égalité dim(F;) = dim(F)).
. J

Exemple 2.9.4. — Si F est une droite vectorielle de R, les seuls sous-espaces vectoriels conte-
nus dans F sont {?} et F. En effet, si F/ est un sous-espace vectoriel de R” contenu dans F,
alors dim(F’) < dim(F) = 1. Donc dim(F’) € {0, 1}. Si dim(F”) = 0, alors F’ = {?} Sinon
dim(F’) = 1 = dim(F) et donc F' = F.

Théoréeme du rang 2.9.5}

Soit /' : R” — R” une application linéaire alors

n = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

2.10. Bases de R”, isomorphisme, matrice inversible. — Les bases de R” sont particuliere-
ment utiles, 'énoncé suivant permet de les caractériser.

” )
/{Proposmon 2.10.1 ) ~N

Soient f,...,f, des vecteurs de R” et soit ¢ : R” — R” I'endomorphisme correspondant
donné par

(Xpeeorx,) —x1f] + 0+ X, [
On note 4 = Mat(p). Les sept assertions suivantes sont équivalentes :

81



Cours Algebre linéaire Chap. 2

(1) @,,ﬁ) est une base de R”;
(i) Cendomorphisme ¢ est bijectif;
(iii) Cendomorphisme ¢ est injectif;

(iv) Cendomorphisme ¢ est surjectif;

) Ker(p) = {0}
(vi) Im(p) =R”;
(vii) II existe une matrice B € .#,(R) telle que BA=1,,;
(viii) Il existe une matrice B € .#,(R) telle que AB=1,.
Si ces conditions sont vérifiées, alors
a) La matrice B des assertions (vii) et (viii) est unique, c’est la matrice de la réciproque

¢! de ¢ qui est une application linéaire.

b) Si# = (x,...,x,) € R”, les coordonnées de # dans la base (f},...,,) sont données

%
par le vecteur colonne B< : >

“n

- J

On prendra garde au fait que la propriété ne fonctionne que lorsque le nombre de vecteurs

J1> -5/, est précisément 7, C'est-a-dire la dimension de R”.

1dée de la preuve. — Léquivalence (i)<=(ii) résulte de la définition d’une base.

Les implications (ii)=>(iii) et (ii)=>(iv) résulte de la définition de la bijectivité (défini-
tion 2.8.1).

Les équivalences (iii)<=(v) et (iv)<=>(vi) sont I'objet de la proposition 2.8.9.

Démontrons 'implication (v)=>(ii). Si Ker(p) = {7}, alors dim(Ker(p)) = 0. Par le théoreme
du rang,

dim(Im(p)) = »—dim(Ker(p)) = » = dim(R”).

Lassertion b) de la proposition 2.9.3 donne que Im(¢) = R”. Donc ¢ est injective et surjective et
donc bijective.

Limplication (vi)=>(ii) se démontre de maniére similaire : si Im(p) = R”, alors dim(Im(p)) =
n. Par le théoreme du rang,

dim(Ker(p)) =z —dim(Im(p)) =n—n =0.

Par 'exemple 2.9.2 a), Ker(p) = {7} Donc ¢ est injective et surjective et donc bijective.
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Vérifions que si ¢ est bijective, sa réciproque est également linéaire : Soient # v € R”, alors

o i@+) =0 (p(eT @) +o(e (@) =0 (g @+ @) = ¢ @)+ (D)

ol I'avant-dernitre égalité résulte de la linéarité de ¢, les autres résultant de ce que o ™! =

gb_l o ¢ = Idgz. De méme soit A € R et soit # € R”
o (id) =9 (Mol (@) = ¢ (2000 (@) =29 (&),

1 est linéaire.

Donc ¢~
Démontrons maintenant que (ii)=>((vii) et (viii)) Soit B = Mat(gb_l). Les relations g o gp_l =

g;_l o ¢ = Idg» impliquent les relations matricielles
AB = Mat(po ¢_1) =BA= Mat(gz;_l 0 ¢) =Mat(Idg») =1,
Passons a I'implication (vii)=>(v) Si B4 = I, soit \ I'application de matrice B. Alors
Mat(V 0 ¢) = B4 = I, = Mat(Idg~)

et donc Y op =Idg» Donc si # € Ker(p), alors # =y op(x) = \}/(?) = 0. Donc Ker(p) = {?}

Il nous reste a démontrer I'implication (viii)=>(iii) Si 4B = I, soit ¥ I'application de ma-
trice B. Alors Mat(p o V) = AB = I, = Mat(Idg») et donc g oy = Idgz. Donc si 7 € R”, alors
v =g o (Y()). Donc ¢ est surjective.

Lassertion a) découle de ce qui précéde et I'assertion b) de la définition des coordonnées. [

P )
/[Deﬁmtlon 2.10.2 | ~N

Soit 4 € #,(R). On dit que la matrice A est inversible §'il existe une matrice B € R” telle
que
AB=BA=1I,

La matrice B est uniquement déterminée par 4, on I'appelle linverse de A4 et on la note 47!,
q pp

Remarque 2.10.3. — On notera que si ¢ est un endomorphisme bijectif; alors
Mat(p ™) = Mat(p) .

Lexercice corrigé 2.2 donne un exemple numerique de calcul de I'inverse d’'une matrice. La
remarque 2.0.1 explique comment faire ce calcul avec une matrice augmentée.
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/{Déﬁnition 2.10.4] N

Le déterminant d’une matrice de .#,(R) est donnée par

et le déterminant d’une matrice de .#3(R) par

a1 41,2 41,3
déef ayy ayy ay3 | =ayjaypa33 a4y 3031 +ay 345143,

431 437 433
43 142241,3 43 24) 3411 — 4334 141,2

calculé avec la regle de SarrUS

- J

Remarques 2.10.5. — a) On peut aussi définir le déterminant d’'une matrice de .#; (R) par
dét(a) = a.

b) Plus généralement, il est possible de définir le déterminant d’'une matrice carrée de taille
arbitraire en utilisant la formule de développement suivant la premiére ligne :

a,1 7T A n ' 4,1 T M-l i+l T A
dée| D)= E (—1)'ay ;dét : : :

a i=1 a

a1 " nn 7,1

Dmi—1 %mi+l """ 4pp

Le lecteur pourra vérifier que cette formule vaut aussi pour 7 =2 ou n = 3.
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Proposition 2.10.6}

SiA € .#,(R), alors la matrice 4 est inversible si et seulement si dét(4) # 0. ]
Exemple 2.10.7. — En prenant la matrice de I'exercice corrigé 2.2
1 11
dée( 1 2 3)=14+6+4—4—12—7=1.
2 4 7

Soient 4, B € .#,(R),
dét(A4B) = dét(A)dét(B)

Interprétation géométrique 2.10.8. — Siu = (4, u,) et v = (v, v,) sont des vecteurs de R?,
alors on peut définir
, - (" V1
dét(, v) = dét <u2 02>
Alors |dét(#, v)| est l'aire du parallélogramme (OACB) ot O = (0,0), A = O+4, B= O+ et
C=0+1u+7 (hgure 14).

o) ¥4

FiGure 14. Aire du parallélogramme

De méme, si # = (u1, u, u3), v = (v1,v9,v3) et & = (wy, w,, w3) sont des vecteurs de R3, on
peut définir
up vy w
dét(n, v,w) =dét| uy vy wy
Uz U3 w3
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Alors |dét(#, v, )| est le volume du parallélépipede défini par les trois vecteurs #, v et w (fi-
gure 15).

Ficure 15. Volume du parallélépipede

Cette interprétation géométrique du déterminant comme volume est 4 la base du résultat
suivant qui est une application trés utile du déterminant :

/[The’oréme 2.10.9} N

Soient U et V" des ouverts de R”. Soit ¢ : U — V" une bijection différentiable. On suppose
que /' : ¥ — R est une fonction intégrable. Alors la fonction x — f o ¢(x)|dét(Jac,(p))| est
intégrable sur U et

f Fop(s)ldéeac (o), ... dx, = J £y .,
U V

- J

Remarques 2.10.10. — a) Pour n = 1 cela redonne une formule de changement de variable
classique que vous avez pu voir sous la forme : si y = ¢(x), dy = |¢/(x)|dx

b) Le symbole f désigne ici en fait une intégrale multiple en 7 variables (¢f I'exemple 1.7.3
b)).

c) Les subtilités de I'intégration en plusieurs variables sortent du cadre de ce cours, nous
ne définissons donc pas formellement « intégrable ». Nous nous contentons donc de donner le
sens étymologique « qu'on peut intégrer ». Par exemple, une fonction continue sur un produit
d’'intervalles fermés et bornés est intégrable, de méme que sa restriction a un ouvert contenu
dans ce produit.

Exemples 2.10.11. — a) On considere a nouveau les coordonnées circulaires :

¢ :(16) — (rcos(B), rsin(6))
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qui définit une bijection de R, X [0, 2%[ sur R?— {0}. Alors

) |y, [cos(B) —rsin(6)
|dét(Jac(, g)(2))] = det<sin(e) rcos(6) >'
= 7(cos(8)? +sin(8)?)

Cela donne la formule

J f(rcos(B), rsin(0))rdrdd = f f(x,y)dxdy
v o(U)

.. ., +oo _,2
b) Comme cas particulier de la formule précédente, calculons f_oo e dx.

+oo_2 2 +<>o_2 +c>o_2
<f exdx> :f eyf ¢ dxdy
—0Q —0Q —0Q0

- f e_(x2+y2)dxdy

= o
2t 400
2
=J J e rdrdd
0 0
1 2 + 00
:27r|:——€_t]
2 0
=T

2
Ce qui donne fiz ¢ dx = 4/m. Plus généralement, on peut en déduire, sip € Ret o >0 la

J+°° ! e_%<3%>2dx:1.

—o0 O 2

formule

_l(ﬂ)z
e 2\ ¢ est une fonction densité d’'une loi de probabilité sur R

Donc la fonction x —
o/ 2w

appelée loi gaussienne de moyenne p et d’écart type o.

Changer de base permet de choisir un syst¢me de coordonnées mieux adapté au probleéme consi-
déré.
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Terminologie 2.10. 12}

Un endomorphisme linéaire (ou simplement endomorphisme) est une application linéaire de
R” dans R”.

o )
/[Deﬁmtlon 2.10.13 N

Soit ¢ : R” — R une application linéaire. Soient e = (¢),...,¢,) une base de R” et f =
(f1r--» /,,) une base de R”. La matrice de ¢ dans les bases e et f est la matrice dont la j-eme
colonne sont les coordonnées de SD(E}) dans la base (f},...,f,,). On la note

Mate,f (@)

Dans le cas d’'un endomorphisme ¥ : R” — R”, on note également

Mat, () = Mat, ,(V).

Soient e = (¢},...,¢,) ete’ = (Z’i, ..., &) des bases de R”. La matrice de passage de e & e’ est
la matrice dont la j-eme sont les coordonnées de Z"j/ dans la base (¢},...,¢,). Dans ce cours,

/
on la note P¢ .

" )
/[Proposmon 2.10.14 ] ~N

Soient e = (¢},...,¢,) une base de R”, f = (f},...,/,,) une base de R” et soit ¢ : R* — R”
une application linéaire. Soit # € R”. On note X le vecteur colonne de ses coordonnées
dans la base e et ¥ le vecteur colonne des coordonnées de ¢(#Z) € R” dans la base f. Alors

Y= Matef(gb)X
\_ : Y,
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Proposition 2.10.1 5}

Soient e = (¢},...,¢,) une base de R”, f = (ﬁ,,fm) une base de R” et g = @’1,...,(@)) une
base de R?. et soient ¢ : R” — R” et ¥ : R” — R? des applications linéaires, alors

Mate)g(\]/ 0p)= Matf)g(q/) Matef(gb).

[Formules (Changement de base)]

Soient e = (¢},...,¢,), e = (E’i,...,?;;) et e’ = (?{’,...,ZZ) des bases de R” et soient f =

-

(f1r--ofm) etf/ = (fll,...,fn;) des bases de R”. Soit # un vecteur de R”, soit U le vecteur

7 / M /7
colonne de ses coordonnées dans la base e et U’ celui de ses coordonnées dans la base e’.
Soit ¢ : R” — R” une application linéaire. Alors

W o . /N1
B =B = <Pe >
/ ¢ \—1 If N ¢
U=r;)U Mate/f/(gb) =\ Mate/f/(gD)Pe
Explications. — Introduisons des notations pour les coefficients des matrices de passage de e a
e etdee’ e’ :
J/ !
Py =(aici<n et Py =(by)ici<a
1gj<n 1gj<n
Soiti € {L,...,n}.
n n n n n
I -/ _ - -
G =D =D b D> ayE = D Db |7
=1 =1 7 i=1 \j=1

/! /I
. Lo, . /7 .
ce qui prouve I'égalité P{ = P¢ P:, . En appliquant cette formule avec e” = e, on obtient

/
que P¢ P4, = I, ce qui fournit la seconde formule. Notons (#y,...,#,) (resp. (u/l,,u;)) les
e

coordonnées de # dans la base e (resp. e). Alors

n n n n
= _ / =/ !/ >/ _ / — _ / \-
u—%1€1+"‘+un€n— E I/lj E ﬂl{]€l = E E ﬂlJuj €l'
=1

i=1 i=1 \j=1
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/
. 7 Ly / 7 LR
ce qui prouve I'égalité U = P¢ U’ et, par conséquent, la troisitme formule.
— — , — / .
Notons v = ¢(#), V' le vecteur colonne des coordonnées de v dans la base f et V" celui de

/
ses coordonnées dans la base f’. Alors on a les relations 77/ = (P; )7LV, V= Ma, ,f(¢)U et

/
/ . ) Lo
U =P{ U'. En combinant ces formules, on obtient la seconde égalité dans

/
Mat /(p) U=v'= (P; )1 Mat, f(¢>)P§/ U’

Comme cette égalité est vraie pour n'importe quel vecteur vecteur #, elle est en particulier vraie
—/ . N . .
pour tout les vecteurs ¢; pour 7 € {1,...,7}. On en déduit que les colonnes des deux matrices

/
Mart f/(gb) et (P’r )1 Mat, f(;D)Pﬁ/ sont égales ce qui prouve la derniere égalité du formulaire.

S/
0
Corollaire 2.10.16}
Soient e = (€},...,¢,), e = (E’i,...,E;) des bases de R” et soit ¢ : R” — R” un endomor-
phisme. Alors
1 /
Mate/(gz)) = (P% )" Mat,(p)P% .
Terminologie 2.10.17}
On dit que des matrices M et N € .4, (R) sont semblables s'il existe une matrice inversible
P e #,(R) telle que
N=r"'MmP
Remarque 2.10.18. — On notera que des matrices sont semblables si et seulement si ce sont
les matrices d'un méme endomorphisme dans des bases différentes.
2.11. Valeurs propres, vecteurs propres et diagonalisation. — Un exemple particuli¢rement

utile de changement de base concerne la diagonalisation des applications linéaires de R” dans
R”.
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/[Terminologie 2.11. 11

) )
Une matrice diagonale est une matrice de la forme
MO—0
0 A2
\\\ € ./4,(R)
n—10
0 ———0 A\,
olUAy,..., A, sont des nombres réels. y
A Déinition 2.11.2] N

Soit ¢ : R” — R” un endomorphisme et soit A € R. On dit que A est une valeur propre de ¢
sl existe un vecteur non nul i € R” tel que

p(id) =M.
Un tel vecteur # est appelé vecteur propre de ¢ pour’
On dit que ¢ est diagonalisable sil vérifie une des conditions équivalentes suivantes :

(i) Il existe une base (}?1, oo ﬁ;) de R” formée de vecteurs propres de ¢;
(ii) Il existe une base f = (fi, oo ]_i;) de R” telle que Matf(Q) soit diagonale;

(iii) La matrice Mat(p) est semblable & une matrice diagonale.

L On dit aussi que ¢ se diagonalise dans la base (}?i, s j_",;)

Remarque 2.11.3. — Diagonaliser un endomorphisme est notamment pratique pour calculer
les puissances itérées d’'un endomorphisme : soit ¢ : R” — R” un endomorphisme. On définit

par récurrence gz/e par @0 = Idg et gzak“ =go gzak pour tout £ > 0. (Autrement dit, gpk =go---09p
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ol1 ¢ est répété £ fois.) En effet si f = (};i, oo j_i;) diagonalise ¢ alors

M0 ———— 0
0 A%
Matg(p") = Mat,(p)* = \
»_10
0 0 Ak

Terminologie 2.1 1.4}

On dit également qu'une matrice est diagonalisable si elle est semblable & une matrice dia-

gonale.

Remarque 2.11.5. — Soit ¢ un endomorphisme de R” et soit 4 = Mat(p) sa matrice dans la
base usuelle. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) X est valeur propre de ¢;
(i) e R*={0}, o(#) =Ai;
(i) IZER" = {0}, o(@)—hi= 0 ;

—

(iv) IER"={0}, (p—Adgn)(@) =0 :
(v) Ker(p—Mdgn) #{ 0 };

(vi) La matrice 4 —AI, n'est pas inversible;
Sin€{1,2,3}, cela équivaut également 2

(vii) dée(u, — A) = 0.

Définition 2.1 1.6}

Sin€{1,2,3}, le polynéme caractéristique de ¢ est le polyndme de degré 7
o (X) = déx(XT,, — 4).
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Proposition 2.1 1.7}

Lensemble
{X€R|X¢O\) =0}

est 'ensemble des valeurs propres réelles de ¢ (aussi appelé spectre réel de ).

Proposition 2.1 1.8}

Sil'ensemble {A €R | Xo (A\) =0} contient 7 éléments distincts, alors ¢ est diagonalisable.

Définition 2.1 1.9}

Une base (#),...,#,) d’'un sous-espace vectoriel F de R” est dite orthonormée si elle vérifie

pour tous 5,j € {1,..., 7}, o1 §; ; est le symbole de KRONECKER.

Remarques 2.11.10. — a) Soit (¢),...,¢,) une base orthonormée d’un sous-espace vectoriel F
de R™. Soient # et ¢/ des vecteurs de F de coordonnées respectives (xy,...,x,) et (y1,...,7,) dans
cette base. Alors

7 7n
I

i=1 j=1
7 n

D)IH
i=1 j=1

=XYYL XY,

b) Une famille de z-vecteurs # = (..., i,)) de R” est une base orthonormée si et seulement si
la matrice P% dont la j-¢me colonne sont les coordonnées de [[] dans la base usuelle e = (¢},...,¢,)
est orthogonale.
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Théoreme 2.11.11 |

J
Si Mat(p) est symétrique, alors il existe une base orthonormée de R” qui diagonalise ¢.

Remarque 2.11.12. — Notons qu’inversement, si ¢ se diagonalise dans une base orthonormée,
alors il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles que

Mat(g) = PDP! = PD'P

Donc
" Mat(p) = (PD'P) = "P'D'P = Mar(p).
Donc Mat(p) est symétrique.

2.12. Application a I’étude des fonctions en plusieurs variables. — Appliquons ce qui pré-
cede a I'étude des fonctions en plusieurs variables.

o )
/[Deﬁmtlon 2.12.1J N

Si f est une fonction R” dans R définie sur un ouvert sur lequel elle est de classe €2, Cest-
a-dire que toutes ses dérivées partielles secondes sont bien définies et continues, alors pour
tout 4 € Iy, on définit une application

d*/;:R” xR” — R

de la maniere suivante : si # = (#y,...,u,) et ¥ = (vy,...,v,), on considere les vecteurs
colonnes correspondants

et on pose
dzfA(ﬁ, ) ="UHess 4(f)V
olt Hess 4(f) est la matrice hessienne de /" en A :

%
H = .
esSA(f) <9)Q8X}'>1<z<n
1<j<n

94



MAT305 Algebre linéaire Cours

/[The’oréme 2.12.2} ~N

Sous les hypotheses de la définition précédente,

F00) =f(d) + dfy (D) + %dz (A0, 20 )+ o(AD2).

g Cette formule s'appelle le développement de TayLoRr a l'ordre 2 de f en A

Nous allons maintenant utiliser deux résultats vus auparavant :

Rappels 2.12.3. — a) Par le théoreme de Schwarz (théoreme 1.9.5), la matrice hessienne
Hess 4(f") est symétrique.
b) Une matrice symétrique se diagonalise dans une base orthonormée (théoreme 2.11.11).

Remarque 2.12.4. — On se place sous les hypotheses de la définition, les rappels fournissent
une base orthonormée (¢},...,¢,) qui diagonalise Hess ,(f"). Cela signifie que si E; est le vecteur
colonne correspondant a ¢; alors Hess 4(f)E; = },E; pour un }; € R. Avec ces notations, si un
vecteur # € R” a pour coordonnées (x},...,x,,) dans cette base, on aura la formule

n
&y, i) = D
i=1

Définition 2.12.5}

Soit /" une fonction différentiable en un point 4 € ‘@f' On dit A est un point critique de f si
df; =0,

(ce qui équivaut a grad 4(f) = 0).

Rappel 2.12.6. — Si I'application f admet un minimum ou un maximum local en 4, alors 4
est un point critique de / (proposition 1.10.20).

Mais comme on I'a déja vu, la réciproque est fausse. Cependant on a le critere suivant :
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/[Critére 2.12.7} ~N

Soit /" une application en 7 variables réelles a valeur réelle, définie sur un ouvert et de classe

%2. Soit A un point critique de f. Alors

a) Si toutes les valeurs propres de Hess 4(f) sont toutes strictement positives, alors f
admet un minimum local en A;

b) Si toutes les valeurs propres de Hess 4(f) sont toutes szrictement négatives, alors f
admet un maximum local en A4;

) Si Hess 4(f) admet a la fois des valeurs propres strictement positives et des valeurs
propres strictement négatives, alors /' n’admet ni maximum ni minimum local en 4. On dit
que A est un point selle pour f.

Idée de la prenve. — Démontrons le point a), on suppose donc que toute les valeurs propres
A; sont strictement positives. Choisissons une base orthonormée (¢),...,¢,) qui diagonalise
Hess 4(f"). Alors, comme A est un point critique de f, le développement de TavLor a l'ordre
deux de /" s'écrit :

F(M)=f(A)+0+= ka +o(AM?)

si AM = > x;¢;. Notons alors ¢ = ;m1n1<l<n(7\ ). Alors

i=1"i%"

1 n
5 D Nxd = edM?
i=1

Et par définition de la notation o(g) (définition 1.10.2), il existe un nombre réel n > 0 tel que
pour tout point M € 7y vérifiant AM < v, on ait que le terme o(AM?) est borné, en valeur

absolue, par 5.4M 2. En définitive, si AM < v, on obtient
4
F(M) = f(A) + cAM* — EAM2 > £(A).

Cela prouve que /" admet un minimum local en 4. O
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Remarque 2.12.8. — Soit n € {1, 2,3} Notons que si M € .#,,(R) est une matrice diagonali-
sable C'est a dire que

MO ———0
0 Ao
M=P \ Pl
n710
0 0 A

alors
dée(M) =%;... 0,
Pour 7 =2, on en déduit le critere suivant en un point critique A :

a) Si dét(Hess 4(f)) > 0 alors les valeurs propres de Hess 4(f) sont toutes les deux stricte-
ment positives ou strictement négatives, et la fonction possede un minimum local ou un maxi-
mum local en 4;

b) Sidét(Hess 4(f")) < 0 alors les valeurs propres sont de signes opposés et donc la fonction f
a un point selle en A.

On a donc obtenu une méthode pour rechercher les extrema locaux :
1. Chercher les points critiques;

2. En un point critique 4, cherche le signe des valeurs propres de Hess 4(f").
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Exercices corrigés

Dans ce qui suit, le texte en bleu est un commentaire explicatif qui ne fait pas partie de la
solution elle-méme. Commencons par la recherche d’une base pour un sous-espace vectoriel.

Soit
F={(x52) €R®|5x+3y+z=0}).
1. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Trouver une base de F et donner sa dimension.

Solution. — 1. Lapplication f(x,5,2) — 5x + 3y + z est I'application linéaire de matrice
(5 3 1) et F = Ker(f). donc F est bien un sous-espace vectoriel de R3.

2. Il faut comprendre qu’une base n’est pas unique. Lénoncé nous demande simplement d’en
exhiber une. Soit (x,,2) € F, alors 5x + 3y + z = 0 et donc z = —5x — 3y. Cela donne les
égalités

(%9 2) = (%9, —5x—3y)
=x(1,0,—5) +y(0, 1,—3).
Posons 7y = (1,0,—5) et #, = (0, 1, —3). D’apres ce qui précede, I'application

g:R2 — F
(%y) —— xidy +yidy

est surjective. Vérifions qu'elle est injective en considérant son noyau. Soit (3,z) € R?,
Pégalité g(y, z) = (0,0, 0) équivaut au systeme

—3y =5z = 0
y =0
z = 0

qui implique (3, z) = (0,0). Donc l'application ¢ est également injective.
Conclusion. ((1,0,—5), (0, 1,—3)) est une base de F qui est un plan vectoriel. H

Donnons maintenant un exemple de calcul de I'inverse d’'une matrice.
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On se donne la matrice

1 11
A=(1 2 3
2 4 7
1. Décrire explicitement 'application linéaire ¢ associée a A4.
2. Vérifier que ¢ est bijective et déterminer sa réciproque.
3. En déduire 47 1.

4. Vérifier le résultat a 'aide d’un produit matriciel.

Solution. — 1. On fait le produit matriciel
1 1 1 X x+y+z
1 2 3)ly)=| x+2y+3z
2 4 7) \z 2x+4y+72

Donc ¢ est donnée par

(6 p2)— (x+y+2z,x+2y+ 32, 2x + 4y + 7z).

2. Soit (4, b, ¢) un triplet arbitraire de nombre réels. On veut montrer qu’il existe un unique
(xp2) € R3 tel que ¢(x,9,2) = (4, b, ¢). Mais 'égalité ¢(x,9,2) = (4, b, ¢) est vérifiée si et
seulement si (x, 7, z) est solution du systéme ol x, y et z sont des inconnues et 4, b et ¢ des

constantes
x + y + z = a
x + 2y + 3z = b
2 + 4 + Tz = I3

On va résoudre ce systtme 2 l'aide de la méthode du pivot de Gauss. Les opérations
Ly < Ly—Ly et Ly < L3—2L; permettent d’éliminer la variable x des deux dernieres
équations, donnant le systtme équivalent

x + 9y + 2z = a
y + 22 = —a + b
2y + 52 = —2a +
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Lopération Ly < L3 —2L, permet alors déliminer la variable y de la derni¢re équation

donnant le systeme

x + y + =z = a
y + 22 = —a + b
z = —2b +

On a maintenant un systeme triangulaire Les opérations L| <= L{—Lj et Ly < L,—2L4

permettent alors d’éliminer la variable z des deux premieres équations

x + y = a + 26 — ¢
y = —a + 5b — 2
z = —2b +

Enfin Popération L; < L; — L, permet d’éliminer y de la premiere équation

x = 22 — 3b + ¢
y = —a + 5b — 2
z = —2b + <

Donc I'application ¢ est bijective, de réciproque
gp_l :(a,b,0) — 2a—3b+c¢—a+5b—2¢—2b+c).

3. En considérant les images par ¢! de (1,0,0), (0, 1,0) et (0,0, 1), on obtient que

2 =3 1
Alt=(—-1 5 =2
0o —2 1
4, On vérifie avec le calcul
2 =3 1 1 1 1 1 00
Ata=({—-1 s —=2]|(1 2 3)=(0 10
0o —2 1 2 4 7 0 0 1
2 -3 1 o
Donc <—01 52 —12> est bien I'inverse de A.
O
Remarque 2.0.1. — Pour calculer I'inverse on a juste besoin de faire les opérations sur les

coefficients du systeme. Cela revient 2 manipuler ce qu'on appelle parfois des matrices augmentées.
On démarre le processus en écrivant cote a cote les matrices A4 et ,. La méthode de Gauss
permet, a I'aide d’opérations sur les lignes de la matrices a 7 lignes et 2% colonnes de se ramener
a une matrice triangulaire a gauche, puis, si la matrice A est inversible, 4 la matrice /,, a gauche.
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La matrice obtenue 2 droite est alors 'inverse de 4. Appliquons cette méthode sur 'exemple de
Iexercice :

N W =
S O =

Les opérations L) <— L, — L et Ly

Lopération L3 «— L3 —2L, donne

1111 0 O

01 2(—-1 1 O

0 0 1j]0 —21
On effectue alors Ly «— L — Ly et Ly <L, —2L,

et on termine avec Ly «— L, —L,

1 002 —3 1
0 o)l—1 5 =2
00 10 —2 1

—

—3
ce qui donne Al = (—1 5 —2>. Le lecteur pourra noter que les opérations faites sont exacte-
0 —2 1

ment celles de exercice et que la matrice augmentée 4 chaque étape correspondent aux coefh-
cients A gauche et a droite des syst¢tmes d’équations.

Passons maintenant a un exercice de diagonalisation.
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Soit ¢ : R> = R? 'endomorphisme de matrice

—1 1 0
A=(—2 =2 2
—4 —8 6

1. Trouver les valeurs propres de ¢ et en déduire que ¢ est diagonalisable.

2. Trouver une base f = (£, /5, f3) formée de vecteurs propres de ¢.
3. Déterminer la matrice de passage de la base usuelle e a la base £ et calculer son inverse.

4. Calculer les coefficients de la matrice 4” pour tout » € N.

Solution. — 1. On utilise la regle de SARRUS pour calculer le polynéme caractéristique :

X+1 —1 0
dée(XI;—A)=déc| 2 X+2 —2
4 8 X—6

=(X+1D)X+2)(X—6)+8+16(X +1)+2(X—06)
=X>—3X*+2X
- X(X—1)(X—2)

Donc ¢ admet 3 valeurs propres distinctes 0, 1 et 2. Il en résulte que ¢ est diagonalisable.

2. Lapplication ¢ est donnée par :
(%9, 2) — (—x + 9, —2x—2y + 2z, —4x— 8y + 62)

Valeur propre 0 : on veut trouver un vecteur non nul dans Ker(p). Mais un triplet (x, y, z)
appartient a ce noyau si et seulement il est solution du systeme

X + Y =0
—2X — 2Y + 2Z = 0
—4X — 8Y + 6Z = 0

quon résoud a I'aide de la méthode du pivot de Gauss. Les opérations L, <— L, —2L;
et Ly < Ly —4L, qui permettent d’éliminer la variable X' des deux dernieres équations
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donnent le systtme équivalent

—X + Y =0
— 4Y + 2Z =0
— 12Y + 6Z = 0

N ) . ) ) 1
Lopération L3 «— L3 —3L, permet de retirer la troisieme ligne, puis L, < 5L, donne le
systeme équivalent :

—X + Y =0
{ — 2Y + Z =0
Cest a dire
Yy = X
{Z = 2X

En prenant X = 1 on obtient une solution non nulle (1, 1,2). Par conséquent on peut
p q p
poser f] = (1, 1, 2) € Ker(p). On notera qu'ici il suffit de donner un vecteur non nul dans
Ker(p). Tout vecteur Af] avec k € R* conviendrait donc également. Il n’y a pas unicité de
la réponse. Néanmoins, nous avons choisi une réponse de longueur minimale parmi celles
avec des coordonnées entiéres.

Valeur propre 1 : un vecteur # = (x,y, z) vérifie p(#) = # si et seulement il est solution
du systeme

X + Y = X
2X — 2Y + 2Z = Y
—4X — 8Y + 6Z = Z
Cest-a-dire du systeme
—2X + Y =0

—2X — 3Y + 22 =0
—4X — 8Y + 5Z =0

Les opérations L, «— L, — L et L3 <= L3 —2L; donnent le systtme équivalent

—2X + Y =0
— 4Y + 2Z 0
— 10Y + 5Z2 =0

Lopération Ly «— L3 — %Lz permet d’éliminer la troisieme ligne. Puis 'opération L, «

%LZ donne

o

—2X + Y =
— 2Y + Z

|
=)
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et f> = (1,2,4) est une solution non nulle de ce syst¢me et donc un vecteur propre pour la
valeur propre 1.

Valeur propre 2 : un vecteur # = (x; y, z) vérifie ¢(#) = 24 si et seulement s'il est solution
du systeme
X o+ Y - 2x
—2X — 2Y + 2Z 2Y
—4X — 8Y + 6Z = 2Z

Cest-a-dire du systeme

—3X + Y =0
—2X — 4Y + 2Z = 0
—4X — 8Y + 47 = 0

Lopérations Ly «— L3 — 2L, permet d’éliminer la troisieme ligne, si bien que le systeme
équivaut a
—3X + Y =0
{ X — 2Y + Z

dont fé =(1,3,7) est une solution non nulle.

|
)

3. On obtient la matrice de passage

2 4

qui est exactement celle de 'exercice précédent, ce qui nous permet de reprendre les calculs
faits. Avec la méthode de la matrice augmentée :
g

11 1{1 0 O
1 2 3/]010
2 4 7|0 0 1

Les opérations L, «— L, — Ly et L3 <= L3 —2L; donnent

1 11
P={1 2 3
7

1 11,1 00
012-1120
0 2 5|—2 0 1
Lopération L3 «— Ly —2L, donne
1111 0 O
01 2(—-1 1 O
0 010 —21
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On effectue alors Ly «— L —Ly et Ly <L, —2L,

1 1 0] 1 2 —1
01 0/—1 5 =2
00 110 —2 1
et on termine avec L| <= L{—L,
1 0 0] 2 —3 1
0 1 -1 5 =2
00 110 —2 1
. L /23
ce qui donne P =<—1 5 —2>
0 —2 1
4. Pour n > 1, on obtient les égalités
0 0 0
A=pl0o 17 0 |p!
0O o0 2%
1 1 1 0 0 O 2 =3 1
=11 2 01 0 -1 5 =2
2 4 7 0 0 27 0o —2 1
0 1 27 2 =3 1
={0 2 3x2* -1 5 =2
0 4 7x2" 0o —2 1

—1 5—2x%x2" —242"
—2 10—6x2" —4+3x2"
—4 20—14x2" —8+7x2"

S . . . . _1 1 0
A titre de vérification pour 7z = 1, on obtient <—i -2 é) =A.
48
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Fiche de révision

2.1. Produit

P )
/[Deﬁmtlon 2.1.1J ~

Soient 72, n, p trois entiers strictement positifs. Soit 4 = (4, j) une matrice de .#,, ,(R) et

soit B = (bj, ¢) une matrice de .#Z, ,(R). On appelle produit matriciel de 4 par B la matrice
C e ///m’p(R) dont le terme général C; ) €st défini, pour tout 7 = 1,...,7 et pour tout
kE€L...,ppar:

n
Ci,k = Zdl-’j b])k 5
j=1
- J
2.2. Applications linéaires
A Définition 2.2.1] N

Une application ¢ : R” — R est dite linéaire si elle vérifie les deux conditions suivantes :

(i) Compatibilité avec l'addition : Pour tous vecteurs #,v € R”,
o +7) = p(id) + p(v);

(ii) Compatibilité avec la multiplication par un nombre réel : Pour tout A € R, pour vecteur
i eR”,

p(Mii) =hp(dd).
. J

Proposition 2.2.2}

Soient e = (¢},...,¢,) une base de R”, f = (}?i,,fm) une base de R” et g = (g’l,...,gjp) une
base de R? et soient ¢ : R” — R” et ¢ : R” — R? des applications linéaires, alors

Mate’g(\}/ 0p) = Matf)g(\{/) Matef(p).
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2.3. Sous-espaces

/[Déﬁnition 2.3.1} ~

Un sous-espace vectoriel de R” est une partie £ de R” qui satisfait les trois conditions sui-
vantes :

(i) La partie E contient le vecteur nul : 0 €E ;
(ii) La partie E est stable par addition :
Vi,LVeEE, #+V€EE;
(iii) La partie E est stable par multiplication par un nombre réel :
YaeRVi€E MEE.

” )
/[Proposmon 2.3.2 ] N

Soit /' : R” — R une application /inéaire. Alors
a) Lensemble
—1 — i — =
ST ={#eR?|f@)= 0}
est un sous-espace vectoriel de R” quion appelle le noyau de f'et qu'on note Ker(f).

b) Lensemble des valeurs de f* C'est-a-dire des vecteurs de R” de la forme f'(%) pour
un 7 € R” (avec des notations ensemblistes

fR")={7eR”|ieR",v=f(i)}

est un sous-espace vectoriel de R” qu’on appelle 'image de fet qu'on note Im(f).
- J

2.4. Dimension

/[Proposition 2.4.1} ~N

Soient F et F, des sous-espaces vectoriels de R” tels que | C F, (Fy est contenu dans F)
alors

a) On al'inégalité dim(F;) < dim(F,);

b) Légalité de parties F; = F, équivaut a I'égalité dim(F;) = dim(F)).
. J
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]

Théoréme du rang 2.4.2 ]

Soit /' : R” — R une application linéaire alors

n = dim(Ker(f)) + dim(Im(f")).

2.5. Application

A Théoreme 2.5.1 N
Soit f une application en 7 variables & valeurs réelles de classe €2, alors
F0) =f(d) + dfy (D) + %dz (A0, 201+ o(4D12).
L Cette formule s'appelle le développement de TayLoRr & Lordre 2 de f en A. )
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Entrainement

2.1. Exercices
2.1.1. Rappels sur le pivot de Gauss

Exercice 2.1. Résoudre les systemes d’équations linéaires suivants :

X+Y+Z2=3 X+Y+Z2=3 X +3Y =4
Y+Z=2 Y+Z=2 X—27=5
Z=1 X+Y =2 -

Exercice 2.2. Pour chacun des syst¢mes suivants, tracer la droite de R? correspondant a chaque
équation ax + by = ¢ du systeme et trouver graphiquement I'ensemble des solutions. Vérifier le
résultat en utilisant le pivot de Gauss.

{X+Y:1 {X—Y:Z XX_E)Y,ff
X—Y=0 Y—X=1 Vs

Exercice 2.3. Résoudre par la méthode du pivot de Gauss les systemes linéaires suivants :

3X+Y =2 2X+3Y =1
X+2Y =1 SX+7Y =3

3X+Y =2 2X+4Y =10
6X+2Y =1 3X+6Y =15

Exercice 2.4. Résoudre par la méthode du pivot de Gauss les systemes linéaires suivants :

X+Y+72=1 X+Y+2=2
X+2Y+272=0 X+Y+22=0
Y+47 =—4 X+2Y—-Z=0

X+Y+Z+T=2
X+Y+22+42T=0
X+2Yy—7Z—T-=1
Z—T1T=0

2X+Y—3Z=5
3X—=2Y+2Z=5
SX—-3Y—Z=16

Exercice 2.5. 1. Déterminer suivant les valeurs du parametre 4 les solutions des systemes
suivants :
X+al =2 X—=2Y=2 X+Y =3
{aX+Y=2 {X—aYza {4X+Y:4.
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2. Déterminer suivant les valeurs des parametres réels 2 et & les solutions des systemes linéaires

suivants :
X—al' =2 aX+8Y =b aX+bY =1
aXk+Y=>b X—bY =a bX +aYy =1
3. Interprétez les résultats des questions précédentes en termes d’intersections de droites dans
le plan.
Exercice 2.6. 1. Résoudre, en appliquant soigneusement la méthode du pivot de Gauss et

en indiquant chaque opération effectuée, le systtme d’équations linéaires

X + Y + Z + T =5
2X + 3Y — 2Z — 2T = 4
X + 3Y — 6Z + 3T = 4
X — Y + Z — T = —1

2. Vérifier que la ou les solutions obtenues vérifient le systeme initial.

Exercice 2.7. Equilibrer les reactions chimiques suivantes en interpretant la conservation des
divers éléments comme une condition linéaire sur les quantités de réactif :

1. NO, + H,O — HNO; + NO;
2. Fe;Sg + Oy — Fe3 O4 +50,;
3. C;Hy— C,Hy + H,.

2.1.2. Calcul matriciel

Exercice 2.8. On considére la matrice suivante.
1

11
A= 111
1 11
1. Calculer 4 et 4?. Exprimer simplement 4% en termes de A.
2. Pour un entier £ > 1, démontrer par récurrence que A =3F1y,

3. En déduire 'expression de A* en fonction de £.

Exercice 2.9. Pour chacune des application linéaires suivantes de R” dans R, écrire la matrice
qui lui correspond.

flopz)=x+2y+32 f(x) = (%, —x, 2x)
foy)=(x+px—y) floyz)=(x+2y+3zx+y+2,x—y—2)
f(x%9,2) = (x—2y3y) fy2t)=(x+y—2z+6x+y+1)
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Exercice 2.10. Dans cet exercice, on note A la matrice

3 0 —1
A={1 2 —1
01 1

On note B la matrice 4 —21;.

1. Calculer les matrices 4% et A°.

2. (a) Calculer la matrice B.
(b) Calculer les matrices B* et B°.

(c) Calculer les produits de matrices (23)B et B(213), comparer les résultats obtenus.

3. Dans cette question, on pourra utiliser, sans le prouver, que si M et N € ///3 (R) sont des
matrices telles que MN = NM, alors pour tout entier 7, la formule du bindme s’applique :

(M +N)" = kzn: <Z> MENTF
=0

ou (Z) désigne ici le coefficient binomial #Lk)'

En utilisant cette formule et la question précédente calculer les neuf coefficients de la
matrice A” pour tout entier 7z € N.

4. Vérifier pour les trois entiers 7 = 1, 2 et 3 que I'expression obtenue dans la question
précédente pour 4” redonne bien les matrices 4, A% et A3 obtenues auparavant.

Exercice 2.11. On consideére la matrice suivante.

0 0 O
A= 1 01
0 01
On note ¢ I'endomorphisme de R? défini par la matrice 4. On pose & = (1,0,0), & = (0, 1,0)
et 23 = (0,0, 1).
1. Démontrer que 0 ¢(¢]) = ¢(¢;) = 0. Démontrer que ¢ 0 p(¢3) = p(e3).
2. En déduire 42. Vérifier en effectuant le produit matriciel.

3. Démontrer que 4> = A2 sans effectuer le produit matriciel, puis vérifier en leffectuant.

4. Donner une base de Ker(p) et une base de Im(p)
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Exercice 2.12. On consideére la matrice suivante.

0 01

A= 1 0 0
010
On note ¢ 'endomorphisme de R? défini par la matrice 4. On pose ¢, =(1,0,0), ¢, =(0,1,0)
et 23 = (0, O, 1)

1. Pour i = 1,2, 3, déterminer g 0 p(¢;), puis p o g0 ¢(e;).

2. En déduire que 4% = 4. Vérifier en calculant le produit matriciel.
Exercice 2.13. On considére la matrice suivante.

010
A= 0 0 1
0 0O
On note ¢ I'endomorphisme de R? défini par la matrice 4. On pose & = (1,0,0), & = (0, 1,0)
et 23 = (0,0, 1).
1. Pour i = 1,2, 3, déterminer g 0 ¢(¢;), puis po p o ¢(¢;).
2. En déduire 4% et A3,

3. Pour £ € N*, donner une expression de (/3 +A)k en fonction de 4. Vérifier votre expression
pour & = 3 en effectuant le produit matriciel.

4. Reprendre la question précédente pour (I3 — A)F, puis pour (314 —24)F.
2.1.3. Algebre linéaire

Exercice 2.14. Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de R?? (justifier la
réponse)
L. 4= {(xy) €R*|x <y}
. B={(xy) €R*|xy=0}
. C={(xy) €R*|x=y}
. D:{(x,y)GR2 |x+y=1}
L E={(xy) €R?|x*—)* =0}
. F={(xy) €R?|x? +y* =0}

AN N AR N

Exercice 2.15. On considére les parties suivantes de R :

A={(x)) €R*|y—2x=0} et B={(xy)eR*|y—x*=0}.
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1. Dessiner, sur deux dessins différents, les parties 4 et B.
2. Déterminer, en justifiant vos réponses, si 4 ou B sont des sous-espaces vectoriels de RZ.
Exercice 2.16. On considere la partie F de R3 définie par
F={(%»2) €R®|x+2y—z=0}
1. Démontrer, en utilisant la définition, que 'ensemble F est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Utiliser la notion de noyau pour donner une autre justification du fait que F est un sous-
espace vectoriel de R3.

Exercice 2.17. On considere lapplication ¢ de R? dans R définie par

(6 p2)—x—y+z
Démontrer que ¢ est linéaire.
Démontrer que ¢ est surjective.
Soit P = Ker(p). Quelle est la dimension de P?
Soit # = (1,0, 0) et soit D = Vect(#). Que vaut ¢()?
Soit 7€ R®.

2(v)

(a) Siv =0y +7, avec v} €D et v, € P, justifier que ¢p(v) = ¢(v{) puis que 7] = WZZ

RN

~

(b) Prouver quil existe un unique couple (v}, 9,) avec v; € D et v, € P tel que v = v} +7,.

Exercice 2.18. Certaines des transformations qui servent dans les logiciels de graphisme ou
de gestion d’images sont des endomorphimes linéaires du plan R?. Par exemple, la rotation
d’un quart de tour a droite est donnée par I'application linéaire (x, y) — (3, —x). Pour chaque
application linéaire ci-dessous, décrire en termes simples la transformation géométrique corres-
pondante.

wy)— (=) (wy)— (/2/2)

y)— 2xy)  (By)— (x+p)

Exercice 2.19. Parmi les applications de R? dans R? définies par les relations qui suivent,
déterminer lesquelles sont linéaires.

filey)=letpe=y) flep)=(sl+bhD) fHln=(—)
filop)= () Aw) ==yt L) filoy)=(—s—)

1+x )1+y2

pour tous x,y €R.
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Exercice 2.20. Pour chacune des applications ci-dessous, vérifier qu’elle est linéaire et deter-
miner son noyau, son image ainsi qu'une base de chacun de ces sous-espaces.

A: R — R? Ah: R — R?
(%y) — (2x+3y,3x—y) (xy) — (2x+3y,—4x—6y)
S R® — R fi: RS — R?
(6p32) — (2x+y+3z) (6pz) — (x+y+z2x+y—z)

Exercice 2.21. Pour chacune des familles suivantes de vecteurs de R” (z = 2,3, 4 suivant le
cas) déterminer si elle forme une base de cet espace. Si Cest le cas, trouver les coordonnées d’un
n—uplet arbitraire (x1,x,...,x,) dans cette base.

L ((23), (1, 1));

(
2. ((20),(1,1),(1,2));
3. ((1,1,0),(1,0,1), (0, 1, 1));
4. ((=2,4,0),(0,1,1), (1, 1, 1));
5. ((=1,54),(0, 1, 1), (1,—4,—3));
6. ((—

1,5,4,0),(0, 1, 1,2), (1,—4,—3,—1));
7. (—1,5,4,0),(0,1,1,2), (1, —4,—3,—1),(0,2,2,1));

Exercice 2.22. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les parametres réels 2
et b pour que chacune des familles suivantes soient des bases de R,

. ((1L,1,1),(0,4,1),(0,0,5)),
- ((1,0,1), (2 6,1), (6,4, 1)),
3. (1,ab),(a1,4),(b,b 1
4. ((a,4,b),(a,b,a),(ba,a
. ((0,4,6),(4,0,b), (4,6,0)).

[\))—A

N

Exercice 2.23. Pour les applications linéaires suivantes de R” dans R™, préciser les entiers 7
et m, donner la matrice de /* puis donner une base de Ker(f') et Im(f").

1. f1:(69)— (x+39,2x—y,—x +59);

2. h: (x,y, — (x+y+2z,x—y);

3. f3:(%08) = (—x—2y+2,2x—),x— 3y +2);
4. 4 (6p2) = (x+y+22x—9,2).
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Exercice 2.24. Calculer le déterminant des matrices suivantes. Sont-elles inversibles? Inverser

celles qui le sont.
2 —2 4 1 2 1
A‘<3 —5>’ B‘<12 3)’ C‘<—5 —1>

Exercice 2.25. Soit # € R? un vecteur de norme 1 et soit D la droite vectorielle engendrée par

i.
1. Ecrire la matrice de la projection orthogonale sur D.

2. Ecrire la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a D. Calculer le déterminant de
cette matrice.

3. Soit 5 et s, des symétries orthogonales par rapport 4 des droites vectorielles dans R%. En
utilisant le calcul matriciel justifier que la composée 51 05, est une rotation.

Exercice 2.26. On pose

L /11 1)
. <ﬁ’ V3 ﬁ> ’
on note D la droite vectorielle engendrée par # et P le plan vectoriel d’équation X + Y +Z = 0.
1. Trouver deux vecteurs fi et fz orthogonaux et de norme 1 dans P.
2. (a) Trouver une base orthonormée (¢, &5, €3) de R3, avec ¢; €D.

(b) Donner la matrice de changement de base Q de la base usuelle de R3 vers la base
(€1, &, 3).
(c) Calculer son déterminant.

(d) Quitte a échanger &, et &3, expliquer comment on peut se ramener au cas ot dét(Q) =
1

(e) Que vaut le produit ‘QQ 2

(f) La matrice Q est-elle inversible? Trouver son inverse.

3. Ecrire dans la base (2, é,,¢) la matrice de la rotation 74 d’axe la droite D orientée par 7
123 ] 1%

et d’angle 27/3.
4. Donner la matrice M de 7y dans la base usuelle de R3.
5. Que vaut M?>?
6. Calculer M* pour tout entier £ € Z.

Exercice 2.27. Soit
V3i—1 0 =243

M= 0 2 0

V3 0 —1—4/3
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Calculer dét(M).

Calculer M? et M°.

En déduire I'inverse de M.

Calculer M* pour tout # € N. On pourra écrire £ =3m +ravecm € Netr=0,1 ou 2.

b=

5. Pour tout £ € N, calculer dét(M k ) de deux maniéres différentes.

Exercice 2.28. Calculer le déterminant des matrices suivantes. Sont-elles inversibles? Inverser
celles qui le sont. Calculer noyau et image de I'application linéaire associée pour celles qui ne
sont pas inversibles.

203 6 é};i 2011 4 3 6
N Y RN R
6 2 7 oo 00 4 6 2 1

Exercice 2.29. Soit f : R> — R? I'application linéaire dont la matrice dans la base usuelle de
R3 est

1 -2 =2
A= =2 1 =2
-2 =2 1
1. Montrer que I'application f posséde exactement deux valeurs propres et que 'une d’entre

elle est 3.
2. Donner une base e de R? formée de vecteurs propres pour f.

3. Quelle est la matrice de f dans la base e?

Exercice 2.30. Pour chaque matrice suivante, Donner I'application linéaire /* correspondante.
Déterminer si application linéaire est diagonalisable? Si c’est le cas, donner une base dans la-
quelle la matrice de I'application linéaire est diagonale.

G2 D))

2.1.4. Applications aux fonctions en plusieurs variables

—1
1

B Q2 D =~
| W 9] —

-3 =2 0
Exercice 2.31. On consideére la fonction de R? dans R donnée par
fi(xy)— (x* +y2)2 —2x% 4 2y2.

1. Quel est le domaine de définition de /2
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2.
3.
4.
5.

Pour tout 4 = (x,y) € ‘@f calculer grad ,(f).

Prouver que la fonction f* possede exactement trois points critiques que 'on déterminera.
Calculer la matrice hessienne de 4 en un point 4 = (x, ).

Pour chacun des trois points trouvés a la question 3 :

(a) Déterminer les valeurs propres de la matrice hessienne;

(b) En déduire si la fonction / a un minimum, un maximum ou un point selle en ce point.

Exercice 2.32. On considere la fonction de R? dans R donnée par

£ (53) = exp(—x* —y?).

1. Quel est le domaine de définition de /2

SNV W

Ecrire la fonction comme la composée de deux applications et en déduire directement
que / admet un maximum en un unique point que 'on précisera. Donner la valeur de ce
maximum.

Pour tout 4 = (x,y) € ‘@f’ calculer grad ,(f).
Trouver 'ensemble des points critiques de £
Calculer la matrice hessienne de A4 en un point 4 = (x, ).

Déterminer les valeurs propres de la matrice hessienne de /" en chacun de ses points cri-
tiques. Quel est le lien avec la question 2?

Exercice 2.33. On considere la fonction de R? dans R donnée par

AN A S e

fi@y)—xy—x+y.
Quel est le domaine de définition de /2
Pour tout 4 = (x,y) € ‘@f’ calculer grad A(f ).
Prouver que la fonction f* posséde exactement un point critique que 'on déterminera.
Calculer la matrice hessienne de A4 en un point 4 = (x, ).
Déterminer les valeurs propres de la matrice hessienne en le point critique.

En déduire si la fonction /" a un minimum, un maximum ou un point selle en ce point.
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Annales

Enoncé partiel 2023

Les calculatrices, documents et objets connectables au réseau sont in-

terdits.
La clarté des justifications des réponses données est un facteur impor-
tant d’appréciation des copies. Prenez le temps de vérifier vos réponses.

Question de cours 1. On se donne des fonctions /et g en 7 variables réelles et a valeurs réelles
que 'on suppose différentiables. On note 4 un point appartenant a I'intersection des domaines
de définitions .@f et .@g.

Donner les formules pour les gradients grad ,(f + ¢), grad ,(fz) et, dans le cas ot g(4) # 0,

pour grad ,(f/¢).
Soit » une fonction de R dans R dérivable en f(4); donner la formule pour le gradient

grad 4(hof).

Exercice. On considere la fonction ¢ de R? dans R donnée par ¢ : (x,y) —

1+x2+y2 )
1. Déterminer le domaine de définition de g.

2. En écrivant ¢ comme une application composée, justifier que ¢ admet un maximum en
(0,0) et calculer sa valeur. Ce maximum est-il global?

3. Justifier que g est différentiable et calculer le gradient grad ;(¢) pour tout 4 = (x,7) € RZ.
4. Déterminer pour quels points 4 € R? on a I'égalité grad ,(¢) = (0, 0).
5. Quel lien y a-t-il entre la question 2 et la question 4?2
Probléme. On considere lapplication / de R? dans R donnée par f : (x, y) — x> — 3.
1. Calculer les nombres £(1, 1), f(1,—1), £(1,0), £(0, 1), /(—1,0) et /(0,—1).
2. Représenter sur un unique dessin :
(a) Lensemble X, des couples (x,y) € R? tels que f(x%y)=0;
(b) Lensemble X, des couples (x,y) € R? tels que f(x,y) > 0;
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(c) Lensemble X_ des couples (x,y) € R? tels que /(x, y) < 0;
3. Soit 7 un nombre réel strictement positif quelconque. On pose 4 = (3,0) et B = (0, 5) et

on note O = (0,0) lorigine de RZ. On rappelle que B(0, 7) désigne la boule ouverte de
centre O et de rayon 7.

(a) Vérifier que 4 € B(O,7) et que f(A4) > 0.
(b) Que peut-on dire d’analogue pour le point B?
(c) Prouver que la fonction /" n'admet ni minimum local ni maximum local en O.
4. (a) Justifier que 'application f est différentiable et calculer le gradient grad 4(f) pour tout
A=(xy) €R%
(b) Déterminer pour quels points 4 € R? on a I'égalité grad ,(f) = (0,0). Dire pour
chacun d’entre eux si /' admet un minimum local ou un maximum local en ce point.

5. Soit ¢ un nombre réel non nul. On consideére la courbe paramétrée

1 cy 1 c
a5+ 5) 5(-9))
(a) Quel est le domaine de définition .@g[ de g. (Cest-a-dire pour quels nombres # € R le
couple g.(#) est-il bien défini)?
(b) Donner une expression simple pour la fonction composée f o g..

(c) Calculer la vitesse gZ(t) pour tout £ € .@g[.
(d) Soitze ng. Calculer le produit scalaire gc/(l‘). grad 0 (7).

(e) Peut-on retrouver le résultat de la question précédente sans calculer gﬁ(t) ?

(f) Soit (x,) € R? tel que x # y et x # —y. Trouver des nombres réels ¢ € R* et # € R*
tels que (x, ) = .(¢). (Indication : on pourra commencer par noter que si (x,y) = g.(¢)

alors f'(x, ) = f og.(¢))
(g) Sic#0, que peut-on dire de la ligne de niveau f ~1({c}) et de la fonction g, ?

6. Dessiner lallure des lignes de niveau £~ ({c}) pour les nombres réels c € {0, —1, 1, —4, 4}.
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Question de cours 2. Sous les hypotheses de 'énoncé, on a les formules

gradA(f +g)= gradA(f) + gradA(g)
grad ,(fg) =/ (4) grad 4(¢) + g(A4) grad ,(f)

1
grad;(f/g) = e (g(A) grad 4(f) —/ () grad 4 (¢))

grad (hof) = b (f(4)) grad ,(f).

Exercice. 1. Pour tout (x,7) € R2, on a la minoration 1 + x> +)/2 > 1 donc 1 + 12 +y2 710
et donc @g =R2,

IL-H' Elle est définie sur &, =

R—{—1}. On note également f 'application donnée par f': (x,y) — x% + y*. Alors

2. Soit 4 la fonction d’une variable réelle donnée par b : # —

hof(xy)= =g(x)

1+ (x2 +y2)

pour tout (x,y) € R? et donc ¢ = hof. La fonction 4 est dérivable sur son domaine

S Iy —
de définition et /' (¢) = L

strictement décroissante sur U'intervalle ouvert ]| —1, +oo[. Comme f'(x,y) = 0 pour tout
(%) € RZ, on obtient que

< 0 pour tout + € R—{—1}. Lapplication » est donc

2(%) = h(f(xy)) <h(0)=1=g(0,0).

Donc ¢ admet un maximum global en (0, 0) qui vaut 1.

3. Notons X : (x,y) — x et ¥ : (x,9) — y les applications correspondant aux deux compo-
santes du couple. Alors la fonction # = 1+ X 2 4+ Y? est différentiable et ne prend pas la
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valeur 0 sur R%. Par conséquent la fonction g est différentiable et

grad ,(¢) = mgradA(u)

B m@){(ﬂ) grad ;(X) +2Y (4) grad ,(Y))
- ﬁ@x(l, 0) +2y(0, 1))

B < —2x —2y >
(1+x2+92)2 (12 +y2)?
4. La relation grad 4(g) = (0,0) équivaut 2 x = 0 et y = 0 donc grad 4(¢) ne sannule que
lorsque 4 = (0, 0).
5. Par la question 2, la fonction g admet un maximum global en (0, 0) et elle est différentiable
en ce point. Donc grad(o)o)(g) =(0,0).

Probléeme. 1. Laformule f(x,y) = prog y2 pour tout (x,y) € R? donne en spécialisant :

£, 1)=0 f(1L,=1)=0
£(1,0)=1 f0,1)=—1
f(=1L0)=1 £(0,—1)=—1

2. Soit (x,9) € RZ.
(a) On a les équivalences
@) =02 —y*=0
= @ —y)x+y)=0
< y=xo0uy=—x;

(b) Ainsi que

f(xy) >0<=>x2—y* >0
< (x—y)x+y) >0
< (y<xety>—x)ou(y>xety<—x);
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(c) Et
fwy) <0=>x"—y* <0
< (x—y)x+y) <0
< (y<xety<—x)ou(y>xety>—x).

ce qui donne la figure 1

FiGure 1. Les ensembles X, X et X_

2
3. (a) La distance OA est égale a % <rdonc 4 €B(0,7) et f(A4) = % > 0.

2
(b) De méme, OB = % donc B€ B(0,7) et f(B) = —% <0.

(c) Par les deux questions précédentes, pour tout nombre r € Rf_, il existe des points A et
B dans la boule B(O, 7) tels que

F(B)<0=£(0) <f (),
Donc la fonction f* d’admet ni minimum local ni maximum local en O.

4. (a) Avecles notation usuelles pour les fonctions définies par les composantes, f = X2 —Y?
est différentiable et

grad ,(f) = 2X(A) grad ,(X) —2Y (A4) grad ,(Y)
=2x(1,0) —29(0, 1) = (2x, —2y).

123



Corrigé partiel 2023 Annales App. 1

(b) Soit A= (x,y) € R?. La relation grad ,(f) = (0,0) équivaut a (2x, —2y) = (0, 0) et donc
ax =y = 0. Donc le gradient ne sannule qu’en O. Par la question 3.(c), la fonction
n’admet ni minimum local ni maximum local en O.

5. (a) Les composantes de g,(#) sont bien définies dés que # # 0. Donc D, =R— {0}.
(b) Soit r € R—{0}.

foan=1(30+2)-3)-
(v 504

Donc f og, est I'application constante de valeur c.

(c) Les composantes de g. sont dérivables sur R* et
0=(;(-2)3(+5))
N=(=(1=%),2(1+%
&) <2 )2 t2

(d) En appliquant la question précédente, la question 4.(a) et la définition du produit
scalaire, on obtient pour tout # in R* les égalités

¢/(2) - grad, ((F)

R

pour tout # 7( 0.

(e) Par la question (b), la composée f o g. est constante donc

gé(z‘) . gradgc(t) (f)=0
pour tout £ € 7, .
(£) Soit (x,y) € R? avecy #x ety # —x.

On cherche des nombres ¢ et # de sorte que (x,y) = g.(¢). Mais cette relation im-
plique d’une part les égalités

fwy)=f(g(n)) =/ og(r)
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la derniere égalité résultant de la question (b). La relation (x, y) = ¢.(¢) implique d’autre
g q YY) =& pliq

part que x +y = . Les seules possibilités pour ¢ et # sont donc ¢ = f(x,y) = x> —y* et

t=x+y.

2 _y? et t = x +y conviennent. Alors

comme y 7»[ xety 7»[ —x, les nombres ¢ et ¢ sont tous les deux non nuls et ; =x—y, ce

qui donne

Inversement vérifions que les nombres ¢ = x

2.(r) = <%(x +y+x—y), %(x +y—x +y)> = (%7).

2

Donc les nombres ¢ = x —yz et = x +y vérifient bien g.(¢) = (x,).

(g) Par les questions (b) et (f) /° —1 ({¢}) est I'ensemble des valeurs de la fonction g,..

6. La courbe de niveau f~1({0}) a été décrite dans la question 2.(a), Cest la réunion des
droites X = ¥ et X = —Y. On notera que f(—x,y) = f(x,y) = f(x, —y), ce qui implique

que les courbes de niveau sont symétriques par rapport aux axes de coordonnées. De plus

: .1 .
la distance de g,(¢) au point 5(# #) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +00 et la distance de

. 1 —1 L.
£.(¢) au point %(7, 7) tend vers 0 lorsque # tend vers 0, ce qui signifie que les courbes de
niveau admettent toutes les deux droites X = ¥ et X = —Y comme asymptotes.

Lallure des lignes de niveau demandées est représentée dans la figure 2

— 7oy — {1 {4
— 1) — -4

FiGure 2. Courbes de niveau
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