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Exercice 1

On pose f(t) = ((t),y(1)).
1. x et y sont définies sur R*, donc Dy = R*.

2b
. t_l>i+mooa?(t) = tlilfooy(t) = +00. Pour¢t >0ona zg; = ;—:_t; e +o0.
Il y a donc une branche parabolique de direction (Oy) en ¢ :3+oo.
e Une étude similaire en t = —oo produit la méme conclusion.
y(t)  t* 420t

)
z(t) 23 4+a 10

o limz(t) = lim y(t) = — lim y(¢) = +oo. Pour t #0 on a == =
t—0 t—0+t t—0—
Il y a donc une branche parabolique de direction (Ox) en ¢t = 0.

2. Un point de rebroussement est un point singulier. En un tel point s on doit donc avoir

b

c’est-a-dire 2 (1 — %) =2 (s — 2) =0, dou s = ad et a=b.
s s

Lorsque a = b, on a

- 1 1
en particulier on remarque que , donc les vecteurs f” (as) et [ (as) forment

)
(@) 7y (o)

une famille libre de R?. Ainsi le point de parametre t = a® est un point de rebroussement de seconde

espece.
3. 2/(t) =2 <1 - ;), y'(t) = t2'(t). En particulier 2'y” — 2"y’ = 2/ > 0 (avec égalité si et seulement si
t= 2%)7 donc la courbe ne change pas de convexité. Son tableau de variations est le suivant:
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Tracé de la courbe Courbe avec cercle osculateur

4. On calcule (1) = <:§> d’ou f(l) = \% <:i) et N(l) = % <_11> On calcule de plus @(1) = (13)

ce qui donne ay (1) = @(1)- N(1) = /2 et donc un rayon signé R = ,‘llzi((lf) = 44/2. On calcule finalement

C(1)=M(1)+RN(1) = (213) Le cercle osculateur est donc le cercle de centre C(1) et de rayon 4+/2.

5. Appelons / la longueur d’arc recherchée. On a :

2.5
(= / Va'(t)?2 +y/'(¢)? dt  d’apres le cours
2

—/2'52’1 2
2 t3

~ 2.02 (calculatrice).

vV 1+t2dt wvoir le début de la réponse 3.

Exercice 2
1. Les solutions stationnaires vérifient ' = ¢’ = 0, donc x et y sont constantes (que ’on note encore x et
y). Ici cela conduit au systeme
z(a—by) = 0
(Cl’ - d) Yy = Oa
a
En appliquant la régle du produit nul, on voit que si z = 0 alors y = 0, et que si  # 0 alors y = 3 puis
d
x = —. Réciproquement on vérifie que les couples (0,0) et (%, %) sont bien des solutions du systeme.
c
D’ou le résultat.
2. Ce systeme est découplé. D’apres le cours, x(t) = zoe® et y(t) = yoe~%. Donc

lim z(t) = 400, lim y(t) =0.

t——+o0 t——+oo
d a .
3. (a) Onax:X+fety:Y—i—g,ceqmdonne
c

X/ —<X+i>(ab(Y+Z>) I :—b<X+d)Y

v :(C(X-l—il)—d)(y“rZ) ’ Y :CX(Y:Z)

(b) A € M5 (R), ses valeurs propres A, Ao € C vérifient A\ + Ay = 0 et My = af, dou Ny =
—iy/af = —X. On a

(A _ i\/ong) (;\%) —0= (A n i@lg) (_;{%) :



; 0
d’ot A = PDP~! avec P = \/a \/a > etD:(lm . )
(z\/ﬁ —ivV/B 0 —ivap
‘apre ot emHaBt 0 -1 . N o
D’apres le cours, on a d’ou Z(t) = P < 0 ewm) P~1Z(0) ce qui donne aprés multiplica-

Xo cos(v/apt) — Yo, [ sin(v/aBt)
Xoy/2 sin(v/aBt) + Yo cos(v/aBt)

Dans (3 a), on a montré que (X,Y") vérifiait le systéme non-linéaire suivant

X/(t) X(t) _ =b __ bd __ ac : :
(Y’(t)) +A <Y(t) =1, X(t)Y(t) avec a = °F et B = 9. Pour Xy et Yy petit, la solution
de ce systéme devrait se comporter comme la solution du probleme linéarisé Z'(t) + AZ(t) = 0,
c’est a dire une trajectoire en forme d’ellipse autour de l'origine.

tion matriciel Z(t) =

En revenant aux fonctions d’origines, ceci veut dire que si on démarre proche de la position
d’équilibre (2, ), alors la trajectoire (z(t),y(t)) devrait tourner autour de ce point d’équilbre (en
forme d’ellipse).



