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RésuméL'objetif du présent ours n'est pas de proposer un exposé exhaustif de la théoriedes odes orreteurs d'erreurs. Tout d'abord pare que la tâhe est bien trop om-plexe, ensuite ar la jeunesse de la théorie et son important développement atuel larendent en perpétuel mouvement. Le but est ii d'introduire les onepts, prinipeset méthodes de base de l'étude des odes orreteurs d'erreurs, ainsi que de faireentrevoir ertaines pistes permettant l'élaboration de odes performants.La théorie des odes orreteurs d'erreurs se base pour l'essentiel sur l'étude desorps �nis, ertains rappels onernant es derniers sont donnés dans Annexe A.On donnera les dé�nitions des prinipaux objets et grandeurs liés aux odesorreteurs d'erreurs. Les parties suivantes présenteront des lasses de odes parti-ulières, leurs propriétés et des proédures de déodage.Ce ours introduit les outils utilisés pour assurer la transmission d'informationsorretes sur des supports introduisant des erreurs. Les fondements mathématiquespermettant la onstrution de odes ave un rendement garanti sont présentés, enpartiulier les odes yliques et les odes géométriques de Goppa. Les appliationsdans l'industrie onernent le disque ompat, le Minitel, la transmission d'imagespar satellite, sont mentionnées.
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Cours N
◦1(disponible sur : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�panhish /SCCI).IntrodutionCe ours introduit les outils utilisés pour assurer la transmission d'informations or-retes sur des supports introduisant des erreurs. Dans une première partie, les fondementsmathématiques permettant la onstrution de odes ave un rendement garanti sont pré-sentés, en partiulier les odes yliques. Dans les appliations pratiques, notamment eninformatique et téléommuniations, des variantes de es odes sont utilisées.Les appliations des odes orreteurs d'erreurs dans l'industrie onernent le disqueompat, le Minitel, la transmission d'images par satellite, . . . (voir Chapitre XV de[Pa-Wo℄).
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Bases mathématiques :1. Transmission d'information, odage et deodage optimal sur un anal bruité. Codes derépétition pure.2. Distane de Hamming, rendement et vitesse de transmission, distane relative, bornede Hamming. Codes de Hamming.3. Codes linéaires et odes yliques. Matrie génératrie et alul du syndrome d'erreur.4. Polyn�mes loateurs d'erreurs. Appliation au déodage.5. Codes de Reed-Solomon et odes BCH. Codage et déodage.6. Bornes de Plotkin et de Gilbert-Varshamov.7. Codes géométriques de Goppa et ourbes algebriques sur les orps �nis.
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A l'ère de l'information, un dé� important à relever est elui de faire voyager elle-idans de bonnes onditions, 'est à dire de faire en sorte que le transport de l'informationn'en altère pas le ontenu. Auun anal de transmission n'étant parfait, il va don falloir�protéger� l'information pour qu'elle demeure exploitable. Les outils pour y parvenir sontles odes orreteurs d'erreurs, théorie réente de par la modernité de ses motivations.Pour montrer de quoi il s'agit on ommene par un exemple de réalisation e�etived'une proedure de odage orreteur d'erreur, voir [Pa-Wo℄, Chapitre X. Le 19.01.1972 lasonde spatiale "MARINER-9" transmettait une photo du "Grand anyon" de la planèteMars. La très grande qualité de ette photo avait été obtenue en protégeant la transmissionontre les erreurs énentuelles au moyen du "Code orreteur de Reed-Muller d'ordre 1 etde longueur 32".
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On "disrétise" le problème : la photo est déoupée en petits retangles haun d'entreeux étant assimilé à un point muni d'un "niveau d'énergie". Il existe en tout 64 niveauxd'énergie, on a don besoin de 64 messages à transmettre, haun représenté par unesuession de 6 "bits" (symboles 0 et 1). Pour pouvoir orriger les erreurs de transmissionon represente haque message u de 6 bits par une suite plus longe E(u) de 32 bits :
u = (α1, α2, α3, α4, α5, α6) 7→ E(u), F6

2 → F
32
2 ,
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obtenue des ombinaisons linéaires mod 2 des lignes Ai de la matrie
α1

α2

α3

α4

α5

α6











1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1
0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1











(∗)

F
6
2 ∋ u = (α1, α2, α3, α4, α5, α6)

E7→E(u) := A1α1+A2α2+A3α3+A4α4+A5α5+A6α6 ∈ F
32
2On obtient une appliation

E : F
6
2 → F

32
2 ,et on transmit le message E(u). Cette transmission a la redondane = 32 − 6=26, leoe�ient de redondane= 32/6.
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Pour dérire les mots du ode C = Im(E), on indexe les olonnes A(j) de la matrie(*) par les points x = (x1, x2, x3, x5) de l'espae a�ne F
5
2 (il'y en a 32) :

j = 1↔ (0, 0, 0, 0, 0), j = 2↔ (0, 0, 0, 0, 1), . . . , j = 32↔ (1, 1, 1, 1, 1)(on onsidère l'ériture binaire du nombre j − 1) :
j − 1 = x5 + 2x4 + 4x3 + 8x2 + 16x1, xi = 0 ou 1,alors

j ∈ {1, 2, · · · , 32} ←→ (x1, x2, x3, x4, x5) mod 2 ∈ F
5
2.Ensuite, on onsidère haque ligne Ai de la matrie (*) omme la fontion indiatrie d'unepartie de F

5
2 :

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ↔ {(∗, ∗, ∗, ∗, ∗) ∈ F
5
2} = F

5
2(l'espae F

5
2 tout entier) ,

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ↔ {(1, ∗, ∗, ∗, ∗) ∈ F
5
2}(l'hyperplan {x1 = 1}, ar la partie orrespondant de F

5
2 ommene par le numero j =

17↔ (1, 0, 0, 0, 0). Puis
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ↔ {(∗, 1, ∗, ∗, ∗) ∈ F

5
2}12



(l'hyperplan {x2 = 1}, les deux moreaux de la partie orrespondant de F5
2 ommenentpar le numero j = 9↔ (0, 1, 0, 0, 0) et le numero j = 25↔ (1, 1, 0, 0, 0)) et.On véri�e que les parties de F

5
2 obtenues de toutes les ombinaisons linéaires de Asont : l'espae F

5
2 tout entier, ∅, tous les hyperplans a�nes linéaires

f(x1, x2, x3, x4, x5) = 1 de l'espae a�ne F
5
2(d◦(f) = 1).En e�et la première ligne A1 représente la fontion onstante f : F5

2 → F2 :
A1 ←→ f ≡ 1, f : F

5
2 → F2,la ligne A2 représente la fontion f(x1, x2, x3, x5) = x1

A2 ←→ f(x1, x2, x3, x4, x5) = x1 "le premier hi�re" de j − 1 mod 2 ∈ F2,

A3 ←→ f(x1, x2, x3, x4, x5) = x2 "le seond hi�re" de j − 1 mod 2 ∈ F2,

A4 ←→ f(x1, x2, x3, x4, x5) = x3 "le troisième hi�re" de j − 1 mod 2 ∈ F2,

A5 ←→ f(x1, x2, x3, x4, x5) = x4 "le quatrième hi�re" de j − 1 mod 2 ∈ F2,

A6 ←→ f(x1, x2, x3, x4, x5) = x5 "le dernier hi�re" de j − 1 mod 2 ∈ F2.Cei implique que la ombinaison linéaire représant la fontion
α1A1+α2A2+α3A3+α4A4+α5A5+α6A6 ←→ f = α1+α2x1+α3x2+α4x3+α5x4+α6x5.13



(la fontion indiatrie de la partie
f(x1, x2, x3, x4, x5) = 1 de l'espae a�ne F

5
2).On sait que l'intersetion de deux hyperplans di�érents dans F
5
2 ontient au plus 8 élé-ments, don les mots du ode sont bien eartés : pour obtenir un mot à partir d'un autre,il faut hanger au moins 16 symboles (soit 16 soit tous les 32). C'est-à-dire, que le odeorrige jusqu'à 7 erreurs de transmission : dans e as le résultat c′1 de la transmissiond'un mot c1 ne peut pas être obtenu d'un autre mot c2 (sinon on pourrait obtenir c2 àpartir de c1 en hangeant ≤ 14 position.Déodage d'un mot reçu y ∈ F

32
2 vu omme une fontion y = y(x1, x2, x3, x4, x5) sur

F
5
2 : si y était un mot de ode, on pourrait le herher sous la forme suivante :

ỹ(x1, x2, x3, x4, x5) = α1 + α2x1 + α3x2 + α4x3 + α5x4 + α6x5, (0.1)alors






α1 = f(0, 0, 0, 0, 0) = y1,
α1 + α2 = f(1, 0, 0, 0, 0) = y17,
α1 + α3 = f(0, 1, 0, 0, 0) = y9,
α1 + α4 = f(0, 0, 1, 0, 0) = y5,
α1 + α5 = f(0, 0, 0, 1, 0) = y3,
α1 + α6 = f(0, 0, 0, 0, 1) = y2.14



Dans e as on véri�e si le mot de ode ỹ(x1, x2, x3, x4, x5) oïnide ave y, 'est à dire,si l'identité (0.2) soit satisfaite en tous les autres 26 points (26 = 32 − 6 onditions àvéri�er !) Sinon, on onsidère toutes les 64 ombinaisons linéaires
y′(x1, x2, x3, x4, x5) = β1 + β2x1 + β3x2 + β4x3 + β5x4 + β6x5, (0.2)et on hoisit parmi telle que le di�érene e = e(x1, x2, x3, x4, x5) = y−y′ soit un mot avele nombre minimum des valeurs non nulles. Ce mot représente "l'erreur de transmission".Alors

y(x1, x2, x3, x4, x5) = β1 + β2x1 + β3x2 + β4x3 + β5x4 + β6x5 + e(x1, x2, x3, x4, x5)et on obtient le déodage u′ du mot d'information u :
u′ = (β1, β2, β3, β4, β5, β6).Dans toute la suite les mots c d'un même ode C auront la même longueur n :

c ∈ C ⊂ Fn.De tels mots sont appelés "odes en blos" opposés aux "odes de longueur variable" ou"odes onvolutionnels" dont nous ne parlerons pas.
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Trois programmes de alul en Maple pour trouver un deodaged'un mot reçu ydisponibles à l'adresse ahée : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�panhish/04mag-maple,dans les �hiers 4mag-03linsolv.mws, 4mag-01hi�.mws, 4mag-02hi�.mws).Pour travailler ave es �hiers, on peut :1) les ouvrir ave Netsape,2) "enregistrer sous . . ." omme un �hier .mws,3) taper "xmaple" pour l'ouvrir ave une version de Maple.
Résolution d'un système linéaire mod 2(4mag-03linsolv.mws)

> restart :with(LinearAlgebra):
> y:=[1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1℄;
> alpha:=vetor(6):
> print('alpha=[alpha[1℄,alpha[2℄,alpha[3℄,alpha[4℄,alpha[5℄,alpha[6℄℄'):

y := [1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
α = [α1, α2, α3, α4, α5, α6]
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α1 = f(0, 0, 0, 0, 0) = y1,
α1 + α2 = f(1, 0, 0, 0, 0) = y17,
α1 + α3 = f(0, 1, 0, 0, 0) = y9,
α1 + α4 = f(0, 0, 1, 0, 0) = y5,
α1 + α5 = f(0, 0, 0, 1, 0) = y3,
α1 + α6 = f(0, 0, 0, 0, 1) = y2.

> C := matrix([[1,0,0,0,0,0℄,
> [1,1,0,0,0,0℄,[1,0,1,0,0,0℄,[1,0,0,1,0,0℄,[1,0,0,0,1,0℄,[1,0,0,0,0,1℄℄mod 2) ;

C :=
















1 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 1
















• Idem pour un veteur seond membre.
> b := vetor([y[1℄,y[17℄,y[9℄,y[5℄,y[3℄,y[2℄℄mod 2) ;17



b := [1, 1, 0, 0, 0, 1]

• Linsolve(. . .) mod 2 permet de résoudre mod 2 :
> alpha := Linsolve(C,b) mod 2;

α := [1, 0, 1, 1, 1, 0]Véri�ation. Calul de Cα− b.
> zerov := evalm(C &* alpha - b) ;

zerov := [0, 0, 2, 2, 2, 0]

• Les termes du veteur obtenu ne sont pas � réduits � à leur forme anonique mod2. Pour obtenir la rédution.
> map(item -> Expand(item) mod 2, zerov) ;

[0, 0, 0, 0, 0, 0]

18



Appliation du odage : y = E(α) = α ∗ A = α[1] ∗ A[1] + α[2] ∗ A[2] + α[3] ∗ A[3] +
α[4] ∗A[4] + α[5] ∗A[5] + α[6] ∗A[6] :

> A[1℄:=
> vetor([
> 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
> ℄);
> A[2℄:=vetor([
> 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1℄);
> A[3℄:=vetor([
> 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1℄);
> A[4℄:=vetor([
> 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1,1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1,
> 1℄);
> A[5℄:=vetor([
> 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1,1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1℄);
> A[6℄:=vetor([
> 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0,1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1
> ℄); 19



A1 := [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
A2 := [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
A3 := [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
A4 := [0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1]
A5 := [0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1]
A6 := [0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1]

> yt:=evalm(sum(alpha[i℄*A[i℄, i=1..6)):
> yt:=map(item -> Expand(item) mod 2,yt);

yt := [1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]

> et:=evalm(y-yt):et:=map(item -> Expand(item) mod 2, et) ;
et := [0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1]

> et[18℄;
0

> wt:=0:
> for j from 1 to 32 do
> #print('j'=j,'et[j℄'=evalm(et[j℄));
> if yt[j℄-y[j℄ mod 2<>0 then wt:=wt+1 fi; od;
> print('wt'=wt);

wt = 14
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Utilisation de la multipliation des matries : α par A
> A:=array(1..6,1..32,[
> [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1℄,
> [
> 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1℄,
> [
> 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1℄,
> [
> 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1,1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1,
> 1℄,
> [
> 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1,1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1℄,
> [
> 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0,1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1
> ℄
> ℄); 21



A :=




















1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1




















> ys:=evalm(alpha&*A):
> ys:=map(item -> Expand(item) mod 2,ys);

ys := [1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]Véri�ation :
> yzero:=evalm(ys-yt):
> map(item -> Expand(item) mod 2,yzero);

[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
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Comparaison des deux déodages y′
= yp et ỹ = yt, et alul dupoids d'erreur (4mag-01hi�.mws)

> restart;
> Chiffres:= pro( d::nonnegint,l::nonnegint,n::nonnegint )
> loal i,m, v;
> v:=vetor(l);
> m:=n;
> for i from 0 to l-1 do
> v[l-i℄:=modp(m,d);m:=floor(m/d); od;
> return v;
> end pro:
> evalm(Chiffres(2,12, 4095));

[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

> evalm(Chiffres(7,5,700));
[0, 2, 0, 2, 0]
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> y:=[1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1℄;
> yp:=vetor(32):yt:=vetor(32):
> print ( 'j=x[1℄+2*x[2℄+4*x[3℄+8*x[4℄+16*x[5℄',
> 'x=[x[1℄,x[2℄,x[3℄,x[4℄,x[5℄℄',
> 'yp[j℄=x[1℄ mod 2',
> '
> yt[j℄=1+x[2℄+x[3℄+x[4℄ mod 2'):
> wp:=0:wt:=0:
> for j from 1 to 32 do
> x:=evalm(Chiffres(2,5, j-1)):
> yt[j℄:=1+x[2℄+x[3℄+x[4℄
> mod 2:
> yp[j℄:=x[1℄
> mod 2:
> if
> yt[j℄-y[j℄ mod 2< > 0 then
> wt:=wt+1 fi;
> if yp[j℄-y[j℄ mod 2<>0 then wp:=wp+1 fi;
> print ('j'=j,x=evalm(Chiffres(2,5, j-1)),'y[j℄'=y[j℄,'yp[j℄'=yp[j℄,'yt[j℄'=yt[j℄,'wp'=wp,'wt'=wt ):
> od:
> print ( 'y'=y):print ('yp'=evalm(yp)):print ('yt'=evalm(yt)):24



y := [1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

j = 1, x = [0, 0, 0, 0, 0], yj = 1, ypj = 0, ytj = 1, wp = 1, wt = 0
j = 2, x = [0, 0, 0, 0, 1], yj = 1, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 0
j = 3, x = [0, 0, 0, 1, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 0
j = 4, x = [0, 0, 0, 1, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 0
j = 5, x = [0, 0, 1, 0, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 0
j = 6, x = [0, 0, 1, 0, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 0
j = 7, x = [0, 0, 1, 1, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 1
j = 8, x = [0, 0, 1, 1, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 2
j = 9, x = [0, 1, 0, 0, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 2
j = 10, x = [0, 1, 0, 0, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 2
j = 11, x = [0, 1, 0, 1, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 3
j = 12, x = [0, 1, 0, 1, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 4
j = 13, x = [0, 1, 1, 0, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 5
j = 14, x = [0, 1, 1, 0, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 1, wp = 2, wt = 6
j = 15, x = [0, 1, 1, 1, 0], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 6
j = 16, x = [0, 1, 1, 1, 1], yj = 0, ypj = 0, ytj = 0, wp = 2, wt = 6
j = 17, x = [1, 0, 0, 0, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 6
j = 18, x = [1, 0, 0, 0, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 6
j = 19, x = [1, 0, 0, 1, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 7
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j = 20, x = [1, 0, 0, 1, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 8
j = 21, x = [1, 0, 1, 0, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 9
j = 22, x = [1, 0, 1, 0, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 10
j = 23, x = [1, 0, 1, 1, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 10
j = 24, x = [1, 0, 1, 1, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 10

j = 25, x = [1, 1, 0, 0, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 11
j = 26, x = [1, 1, 0, 0, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 12
j = 27, x = [1, 1, 0, 1, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 12
j = 28, x = [1, 1, 0, 1, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 12
j = 29, x = [1, 1, 1, 0, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 12
j = 30, x = [1, 1, 1, 0, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 1, wp = 2, wt = 12
j = 31, x = [1, 1, 1, 1, 0], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 13
j = 32, x = [1, 1, 1, 1, 1], yj = 1, ypj = 1, ytj = 0, wp = 2, wt = 14
y = [1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
yp = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
yt = [1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]
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Un programme pour un deodage exaustif de y (4mag-02hi�.mws)
> restart;
> Chiffres:= pro( d::nonnegint,l::nonnegint,n::nonnegint )
> loal i,m, v;
> v:=vetor(l);
> m:=n;
> for i from 0 to l-1 do
> v[l-i℄:=modp(m,d);m:=floor(m/d); od;
> return v;
> end pro:
> evalm(Chiffres(2,12, 4095));

[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

> evalm(Chiffres(7,5,700));
[0, 2, 0, 2, 0]véri�ation :2*7+2*7^3=700 ?

> 2*7+2*7^3=700;
700 = 700
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> y:=[1,1,1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,0,1,0℄;
> yp:=vetor(32):be:=vetor(6):wp:=vetor(64):
> print('j=x[1℄+2*x[2℄+4*x[3℄+8*x[4℄+16*x[5℄',
> 'b=be[1℄+2*be[2℄+4*be[3℄+8*be[4℄+16*be[5℄+32*be[6℄'):
> print('x=[x[1℄,x[2℄,x[3℄,x[4℄,x[5℄℄',
> 'be=[be[1℄,be[2℄,be[3℄,be[4℄,be[5℄,be[6℄℄',
> 'yp[j℄=be[1℄+be[2℄*x[1℄+be[3℄*x[2℄+be[4℄*x[3℄+be[5℄*x[4℄+be[6℄*x[5℄ mod2'):
> for b from 1 to 64 do
> be:=evalm(Chiffres(2,6, b-1));
> wp[b℄:=0:
> for j from 1 to 32 do
> x:=evalm(Chiffres(2,5, j-1));
> yp[j℄:=be[1℄+be[2℄*x[1℄+be[3℄*x[2℄+be[4℄*x[3℄+be[5℄*x[4℄+be[6℄*x[5℄ mod2:
> if yp[j℄-y[j℄ mod 2<>0 then wp[b℄:=wp[b℄+1 fi; od;
> #print ('yp'=evalm(yp));
> #'y[j℄'=y[j℄,'yp[j℄'=yp[j℄,'wp[b℄'=wp[b℄):
> if b=1 then minw:=wp[1℄;
> print('b'=b);
> print ('wp[b℄'=evalm(wp[b℄), 'be'=evalm(Chiffres(2,6, b-1)),'yp'=evalm(yp));
> fi;
> if minw>wp[b℄ then minw:=wp[b℄;
> print('b'=b);
> print ('wp[b℄'=evalm(wp[b℄), 'be'=evalm(Chiffres(2,6, b-1)),'yp'=evalm(yp));fi;
> od: 28



y := [1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0]
j = x1 + 2 x2 + 4 x3 + 8 x4 + 16 x5, b = be1 + 2 be2 + 4 be3 + 8 be4 + 16 be5 + 32 be6

b = 1
wpb = 20, be = [0, 0, 0, 0, 0, 0], yp = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

b = 2
wpb = 18, be = [0, 0, 0, 0, 0, 1], yp = [0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1]
b = 3
wpb = 14, be = [0, 0, 0, 0, 1, 0], yp = [0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1]
b = 4
wpb = 12, be = [0, 0, 0, 0, 1, 1], yp = [0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0]

b = 37
wpb = 4, be = [1, 0, 0, 1, 0, 0], yp = [1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0]
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Résultat :le veteur u′ = be = [1, 0, 0, 1, 0, 0], obtenu à partir du mot
y′ = [1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0],est le déodage herhé du mot reçu y. Il orrespond à b = 37, et le poids d'erreur y − y′est égal à 4.1 Transmission d'information, odage et deodage op-timal sur un anal bruitéCodes de répétition pure.1.1 Prinipe de transmission d'informationOn souhaite transmettre des informations via un anal de transmission. Celui-i nepouvant être parfait, l'information reçue par le destinataire peut être inexploitable ouerronée. Pour réduire au maximum la probabilité d'erreur, on onstruit une proédure deodage-déodage de l'information à transmettre qui, au prix d'éléments transmis supplé-mentaires, va permettre de déteter puis de orriger les altérations du message dues à
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l'imperfetion du anal. On se base pour ei essentiellement sur l'étude des orps �nis etdes polyn�mes sur eux-i.L'objet de la théorie de l'information est la désription et l'étude des systèmes de om-muniations, où l'information est onsidérée omme une grandeur mathématique, à partirdu travail de Claude Shannon (1948) "The mathematial theory of ommuniation".Le modèle général d'un système de ommuniation omportant une protetion ontreles erreurs de transmission est le suivant :SOURCEmessage àtransmettre
a emis −→

ENCODEURmessageodé
c emis −→ ↓

CANALde transmission e (erreur)←− BRUITDESTINARAIREmessagedéodé a′
←

DECODEURmessage
c′ = c + e reçu ←− ↓Par� "soure" on nomme tout organe ou dispositif émettant un message,31



� "enodeur" un organe qui assoie au message un signal de forme onvenable� "anal" le milieu utilisé pour transmettre le signal� "deodeur" l'organe de restitution du message à partir du signal reçu� "destinataire" la personne ou appareil qui exploite e message1.2 Hypothèses sur un anal bruitéLe message à transmettre est un blo de symboles tous issus d'un même alphabet. Onformule deux hypothèses fondamentales :- Les perturbations de symboles au ours de la transmission sont indépendantes deuxà deux et de même probabilité p.- Le bruit du anal peut substituer un symbole à un autre, mais ne peut en adjoindreou en supprimer. Le message reçu est ainsi de même longueur que le message émis.
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1.3 Généralités sur les odesDéfinition 1.1 (a) Soit F un ensemble de ardinal q, M,n deux entiers stritementpositifs. On appelle ode C sur l'alphabet F de longueur n blo-par-blo toute partie C ⊂ Fnde ardinal Card (C) = M .(b) Un ode C ⊂ Fn est dit q-aire si C = ImE pour une appliation injetive
E : F k −→ FnL'élément E(u), pour un u de F k est appelé un mot ode, k est dit la dimension du ode,

n est sa longueur. Dans e as Card (C) = qkDéfinition 1.2 (a) Soit F un ensemble �ni non vide et n entier stritement positif.L'appliation d : Fn × Fn −→ N

(a, b) 7→ Card {i ∈ {1, . . . , n} | ai 6= bi}ave a = (a1, · · · , an) et b = (b1, · · · , bn) est la distane de Hamming sur Fn.(b) Soit F un orps �ni. L'appliation w : Fn → N

a 7→ d(a, 0) = Card {i ∈ {1, . . . , n} | ai 6= 0}est le poids de Hamming. 33



Remarque 1.3 : La distane de Hamming sur Fn est bien une distane sur Fn. En e�et,on a :
d(a, b) = 0⇐⇒ (ai = bi; 1 ≤ i ≤ n)⇐⇒ a = b

d(a, b) = d(b, a) pour tous a, b pour tous En

d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) pour tous a, b, c pour tous En.
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Définition 1.4 Soit C = ImE un ode q-aire, i.e., l'image d'une appliation injetive
E : F k → Fn, où #F = q.(a) On appelle éart ou "distane" de C le nombre

d = d(C) = min
x,y∈F k

x 6=y

d(E(x), E(y))

Soit C = ImE un ode q-aire, E : F k → Fn de distane d. Dans e as on dit que C estun [n, k, d]q-ode.(b) On appelle vitesse de transmission (le "rendement" ou "information rate" en an-glais) de C le rapport R = k/n() 1/R est le oe�ient de redondane de C.(d) δ = d/n est la distane relative (ou le "taux de orretion") de CSoit x = (x1, . . . , xn) le mot transmis par le anal. Le mot reçu y = (y1, y2, . . . , yn),eventuellement entahé d'erreurs, di�ère de x en d(x, y) positions.Lorsque on suppose qu'il n'y a pas plus de t erreurs ommises, d(x, y) ≤ t, on pourraretrouver x à la ondition que haque mot erroné reçu ne puisse provenir que d'un seulmot du ode.
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Définition 1.5 Un ode de longueur n sur l'alphabet F véri�e la ondition de deodaged'ordre t si pour tout y ∈ Fn il existe au plus un mot x ∈ C ⊂ Fn tel que d(x, y) ≤ t.Dans e as les boules
B(x, t) = {y ∈ Fn | d(x, y) ≤ t} ⊂ Fn(pour la distane de Hamming) sont deux-à-deux disjointes.Théorème 1.6 Un ode C peut orriger t erreurs si son éart d est tel que d ≥ 2t + 1.Preuve Si c est envoyé et y reçu, tels que d(y, c) ≤ t, tout mot ode c′ de C est tel que

d(c, c′) ≥ 2t + 1. Or, d est une distane, don
d(y, c′) ≥ d(c, c′)− d(c, y)

d(y, c′) ≥ t + 1

C peut don orriger t erreurs. Les boules B(c, t) sont don deux-à-deux disjointes.
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Définition 1.7 (a) Un déodage de E est une appliation
D : Fn → F ktelle que D ◦ E = IdF k .(b) On dit que D est standard ("de vraisemblene maximale") si

∀y ∈ Fn∀u ∈ F k, d(E(u), y) ≥ d(E(D(y)), y)'est-à-dire que E(D(y)) se trouve parmi les mots de odes E(u) les plus prohes de y.Remarque 1.8 L'existene d'un déodage est garantie par l'injetivité de E.
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1.4 Codage et deodage optimal sur un anal bruitéOn onsidère les problèmes mathématiques de transmission d'information (vue ommeune longue suite
F kN ∋ a = (a1, . . . , ak, ak+1, . . . , akN ),où

u1 = (a1, . . . , ak), u2 = (ak+1, · · · , a2k), · · · , uN = (ak(N−1)+1, · · · , akN−1, akN ),ave les blos d'information u1, . . . uN . On transmet l'information blo-par-blo a l'aidedu ode
a 7→ EN (a) = (E(u1), . . . , E(uN )) ∈ FnNave les hypothèses 1.2 :

EN (a) 7→ ẼN (a) ∈ FnNIl est possible de diminuer onsiderablement la proportion d'erreures de transmissiond'information ave des bons odes.
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Le nombre total d'erreurs dans haque blo Ẽ(ui) est d'espérane d'une distributionpolynomiale, don e nombre est ≤ (p + ε)n pour tout ε, ave n assez grand, et ave unegrande probabilité souhaitée ≥ 1− ε1 (très prohe à 1). Une bonne mesure de qualité deode est la distane relative (où "taux de orretion") :
δ =

d

n
, et on suppose que p est assez petit : p <

δ

2
.Don pour un hoix de ε et de n on peut supposer aussi que p ≤ δ

2 − ε− 1
n . Dans e as

(p + ε)n ≤ (
δ

2
− 1

n
)n =

d

2
− 1 ≤ t =

[
d− 1

2

]

,et toutes les erreurs de transmission serons orrigées par le ode C.C'est-à-dire, DN ◦ EN (a) = a, si p < δ
2 et n assez grand, ave une probabilité souhaité

≥ 1− ε1 très prohe à 1.Don le suès du deodage des mots ẼN (a) ∈ FnN dépend du fait si δ est assez grand
p ≤ δ

2 mais aussi depend du fait que de la vitesse de transmission R = kN
nN (le rendement)est su�sante R > R0 pour transmettre un mot de ode de longueur n avant que le motsuivant soit fabriqué.C'est pourquoi on est obligé d'utiliser des odes longs, ave n ≈ 300 ∼ 1000.
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RappelsDéfinition 1.4 Soit C = ImE un ode q-aire, i.e., l'image d'une appliation injetive
E : F k → Fn, où #F = q. On appelle éart ou "distane" de C le nombre

d = d(C) = min
x,y∈F k

x 6=y

d(E(x), E(y))Dans e as on dit que C est un [n, k, d]q-ode.Définition 1.9 Une famille {Ci} des [ni, ki, di]q-odes est dite bonne s'il existe et si sontpositives toutes les deux limites
lim

i→∞

ki

ni
= R > 0, lim

i→∞

di

ni
= δ > 0,Ave toute bonne famille on peut faire tendre vers 1 la probabilité d'une transmissionorrete ayant en même temps la vitesse de transmission su�sante R > R0 pour pouvoirtransmettre un mot de ode de longueur n avant qu'un mots suivant soit fabriqué. Enréalité, on utilise R0 ≈ 0, 1 ∼ 0, 95.Illustration de l'idée :pour pouvoir reonnaître les erreures d'impression pendant la leture on utilise un bonvoabulaire où les mots sont éartés : il n'y a qu'un seul mot qui resemble au mot imprimé40



(erroné).Un proédé ourant du "bit de parité", permet dans le as d'une erreur de la "dététer"(sans la orriger !) Pour ela on attribue à un mot d'information binaire u = (u1, . . . , uk)la somme des oordonnées : E : F
k
2 → F

k+1
2 ,

x = E(u) = (u1, . . . , uk, xk+1), où xk+1 = u1 + · · ·+ uk ∈ F2.Une autre méthode est elle de répétition :
Em : F k → F km,elle onsiste à envoyer m fois le même mot : n = mk. La suite de odes {Cm = Em} estmauvaise : le rendement tend vers zéro : km

nm
=

1

m
→ 0.

41



En réalité, si une soure produit r symboles par minute, il y a une restrition sur lavitesse : un anal peut transmettre seulement m0r symboles par minute, m0 ≈ 1, 1 ∼ 10don il faut que n ≤ km0, k
n ≥ 1

m0
. On voit don que la répétition est inutile à ause dela restrition sur la longuer

k = 1,
k

n
≥ 1

m0
⇒ n ≤ m0.
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Définition 1.9 (rappel) Une famille {Ci} des [ni, ki, di]q-odes est dite bonne s'il existeet si sont positives toutes les deux limites
lim

i→∞

ki

ni
= R > 0, lim

i→∞

di

ni
= δ > 0,Ave toute bonne famille on peut faire tendre vers 1 la probabilité d'une transmissionorrete ayant en même temps la vitesse de transmission su�sante R > R0.Le suès du deodage des mots Ẽ(u) ∈ Fn dépend du fait que δ = d

n est assezgrand : δ
2 > p, où p = ps est la probabilité des perturbations de symboles au ours de latransmission.En même temps, on demand que de la vitesse de transmission R = k

n (le rendement)soit su�sante R > R0 pour transmettre un mot de ode de longueur n avant que le motsuivant soit fabriqué (on utilise R0 ≈ 0, 1 ∼ 0, 95).En�n, on est obligé d'utiliser des odes longs, ave n ≈ 300 ∼ 1000, pour que le nombretotal d'erreurs dans haque blo Ẽ(u) soit ≤ (p+ ε)n ave n assez grand et ε < δ
2 −p− 1

n .
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Codes de répétition pureSoit p = ps la probabilité des perturbations de symboles au ours de la transmission.On onsidère F = {0, 1} et l'appliation E : F → Fn du odage de répitition pure. Calulerla probabilité P du deodage erroné.(a) Montrer que
P =

∑

0≤l<n/2

(
n

l

)

(1− p)lpn−l = O(pn/2) lorsque p→ 0.En déduire, qu'on ne peut pas obtenir une très petite probabilité du deodage erroné àause de la restrition n ≤ m0.(b) Pour tout p < 1
8 , enadrer P (voir [vLi℄, p.24, et la setion suivante).
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1.5 Théorème de Shannon (1948)Ce résultat a�rme l'existene de bonne transmission d'information à l'aide d'une familleonvenable des odes longs. Shannon a onsidéré un anal binaire bruité (q = 2), voir [Sha℄.Soit PC = M−1
n

Mn∑

i=1

Pi la probabilité de deodage inorrete par un mot du ode C ⊂ F
n
2où Pi est la probabilité de deodage erroné d'un mot E(ui) ∈ C.Notation : on pose P ∗(Mn, n, p) = la valeur minimale de la probabilité de deodageinorrete par un mot sur tous les odes C ⊂ Fn

2 du ardinal Card (C) = Mn ('est à dire,que k = [Rn]),
P ∗(Mn, n, p) = min

C
Card (C)=Mn

(PC = M−1
n

Mn∑

i=1

Pi).
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Pour formuler le théorème de Shannon, on utilise la fontion d'entropie H(p) dé�niepour 0 < p < 1 par l'égalité : 0 < H(p) = −p log2 p− (1− p) log2(1− p) < 1.Théorème 1.10 (Shannon) On suppose que p < 1/2, et soit R un nombre stritementpositif tel que
0 < R < 1 + p log2 p + (1− p) log2(1− p) < 1,et on pose Mn := 2[Rn]. Soit P ∗(Mn, n, p)= la valeur minimale de la probabilité de deo-dage inorrete par un mot sur tous les odes C ⊂ F

n
2 du ardinal Card (C) = Mn :

P ∗(Mn, n, p) = min
C

Card (C)=Mn

(PC = M−1
n

Mn∑

i=1

Pi)Alors P ∗(Mn, n, p)→ 0 si n→∞ .(voir [vLi℄, p.27 pour une preuve détaillée, basée sur la théorie de probabilité).
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Le théorème de Shannon implique l'existene des bonne familles des odes binaires
{Cn}n ([n, kn, dn]2-odes) de longueur n→∞, ave kn = [Rn].On expliquera dans la setion suivante la signi�ation géométrique de l'entropie : H(p)est la proportion logarithmique du volume V (n, d) de la boule de Hamming de rayonrelatif p :

H(p) = lim
n→∞

log2(V2(n, r))

n
, si r

n
→ p.Représentation graphique : fontion d'entropie

> H(p):=- p*log(p)/log(2)-(1-p)*log(1-p)/log(2);
> 'H(p)=- p*log(p)/log(2)-(1-p)*log(1-p)/log(2)';

H(p) := −p ln(p)

ln(2)
− (1− p) ln(1− p)

ln(2)

> plot([1-H(p)℄, p = 0..1, R = 0..1,disont=true);
> 'R=1+p*log(p)/log(2)+(1-p)*log(1-p)/log(2)';
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Remarque 1.11
P ∗(Mn, n, p) = min

C
(PC = M−1

n

Mn∑

i=1

Pi)où Pi est la probabilité de deodage erroné d'un mot E(ui) ∈ C. Le théorème signi�e qu'ilexiste une famille {Cn} ⊂ F
n
2 des odes binaires de ardinal
Card (Cn) = Mn = 2[Rn] →∞telle que la valeur minimale de la probabilité de deodage inorrete par un mot du ode

Cn ⊂ F
n
2

P ∗(Mn, n, p) = PCn
= M−1

n

Mn∑

i=1

Pi → 0.Remarque 1.12 Dans le as d'un anal q-aire on utilise la borne de Gilbert -Varshamov
R ≥ 1−Hq(δ) pour l'existene des bons odes, où Hq(δ) est la fontion d'entropie q-aire :pour δ ∈ [0, q−1

q ]

Hq(0) = 0,Hq(δ) =
δ log(q − 1)

log(q)
− δ log(δ)

log(q)
− (1− δ) log(1− δ)

log(q)
.
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2 Distane de Hamming, rendement et vitesse de trans-mission, distane relativeBorne de Hamming. Borne de Singleton.2.1 Capaité de orretion et rayon de reouvrementSoit C = ImE un [n, k, d]q-ode, E : F k → Fn. Rapellons que C véri�e la onditionde deodage d'ordre t (voir Dé�nition 1.5) si pour tout y ∈ Fn il existe au plus un mot
x ∈ C ⊂ Fn tel que d(x, y) ≤ t. Dans e as les boules

B(x, t) = {y ∈ Fn | d(x, y) ≤ t} ⊂ Fnpour la distane de Hamming soient deux-à-deux disjointes, et le ode C peut orriger terreurs si son éart d est tel que d ≥ 2t + 1 (voir Théorème 1.6).Définition 2.1 (a) Le nombre t =
[

d−1
2

] est dit la apaité de orretion(b) On appelle rayon de reouvrement ρ(C) du ode C le plus petit rayon r tel quel'ensemble des boules B(x, r) de rayon r entrées en haque mot de ode x ∈ C, forme unreouvrement de Fn. On a t ≤ ρ(C) et en as d'égalité le ode C est dit parfait.
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Questions :1) Quel est le nombre maximum de mots que peut ontenir un ode C de apaité deorretion t ? 2) Quel est le nombre minimum de mots que doit ontenir un ode C pouravoir un rayon de reouvrement ρ(C) �xé ?Pour répondre à es deux questions on montre tout d'abord que CardB(x, r) ne dépendpas de x ∈ C : Card B(x, r) = |B(x, r)| =: Vq(n, r) ("le volume de la boule de Hamming").
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Proposition 2.2 Pour tout entier r ≤ n, et tout x ∈ Fn

CardB(x, r) = Vq(n, r) =
r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

Preuve. On peut représenter B(x, r) omme la réunion des sphères S(x, i) entrées en
x et de rayon i ≤ r.Calulons Card (S(x, i)) pour x et i �xés

Card (S(x, i)) = Card {y ∈ Fn | d(x, y) = i}l'ensemble des mots dont le nombre de omposantes distintes de elles de x est i.Il y a don (ni) ensembles d'indies à i éléments possibles. Chaune des i omposantesdistintes peut être de q − 1 façons, 'est à dire
Card (S(x, i)) = (q − 1)i

(
n

i

)
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2.2 Borne de Hamming et borne de SingletonThéorème 2.3 (Borne de Hamming) Soit C ⊂ Fn un ode (sur l'alphabet F de Card (F ) =
q) de distane d = d(C), la apaité de orretion t =

[
d−1
2

] et de ardinal M = Card (C).Alors
M

t∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

≤ qn, don Vq(n, t) ≤ qn/M ⇐⇒M ≤ qn/Vq(n, t).

Preuve est impliquée par le fait que les boules B(x, t) entrées en x ∈ C ⊂ Fn, sontdisjointes, ar 2t + 1 ≤ d.
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Corollaire 2.4 Soit C ⊂ Fn un ode sur l'alphabet F de Card (F ) = q de distane
d = d(C) et la apaité de orretion t =

[
d−1
2

]. Alors
max

C
(Card (C)) ≤ qn/Vq(n, t)Remarque 2.5 Soit C ⊂ Fn un ode (sur l'alphabet F de Card (F ) = q) ayant le rayonde reouvrement ρ(C). Alors

min
C

(Card (C)) ≥ qn/Vq(n, ρ(C))Optimisation des paramètres : on onsidère les odes C ⊂ Fn sur l'alphabet F de
Card (F ) = q de ardinal Card (C) = M , de distane d = d(C). Deux des paramètres
(n,M, d) sont �xés, on herhe à déterminer la plus grande valeur possible pour le troi-sième.
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Théorème 2.6 (Borne de Singleton) Soit C = ImE un [n, k, d]q-ode, E : F k →
Fn. Alors

k ≤ n− d + 1⇐⇒ R ≤ 1− δ + 1/n,où R = k/n, δ = d/n.Preuve On pose
x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn, x′ = (x1, . . . , xn−d+1) ∈ Fn−d+1,alors l'appliation E′ : F k → Fn−d+1 obtenue de E : F k → Fn par E′(u) := E(u)′, resteinjetive ar le poids de C est d, d'où k ≤ n− d + 1.Définition 2.7 Un ode atteignant la borne de Singleton est dit M.D.S. ("maximumdistane separable" en anglais).Le odes M.D.S. triviaux sont de type : [n, 1, n], [n, n − 1, 2], [n, n, 1].
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2.3 Bonnes familles des odes et problèmes asymptotiques.Un bon ode est un ode orrigeant de nombreuses erreurs ompte tenu de sa longueurtout en ayant une vitesse de transmission la plus élevée possible, e qui orrespond à desparamètres R et δ assez grands dans [0, 1℄. Rapellons (voir De�nition1.9) qu'une famille
{Ci} des [ni, ki, di]q-odes est dite bonne s'il existe et positives les limites

lim
i→∞

ki

ni
= R > 0, lim

i→∞

di

ni
= δ > 0,Toutefois, es paramètres δ et R sont liés par des relations dites asymptotiques. Nousallons établir quelques relations.
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2.4 Borne de Hamming et borne de Singleton asymptotiquesThéorème 2.8 (Borne de Singleton asymptotique) Soit {Ci} une famille des
[ni, ki, di]q-odes, on pose

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors

R ≤ 1− δPreuve : Pour toute i, on pose Ri = ki/ni, δi = di/ni, alors Ri ≤ 1− δi + 1/ni. Lorsque
i→∞, on obtient le résultat : R ≤ 1− δ.
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Borne de Hamming asymptotique utilise la fontion d'entropie q-aire : pour δ ∈
[0, q−1

q ]

Hq(0) = 0,Hq(δ) =
δ log(q − 1)

log(q)
− δ log(δ)

log(q)
− (1− δ) log(1− δ)

log(q)Proposition 2.9
1

n + 1
q
nHq

( r

n

)

≤ Vq(n, r) =

r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

≤ q
nHq

( r

n

) (2.1)Preuve On remarque tout d'abord, que pour tout z ∈]0, 1], et pour tout i ≤ r,
zi−r ≥ 1 =⇒

r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

≤
r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

zi−r.Puis, on utilise l'inégalité : pour tout z ∈]0, 1],
r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

zi−r ≤
n∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

zi−r = z−r(1 + (q − 1)z)n =: g(z).Pour trouver le minimum de g(z) on alule la dérivée g′(z) :58



> diff(z^(-r)*(1+(q-1)*z)^n,z);
−z(−r) r (1 + (q − 1) z)n

z
+

z(−r) (1 + (q − 1) z)n n (q − 1)

1 + (q − 1) zCei dit, g′(z) est égale à
−rz−1−r(1+(q−1)z)n+n(q−1)z−r(1+(q−1)z)n−1 = z−1−r(1+(q−1)z)n−1((q−1)(n−r)z−r).Cei implique

g′(z) = 0⇐⇒ −z−1−r(1 + (q − 1)z)n−1((q − 1)(n− r)z − r) = 0.don
z0 =

r

(q − 1)(n− r)
=

r/n

(q − 1)
(

1− r

n

) ,

g(z0) = z−r
0 (1 + (q − 1)z0)

n, 1 + (q − 1)z0 = 1 +
r

n− r
=

n

n− r
=

1

1− r

n

,et le minimum est
g(z0) = (q − 1)r

( r

n

)−r (

1− r

n

)n−r

.
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Un exemple numérique :
> restart;q:=3;r:=1;n:=3;
> g(z):=z^(-r)*(1+(q-1)*z)^n;
> gprime(z):=diff(z^(-r)*(1+(q-1)*z)^n,z);

q := 3

r := 1

n := 3

g(z) :=
(1 + 2 z)3

z

gprime(z) := − (1 + 2 z)3

z2
+

6 (1 + 2 z)2

z
> z0:=
> r /((q-1)*(n-r));

z0 :=
1

4
> plot([g(z)℄, z = 0 .. 1, y = 0..20, disont=true);
> 'y=g(z)';
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D'autre part
q
nHq

( r

n

)

= q
n

r
n log(q − 1)

log(q)
−

r
n log( r

n )

log(q)
− (1− r

n ) log(1− r
n )

log(q) =

(q − 1)r
( r

n

)−r (

1− r

n

)n−r

= g(z0),d'où l'inégalité supérieure.L'inégalité inférieure : on montre qu'il existe z̃ ∈]0, 1] tel que
r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

> (q − 1)r

(
n

r

)

≥ 1

n + 1
z̃−r(1 + (q − 1)z̃)n ≥ 1

n + 1
g(z0). (2.2)En e�et, le développement (1 + (q − 1)z̃)n =

∑n
i=0 Aiz̃

i ontient n + 1 termes, Aiz̃
i =

(
n
i

)
(q − 1)iz̃i, et on peut hoisir z̃ de telle façon que le terme Aiz̃

i =
(
n
i

)
(q − 1)iz̃i soitmaximal parmi Aiz̃

i :
Ai−1z̃

i−1

Aiz̃i
=

1

z̃

(
n

i− 1

)(
n

i

)−1

(q − 1)−1 = (2.3)
1

z̃
· n!

(i− 1)!(n− i + 1)!
· i!(n− i)!

n!

1

z̃

Ai−1

Ai
=

1

z̃

i

(n− i + 1)(q − 1)
.
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On voit don que
Ai−1z̃

i−1

Aiz̃i
=

1

z̃

i

(n− i + 1)(q − 1)est une suite roissante pour 0 ≤ i ≤ n. On hoisira z̃ de telle façon que ette suite dépasse1 en r-ème terme. Plus préisemment pour tout z̃ dans le segment
z̃ ∈

[
r

(n− r + 1)(q − 1)
,

r + 1

(n− r)(q − 1)

]

⇐⇒ 1 ∈
[
Ar−1z̃

r−1

Ar z̃r
,

Arz̃
r

Ar+1z̃r+1

]

,on a (pour tous les i, j ave 0 ≤ i < r ≤ j ≤ n) :
Ai−1z̃

i−1

Aiz̃i
≤ Aiz̃

i

Ai+1z̃i+1
≤ · · · ≤ Ar−1z̃

r−1

Arz̃r
≤ 1 ≤ Ar z̃

r

Ar+1z̃r+1
≤ · · · ≤ Aj−1z̃

j−1

Aj z̃j
.Cei implique

Ai−1z̃
i−1 ≤ Aiz̃

i ≤ · · · ≤ Arz̃
r, Arz̃

r ≥ Ar+1z̃
r+1 ≥ · · · ≥ Aj z̃

j ≥ . . . .Mais par notre hoix le terme Arz̃
r =

(
n
i

)
(q − 1)rz̃r est maximal parmi Aiz̃

i, don
z̃−r(1 + (q − 1)z̃)n ≤ (n + 1)Ar ⇒ g(z0) ≤ (n + 1)

r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

.
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Il reste à rapeller que
g(z0) = q

nHq

( r

n

)

= (q − 1)r
( r

n

)−r (

1− r

n

)n−r

,ei implique la borne inférieure :
1

n + 1
q
nHq

( r

n

)

≤ Vq(n, r) =

r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

.
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Cours N
◦2(disponible à l'adresse : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�panhish).Rappels :Proposition 2.9

1

n + 1
q
nHq

( r

n

)

≤ Vq(n, r) =

r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

≤ q
nHq

( r

n

) (2.4)
Corollaire 2.10 Lorsque n→∞, r

n → δ, on a
Hq(δ) = lim

n→∞

logq Vq(n, r)

n
= lim

n→∞

logq(Vq(n, r))

logq(Card (Fn))(la "proportion logarithmique de la boule de Hamming de rayon relatif" δ dans Fn).Preuve On prend logq de l'inégalité (2.4 ) :
1

n + 1
q
nHq

( r

n

)

≤ Vq(n, r) =

r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

≤ q
nHq

( r

n

)

⇒ − logq(n + 1)

n
+ Hq

( r

n

)

≤ logq Vq(n, r)

n
≤ Hq

( r

n

)

.
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et si r
n → δ, n→∞ alors logq(n+1)

n → 0 et on obtient le resultat.
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Théorème 2.11 (Borne de Hamming asymptotique) Soit {Ci} une famille des
[ni, ki, di]q-odes, on pose

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors

R ≤ 1−Hq(δ/2),où Hq(x) est la fontion entropie q-aire dé�nie sur [0, (q − 1)/q] par
Hq(0) = 0,

Hq(x) = x logq(q − 1)− x logq(x)− (1− x) logq(1− x) pour 0 ≤ x ≤ (q − 1)/q.Preuve Soit Ci ⊂ Fn un ode de la famille {Ci}, on pose ti =
[

di−1
2

]. Alors
di − 2

2
≤ ti =

[
di − 1

2

]

≤ di − 1

2
=

niδi − 1

2
⇒ lim

i→∞

ti
ni

= lim
i→∞

niδi − 1

2ni
=

δ

2Selon Théorème 2.3 (la borne de Hamming) on a
Vq(ni, ti)q

ki ≤ qni ⇒ logq(Vq(ni, ti)) + ki ≤ ni
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Lorsque ni →∞ , ti

ni
→ δ

2
don

logq(Vq(ni, ti))

ni
→ Hq(δ/2).Il vient que

Vq(ni, ti)q
ki ≤ qni ⇒ logq(Vq(ni, ti)) + ki ≤ ni

⇒ Hq(δ/2) + R ≤ 1⇒ R ≤ 1−Hq(δ/2).

> restart;FONCTION D'ENTROPIE
> q:=4:
> Hq(x):=x*log(q-1)/log(q)- x*log(x)/log(q)-(1-x)*log(1-x)/log(q);

Hq(x) :=
x ln(3)

ln(4)
− x ln(x)

ln(4)
− (1− x) ln(1− x)

ln(4)
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BORNES DE SINGLETON ET DE HAMMING (D'EMPILEMENT DE SPHÈRES)ASYMPTOTIQUES
> f:=Hq(x);

f :=
x ln(3)

ln(4)
− x ln(x)

ln(4)
− (1− x) ln(1− x)

ln(4)
> g1:=x/2;g:=algsubs(x=g1,f);

g1 :=
1

2
x

g := −
ln(1− 1

2
x) (1− 1

2
x)

ln(4)
+

1

2
x (−ln(

1

2
x) + ln(3))

ln(4)
> plot([f,1-g(x),1-x℄, x=0..2,y=0..1);'y=Hq(x),1-Hq(x/2),1-x';

69



0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
x

y = Hq(x), 1−Hq(
1

2
x), 1− x

70



3 Codes linéaires et odes yliques. Matrie généra-trie et alul du syndromed'erreur3.1 Codes linéairesUne lasse de odes très importante est elle des odes linéaires, notamment en raisondes outils dont nous disposons pour manipuler et représenter les appliations linéaires àl'aide de l'ériture matriielle.En général, pour un alphabet �ni F , étant donné une énumération de F k, la donnéed'un ode C = Im(E), E : F k → Fn est la donnée de n × qk éléments de F , e quireprésente un gros volume d'information.
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Si l'on munit F k et Fn de strutures supplémentaires et si l'on prend une appliation Equi respete es strutures, on peut éonomiser sur le volume d'information représentant
E au prix de aluls des valeurs non mémorisées de E.En e sens le plus simple est de prendre pour q un nombre primaire, q = pr, pour Fle orps Fq et pour E une appliation linéaire injetive de F

k
q dans F

n
q . Rapportant C auxbases anoniques adéquates, on aratérise ette appliation par n× k éléments de Fq.RapellonsDéfinition 1.2 (a) Soit F un ensemble �ni non vide et n entier stritement positif.L'appliation d : Fn × Fn −→ N

(a, b) 7→ Card {i ∈ {1, . . . , n} | ai 6= bi}ave a = (a1, · · · , an) et b = (b1, · · · , bn) est la distane de Hamming sur Fn.(b) Soit F un orps �ni. L'appliation w : Fn → N

a 7→ d(a, 0) = Card {i ∈ {1, . . . , n} | ai 6= 0}est le poids de Hamming.
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Définition 3.1 Soit F = Fq un orps �ni. Un ode linéaire C est un sous-espae vetorielde dimension k de l'espae vetoriel Fn (vu omme l'image d'une appliation E : F k → Fnlinéaire injetive). Les veteurs lignes a = (a1, · · · , ak) ∈ F k sont les mots d'information,et les veteurs lignes c = E(a) = (c1, · · · , cn) ∈ Fn sont les mots de ode. La matriegénératrie G du ode E est la matrie attahée à l'appliation linéaire E : F k → Fn(dans les bases standards de F k et Fn), de telle façon que
c = E(a) = aG.Remarque 3.2 Un ode linéaire C est l'image d'une appliation linéaire injetive, donon peut onsidérer C omme un sous-espae vetoriel de dimension k de l'espae vetoriel

Fn. On peut ainsi aratériser les odes linéaires à partir de matries à oe�ients dans
F omme noyau d'une autre appliation linéaire S : Fn → Fn−k. La matrie H de S estappelée matrie de ontr�le de C :

S(c) = Hct.
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Exemple. Soit H une matrie (n−k)×n à oe�ients dans Fq de rang n−k. Le noyau del'appliation représentée par H est un sous-espae vetoriel de F
n
q . On peut don dé�nirun ode linéaire par un système d'équations linéaires :

C =
{

c = (c1, · · · , cn)
∣
∣
∣ Hct = 0

}

.Posons
H = (A, In−k) =





1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 1 1 0 0 0 1



et soit q = 2 (C ode binaire) On désire transmettre le message
a = (a1a2a3a4).On le ode en c = (a1a2a3a4c5c6c7), ave c5, c6, c7 tels que Hct = 0. Or,

Hct = 0⇐⇒
a1 + a3 + a4 + c5 = 0
a1 + a2 + a4 + c6 = 0
a1 + a2 + a3 + c7 = 0

⇐⇒
c5 = a1 + a3 + a4

c6 = a1 + a2 + a4

c7 = a1 + a2 + a3
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On obtient l'appliation linéaire injetive E : F4
2 → F7

2

(a1, a2, a3, a4) 7−→ (a1, a2, a3, a4, a1 + a3 + a4, a1 + a2 + a4, a1 + a2 + a3)La matrie H est appelée matrie de ontr�le de C. On a Hct = 0 pour tous les mots deode c ∈ C.Remarque 3.3 Si H = (A, In−k), alors un message a = a1 · · · ak est odé en c =
a1 · · · akck+1 · · · cn le ode est alors dit systématique. Ii A ∈ Matn−k,k(F )De plus, on a

{Hct = 0} =⇒ ct =

(
Ik

−A

)

at = [a(Ik,−At)]t'est-à-dire, que






ck+1

ck+2

· · ·
cn







= −A





a1

· · ·
ak



 ,







ck+1

ck+2

· · ·
cn







+ A





a1

· · ·
ak



 =







0
0
· · ·
0







.
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Il vient la dé�nition suivante :Définition 3.4 G = (Ik,−At) est la matrie génératrie anonique du ode linéaire Cde matrie de ontr�le H = (A, In−k). D'une manière plus générale, toute matrie Gengendrant un ode C est une matrie génératrie de C.Remarque 3.5 Pour tout mot ode c, on a Hct = 0 et c = aG. Don
GHt = 0 ∈ Matk,n−k(F ), HGt = 0 ∈ Matn−k,k(F ),puisque Hct = HGtat = 0 pour tous les a ∈ F k.
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3.2 Détetion et orretion d'erreurs, déodageDans e qui suit, nous noterons c un mot ode émis, y le message reçu, et e = y− c leveteur erreur.La distane de Hamming d(y, c) est alors le nombre d'erreurs survenues au ours de latransmission. Pour déoder y reçu, on peut supposer que le nombre d'erreurs est minimal,'est à dire que l'on va herher le mot ode c le plus prohe de y au sens de la distanede Hamming. C'est la règle du déodage par plus prohe voisin.Définition 3.6 Soit t un entier naturel. C un ode linéaire de dimension r et de longueur
n est dit t-orreteur d'erreurs si

∀y ∈ F
n
q , |{c ∈ C : d(y, c) ≤ t}| ≤ 1Si alors c ∈ C est transmis et qu'au plus t erreurs surviennent, on a d(y, c) ≤ t et

d(y, c′) > t pour tout autre élément de C. Ainsi, la méthode du déodage par plus prohevoisin donne le bon résultat.Il apparaît qu'un des objetifs de la théorie du odage onsiste à élaborer des odesdont les mots sont très éloignés les uns des autres au sens de la distane de Hamming.Toutefois, un autre est de transmettre un maximum d'information et don de garder desvitesses de transmission aeptables, et réunir les deux est épineux.Théorème 3.7 Un ode C peut orriger t erreurs si son éart d est tel que d ≥ 2t + 177



Preuve : On a déja vu e resultat (Théorème 1.6) Si c est envoyé et y reçu, tels que
d(y, c) ≤ t, tout mot ode c′ de C est tel que d(c, c′) ≥ 2t+1. Or, d est une distane, don

d(y, c′) ≥ d(c, c′)− d(c, y)

d(y, c′) ≥ t + 1

C peut don orriger t erreurs.Exemple. Reprenons le ode déjà vu plus haut
E : F

4
2 → F

7
2 (3.1)

(a1, a2, a3, a4) 7→ (a1, a2, a3, a4, a1 + a3 + a4, a1 + a2 + a4, a1 + a2 + a3)Soient a, b des éléments de F
4
2Si d(a, b) = 1, alors d(E(a), E(b)) = 3 ou 4.Si d(a, b) = 2, alors d(E(a), E(b)) = 3 ou 4.Si d(a, b) = 3, alors d(E(a), E(b)) = 3 ou 4.Si d(a, b) = 4, alors d(E(a), E(b)) = 7.Cei dit, l'appliation E éarte vraiment les mots d'information.En e�et, on peut toujours supposer b = (0, 0, 0, 0), et on utilise diretement la formule(3.1) pour le mot E(a).Don d = 3, et le ode orrige 1 erreur. 78



Lemme 3.8 Soit un ode linéaire C de matrie de orretion H et d'éart d. Alors d ≥ s+1si et seulement si s olonnes de H sont linéairement indépendantes.Preuve : Supposons que s olonnes de H soient linéairement dépendantes. Alors il existe
c ∈ C non nul tel que Hct = 0 et w(c) ≤ s. Ainsi, d ≤ s. Inversement, si s olonnes de
H sont toujours indépendantes, c ∈ C non nul est toujours tel que w(c) ≥ s + 1 et don
d ≥ s + 1.
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Ce qui suit est un algorithme simple de déodage des odes linéaires : le déodage parleader de lasse.Soit C un ode linéaire de longueur n et de dimension k sur Fq. L'espae vetoriel
F

n
q /C est formé de toutes les lasses a + C, a ∈ F

n
q . Pour tout a, |a + C| = qk , et

F
n
q = (a(0) + C) ∪ · · · ∪ (a(s) + C),ave a(0) = 0, s = qn−k − 1.Alors, quel que soit le message y reçu, il existe i tel que y ∈ a(i)+C, et si c est le messageenvoyé, e = y− c = a(i) + z ∈ a(i) +C. On peut ainsi onstruire une méthode de déodagedes odes linéaires. En e�et, quel que soit y ∈ a(i) + C reçu, tous les veteurs erreurpossibles pour y sont également dans a(i) +C. La règle de déodage par plus prohe voisinnous onduit à hoisir pour veteur erreur le veteur e ∈ a(i) + C de poids de Hammingminimum, et on déode y en x = y − e. Nous allons voir maintenant l'algorithme, àproprement parler, plus en détail.
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Définition 3.9 Dans les onditions dérites préédemment, un élément de poids mini-mum dans a + C est appelé un leader de lasse.Soient a(1), · · · , a(s) les leaders des lasses a+C, a 6= 0, et soient c(1) = 0, c(2), · · · , c(qk)tous les mots du ode C et soit le tableau suivant :
c(1) c(2) · · · c(qk)

a(1) + c(1) a(1) + c(2) · · · a(1) + c(qk)

· · · · · · · · · · · ·
a(s) + c(1) a(s) + c(2) · · · a(s) + c(qk)Si on reçoit le mot y = a(i) + c(j), le veteur erreur est e = a(i) et on déode y en

x = y − e = c(j), 'est à dire le mot du ode (don un terme de plus petit poids) de laolonne où est situé y. On peut déterminer la lasse de y en évaluant e que l'on appellele syndrome de y.
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Définition 3.10 Soit H la matrie de orretion d'un ode linéaire C de longueur n etde dimension k. Alors le veteur S(y) = Hyt de longueur n− k est appelé le syndrome de
y.Théorème 3.11 Pour y, z éléments de F

n
q , on a(i) S(y) = 0 si et seulement si y ∈ C(ii) S(y) = S(z) si et seulement si y + C = z + CPreuve : S(y) = Hyt, et C = {y ∈ Fn

q : Hyt = 0}, d'où le (i). De plus, S(y) = S(z)⇐⇒
Hyt = Hzt ⇐⇒ H(y − z)t = 0⇐⇒ y − z ∈ C ⇐⇒ y + C = z + C, d'où le (ii).Si le message c est envoyé et y reçu, e = y − c, alors

S(y) = S(c + e) = S(c) + S(e) = S(e),

y et e sont dans la même lasse, et le leader de ette lasse a également le même syndrome.
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Cei nous permet d'améliorer l'algorithme préédent. Celui-i onsistait à reherherle message reçu y dans le tableau onstruit préédemment, et à le déoder en remontantau premier terme de la olonne du tableau où il se situe. Or, de e qui préède, tousles éléments d'une même ligne du tableau ont le même syndrome. Ainsi, pour ne pasperdre du temps de herher y dans le tableau, il su�t d'y rajouter une olonne, elle dessyndromes. Le déodage se fait alors omme suit :(i) On alule S(y) = Hyt.(ii) On herhe S(y) dans la olonne des syndromes.(iii) Le veteur erreur e est le leader de ette lasse, don premier terme de la ligne où�gure S(y).(iv) On déode y en x = c(j) = y − e, qui est également un terme de plus petit poidsde la olonne de y.

83



Exemple. Soit C un ode linéaire de matrie génératrie G et de matrie de ontr�le H .
G =

(
1 0 1 0
0 1 1 1

)

,H =

(
1 1 1 0
0 1 0 1

)

Motsd'information { 00 10 01 11Motsodes { 0000 1010 0111 1101 0
0

1000 0010 1111 0101 1
0

0100 1110 0011 1001 1
1

0001 1011 0110 1100 0
1

︸︷︷︸ ︸︷︷︸Leaders de lasse SyndromesSi y = (1110) est le message reçu, plut�t que de herher y dans le tableau, e quiserait oûteux pour de grands tableaux, on alule son syndrome :
S(y) = Hyt =

(
1
1

)
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Il vient ensuite immédiatement que le veteur erreur est le leader de la lasse orrespon-dante, ayant le même syndrome, don e = (0100), et on déode y en x = y − e = (1010)Cette méthode est toutefois limitée, ar pour de très grands odes, il devient impossiblede trouver les leaders de lasse. Un ode binaire de longueur 50 et de dimension 20 possède
≈ 109 lasses. Pour surmonter es di�ultés, il va falloir onstruire des odes partiuliers.
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3.3 Classe des odes de HammingThéorème 3.12 Soit C un ode linéaire binaire de matrie de orretion H. Alors, lesyndrome d'un veteur reçu est égal à la somme des olonnes de H orrespondant auxpositions des erreurs.Preuve : On note hj la jme olonne de H , et soit y = x + e le message reçu, x ∈ C.Alors, S(y) = Het. Si
e = (0, · · · , 0, 1

i1
, 0, · · · , 0, 1

i2
, 0, · · · ),alors

S(y) = hi1 + hi2 + · · ·Si toutes les olonnes de H sont di�érentes, une erreur simple en ime position entraîne
S(y) = hj , don une erreur peut être orrigée. Dans le as de odes visant à orriger uneerreur, la lasse des odes de Hamming simpli�e le problème de la loalisation de l'erreur.Définition 3.13 Un ode binaire Cm, de longueur n = 2m − 1, m ≥ 2, de matrie deorretion m× (2m− 1) H est appelé ode de Hamming binaire si les olonnes de H sontles éritures binaires de 1, 2, · · · , 2m − 1.Lemme 3.14 Cm est de dimension 2m −m− 1 et orrige 1 erreur.
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Preuve : Par onstrution, H est de rang m, et deux olonnes distintes de H sonttoujours linéairement indépendantes. En revanhe, omme H ontient ave deux olonnesdistintes également leur somme, on a l'éart de C d = 3, don C orrige une erreur.Exemple Soit C3 le ode de Hamming binaire de longueur 7 et de dimension 4. Alors samatrie de orretion est
H =





0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1





Le message reçu y = (1101111) a pour syndrome S(y) = (011)t, alors nous pouvonsa�rmer qu'une erreur s'est produite en 3ème position, puisque 011 est l'ériture de 3 enbase 2, don le mot de ode orrigé est x = (1111111).
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Remarque 3.15 On peut dé�nir les odes de Hamming q-aires C(m, q) pour tout orps�nis Fq. Ils sont de type [(qm−1)/(q−1), (qm−1)/(q−1)−m, 3], et la matrie de ontr�leest formée par les olonnes representant les oordonnées homogènes de points di�érentsde l'espae projetif P
m−1
FqRemarque 3.16 Les odes de Hamming C(m, q) sont parfaits : ils réalisent un empile-ment de sphères de rayon 1 dans F

n
q .Rapellons que

CardB(x, r) = Vq(n, r) =

r∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

don
Vq(n, 1) = 1 + n(q − 1).La borne d'empilement de sphères de rayon 1a la forme :

qn ≤ qkVq(n, 1)⇐⇒ qn−k ≤ 1 + n(q − 1),et ette borne est atteinte puisque n− k = m, qm = 1 + n(q − 1).
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3.4 Énumération de poids et l'identité de MaWilliams(voir [vLi℄, �3.5). Pour obtenir une information plus détillée sur les distanes entre les motsd'un ode linéaire C, on utilise le polyn�me-énumérateur de poids A(z) =
∑n

i=0 Aiz
n.Définition 3.17 (a) Soit C un ode linéaire, Le polyn�me-énumérateur de poids estdonné par

A(z) =

n∑

i=0

Aiz
i,où

Ai := #{c ∈ C | w(c) = i = d(c, 0)}est le nombre de mots de C de poids i ≤ n, A0 = 1.(b) La suite (Ai)
n
i=0 est dit la distribution des poids.
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On utilise la notation C⊥ pour le ode dual d'un ode linéaire C sur Fq,
C⊥ = {(x1, · · · , xn) ∈ F

n
q | ∀c = (c1, · · · , cn) ∈ C, x1c1 + · · ·+ cnxn = 0}.Exemple. Si C = F

n
q , alors C⊥ = (Fn

q )⊥ = {0}, puis
Ai =

(
n

i

)

(q − 1)i ⇒ A(z) =

n∑

i=0

(
n

i

)

(q − 1)izi = (1 + (q − 1)z)n,et B(z) = 1.
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Théorème 3.18 Soit C un [n, k, d]q-ode linéaire sur Fq ave le polyn�me-énumérateur
A(z) =

∑n
i=0 Aiz

n, et soit B(z) le polyn�me-énumérateur du ode dual C⊥. Alors
B(z) = q−k(1 + (q − 1)z)nA

(
1− z

1 + (q − 1)z

)

.Preuve On �xe un morphisme de groupes χ : Fq → C
∗ non-triviale, par exemple χ(x) =

exp(2iπTrFq/Fp
(x)/p), où q = pr

TrFq/Fp
(x) = x + xp + · · ·+ xpr−1 ∈ Fp.Puis, on onsidère la fontion génératrie

g(u, z) :=
∑

v∈Fn
q

χ(〈u, v〉)zw(v),où
〈u, v〉 = u1v1 + · · ·+ unvn, u = u1 + · · ·+ un, v = v1 + · · ·+ vn ∈ F

n
q .
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On pose w(ν) = 1 pour tout ν ∈ F∗
q , w(0) = 0, alors

w(v1, · · · , vn) = w(v1) + · · ·+ w(vn) ∈ N.Puis on montre que
∑

u∈C

g(u, z) = |C|B(z), (3.2)pare que
∑

u∈C

g(u, z) =
∑

u∈C

∑

v∈Fn
q

χ(〈u, v〉)zw(v) =
∑

v∈Fn
q

zw(v)
∑

u∈C

χ(〈u, v〉).

Ii la somme intérieure est |C| pour v ∈ C⊥, et nulle sinon, puisque 〈u, v〉 prends alorstoute valeur de Fq le même nombre de fois.
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D'autre part,
g(u, z) =

∑

v=(v1,··· ,vn)∈Fn
q

χ(u1v1)z
w(v1) · . . . · χ(unvn)zw(vn) (3.3)

=

n∏

i=1

∑

vi∈Fq

χ(uivi)z
w(vi) = (1− z)w(u)(1 + (q − 1)z)n−w(u)

= (1 + (q − 1)z)n

(
1− z

1 + (q − 1)z

)w(u)

= (1 + (q − 1)z)n−w(u)(1− z)w(u),pare que
∑

vi∈Fq

χ(uivi)z
w(vi) =







∑

v∈Fq

χ(0)zw(v) = (1 + (q − 1)z), si ui = 0,

1 + z
∑

ν∈F∗

q

χ(ν) = 1− z, si ui 6= 0.La sommation des égalités (3.3) substituées dans ∑u∈C g(u, z) = |C|B(z), montre dire-tement l'identité du théorème 3.18, puisque |C| = qk :
B(z) = q−k(1 + (q − 1)z)n

n∑

i=0

Ai

(
1− z

1 + (q − 1)z

)i

.
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Exeries3.1 Soit Ai := #{c ∈ C | w(c) = i = d(c, 0)} est le nombre de mots d'un ode C de poids
i ≤ n, A0 = 1. Montrer que pour le ode de Hamming C = Hm binaire il y a la relationsuivante :

iAi =

(

n

i − 1

)

− Ai−1 − (n − i + 2)Ai−23.2 En déduire :
A′(z) = (1 + z)n − A(z) − nzA(z) + z2A′(z), A(0) = 1.3.3 Caluler le polyn�me-énumérateur de poids A(z) =

∑n
i=0 Aiz

i pour le ode de Hammingbinaire C = Hm, où Ai := #{c ∈ C | w(c) = i = d(c, 0)} est le nombre de mots de C depoids i ≤ n, A0 = 1. (Réponse : A(z) = ((1+ z)n +n(1+ z)(n−1)/2(1− z)(n+1)/2))/(n+1)).3.4 Caluler le polyn�me-énumérateur de poids A(z) =
∑n

i=0 Aiz
i pour le ode C de répé-tition pûr, et pour le ode d'un seul ontr�l de parité. Véri�er diretement l'identité deMaWilliams dans e as.
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3.5 Codes yliquesDéfinition 3.19 Un ode linéaire C ⊂ F
n
q est dit ylique si

(a0, · · · , an−1) ∈ C ⇐⇒ (an−1, a0, . . . , an−2) ∈ CPour la suite, nous supposons que pgd(n, q) = 1 et on notera (xn−1) l'idéal de Fq[x]engendré par xn − 1. Alors, tout élément de Fq[x]/(xn − 1) peut être représenté par despolyn�mes de degré inférieur à n (ou le polyn�me nul), et et anneau est ainsi isomorpheà F
n
q omme Fq-espae vetoriel. Un isomorphisme est donné par

(a0, · · · , an−1)←→ a0 + a1x + a2x
2 + ... + an−1x

n−1Cet isomorphisme permet de onsidérer les éléments de Fq[x]/(xn−1) omme des veteursde F
n
q ou omme des polyn�mes de degré < n modulo xn − 1. La multipliation despolyn�mes modulo xn−1 est introduite de manière usuelle, 'est à dire, que si g1, g2 ∈ Fq[x]alors (g1 mod (xn − 1))(g2 mod (xn − 1)) = (g1g2) mod (xn − 1),

(g1 mod (xn − 1)) + (g2 mod (xn − 1)) = (g1 + g2) mod (xn − 1).
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3.6 Construtions3.6.1. Constrution par polyn�me générateurPour obtenir un ode ylique de dimension k et de longueur n, on peut oder lesmessages à transmettre (identi�és à des polyn�mes de degré ≤ k − 1) en les multipliantpar un polyn�me g donné de degré n− k diviseur de xn − 1. La orrespondane
(a0, · · · , an−1)←→ f(x) = an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0entre les veteurs et les polyn�mes permet d'interpréter C omme le sous-espae suivant :
C = 〈1 · g(x), x · g(x), x2 · g(x), · · · , xk−1 · g(x)〉 ⊂ Fq[x]/(xn − 1)de l'anneau quotient

Fq[x]/(xn − 1).
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Théorème 3.20 Le ode linéaire C est ylique si et seulement si C est un idéal de
Fq[x]/(xn − 1).Preuve : Si C est un idéal de Fq[x]/(xn − 1), et (a0, · · · , an−1) ∈ C, alors

x · (a0, · · · , an−1) = (an−1, a0, · · · , an−2) ∈ C.Inversement, si C est ylique, pour tout a(x) ∈ C, xa(x) ∈ C, x2a(x) ∈ C et ainsi desuite, don b(x)a(x) ∈ C et C est un idéal.L'anneau Fq[x] est prinipal, don tous les idéaux de l'anneau Fq[x]/(xn − 1) sontprinipaux. En partiulier, tout idéal non nul est engendré par un polyn�me g(x) de plusbas degré qu'il ontient, et g(x) divise xn − 1 :
C = 〈1 · g(x), x · g(x), x2 · g(x), · · · , xk−1 · g(x)〉,
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3.6.2. Constrution par polyn�me orreteurSi g(x) = g0 + g1x + · · ·+ gn−kxn−k, une matrie génératrie du ode C est
G =







g0 g1 · · · gn−k 0 0 · · · 0
0 g0 g1 · · · gn−k 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · 0 g0 g1 · · · gn−k






∈ Mk,n(Fq)

Les lignes de G sont, de manière évidente, linéairement indépendantes et rg(G) = k, ladimension du ode.Proposition 3.21 Si h(x) = (xn − 1)/g(x) = h0 + · · ·+ hkxk, alors
H =







0 0 · · · 0 hk hk−1 · · · h1 h0

0 0 · · · hk hk−1 hk−2 · · · h0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
hk hk−1 · · · h0 0 · · · · · · · · · 0






∈ Mn−k,n(Fq)

est une matrie de ontr�le de C.
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Preuve (voir [MW-S℄, p. 194) : En e�et, soit
h(x) = (xn − 1)/g(x) (3.4)

= h0 + h1x + h2x
2 + . . . + hkxk =

k∑

j=0

hjx
j =

n−1∑

j=0

hjx
j où hj = 0 pour j ≥ k + 1.Alors une ondition néessaire pour que

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1appartienne au ode C = (g), est donnée par la ongruene suivante :
f(x) = g(x) · u(x)⇒ h(x) · f(x) = h(x)g(x) · u(x) ≡ 0 mod (xn − 1).On alule don le produit

h(x) · f(x) =
k∑

j=0

hjx
j

n−1∑

i=0

aix
i =

k∑

j=0

n−1∑

i=0

hjaix
i+j , où i + j ≤ k + n− 1 ≤ 2n− 1.De plus,

xi+j ≡ xi+j−n mod (xn − 1), si i + j ≥ n.99



On pose l = i + j, alors
h(x) · f(x) =

k∑

j=0

n−1∑

i=0

hjaix
i+j (3.5)

=
n−1∑

l=0

n−1∑

i=0

hl−iaix
l +

2n−1∑

l=n

n−1∑

i=0

hl−iaix
l

≡
n−1∑

l=0

n−1∑

i=0

hl−iaix
l +

n−1∑

l′=0

n−1∑

i=0

hl′+n−iaix
l′ mod (xn − 1)

=

n−1∑

l=0

(
n−1∑

i=0

hl−iai +

n−1∑

i=0

hl+n−iai

)

xl(on utilise la notation l′ = l − n pour l ≥ n). Puis, on observe que la seonde somme sur
i dans la derinère ligne de (3.5) est nulle dès que l ≥ k puisque l + n− i ≥ k + 1 et don
hl+n−i = 0 puisque le degré du polyn�me h est égal à k (voir (3.4)).Don, pour tous les l = k, k + 1, · · · , n − 1 il n'y a qu'une seule somme , et on a laondition suivante : pour tous les l = k, k + 1, · · · , n− 1

n−1∑

i=0

hl−iai = 0.
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Don une ondition néessaire onsiste a un système de k − n équations linéaires
n−1∑

i=0

hl−iai = 0, (l = k, k + 1, · · · , n− 1) (3.6)de plus, hl−i = 0 si l − i ≥ k + 1⇐⇒ hl−i = 0 si i ≤ l − k − 1. Le système devient don






(l = n− 1) 0 · a0 + · · ·+ hk · an−k−1 + · · ·+ h1 · an−2 + · · ·+ h0 · an−1 = 0
(l = n− 2) 0 · a0 + · · ·+ hk · an−k−2 + hk−1 · an−k−1 + · · ·+ h0 · an−2 + 0 · an−1 = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · = 0

(l = k) hk · a0 + · · ·+ h0 · ak + 0 · ak+1 + · · ·+ h0 · an−2 + · · ·+ 0 · an−1 = 0

,

'est à dire, la matrie du système est la matrie suivante (de rang n− k, puisque h0 6= 0)
H =







0 0 · · · 0 hk hk−1 · · · h1 h0

0 0 · · · hk hk−1 hk−2 · · · h0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
hk hk−1 · · · h0 0 · · · · · · · · · 0







Comme la ondition est néessaire, e système donne un sous-espae veoriel C ′ de C dedimension n− (n− k) = k. Mais la dimension du ode C est égale à k don C ′ = C, et laondition de ontr�le (3.6) est néessaire et su�sante.101



Définition 3.22 Soit C = (g(x)) un ode ylique. Alors g(x) est appelé polyn�me gé-nérateur de C, et h(x) = (xn − 1)/g(x) est appelé polyn�me orreteur de C.Soit xn−1 = f1(x)f2(x) · · · fm(x) la déomposition de xn−1 en fateurs irrédutiblessur Fq. Nous supposons dans ette partie que pgd(n, q) = 1, e qui élimine l'éventualitéde fateurs multiples. Si fi(x) est irrédutible sur Fq, alors (fi(x)) est un idéal maximal et
C est un ode ylique maximal. On engendre tous les odes yliques de longueur n sur Fqgrâe à la fatorisation i-dessus, en hoisissant n'importe quel diviseur de xn − 1 (parmiles 2m diviseurs distints de xn−1) omme polyn�me générateur. On a de plus les mêmespropriétés que pour les odes onstruits à partir de matries. En e�et, si C est ylique,
g(x) et h(x) sont des polyn�mes respetivement générateur et orreteur de C, alors
v(x) ∈ Fq[x]/(xn− 1) est un mot du ode C si et seulement si v(x)h(x) ≡ 0 mod (xn− 1).Un message a(x) est odé en w(x) = a(x)g(x). Si on divise le message reçu v(x) par g(x)et que le reste est non nul, on sait que des erreurs sont survenues :

v(x) = b(x)g(x) + r(x).Cei dit, le syndr�me S(v) = r(x) est le reste de la division eulidienne. Un deodagepossible de v(x) est don b(x).
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Pour avoir un déodage standard ("de vraisemblene maximale") d'un mot v(x) onhoisit parmi les polyn�mes
v(x)− ã(x)g(x), ã(x) = a′

0 + a′
1x + · · ·+ a′

k−1x
k−1un polyn�me de nombre minimum des oe�ients non nuls. Ave e hoix, on délare

ã(x) = a′
0 + a′

1x + · · ·+ a′
k−1x

k−1un mot déodé.
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On peut obtenir la matrie génératrie anonique de C de la manière suivante (voir[Li-Ni℄,Ch. IX, �2). Soit deg(g(x)) = n− k. Alors il existe ave uniité aj(x) et rj(x) ave
deg(rj(x)) < n− k et tels que

xj = aj(x)g(x) + rj(x) pour tout jAinsi, xj − rj(x) ∈ C, ainsi que
gj(x) = xk(xj − rj(x)) (pour n− k ≤ j ≤ n− 1)onsidéré modulo xn− 1. Les polyn�mes gj(x), pour n− k ≤ j ≤ n− 1, sont linéairementindépendants et forment la matrie génératrie anonique de C : (Ik,−R), où la ième lignede R est le veteur des oe�ients de rn−k−1+i(x) :

gn−k = xk(xn−k − rn−k(x)) ≡ 1− xkrn−k(x) mod (xn − 1),deg xkrn−k(x) < n

gn−k+1 = xk(xn−k+1 − rn−k(x)) ≡ x− xkrn−k+1(x) mod (xn − 1),deg xkrn−k+1(x) < n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
gn−1 = xk(xn−1 − rn−1(x)) ≡ xk−1 − xkrn−1(x) mod (xn − 1),deg xkrn−1(x) < n.

104



Exemple Soit n = 7, q = 2. Alors
x7 − 1 = (x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1)et g(x) = x3 + x2 + 1 engendre un ode ylique de longueur 7 et de dimension 4 depolyn�me orreteur

h(x) = (x7 − 1)/g(x) = (x + 1)(x3 + x + 1) = x4 + x3 + x2 + x + 1.(et exemple est disponible à l'adresse ahée :http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�panhish/04mag-maple dans le �hier4mag-6rem.mws)

105



> restart;g:=x^3+x^2+1 mod 2;
g := x3 + x2 + 1

> r[3℄:=rem(x^3, g,x)mod 2;
r3 := 1 + x2

> r[4℄:=rem(x^4, g,x)mod 2;
r4 := x + 1 + x2

> r[5℄:=rem(x^5, g,x)mod 2;
r5 := x + 1

> r[6℄:=rem(x^6, g,x)mod 2;
r6 := x2 + xLes matries anoniques (voir Dé�nition 3.4) génératrie et orretrie orrespondantessont

G =







1 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1







, H =





1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1
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Cours N
◦3(disponible sur : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�panhish /SCCI).Exemples 3.23 (Codes de Reed-Solomon) Soit Fq un orps �ni et F∗

q = 〈α〉. Unode de Reed-Solomon est un ode sur Fq de longueur q − 1, dé�ni par le polyn�me géné-rateur g(x) des raines αb, αb+1, · · · , αb+d′−2 ∈ F
∗
q :

g(x) = (x− αb)(x− αb+1) · . . . · (x− αb+d′−2), d◦(g) = d′ − 1ave les fateurs linéaires dans Fq[x].On montrera que, k = n− d◦(g) = q− 1− d′ + 1 = q− d′, d ≥ d′. D'autre part, par laborne de Singleton (le théorème 2.6), d ≤ n − k + 1 = q − 1 − (q − d′) + 1 = d′, don lepoids de C est exatement d′.Exemple. 1) Soit F
∗
8 = 〈α〉, α3 = α + 1, g(x) = (x− α)(x− α2)(x− α3) = α6 + αx +

α6x2 + x3. Alors n = 7, k = 4, d = 4,
G =







α6 α α6 1 0 0 0
0 α6 α α6 1 0 0
0 0 α6 α α6 1 0
0 0 0 α6 α α6 1







.

2) Soit F
∗
256 = 〈α〉, g =

∏43
12(x − α11j), α8 = α7 + α2 + α + 1. Alors n = 255, k =

223, d = 33 (un ode utilsé par la NASA). 107



4 Polyn�mes loateurs d'erreurs. Appliation au déo-dage4.1 Constrution de odes yliques à partir des raines.Lorsque l'on dé�nit un ode ylique par un polyn�me générateur g, tous les mots duode sont multiples de e polyn�me, et s'annulent don sur l'ensemble des raines de g. Deplus, on peut trouver une extension de Fq ontenant es raines. Soient don α1, · · · , αsdes éléments d'une extension Fqm de Fq, et pi(x) le polyn�me minimal de αi sur Fq,
1 ≤ i ≤ s. Soit n ∈ N tel que αn

i = 1, 1 ≤ i ≤ s, et soit g(x) = ppcm(p1(x), · · · , ps(x)).Dans es onditions, g(x) divise xn− 1 et si C est le ode de polyn�me générateur g, on a
v(x) ∈ C ⇐⇒ v(αi) = 0, i = 1, · · · , sDans e qui suit, nous allons étudier l'intérêt de ette méthode de onstrution de odesyliques, par rapport à la onstrution direte par polyn�me générateur.
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Théorème 4.1 : Soit C ⊂ Fq[x]/(xn − 1) un ode ylique de polyn�me générateur gdont les raines sont α1, · · · , αn−k. Alors, f ∈ Fq[x]/(xn − 1) est un mot du ode si etseulement si le veteur des oe�ients de f(f0, · · · , fn−1) est dans le noyau de
H =





1 α1 α2
1 · · · αn−1

1

: : : : :
1 αn−k α2

n−k · · · αn−1
n−k





Preuve : f ∈ C si et seulement si f(αi) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n− k, e qui équivaut bien àl'assertion du théorème.Théorème 4.2 Le ode ylique binaire C de longueur n = 2m − 1 dont le polyn�megénérateur est le polyn�me minimal sur F2 d'un élément primitif de F2m est équivalent auode de Hamming binaire (n, n−m).Preuve : Si α est un élément primitif de F2m :
F
∗
2m = 〈α〉 = {1, α, α2, · · · , α2m−2}alors son polyn�me minimal sur F2 est

p(x) = (x− α)(x− α2)(x− α4) · · · (x− α2m−1

)(deg(p) = m)109



et
{1, α, α2, · · · , αm−1}est une base de F2m sur F2. Soit alorsH la matrie dont la jème olonne est (c0, · · · , cm−1)

t,ave αj−1 = c0 + c1α + · · · + cm−1α
m−1, et les ci dans F2. Soit alors a(x) = a0 + a1x +

· · · + an−1x
n−1 ∈ F2[x] ave n = 2m − 1. On a Hat = a(α), exprimé dans la base

{1, α, · · · , αm−1}. La matrie H est don une matrie de ontr�le du ode engendré par
p(x), et les olonnes de H sont une permutation des représentations binaires des 2m − 1premiers entiers, qui forment une matrie de orretion du ode de Hamming binaire
(n, n−m), et les deux odes sont don équivalents.Exemple. Considérons le polyn�me p(x) = x4 +x +1. Il est primitif sur F2 et une de sesraines α est un élément primitif de F16 :

α4 = 1 + α,α5 = α + α2, α6 = α2 + α3, α7 = 1 + α + α3, α8 = 1 + α2,

α9 = α + α3, α10 = 1 + α + α2, α11 = α + α2 + α3, α12 = 1 + α + α2 + α3,

α13 = 1 + α2 + α3, α14 = 1 + α3, α15 = 1.
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Erivons H dont la jème olonne est αj−1 exprimé dans la base {1, α, α2, α3}, 0 ≤ j ≤ 14.Il vient
H =







1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1





Si alors a(x) = a0 + · · · + a10x

10 est le message à transmettre, il sera odé en w(x) =
a(x)(x4+x+1). Supposons qu'une erreur survienne au ours de la transmission, le messagereçu est alors v(x) = w(x) + xe−1. Son syndrome est S(v) = v(α) = w(α) + αe−1 = αe−1,et on sait qu'une erreur est survenue en eème position.
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4.2 Exemples : odes de GolayLes aluls suivants sont disponibles à l'adresse ahée :http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�panhish/04mag-maple dans le �hier4mag-7yl-gol.mws :4.2.1. Code G23On onsidère le groupe ylique F∗
211 d'ordre 211−1 = 23 ·89. Soit α ∈ F∗

211 une raineprimitive de degré 23. On pose
G23 =

{

x = (x0, · · · , x22) ∈ F
23
2 |

22∑

i=0

xiα
i = 0

}

⊂ F2[x]/(x23 − 1).On a n=23, q = 2,
x23 − 1 = x23 + 1 = (x + 1)g0(x)g1(x) =

(x + 1) (x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1)
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où
g0(x) = x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1

=
∏

i∈I

(x− αi), I = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18}

g1(x) = x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1

=
∏

j∈J

(x− αj), J = {5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22}

Remarque. L'ensemble
I = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18}oïnide ave l'ensemble des résidues quadratiquesmodulo 23, et l'ensemble omplémentaire

J = {5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22}oïnide ave l'ensemble des non-résidues quadratiques modulo 23.L'appliation de Frobenius αk 7→ α2k laisse I et J stable puisque ( 2
23

)
= 1, et l'ap-pliation αk 7→ α−k éhange les ensembles I et J puisque (−1

23

)
= −1, grâe à la loi de
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réiproité quadratique de Gauss : pour les nombres premiers positifs impairs p, q on a
(

p

q

)(
q

p

)

= (−1)
(p−1)

2
(q−1)

2 ,et on a les deux ompléments suivants de ette loi :
(

2

p

)

= (−1)(p
2−1)/8,

(−1

p

)

= (−1)(p−1)/2,
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Définition 4.3 Code de Golay G23 est un sous-espae vetoriel (g0) de dimension 12dans le quotient
F2[x]/(x23 − 1)vu omme un espae vetoriel de dimension 23 sur F2 ave le polyn�me générateur

g0(x) = x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1et ave le polynome de ontr�le
h(x) = (x + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1) = (x + 1)g1(x)C'est un [23, 12, 7]2-ode.

> restart ;
> with(linalg) :Warning, the proteted names norm and trae have been redefined andunproteted
> Fator(x^23+1) mod 2;

(x + 1) (x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1)

> g:=x^11+x^10+x^6+x^5+x^4+x^2+1;irredu(g) mod 2;
g := x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1115



true

> alias(alpha = RootOf(g)) ;
α

> Fator(g,alpha) mod 2;
(x + α9) (x + α6) (x + α9 + α8 + α6 + α5 + α2 + α) (x + α4)

(x + α8 + α7 + α6 + α5 + α3 + α2 + 1) (x + α10 + α8 + α6 + α3 + α + 1)

(x + α10 + α7 + α4 + α3 + α2 + α + 1) (x + α) (x + α2) (x + α8) (x + α3)
> for i from 0 to 23 do
> if Eval(g, x=alpha^i) mod 2 = 0 then Expand (alpha^i) mod 2;
> print('i'=i, alpha^i=Expand (alpha^i) mod 2, 'g'(alpha^i)=0) fi
> od ;

i = 1, α = α, g(α) = 0

i = 2, α2 = α2, g(α2) = 0

i = 3, α3 = α3, g(α3) = 0

i = 4, α4 = α4, g(α4) = 0

i = 6, α6 = α6, g(α6) = 0

i = 8, α8 = α8, g(α8) = 0
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i = 9, α9 = α9, g(α9) = 0

i = 12, α12 = α10 + α7 + α4 + α3 + α2 + α + 1, g(α12) = 0

i = 13, α13 = α10 + α8 + α6 + α3 + α + 1, g(α13) = 0

i = 16, α16 = α9 + α8 + α6 + α5 + α2 + α, g(α16) = 0

i = 18, α18 = α8 + α7 + α6 + α5 + α3 + α2 + 1, g(α18) = 0

> for i from 0 to 23 do
> if Eval(g, x=alpha^(-i)) mod 2 = 0 then Expand (alpha^(-i)) mod 2;
> print('i'=i, alpha^(i)=Expand (alpha^i) mod 2, 'g'(alpha^(-i))=0) fi
> od ;

i = 5, α5 = α5, g(
1

α5
) = 0

i = 7, α7 = α7, g(
1

α7
) = 0

i = 10, α10 = α10, g(
1

α10
) = 0

i = 11, α11 = α10 + α6 + α5 + α4 + α2 + 1, g(
1

α11
) = 0
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i = 14, α14 = α10 + α9 + α7 + α6 + α5 + α + 1, g(
1

α14
) = 0

i = 15, α15 = α8 + α7 + α5 + α4 + α + 1, g(
1

α15
) = 0

i = 17, α17 = α10 + α9 + α7 + α6 + α3 + α2, g(
1

α17
) = 0

i = 19, α19 = α9 + α8 + α7 + α6 + α4 + α3 + α, g(
1

α19
) = 0

i = 20, α20 = α10 + α9 + α8 + α7 + α5 + α4 + α2, g(
1

α20
) = 0

i = 21, α21 = α9 + α8 + α4 + α3 + α2 + 1, g(
1

α21
) = 0

i = 22, α22 = α10 + α9 + α5 + α4 + α3 + α, g(
1

α22
) = 0

> g[1℄:=x^11+x^9+x^7+x^6+x^5+x+1;Fator(g[1℄,alpha) mod 2;
g1 := x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1
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(x + α10 + α9 + α7 + α6 + α3 + α2) (x + α10 + α6 + α5 + α4 + α2 + 1) (x + α7)

(x + α8 + α7 + α5 + α4 + α + 1) (x + α10) (x + α5) (x + α10 + α9 + α5 + α4 + α3 + α)

(x + α9 + α8 + α7 + α6 + α4 + α3 + α) (x + α9 + α8 + α4 + α3 + α2 + 1)

(x + α10 + α9 + α7 + α6 + α5 + α + 1) (x + α10 + α9 + α8 + α7 + α5 + α4 + α2)Code de Golay G23 = (g) est un sous-espae vetoriel de dimension 12 dans lequotient
F2[x]/(x23 − 1)(vu omme un espae vetoriel de dimension 23 sur F2) ave le polyn�me générateur

g := x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1et ave le polynome de ontr�le h = (x + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1) ,
h = x12 + x11 + x10 + x9 + x8 + x5 + x2 + 1.C'est un [23, 12, 7]2-ode.

> for i from 0 to 23 do
> if Eval(g[1℄, x=alpha^i) mod 2 = 0 then Expand (alpha^i) mod 2;
> print('i'=i, alpha^i=Expand (alpha^i) mod 2, 'g[1℄'(alpha^i)=0) fi
> od ; 119



i = 5, α5 = α5, g1(α
5) = 0

i = 7, α7 = α7, g1(α
7) = 0

i = 10, α10 = α10, g1(α
10) = 0

i = 11, α11 = α10 + α6 + α5 + α4 + α2 + 1, g1(α
11) = 0

i = 14, α14 = α10 + α9 + α7 + α6 + α5 + α + 1, g1(α
14) = 0

i = 15, α15 = α8 + α7 + α5 + α4 + α + 1, g1(α
15) = 0

i = 17, α17 = α10 + α9 + α7 + α6 + α3 + α2, g1(α
17) = 0

i = 19, α19 = α9 + α8 + α7 + α6 + α4 + α3 + α, g1(α
19) = 0

i = 20, α20 = α10 + α9 + α8 + α7 + α5 + α4 + α2, g1(α
20) = 0

i = 21, α21 = α9 + α8 + α4 + α3 + α2 + 1, g1(α
21) = 0

i = 22, α22 = α10 + α9 + α5 + α4 + α3 + α, g1(α
22) = 0

> (x^11+x^10+x^6+x^5+x^4+x^2+1)*(x+1)*(x^11+x^9+x^7+x^6+x^5+x+1);g:=x^1
> 1+x^10+x^6+x^5+x^4+x^2+1;

(x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1) (x + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1)

g := x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1
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> G:= matrix(12, 23,
> [[1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0℄,
> [0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0℄,
> [0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0℄,
> [0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0℄,
> [0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0℄,
> [0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0℄,
> [0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0℄,
> [0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0℄,
> [0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0℄,
> [0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0℄,
> [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0℄,
> [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1℄℄) ;
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G :=























1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1























> transpose(G);
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1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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> (x^11+x^10+x^6+x^5+x^4+x^2+1)*(x+1)*(x^11+x^9+x^7+x^6+x^5+x+1);
(x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1) (x + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1)

> 'h'=(x+1)*(x^11+x^9+x^7+x^6+x^5+x+1);
> h:=Expand((x+1)*(x^11+x^9+x^7+x^6+x^5+x+1)) mod 2;

h = (x + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1)

h := x12 + x11 + x10 + x9 + x8 + x5 + x2 + 1

> 'h'=(x+1)*(x^11+x^9+x^7+x^6+x^5+x+1);'h'=sort(h,x);
h = (x + 1) (x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1)

h = x12 + x11 + x10 + x9 + x8 + x5 + x2 + 1

> Expand(h*g) mod 2;
1 + x23
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> H:= matrix(11, 23,
> [[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1℄,
> [0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0℄,
> [0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0℄,
> [0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0℄,
> [0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0℄,
> [0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0℄,
> [0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0℄,
> [0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0℄,
> [0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0℄,
> [0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0℄,
> [1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0℄℄) ;

H :=





















0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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> K:=multiply(H,transpose(G)) ;
K :=





















2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 4
2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 4 4
2 2 2 2 4 4 4 4 4 4 4 2
2 2 2 4 4 4 4 4 4 4 2 2
2 2 4 4 4 4 4 4 4 2 2 2
2 4 4 4 4 4 4 4 2 2 2 2
4 4 4 4 4 4 4 2 2 2 2 2
4 4 4 4 4 4 2 2 2 2 2 2
4 4 4 4 4 2 2 2 2 2 2 0
4 4 4 4 2 2 2 2 2 2 0 2
4 4 4 2 2 2 2 2 2 0 2 0



















Les termes de la matrie obtenue ne sont pas � réduits � à leur forme anonique dans

GF(211) = F2[ α℄. Pour obtenir la rédution, on utilise :
> map(item -> Expand(item) mod 2, K) ;
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0





















%1 := [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]Une autre matrie de ontr�le :on onsidère la matrie dont la j-me olonne est formée par les oordonnées de
αj−1(j = 1, 2, ..., 23) dans la base

〈1, α, α2, . . . , α10〉

GF(211) = F2[α]. 127



> for j from 1 to 23 do print(alpha^(j-1)=Expand(alpha^(j-1)) mod 2) ;
> od;

1 = 1

α = α

α2 = α2

α3 = α3

α4 = α4

α5 = α5

α6 = α6

α7 = α7

α8 = α8

α9 = α9

α10 = α10

α11 = α10 + α6 + α5 + α4 + α2 + 1

α12 = α10 + α7 + α4 + α3 + α2 + α + 1

α13 = α10 + α8 + α6 + α3 + α + 1

α14 = α10 + α9 + α7 + α6 + α5 + α + 1

α15 = α8 + α7 + α5 + α4 + α + 1
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α16 = α9 + α8 + α6 + α5 + α2 + α

α17 = α10 + α9 + α7 + α6 + α3 + α2

α18 = α8 + α7 + α6 + α5 + α3 + α2 + 1

α19 = α9 + α8 + α7 + α6 + α4 + α3 + α

α20 = α10 + α9 + α8 + α7 + α5 + α4 + α2

α21 = α9 + α8 + α4 + α3 + α2 + 1

α22 = α10 + α9 + α5 + α4 + α3 + α

> H1:= matrix(11, 23,
> [[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0℄,
> [0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1℄,
> [0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,1,1,1,0,1,1,0℄,
> [0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,1,1,1,0,1,1℄,
> [0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,1,0,0,0,1,1,1,1℄,
> [0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1℄,
> [0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,0,0℄,
> [0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,0℄,
> [0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0℄,
> [0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1℄,
> [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1℄℄) ;
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H1 :=





















1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1





















> K1:=multiply(H1,transpose(G)) ;
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K1 :=





















2 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4
0 2 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4
2 2 2 0 0 2 4 4 2 2 4 4
0 2 2 2 0 0 2 4 4 2 2 4
2 2 2 0 2 2 2 2 2 4 4 4
2 2 0 2 2 4 2 2 2 4 4 4
2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 2 4
0 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 2
0 0 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4
0 0 0 2 2 2 2 2 2 4 4 4
2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 4



















Les termes de la matrie obtenue ne sont pas � réduits � à leur forme anonique dans

GF(211) = F2[ α℄. Pour obtenir la rédution.
> map(item -> Expand(item) mod 2, K1) ;
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0





















%1 := [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

4.2.2. Code G24de type [24, 12, 8]2 est un 3-orretur ; il est obtenu en ajoutant un ontr�le total deparité à la matrie H de ode G23.Ce ode est bien adapté à la transmission de 4096 nuanes de ouleur.
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4.2.3. Code G11On onsidère le groupe ylique F
∗
35 d'ordre 35 − 1 = 11 · 22. Soit α ∈ F

∗
35 une raineprimitive de degré 11. On pose

G11 =

{

x = (x0, · · · , x10) ∈ F
11
3 |

10∑

i=0

xiα
i = 0

}

⊂ F3[x]/(x11 − 1).On a n=11, q = 3,
X11−1 = X11+2 = (x+2)g0(x)g1(x) = (x+2) (x5+2 x3+x2+2 x+2) (x5+x4+2 x3+x2+2)où

g0(x) = x5 + 2 x3 + x2 + 2 x + 2 =
∏

i∈I

(x− αi), I = {1, 3, 4, 5, 9}

g1(x) = x5 + x4 + 2 x3 + x2 + 2 =
∏

j∈J

(x− αj), J = {2, 6, 7, 8, 10}
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Remarque. L'ensemble
I = {1, 3, 4, 5, 9}oïnide ave l'ensemble des résidues quadratiquesmodulo 11, et l'ensemble omplémentaire
J = {2, 6, 7, 8, 10}oïnide ave l'ensemble des non-résidues quadratiques modulo 11.L'appliation de Frobenius αk 7→ α3k laisse I et J stable puisque ( 3

11

)
= 1, et l'ap-pliation αk 7→ α−k éhange les ensembles I et J puisque (−1

11

)
= −1, grâe à la loi deréiproité quadratique de Gauss : pour les nombres premiers positifs impairs p, q on a

(
p

q

)(
q

p

)

= (−1)
(p−1)

2
(q−1)

2 ,et on a les deux ompléments suivants de ette loi :
(

2

p

)

= (−1)(p
2−1)/8,

(−1

p

)

= (−1)(p−1)/2,

134



Définition 4.4 Code de Golay G11 est un sous-espae vetoriel (g0) de dimension 6 dansle quotient
F3[x]/(x11 − 1)vu omme un espae vetoriel de dimension 11 sur F3 ave le polyn�me générateur

g0(x) = g0(x) = x5 + 2 x3 + x2 + 2 x + 2et ave le polynome de ontr�le
h(x) = (x + 2) (x5 + x4 + 2 x3 + x2 + 2) = (x + 1)g1(x)C'est un [11, 6, 5]3-ode.

> q:=3;
q := 3

> restart ;
> with(linalg) :Warning, the proteted names norm and trae have been redefined andunproteted
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> Fator(x^11-1) mod 3;
(x + 2) (x5 + 2 x3 + x2 + 2 x + 2) (x5 + x4 + 2 x3 + x2 + 2)

> g:=x^5+2*x^3+x^2+2*x+2;irredu(g) mod 3;
g := x5 + 2 x3 + x2 + 2 x + 2

true

> alias(alpha = RootOf(g)) ;
α

> Fator(g,alpha) mod 3;
(x + 2 α) (x + 2 α3 + α2 + 2 α + 2) (x + 2 α4) (x + α4 + 2 α3 + 2 α2 + 2 α + 1) (x + 2 α3)

> for i from 0 to 11 do
> if Eval(g, x=alpha^i) mod 3 = 0 then Expand (alpha^i) mod 3;
> print('i'=i, alpha^i=Expand (alpha^i) mod 3, 'g'(alpha^i)=0) fi
> od ;

i = 1, α = α, g(α) = 0
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i = 3, α3 = α3, g(α3) = 0

i = 4, α4 = α4, g(α4) = 0

i = 5, α5 = α3 + 2 α2 + α + 1, g(α5) = 0

i = 9, α9 = 2 α4 + α3 + α2 + α + 2, g(α9) = 0
> for i from 0 to 11 do
> if Eval(g, x=alpha^(-i)) mod 3 = 0 then Expand (alpha^(-i)) mod 3;
> print('i'=i, alpha^(i)=Expand (alpha^i) mod 3, 'g'(alpha^(-i))=0) fi
> od ;

i = 2, α2 = α2, g(
1

α2
) = 0

i = 6, α6 = α4 + 2 α3 + α2 + α, g(
1

α6
) = 0

i = 7, α7 = 2 α4 + 2 α3 + α + 1, g(
1

α7
) = 0

i = 8, α8 = 2 α4 + 2 α3 + 2 α2 + 2, g(
1

α8
) = 0

i = 10, α10 = α4 + 2 α2 + α + 2, g(
1

α10
) = 0
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> (x+2)*(x^5+2*x^3+x^2+2*x+2)*(x^5+x^4+2*x^3+x^2+2);
> 'h'=(x+2)*(x^5+x^4+2*x^3+x^2+2);
> h:= sort(Expand((x+2)*(x^5+x^4+2*x^3+x^2+2)) mod 3,x);

(x + 2) (x5 + 2 x3 + x2 + 2 x + 2) (x5 + x4 + 2 x3 + x2 + 2)

h = (x + 2) (x5 + x4 + 2 x3 + x2 + 2)

h := x6 + x4 + 2 x3 + 2 x2 + 2 x + 1Code de Golay C11 = (g) est un sous-espae vetoriel de dimension 6 dans lequotient Z3[ X℄/( x11 − 1) vu omme un espae vetoriel de dimension 11 sur
Z3 ave le polyn�me générateur
g := x5 + 2 x3 + x2 + 2 x + 2et ave le polynome de ontr�le h = (x + 2) (x5 + x4 + 2 x3 + x2 + 2) ,
h := x6 + x4 + 2 x3 + 2 x2 + 2 x + 1.C'est un [11, 6, 5]3 -ode.%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %%%%%%
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> G:= matrix(6, 11,
> [[2,2,1,2,0,1,0,0,0,0,0℄,
> [0,2,2,1,2,0,1,0,0,0,0℄,
> [0,0,2,2,1,2,0,1,0,0,0℄,
> [0,0,0,2,2,1,2,0,1,0,0℄,
> [0,0,0,0,2,2,1,2,0,1,0℄,
> [0,0,0,0,0,2,2,1,2,0,1℄℄);

G :=











2 2 1 2 0 1 0 0 0 0 0
0 2 2 1 2 0 1 0 0 0 0
0 0 2 2 1 2 0 1 0 0 0
0 0 0 2 2 1 2 0 1 0 0
0 0 0 0 2 2 1 2 0 1 0
0 0 0 0 0 2 2 1 2 0 1











> 'h'= x^6+x^4+2*x^3+2*x^2+2*x+1;
h = x6 + x4 + 2 x3 + 2 x2 + 2 x + 1
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> H:= matrix(5, 11,
> [[0,0,0,0,1,0,1,2,2,2,1℄,
> [0,0,0,1,0,1,2,2,2,1,0℄,
> [0,0,1,0,1,2,2,2,1,0,0℄,
> [0,1,0,1,2,2,2,1,0,0,0℄,
> [1,0,1,2,2,2,1,0,0,0,0℄℄);

H :=









0 0 0 0 1 0 1 2 2 2 1
0 0 0 1 0 1 2 2 2 1 0
0 0 1 0 1 2 2 2 1 0 0
0 1 0 1 2 2 2 1 0 0 0
1 0 1 2 2 2 1 0 0 0 0









> sort(Expand(h*g) mod 3,x);
x11 + 2

> K:=multiply(H,transpose(G)) ;
K :=









0 3 3 6 9 9
3 3 6 9 9 12
3 6 9 9 12 12
6 9 9 12 12 9
9 9 12 12 9 6







Les termes de la matrie obtenue ne sont pas � réduits � à leur forme anonique dans

GF(35) = F3[ α℄. Pour obtenir la rédution.140



> map(item -> Expand(item) mod 3, K) ;








0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0









4.2.4. Code G12de type [12, 6, 6]3 est un 2-orretur ; il est obtenu en ajoutant une ligne de ontr�le totalà la matrie H de ode G11.Exerie. (a) Caluler le volume de la boule de Hamming Vq(n, t), t = 1, 2, 3.(b) Montrer que la borne de Hamming est atteinte pour les odes G23 et G11 don on aun emplilement parfait de sphères.Remarque 4.5 On peut montrer que les odes G23 , G11 et C(m, q) (voir Setion 3.16)sont tous les odes parfaits.
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4.3 Loateurs d'erreursPour déteter et orriger les erreurs, nous avons vu qu'il fallait déterminer le syndromedu message reçu. Dans le as de ertains odes yliques, e veteur de longueur n − kpeut être remplaé par un objet plus léger ayant les mêmes possibilités. En e�et, soit αune raine primitive nème de l'unité, ontenue dans F2m , ∗) et onsidérons le ode généré Ii q = 2par g(x), le polyn�me minimal de α sur F2. Soit par exemple
H = (1 αα2 · · ·αn−1)et
S(v) = Hvt = v(α).Soit w le message émis, posons e(j)(x) = xj−1, 1 ≤ j ≤ n, et plaçons-nous dans le asd'une erreur simple. Il existe don j, 1 ≤ j ≤ n, tel que v = w + e(j) don

S(v) = v(α) = w(α) + e(j)(α) = αj−1

e(j)(α) est appelé loateur d'erreur. En e�et, omme on a e(j)(α) 6= e(i)(α) pour i 6= j,
1 ≤ i, j ≤ n, αj−1 détermine la position de l'erreur. ∗) Faire en exeriele as q
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4.4 Déodage des odes yliquesSoit C un ode ylique de polyn�me générateur g et soient w le message émis et v lemessage reçu. Supposons qu'au plus t erreurs se produisent, et on note t′ le nombre exated'erreurs, t′ ≤ t. On utilise maintenant plusieures raines α1, · · · , αr de g pour détérminerle polyn�me d'erreur e(x) =
∑t′

i=1 cix
ai , ou les ai sont tous di�érentes dans 0, 1, · · · , n−1,et ci sont les valeurs d'erreurs. On suppose dans ette setion en simpli�ant que parmiles raines de g il y a une raine primitive nème de l'unité α , ontenue dans Fqm , disons

α = α1, et onsidérons le ode engendré par g(x), le polyn�me minimal de α sur Fq. Onutilise les notations
αj = αbj , Sbj

= e(αbj ) =

t′∑

i=1

ciα
bjai , (4.1)Posons alors

H =





1 α1 α2
1 · · · αn−1

1

: : : : :
1 αr α2

r · · · αn−1
r



et
S(v) = Hvt = (Sb1 , Sb2 , · · · , Sbr

)t.Soit w le message émis, v = w + e don
Sbj

= v(αj) = w(αbj ) + e(αbj ) = e(αbj ).143



On pose
ηi = αai , (où e(x) =

t′∑

i=1

cix
ai)pour la raine α �xée, et on introduit le polyn�me loateur d'erreur

s(x) =

t′∏

i=1

(1− ηix) =

t′∑

i=0

τt′−ix
i, ave ηi = αai (4.2)Les raines de s(x) sont les η−1

i , 'est à dire les α−ai .Soit alors l'identité polynomiale
t′∏

i=1

(ηj − x) =

t′∑

i=0

(−1)iσt′−ix
i = σt′ − σt′−1x + · · ·+ (−1)t′σ0x

t′ . (4.3)Les oe�ients σi sont don σ0 = 1 et pour 1 ≤ i ≤ t′, les σi sont les polyn�mesélémentaires symétriques en η1, · · · , ηt′ , et τi = (−1)iσi. En remplaçant x par ηi dans(4.3), il vient
(−1)t′σt′ + (−1)t′−1σt′−1ηi + · · · − σ1η

t′−1
i + ηt′

i = 0 (4.4)
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pour tout 1 ≤ j ≤ t′. En multipliant par ciη
b
i et en sommant pour 1 ≤ i ≤ t′, il vient

(−1)t′σt′Sb + (−1)t′−1σt′−1Sb+1 + · · · − σ1Sb+t′−1 + Sb+t′ = 0 (pour tout b). (4.5)

145



Résumé de ette méthode : (on note τi = (−1)iσi).- 1ème étape : Déterminer le syndrome
S(v) = (Sb1 , Sb2 , · · · , Sbr

)t.Soit
Sbj

=

t′∑

i=0

ciα
aibj =

t′∑

i=0

ciη
bj

i =

n−1∑

i=0

viα
ibj

i (4.6)- 2ème étape : Trouver les oe�ients τt′−i du polyn�me loateur d'erreurs (4.2). Iion utilise des relations entre Sbj
, ηi et les syndr�mes Sbj

, par exemple (4.4), (4.5) (voirSetion 5).- 3ème étape : Cherher les raines de s(x) en testant les di�érentes puissanes de αpour déterminer les loateurs d'erreurs ηi- 4ème étape : Remplaer les ηi par leurs valeurs dans l'expression des Sj pour déter-miner les valeurs des erreurs ci (as non binaire seulement). On obtient ainsi le veteurerreur e et on peut déoder w = v − e, u = (v − e)/g (le mot d'information).
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Cours N
◦44.4.1. Exemples de deodage des odes yliquesSoit α un élément primitif de F16 raine du polyn�me x4 + x + 1 sur F2, m(i)(x) lepolyn�me minimal unitaire de αi. Alors

m(1)(x) = m(2)(x) = m(4)(x) = m(8)(x) = x4 + x + 1

m(3)(x) = m(6)(x) = m(12)(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1Ainsi, un ode de polyn�me générateur
g(x) = m(1)(x)m(3)(x) = 1 + x4 + x6 + x7 + x8est un ode ylique dont les paramètres sont d = 5, q = 2, n = 15. Sa dimension est k = 7et un polyn�me de orretion est

h(x) = (x15 − 1)/g(x) = 1 + x4 + x6 + x7
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On onstruit une matrie génératrie G dont la ième ligne est le veteur
xi−1g(x), 1 ≤ 1 ≤ k. On obtient

G =













1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1













La distane du ode est 5 don e ode orrige deux erreurs. Pour ela on onsidèreles omposantes
S1 =

14∑

i=0

viα
i, S3 =

14∑

i=0

viα
3i.du syndrome S(v) = Hvt. Alors v ∈ C si et seulement si S(v) = Hvt = 0. Supposons quele veteur reçu v = (v0, . . . v14) ontient deux erreurs. Par exemple e(X) = Xa1 + Xa2 ,où 0 ≤ a1, a2 ≤ 14, a1 6= a2. Alors

S1 = αa1 + αa2 , S3 = α3a1 + α3a2 .
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Soit η1 = αa1 , η2 = αa2 les loateurs des erreurs, alors
S1 = η1 + η2, S3 = η3

1 + η3
2 =⇒ S3

1 = (η1 + η2)
3 = η3

1 + η3
2 + 3η1η2(η1 + η2).Cei implique

(X − η1)(X − η1) = X2 − S1X + η1η2 =⇒ S1(X − η1)(X − η1) = S1X
2 − S2

1X + S3
1 + S3et la substitution X = η1 donne S3 = S3

1 + S2
1η1 + S1η

2
1 ,

1 + S1η
−1
1 + (S2

1 + S3S
−1
1 )η−2

1 = 0.

1 + S1η
−1
2 + (S2

1 + S3S
−1
1 )η−2

2 = 0.S'il y a deux erreurs, η−1
1 et η−1

2 sont des raines di�érentes du polyn�me loateur d'erreurs :
s(X) = 1 + S1X + (S2

1 + S3S
−1
1 )X2.S'il n'y a qu'une seul erreur, S1 = η1, S3 = η3

1 don S3
1 + S3 = 0, et on a

s(X) = 1 + S1X.S'il n'y a pas d'erreurs, S1 = S3 = 0, et on a reçu message orret w. Si S1 6= 0 et
S3

1 + S3 = 0, le polyn�me s(X) a une seule raine dans F16.149



L'exemple suivant est disponible à l'adresse ahée :http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�panhish/04mag-mapledans le �hier 4mag-08yl.mws :Soit par exemple le mot reçu a la forme
v = (100111000000000) =⇒ v(x) = 1 + x3 + x4 + x5.Alors S(v) = (S1(v), S3(v)) est donné par

S1 = 1 + α3 + α4 + α5 = α2 + α3,

S3 = 1 + α9 + α12 + α15 = 1 + α2.(rappelons que
α4 = 1 + α,α5 = α + α2, α6 = α2 + α3, α7 = 1 + α + α3, α8 = 1 + α2,

α9 = α + α3, α10 = 1 + α + α2, α11 = α + α2 + α3, α12 = 1 + α + α2 + α3,

α13 = 1 + α2 + α3, α14 = 1 + α3, α15 = 1).Le polyn�me s(X) a la forme suivante :
s(X) = 1 + S1X + (S2

1 + S3S
−1
1 )X2 =

1 + (α2 + α3)X + (1 + α + α2 + α3 + (1 + α2)(α2 + α3)−1)X2

= 1 + (α2 + α3)X + (1 + α + α3)X2.150



On trouve les raines de e polyn�me : X = α et X = α7. Alors η−1
1 = α et η−1

2 = α7,'est à dire, η1 = α14, η2 = α8. On onnait alors les erreurs : elles sont dans les positionsorrespondantes aux X8 et X14, 'est-à-dire, la 9e et la 15e omposantes de v. Alors lemot transmis était
w = (100111001000001).On déode e mot par la division du polyn�me orrespondant par le polyn�me générateur

g(X). On obtient le polyn�me 1 + X3 + X5 + X6 et le reste nul. Alors le message initialétait
(1001011)←→ u(x) = x6 + x5 + x3 + 1 = (v(x)− e(x))/g
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Exemple.Si le message reçu est v = (100100110000100), soit enore v(x) = 1+x3+x6+x7+x12.On alule alors les omposantes du syndrome :
S1 = v(α) = 1 = S2 = S4, S3 = v(α3) = α4Cette fois on utilise le système linéaire d'équations des inonnues τi provenant des relations(4.5) (ave b = 1, 2, t′ = 2) : τt′Sb + τt′−1Sb+1 + · · ·+ τ1Sb+t′−1 + Sb+t′ = 0 :

S2τ1 + S1τ2 = S3

S3τ1 + S2τ2 = S4qui s'érit également
τ1 + τ2 = α4

α4τ1 + τ2 = 1et dont la matrie est régulière. Il vient
τ1 = 1
τ2 = α
τ0 = 1

=⇒ s(x) = 1 + x + αx2.En testant les di�érentes puissanes de α, on trouve152



η−1
1 = α8

η−1
2 = α6 =⇒ η1 = α7

η2 = α9,ainsi, le polyn�me erreur est
e(x) = x7 + x9,et on peut déoder

w(x) = v(x)− e(x)

= (1 + x3 + x6 + x7 + x12)− (x7 + x9)

= 1 + x3 + x6 + x9 + x12Le message émis était w = (100100100100100).Pour retrouver le message original, il su�t de diviser w(x) par g(x). Il vient
a(x) = w(x)/g(x) = 1 + x3 + x4et en�n

a = (1001100).
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5 Codes BCH et odes de Reed-Solomon. Codage etdéodageCe sont des odes yliques partiuliers qui permettent de prévoir la distane minimumavant la onstrution.5.1 Classe des odes BCH (Bose, Ray-Chaudhuri et Hoquen-ghem)Lorsque l'on dé�nit un ode ylique par polyn�me générateur g, tous les mots du odesont multiples de e polyn�me, et s'annulent don sur l'ensemble des raines de g. De plus,on peut trouver une extension de Fq ontenant es raines. Soient don α1, · · · , αs deséléments d'une extension de Fq et pi(x) le polyn�me minimal de αi sur Fq, 1 ≤ i ≤ s.Soit n ∈ N tel que αn
i = 1, 1 ≤ i ≤ s, et soit g(x) = ppcm(p1(x), · · · , ps(x)). Dans esonditions, g(x) divise xn − 1 et si C est le ode du polyn�me générateur g, on a

v(x) ∈ C ⇐⇒ v(αi) = 0, i = 1, · · · , s.Dans e qui suit, nous allons étudier l'intérêt de ette méthode de onstrution de odesyliques, par rapport à la onstrution direte par polyn�me générateur.
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Théorème 5.1 Soit C un ode ylique sur F de longueur n ave n premier ave q, etde polyn�me générateur g(x). Soit L le orps des raines nèmes de l'unité (le orps dedéomposition de xn−1 sur Fq). Soit b un entier, et β une raine primitive nème. Si g(x)possède, parmi les raines dans une extension L de F = Fq, les puissanes de β dont lesexposants sont d′ − 1 entiers onséutifs, soit
βb, βb+1, . . . , βb+d′−2,alors le poids du ode C est supériereur ou égal à d′ : d ≥ d′.

Définition 5.2 Un ode BCH de distane onstruite d′ est un ode ylique dont le géné-rateur est le produit (sans répétition de fateurs) de polyn�mes minimaux de βb, . . . , βb+d′−2.Dans le as b = 1 on dit que 'est un ode BCH au sens strit.
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Exemple. Soit β un élément primitif de F16 raine du polyn�me x4 + x + 1 sur F2. Alors
m(1)(x) = m(2)(x) = m(4)(x) = m(8)(x) = x4 + x + 1

m(3)(x) = m(6)(x) = m(9)(x) = m(12)(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1Ainsi, un ode de polyn�me générateur
g(x) = m(1)(x)m(3)(x) = 1 + x4 + x6 + x7 + x8est un ode BCH dont les paramètres sont b = 1, d′ = 5 = d, q = 2, n = 15 puisque β, β2,

β4, β8 sont les raines de m(1)(x), et β3 est une raine de m(3)(x) = x4 +x3 +x2 +x+1 =
(x5 − 1)/(x− 1) (β3)5 = 1, et

β, β2, β3, β4,sont des raines d'exposants onséutifs de g(x). La dimension du ode est k = 7, et unpolyn�me de ontr�le est
h(x) = (x15 − 1)/g(x) = 1 + x4 + x6 + x7
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Exemple. On onsidère le polyn�me g(x) = x6 + x3 + 1, un diviseur de
(x9 − 1) = (x2 + x + 1)(x6 + x3 + 1)(x + 1) ∈ F2[x]On voit que les raines de g sont β, β2, β4, β5, β7, et que α := β5 + β3 est un générateurdu groupe ylique F

∗
64, α7 = β, β9 = 1. Il y a don deux raines d'exposants onséutifs,

β et β2. Le poids minimum du ode est ≥ 3, et le mot g est lui-même de poids 3. Don leode C est un 1-orreteur.
> restart ;
> with(linalg) :Warning, the proteted names norm and trae have been redefined andunproteted
> Fator(x^9+1) mod 2;

(x6 + x3 + 1) (x2 + x + 1) (x + 1)

> g:=x^6+x^3+1;alias(beta = RootOf(g)) ;
g := x6 + x3 + 1

β
> for i from 0 to 8 do
> if Eval(g, x=beta^i) mod 2 = 0 then print('i'=i, 'g'(beta^i)=0) fi
> od ; 157



i = 1, g(β) = 0

i = 2, g(β2) = 0

i = 4, g(β4) = 0

i = 5, g(β5) = 0

i = 7, g(β7) = 0

i = 8, g(β8) = 0

> Expand( beta^7) mod 2;
β4 + β

> Fator(x^7-beta, beta) mod 2;
(x + β5 + β4 + β3) (x + β5 + β4 + β2 + 1) (x + β5 + β2 + 1) (x + β4 + β3 + β2 + 1)

(x + β3 + β2 + 1) (x + β5 + β3) (x + β4)
> alpha:=beta^5+beta^3;
> for i from 0 to 63 do
> if Eval(x-1, x=alpha^i) mod 2 = 0 then print('i'=i, alpha^i=1) fi
> od ;

α := β5 + β3
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i = 0, 1 = 1

i = 63, (β5 + β3)63 = 1
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Le théorème permet de trouver un ode orrigeant t erreurs pour tout entier t. Il su�tde trouver n tel qu'un diviseur de xn − 1 satisfasse aux onditions du Théorème 5.1, parexemple le produit g(x) des diviseurs de xn − 1, de raines β, β2, . . . , βd′−1.Remarque 5.3 On peut poser d′ = 2t + 1 mais dans e as, n et k ne peuvent pas êtrehoisies arbitrairement. Les entiers n−1 et 0 serons onsidérés omme onséutifs puisque
βn = β0 = 1.
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Rappelons qu'un ode BCH de distane onstruite d′ est un ode ylique dont le générateurest le produit (sans répétition de fateurs) de polyn�mes minimaux de βb, . . . , βb+d′−2.Dans le as b = 1 on dit que 'est un ode BCH au sens strit.Exemple. Pour obtenir BCH de longueur 9 sur F2 et de distane ≥ 4 on peut partir desraines β, β2, β3 ∈ F64, don d′ − 1 = 3,
g(x) = (x6 + x3 + 1) (x2 + x + 1) = x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x2 + x + 1.Malheureusement, on obtient le ode de répétition pure (de poids 9). C'est à dire, k = 1,

n = d = 9 ; on a vu qu'un tel ode n'est pas e�ae. Dans e as on a hoisi d′ = 4, maisen réalité on a obtenu d = 9. Remarquez que, a priori, on n'a, en général que d ≥ d′.
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Preuve du Theorème 5.1 Soit C un ode ylique sur F de longueur n ave n premierave q, et de polyn�me générateur g(x). Soit L le orps des raines nèmes de l'unité (leorps de déomposition de xn−1 sur Fq). Soit b un entier, et β une raine primitive nème.Le polyn�me g(x) est un polyn�me de degré minimal qui possède, parmi les raines dansune extesion L de F = Fq, les puissanes de β suivantes
βb, βb+1, . . . , βb+d′−2.Soit a = (a0, . . . , an−1) un mot du ode, a ∈ C ⇐⇒ g(x)|a(x) ⇐⇒ a(x) s'annule surles raines de g, ar g ne possède pas de raines multiples, d'où







a0 + a1(β
b) + a2(β

b)2 + · · ·+ an−1(β
b)n−1 = 0

a0 + a1(β
b+1) + a2(β

b+1)2 + · · ·+ an−1(β
b+1)n−1 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a0 + a1(β
b+d′−2) + a2(β

b+d′−2)2 + · · ·+ an−1(β
b+d′−2)n−1 = 0

(5.1)
Soit Vi = t((βb)i, (βb+1)i, . . . , (βb+d′−2)i), alors le système (5.1)⇐⇒ a0V0+· · ·+an−1Vn−1 =
0. On souhaite montrer que toutes les d′ − 1 olonnes Vi1 , Vi2 , . . . , Vid′

−1
sont linéairementindépendentes, voir le lemme 3.8.
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Mais
((βb)i, (βb+1)i, . . . , (βb+d′−2)i) = ((βi)b, (βi)b+1, . . . , (βi)b+d′−2),don la matrie du système ave les olonnes Vi1 , Vi2 , . . . , Vid′

−1
est







ub
1 ub

2 . . . ub
d′−1

ub+1
1 ub+1

2 . . . ub+1
d′−1

. . . . . . . . . . . .

ub+d′−2
1 ub+d′−2

2 . . . ub+d′−2
d′−1







ave uj = βij , j = 1, · · · , d′− 1. Don le déterminant (de type de Van der Monde) est nonnul :
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

βbi1 βbi2 · · · βbid′
−1

β(b+1)i1 β(b+1)i2 · · · β(b+1)id′
−1

· · · · · · · · · · · ·
β(b+d′−2)i1 β(b+d′−2)i2 · · · β(b+d′−2)id′

−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= βb(i1+i2+···id′
−1)

∏

1≤k<j≤d′−1

(βij−βik) 6= 0,

ar u1 = βi1 , . . . , ud′−1 = βid′
−1 sont distints.En onséquane, le système (5.1) ne peut pas être satisfait ave moins de d′ oe�ientsnon-nuls, et don le poids de a est au moins d′.163



Définition 5.4 (a) Soit b ∈ N et soit β ∈ Fqm une raine nème primitive de l'unité, où
m est l'ordre multipliatif de q modulo n. Soit C le ode BCH sur Fq de longueur n et dedistane onstruite d′, 2 ≤ d′ ≤ n, dé�ni par les raines βb, βb+1, · · · , βb+d′−2.Si m(i)(x) est le polyn�me minimal de βi sur Fq, le polyn�me générateur du ode Cest

g(x) = ppcm(m(b)(x),m(b+1)(x), · · · ,m(b+d′−2)(x))(b) De plus, si n = qm − 1, les odes BCH orrespondants sont appelés primitifs.() Si n = q − 1, le ode est dit de Reed-Solomon.
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Exemple : Soit, ave les notations de la dé�nition, m(1)(x) = x4 + x + 1 le polyn�meminimal sur F2 de α élément primitif de F16. On onstruit alors une matrie de orretion
H dont la ième olonne est αi exprimé omme ombinaison linéaire de 1, α, α2, α3. Lamatrie H obtenue dé�nit un ode équivalent au ode de Hamming de dimension 11 etde longueur 15 :

H =







1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1







= (1 αα2α3α4α5α6α7α8α9α10α11α12α13α14)De plus, on a également m(1)(α2) = 0. Le ode ainsi onstruit est don un ode BCH
F2 ave b = 1 et d = 3, et orrige don une seule erreur.
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Pour déoder un message reçu v ∈ F15
2 , il faut aluler son syndrome Hvt = v(α)exprimé dans la base {1, α, α2, α3}. Il su�t pour ela de diviser v(x) par m(1)(x). Si r(x)est le reste de la division, alors v(α) = r(α).Si par exemple

v = (010110001011101), v(x) = x + x3 + x4 + x8 + x10 + x11 + x12 + x14,alors r(x) = 1 + x et don Hvt = 1 + α. Or, on a d'après la matrie H : α4 = 1 + α,e qui orrespond don à une erreur en inqième position. Le message émis était don
w = (010100001011101),
w(x) = x+x3 +x4 +x8 +x9 +x10 +x11 +x12 +x14 = (x10 +x8−x5 +x2 +x) ·(1+x+x4).Vérifiation :

> rem(x+x^3+x^8+x^(10)+x^(11)+x^(12)+x^(14), 1+x+x^4,x, 'q') mod 2;
0

> q;
x10 + x8 − x5 + x2 + x
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5.2 Codes de Reed-SolomonSelon la dé�nition 5.4, un ode de Reed-Solomon est un ode BCH sur Fq de longueur
q−1 et de distane onstruite d′, 2 ≤ d′ ≤ n, dé�ni par les raines βb, βb+1, · · · , βb+d′−2 ∈
F
∗
q .On utilise souvent q = 2m, et on va érire α au lieu de β :

x2m−1 − 1 =
∏

u∈F
∗

2m

(x− u) = (x− 1)(x− α) · . . . · (x− α2m−2)don
g(x) = (x− αb)(x− αb+1) · . . . · (x− αb+d′−2), d◦(g) = d′ − 1ave les fateur linéaires dans F2m [x].D'une part, par Théorème 5.1, k = 2m − 1 − d′ + 1 = 2m − d′, d ≥ d′. D'autre part,par la borne de Singleton, Théorème 2.6, d ≤ n − k + 1 = 2m − 1 − (2m − d′) + 1 = d′,don le poids de C est exatement d′.
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Exemple. 1) Soit F∗
8 = 〈α〉, α3 = α + 1, g(x) = (x − α)(x− α2)(x− α3) = α6 + αx +

α6x2 + x3. Alors n = 7, k = 4, d = 4,
G =







α6 α α6 1 0 0 0
0 α6 α α6 1 0 0
0 0 α6 α α6 1 0
0 0 0 α6 α α6 1







.

2) Soit F
∗
256 = 〈α〉, g =

∏43
12(x − α11j), α8 = α7 + α2 + α + 1. Alors n = 255, k =

223, d = 33 (un ode utilsé par le NASA).
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5.3 Deuxième désription des odes de Reed-SolomonThéorème 5.5 (voir [Pa-Wo℄, p.139) Soit F2m = 〈α〉, et soit p(x) ∈ F2m [x] paourt lesous-espae linéaire Pk ⊂ F2m [x] ave d◦(p) ≤ k − 1 ou p ≡ 0. Alors l'ensemble des motsde la forme
(p(1), p(α), · · · , p(α2m−2))est un ode de Reed-Solomon de longueur n = 2m − 1, de polyn�me

g(x) = (x− α)(x− α2) · · · · · (x− αr)ave r = 2m − 1− k.Remarque importante. Cette desription montre que les mots de ode sont ertainesfontions polyn�miales sur l'ensemble des raines d'un polyn�me.Preuve On remarque que l'appliation
Φ : p 7→ (p(1), p(α), . . . , p(α2m−2)) ∈ F

n
qest injetive puisque Ker(Φ) = 0 par l'interpolation de Lagrange. On pose C1 = Im(Φ) =

Φ(Pk).
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Une base onvenable de C1 :
ci = Φ(pi), pi = xi (i = 0, 1, · · · , k − 1) : ci = (1, αi, α2i, · · · , α(2m−2)i),don ci(x) :=

∑2m−2
j=0 αjixj .Ensuite, on alule le syndr�me du polyn�me ci(x) :

ci(α
t) :=

2m−2∑

j=0

(αi+t)j =
2m−2∑

j=0

βj , ave β = αi+t.Puisque 1 ≤ t ≤ r, 0 ≤ i ≤ k − 1, alors 1 ≤ i + t ≤ r + k − 1 = 2m − 2, don
β 6= 1, ci(α

t) =
β2m−2 − 1

β − 1
= 0.Cei dit, C1 ⊂ C, puisque tous les mots de C1 ont le syndr�me nul. Mais

dimF2m C = dimF2m C1 = k ⇒ C = C1.Exerie. Montrer un résultat analogue pour un orps �ni Fq arbitraire.
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5.4 Problèmes de déodage.Nous avons vu que la lasse des odes BCH permet, sous seule ondition d'augmenter
n et don m, de onstruire des odes de poids ≥ d′ pour tout entier positif d′. Nousallons, dans e qui suit, onstruire un algorithme général de déodage des odes BCH,puis l'appliquer dans un exemple.Considérons un ode BCH de distane onstruite d′ ≥ 2t + 1. Supposons que v,w et
e soient le message reçu, le message émis et le veteur erreur, v = w + e. Il faut dans unpremier temps aluler le syndrome de v

S(v) = Hvt = (Sb, Sb+1, · · · , Sb+d′−2)
tave Sj = v(βj) = e(βj) pour b ≤ j ≤ b + d′ − 2.Si r erreurs se produisent, ave r ≤ t, alors 2r + 1 ≤ d′ et

e(x) =

r∑

i=1

cix
ai ,où les ai sont tous di�érents dans 0, 1, · · · , n− 1. Les ηi = βai sont les loateurs d'erreurs,et les ci, qui sont des éléments de F∗

q , sont les valeurs d'erreurs. Or,
Sj = e(βj) =

r∑

i=1

ciη
j
i (j = b, b + 1, · · · , b + d′ − 2).
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Nous voyons don que nous pourrons déoder dès lors que nous aurons obtenu les ouples
(ci, ηi). Dans le as binaire, les ci sont de plus tous égaux à 1.Remarque 5.6 On a Sq

j = Sjq. En e�et,
Sq

j = (
r∑

i=1

ciη
j
i )

q =
r∑

i=1

cq
i η

jq
i =

r∑

i=1

ciη
jq
i = SjqSoit alors l'identité polynomiale

r∏

i=1

(ηi − x) =
r∑

i=0

(−1)iσr−ix
i = σr − σr−1x + · · ·+ (−1)rσ0x

rLes oe�ients σi sont don σ0 = 1 et pour 1 ≤ i ≤ r, les σi sont les polyn�mes élémen-taires symétriques en η1, · · · , ηr . En remplaçant x par ηi, il vient
(−1)rσr + (−1)r−1σr−1ηi + · · · − σ1η

r−1
i + ηr

i = 0pour tout 1 ≤ i ≤ r.En multipliant par ciη
j
i et en sommant pour 1 ≤ i ≤ r, il vient

r∑

i=1

((−1)rσrciη
j
i + (−1)r−1σr−1ciη

j+1
i + · · · − σ1ciη

j+r−1
i + ciη

j+r
i ) = 0
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don
(−1)rσrSj + (−1)r−1σr−1Sj+1 + · · · − σ1Sj+r−1 + Sj+r = 0pour tout b ≤ j ≤ b + r − 1, où j + r ≤ b + 2r − 1 ≤ b + d′ − 2 puisque 2r + 1 ≤ d′. (Onrappelle que

Sj = e(βj) =
r∑

i=1

ciη
j
i (j = b, b + 1, · · · , b + d′ − 2).)
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Lemme 5.7 Le système d'équations
(−1)rσrSj + (−1)r−1σr−1Sj+1 + · · · − σ1Sj+r−1 + Sj+r = 0,

b ≤ j ≤ b + r − 1, des inonnues (−1)iσi est résoluble ave une seule solution si etseulement si r erreurs se sont produites.Preuve : La matrie du système est déomposable en produit suivant :






Sb Sb+1 · · · Sb+r−1

Sb+1 Sb+2 · · · Sb+r

· · · · · · · · · · · ·
Sb+r−1 Sb+r · · · Sb+2r−2







= V DV t

ave
V =







1 1 · · · 1
η1 η2 · · · ηr

· · · · · · · · · · · ·
ηr−1
1 ηr−1

2 · · · ηr−1
r







,D =







c1η
b
1 0 · · · 0

0 c2η
b
2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · crη

b
r







V est une matrie de Van der Monde régulière dès lors que les ηi sont tous distints et
D est diagonale, don régulière si et seulement si les ci et les ηi sont tous non nuls. Cesdeux onditions sont remplies si et seulement si r erreurs se produisent.174



En e�et, la multipliation des matries montre
V DV t =







1 1 · · · 1
η1 η2 · · · ηr

· · · · · · · · · · · ·
ηr−1
1 ηr−1

2 · · · ηr−1
r













c1η
b
1 0 · · · 0

0 c2η
b
2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · crη

b
r













1 η1 · · · ηr−1
r

1 η2 · · · ηr

· · · · · · · · · · · ·
1 ηr−1

1 · · · ηr−1
r







=







c1η
b
1 c2η

b
2 · · · crη

b
r

c1η
b+1
1 c2η

b+1
2 · · · crη

b+1
r

· · · · · · · · · · · ·
c1η

b+r−1
1 c2η

b+r−1
2 · · · crη

b+r−1
r













1 η1 · · · ηr−1
r

1 η2 · · · ηr

· · · · · · · · · · · ·
1 ηr−1

1 · · · ηr−1
r







=





Sb Sb+1 · · · Sb+r−1

Sb+1 Sb+2 · · · Sb+r

Sb+r−1 Sb+r · · · Sb+2r−2
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Définition 5.8 : On appelle polyn�me loateur d'erreur le polyn�me
s(x) =

r∏

i=1

(1− ηix) =
n∑

i=0

(−1)iσix
i

ave les notations utilisées préédemment. Les raines de s(x) sont les η−1
i , 'est à direles β−ai . Il su�t don ensuite d'évaluer le polyn�me s(x) pour les di�érentes puissanesde β pour loaliser les erreurs.
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Après avoir trouvé les raines ηi, on utilise le lemme suivant :Lemme 5.9 Le système Sj =
∑

ciη
j
i , b ≤ j ≤ b + r − 1 des inonnues ci est résoluble siles oe�ients ηi sont des éléments distints de F∗

qm .Preuve : Le déterminant du système est alors
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ηb
1 ηb

2 · · · ηb
r

ηb+1
1 ηb+1

2 · · · ηb+1
r

· · · · · · · · · · · ·
ηb+r−1
1 ηb+r−1

2 · · · ηb+r−1
r

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= ηb
1η

b
2 · · · ηb

r

∏

1≤i<j≤r

(ηi − ηj) 6= 0
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Nous allons résumer et algorithme en notant τi = (−1)iσi.5.4.1. Déodage BCHSoit C un ode BCH de distane onstruite d′ ≥ 2t + 1, w le message émis et v lemessage reçu. Supposons qu'au plus t erreurs se produisent.1ère étape : Déterminer le syndrome
S(v) = (Sb, Sb+1, · · · , Sb+d′−2)

t.(On rappelle que
Sj = e(βj) =

r∑

i=1

ciη
j
i (j = b, b + 1, · · · , b + d′ − 2).)

2ème étape : Déterminer l'entier r maximal tel que le système d'équations
Sj+r + Sj+r−1τ1 + · · ·+ Sjτr = 0, b ≤ j ≤ b + r − 1des inonnues τi soit résoluble ave une seule solution pour ainsi déterminer lenombre d'erreurs r. Cei permet de former le polyn�me loateur d'erreur

s(x) =
r∏

i=1

(1− ηix) =
r∑

i=0

τix
i
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dont les oe�ients se déduisent des Sj .3ème étape : Cherher les raines de s(x) en testant les di�érentes puissanes de β pourdéterminer les loateurs d'erreurs ηi .4ème étape : Remplaer les ηi par leurs valeurs dans l'expression des Sj pour déterminerles valeurs des erreurs ci (as non binaire seulement). On obtient ainsi le veteurerreur e et on peut déoder w = v − e.
Remarque 5.10 : L'étape di�ile est la 2ème. Pour parvenir à déterminer les oe�ients
τi, une méthode possible est d'utiliser l'algorithme de Berlekamp-Massey (voir [Li-Ni℄,p.235-239, [vLi-vdG℄, p.20) et la setion 5.5.
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Cours N
◦5(disponible sur : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�panhish /SCCI).5.5 Algorithme de Berlekamp-Massey(voir [vLi-vdG℄, p.20, [vLi℄, p.98, et le mémoire de TER de Insa Fröhlih, 2004).Soit C un [n, k, d, ]q-ode BCH de zéroes β, β2, . . . , βd′−1, ou F∗

qm ⊃ 〈β〉n, βn = 1, uneraine primitive de degré n dans Fqm . Soient v,w et e le message reçu, le message émis etle veteur erreur, v = w + e, onsidérés omme des polyn�mes : v(x), w(x) et e(x) ∈ Fq[x].On pose
v(x) = v0 + · · ·+ vn−1x

n−1, w(x) = v0 + · · ·+ wn−1x
n−1,

e(x) := v(x)− w(x) = e0 + · · ·+ en−1x
n−1et soit I := {i | ei 6= 0} (omparer ave la notation de la setion 5.4 : e(x) =

∑r
i=1 cix

ai ,don ci = eai
).
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Définition 5.11 (a) Le polyn�me loateur d'erreurs est
s(x) =

∏

i∈I

(1− βix),Le degré de s(x) est égale au nombre d'erreures ommises, don il est inférieur où égaleà t, où t =

[
d′ − 1

2

]. (b) Le polyn�me évaluateur d'erreurs est
u(x) =

∑

i∈I

eiβ
i
∏

j∈I\{i}

(1− βjx) .Le degré de u(x) est stritement plus petit que t.On onstate que
ei = − u(β−i)

s′(β−i)
, s′(x) =

∑

i∈I

−βi
∏

j∈I\{i}

(1− βjx)puisque
s′(β−i) = −βi

∏

j∈I\{i}

(1− βj−i), u(β−i) = eiβ
i
∏

j∈I\{i}

(1− βj−i).
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De plus d◦(s(x)) ≤ t =
[

d′−1
2

]

, d◦(u(x)) < t. Il reste à trouver les polyn�mes s(x), u(x).On utilise l'identité formelle
u(x)

s(x)
=
∑

i∈I

eiβ
i

1− βix
=
∑

i∈I

eix
−1

∞∑

l=1

(βix)l =

∞∑

l=1

xl−1e(βl), (5.2)puisque
u(x) =

∑

i∈I

eiβ
i
∏

j∈I\{i}

(1− βjx) et e(x) = v(x)− w(x) = e0 + · · ·+ en−1x
n−1.Les d′ − 1 premiers oe�ients de la série à droite dans (5.2) sont onnus :

e(βl) = v(βl) (1 ≤ l ≤ d′ − 1).On pose
S(x) =

d′−1∑

l=1

e(βl)xl−1 le polyn�me de syndromeet on herhe u(x), s(x) à partir de l'égalité (5.2) omme une solution de la ongruene :
u(x) ≡ s(x)S(x)(modxd′−1) (5.3)182



Pour résoudre la ongruene (5.3) on utilise la division eulidienne et l'identité de Bezout :on alule trois suites sj(x), rj(x), uj(x) ave la propriété
rjx)xd′−1 + sj(x)S(x) = uj(x)où le degré de uj(x) déroît jusqu'à e que deg(uj+1) < t et deg(uj) ≥ t, à partir de

1 · xd′−1 + 0 · S(x) = xd′−1, 0 · xd′−1 + 1 · S(x) = S(x),où t =

[
d′ − 1

2

], de telle façon que
(s0(x), t0(x), u0(x)) = (1, 0, xd′−1); (s1(x), t1(x), u1(x)) = (0, 1, S(x)).On va montrer que le ouple (u(x), s(x)) = (uj+1(x), sj+1(x)) est un unique ouple véri-�ant (5.3).Le problème, qui reste en appliquant l'algorithme de déodage, est qu'on ne onnaîtpas le nombre exat r d'erreurs ommises. Cependant, on suppose toujours que le nombremaximal d'erreurs est borné par t := [

d′ − 1

2
]. En général, on a don un polyn�me d'er-reur e(x) =

n−1∑

i=0

eix
i qui possède beauoup de oe�ients ei = 0. Rapellons qu'on note par
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I = {i | ei 6= 0} l'ensemble d'indies des oe�ients non nuls. Lepolyn�me loateur d'erreurss'érit don s(x) =
∏

i∈I(1−βix) ave deg(s) ≤ t. Pour un ode BCH le système linéaire dela deuxième étape de l'algorithme est de la forme


e(βb) e(βb+1) · · · e(βb+t′−1)

e(βb+1) e(βb+2) · · · e(βb+t′)
· · · · · · · · · · · ·

e(βb+t′−1) e(βb+t′) · · · e(βb+2t′−2)






·

τ =
(

e(βb+t′) e(βb+t′+1)
... e(βb+2t′−1)

) ave τ = ((−1)t′σt′ , (−1)t′−1σt′−1, . . . ,−σ1).On a vu dans la setion 5.4 que e système a une unique solution si et seulement si t′ = roïnide ave le nombre d'erreurs. Pour ne pas onsidérer plusieurs systèmes, on utilse l'al-gorithme suivant de Berlekamp-Massey, qui détermine diretement le polyn�me loateurd'erreurs s(x) du bon degré. On utilise pour ei un ode BCH au sens strit, 'est-à-dire
b = 1.Puisque le ode est engendré par β, . . . , βd′−1, les premiers d′−1 oe�ients de la sériesont onnus (première étape de l'algorithme de déodage) et on érit la somme partielle
S(x) :=

∑d′−1
j=1 e(βj)xj−1. Don u(x) ≡ s(x)S(x) mod xd′−1. L'algorithme de Berlekamp-Massey alule trois suites de polyn�mes, ui(x), si(x) et ri(x), qui véri�ent l'égalité :

ui(x) = si(x)S(x) + ri(x)xd′−1 pour i ≥ 0 : (5.4)On pose u0 = xd′−1, u1 = S(x), s0 = r1 = 0, s1 = r0 = 1 (pour i = 0, 1).On alule ui+1 = ui−1 − uiqi par la division eulidienne184



et puis si+1 = si−1 − siqi et ri+1 = ri−1 − riqi (l'algorithme d'Eulide étendu),jusqu'on obtient deg(ui+1) < t et deg(ui) ≥ t.Résultat : s(x) = si+1(x) est le polyn�me loateur d'erreurs, et u(x) = ui+1(x) est lepolyn�me évaluateur d'erreurs.L'ensemble I ontient omme dans e qui préède tous les i pour lesquels β−i est uneraine de s(x). Puis, les ei se alulent failement ave la formule i-dessus.Théorème 5.12 Soit d′ = 2t + 1. L'algorithme de Berlekamp-Massey donne (à fa-teur onstant près) l'unique ouple s(x), u(x) ave deg(s) ≤ t, deg(u) < t véri�ant laongruene u(x) ≡ s(x)S(x) mod xd′−1.Preuve : Existene : Il est lair que haque ouple ui, si véri�e l'égalité (5.4). Il faut donontroler le degré de ui et si. La division eulidienne montre que ui−1 = uiqi + ui+1 ave
deg(ui+1) < deg(ui). Don la suite (deg(ui)) est stritement déroissante pour i ≥ 1 etil existe un j ∈ N ave deg(uj) ≥ t et deg(uj+1) < t. En plus, on obtient de la premièreéquation deg(qi) = deg(ui−1) − deg(ui) ≥ 1 pour i ≥ 2 . On utilise ette propriétépour estimer le degré des si. On a s2 = −s1q1, don deg(s2) ≥ deg(s1). Pour i ≥ 2 lasuite (deg(si)) est stritement roissante : Pour s3 = s1 − s2q2, le as préédent donne
deg(s3) = deg(s2) + deg(q2) > deg(s2). Si on a ette propriété jusqu'à i, on obtient pour
si+1 = si−1 − siqi, deg(si+1) = deg(si) + deg(qi) > deg(si). Le degré de sj+1 est don
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donné par une somme télesopique : deg(sj+1) = deg(sj) + deg(qj)
= deg(s1) + deg(q1) + . . . + deg(qj)
= deg(u0)− deg(uj) ≤ t ,ar deg(qi) = deg(ui−1)− deg(ui) pour i ≥ 2, deg(u0) = d′ − 1 = 2t, deg(uj) ≥ t.

Uniité : On suppose, qu'il y a s(x), u(x) et s∗(x), u∗(x) ave
u(x) ≡ s(x)S(x) mod xd′−1 et u∗(x) ≡ s∗(x)S(x) mod xd′−1.En multipliant la ongruene par s∗(x), respetivement par s(x), on obtient

s∗(x)u(x) ≡ s(x)u∗(x) mod xd′−1.Puisque deg(s),deg(s∗) ≤ t et deg(u),deg(u∗) < t, les deux �tés de la ongruene sontde degré inférieur à d′− 1. On a don égalité, d'où u = γu∗, s = γs∗. Comme u(x) et s(x)sont premiers entre eux, γ doit être une onstante non nulle.
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Exemple de déodageSoit α une raine du polyn�me x2 + x + 2 irrédutible sur F3. α engendre F
∗
9 et lespuissanes de α sont :

α1 = α, α2 = 2α + 1, α3 = 2α + 2, α4 = 2,
α5 = 2α, α6 = α + 2, α7 = α + 1, α8 = 1.On onsidère le polyn�me générateur

g(x) = (x2 + 1)(x2 + x + 2)(x + 1) = (x− α)(x− α2)(x− α3)(x− α4)(x− α6),divisible par le polyn�me minimal de α et possède les raines α,α2, α3, α4 et α6. La matriede ontr�le H , qui est engendrée par leurs puissanes, s'érit alors :
H =









1 α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

1 α2 α4 α6 1 α2 α4 α6

1 α3 α6 α1 α4 α7 α2 α5

1 α4 1 α4 1 α4 1 α4

1 α6 α4 α2 1 α6 α4 α2









.

Soit le mot reçu c′ = (0, 2, 1, 0, 0, 1, 1, 2) et on suppose, qu'au plus deux erreurs ont étéommises. Le polyn�me d'erreurs est alors e(x) = ea1
xa1 + ea2

xa2 . En alulant Hc′t, onobtient
(e(α), e(α2), e(α3), e(α4), e(α6)) = (α4, α3, α4, 0, α) .187



Ave es valeurs, on peut déterminer les oe�ients du polyn�me loateur d'erreurs s(x) =
1−σ1(α

a1 , αa2)x+σ2(α
a1 , αa2)x2. Puisqu'on a quatre puissanes onséutives de α ommeraines de g(x), it de résoudre le système suivant :

∣
∣
∣
∣

0 = σ2e(α) + 2σ1e(α
2) + e(α3)

0 = σ2e(α
2) + 2σ1e(α

3) + e(α4)

∣
∣
∣
∣
⇐⇒

∣
∣
∣
∣

σ1 = 1
σ2 = α

∣
∣
∣
∣Don s(x) = 1 +2x+αx2. En évaluant s(x) en les puissanes de α, on voit que s(α2) = 0et s(α5) = 0. Don a1 = 8 − 5 = 3, a2 = 8 − 2 = 6, d'où le polyn�me d'erreurs e(x) =

e3x
3 + e6x

6. En utilisant les valeurs de e(α) et de e(α4), on obtient le système
∣
∣
∣
∣

α4 = e3α
3 + e6α

6

0 = e3α
4 + e6

∣
∣
∣
∣
⇔
∣
∣
∣
∣

e3 = 2
e6 = e3

∣
∣
∣
∣

.Ces valeurs de e3 et e6 sont aussi des solutions pour les trois autres égalités. Le polyn�med'erreurs est don e(x) = 2x3 +2x6 et le mot envoyé était c = c′− e = (0, 2, 1, 1, 0, 1, 2, 2).La division de c(x) = 2x7 + 2x6 + x5 + x3 + x2 + 2x par g(x) donne bien le mot déodé
m(x) = 2x2 + x, qui orrespond à m = (0, 1, 2).La méthode de déodage naïve (la division de c′(x) par g(x)) donnerait dans e as
m(x) = 2 + x2, respetivement c = (1, 0, 0, 2, 0, 1, 1, 2), où seulement trois lettres sontorretes. 188



Par la onstrution du polyn�me générateur g, il s'agit d'un ode BCH au sens stritave d′ = 5 et don t = 2. Si c′ = (0, 2, 1, 0, 0, 1, 1, 2) est le mot reçu, (α4, α3, α4, 0, α) estson syndrome. Le polyn�me S(x) s'érit S(x) = α4 + α3x + α4x2 + 0x3 = 2 + α3x + 2x2.L'algorithme de Berlekamp-Massey alule le tableau suivant :
i 0 1 2

ui x4 2x2 + α3x + 2 2x + α3

qi 2x2 + α7x + α3

ri 1 0 1
si 0 1 x2 + α3x + α7On a deg(u2) = 1 < 2 et deg(u1) = 2 ≥ 2. Don u2(x) = 2x + α3 est le polyn�meévaluateur d'erreurs et s2(x) = x2 + α3x + α7 est le polyn�me loateur d'erreurs. Enessayant les di�érentes puissanes de α, on (re)trouve que s2(α

2) = 0 et s2(α
5) = 0,d'où I = {3, 6}. Car s′2(x) = 2x + α3 = u2(x), les oe�ients du polyn�me d'erreur sont

e3 = e6 = −1 = 2. On a don obtenu le polyn�me d'erreur sans savoir à priori, qu'il yavait deux erreurs à orriger.
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Exemple : l'algorithme de Berlekamp-Massey, disponible à l'adresse ahée :http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�panhish/04mag-mapledans le �hier 4mag-09berl-ma.mwsOn herhe u(x), s(x) à partir de l'égalité (5.2) omme une solution de la ongruene (5.3) :
u(x) ≡ s(x)S(x)(modxd′−1)Pour résoudre la ongruene (5.3) on utilise la division eulidienne et l'identité de Bezout :on alule trois suites sn(x), tn(x), un(x) ave la propriété

tn(x)xd′−1 + sn(x)S(x) = un(x)où le degré de un(x) déroît jusqu'à e que deg(un) < t et deg(un−1) ≥ t

> restart ;
> with(linalg) :
> alias(alpha = RootOf(X^2+X+2) mod 3) ;

α

190



> BerlMa:=pro(a::anything,dp::posint)
> loal S,B,s0,s1,s2,r0,r1,r2,u0,u1,u2,t,q,i;
> # après on va substituer S:=alpha^4+alpha^3*X+alpha^4*X^2+0*X^3;dp:=5;
> t:=floor((dp-1)/2);
> b:=X^(dp-1);
> s0:=0:r0:=1:s1:=1:r1:=0:
> u0:=b; u1:=a;u2:=rem( u0,u1,X );i:=0;
> while(degree(u1,X)>t-1) do
> print('i'=i,degree(u1,X)>t-1);
> #d1<>0) do
> i:=i+1;
> q:=quo( u0,u1,X );u2:=rem( u0,u1,X );
> u0:=u1; u1:= u2;
> s2:=s0-q*s1;
> r2:=r0-q*r1;
> s0:=s1;s1:= s2;
> r0:=r1;r1:= r2;
> #printf("i=%d,%a*%a+%a*%a=%a\n"
> #,i,a,u0 ,b, v0, d0);
> print('i'=i,
> 'degree(u1,X)'=degree(u1,X), degree(u1,X)>t-1,
> 'S'=a,'s'[i℄=s0, 'B'= b, 'r'[i℄=r0, 'u'[i℄=u0);
> od;
> printf("les valeurs de [u,r, s℄ sont :");
> u2:=sort(Expand(u2) ,[alpha,X℄) mod 3;
> s2:=sort(Expand(s2) ,[alpha,X℄) mod 3;
> r2:=sort(Expand(r2) ,[alpha,X℄) mod 3;
> print('u'=u2);print('s'=s2);print('r'=r2);
> return [u2,s2, r2℄;
> end pro: 191



Warning, `b` is impliitly delared loal to proedure `BerlMa`
> S:=alpha^4+alpha^3*X+alpha^4*X^2+0*X^3;dp:=5;BerlMa(S,dp);

S := α4 + α3 X + α4 X2

dp := 5

i = 0, 1 < 2

i = 1, degree(u1 , X) = 1, 1 < 1, S = α4 + α3 X + α4 X2, s1 = 1, B = X4, r1 = 0,

u1 = α4 + α3 X + α4 X2les valeurs de [u,r, s℄ sont :
u = 2 α + 2 + 2 X

s = X2 + 2 X + 2 X α + α + 1

r = 1

[2 α + 2 + 2 X, X2 + 2 X + 2 X α + α + 1, 1]

> Expand((2*alpha-1)/alpha^3) mod 3;
1

> Expand((2*X+alpha^3)) mod 3;
2 α + 2 + 2 X

> Expand((X^2+alpha^3*X+alpha^7)) mod 3;192



X2 + 2 X + 2 X α + α + 1

> X^2+2*X+2*X*alpha+alpha+1;
X2 + 2 X + 2 X α + α + 1

> Fator(X^2+alpha^3*X+alpha^7,alpha) mod 3;
(X + α + 2) (X + α)

> f:=X^2+alpha^3*X+alpha^7;
> for i from 1 to 8 do
> if Eval(f, X=alpha^(-i)) mod 3 = 0 then print(i) fi
> od ;

f := X2 + α3 X + α7

3

6
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Exemple : l'identité de Bezout pour les polynomes pseudo-aléatoires sur F34 ,disponible à l'adresse ahée : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/�panhish/04mag-maple dans le �hier 4mag-11bezout-poly.mws
> restart ;
> with(linalg) :Warning, the proteted names norm and trae have been redefined andunproteted
> irr34 := op(1, selet(has, Fator(x^81-x) mod 3, 4)) ;

irr34 := x4 + x + 2Le polyn�me irrédutible obtenu par e proédé n'est pas forément le même d'unesession à l'autre.On aliasse α à une raine de e polyn�me dans une extension de F3, de sorte que
GF(34) = F3[ α℄.

> alias(alpha = RootOf(irr34) mod 3) ;
αLa proédure rnd3 génère un entier modulo 3 pseudo-aléatoire.

> rnd3 := rand(0..2) :
> seq(rnd3(), i = 1..5) ;

0, 2, 0, 2, 1
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La proédure rnd34 génère un élément pseudo-aléatoire de GF( 34).
> rnd34 := () -> add(rnd3()*alpha^i, i=0..3):

2 + 2 α + 2 α2 + α3, 1 + α, 2 + 2 α + α2, 2 α2, α2

La proédure rndP34(n) génère un polyn�me pseudo-aléatoire unitaire de GF( 24) dedegré n.
> rndP34 := pro(n)
> RETURN(sort(X^n + add(rnd34()*X^i, i=0..(n-1))))
> end :
> rndP34(5);

X5 + α2 X4 + 2 α2 X3 + (2 + 2 α + α2) X2 + (1 + α) X + 2 + 2 α + 2 α2 + α3
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> Bezout34 := pro( P::anything,
> A::anything,
> B::anything)
> loal gd, U, V ;
> gd := gdex(A, B, X, 'U', 'V') ; #A*U+B*V=gd
> if gd <> 1 then ERROR(
> sprintf("les polyn�mes %a et %a
> ne sont pas premiers entre eux.",
> A, B))
> fi ;
> RETURN(P, rem(P*U, B, X), rem(P*V, A, X)) #P, A*U+B*V=P
> end :
> _seed := 1925 :
> A, B, P:= X^(4), rndP34(2), rndP34(2);G := gdex(A, B, X, 'U', 'V')
> ;#G=pgd(A,B), A*U+B*V=P

A, B, P := X4, X2 + (α + 2 α2) X + α + α2 + α3, X2 + (1 + α + 2 α3) X + 1 + α2 + 2 α3

G := 1

> P, U, V:= Bezout34(P, A, B);#A*U+B*V=P
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P, U, V := X2 + (1 + α + 2 α3) X + 1 + α2 + 2 α3,

− (α3 + 6 α4 − 8 α6 − 2 α7 + 1 + 2 α− α2 + 2 α5 + 8 α8) X

(1 + 19 α4 + 16 α5 + 10 α6 + 4 α7 + α8 + 4 α + 10 α2 + 16 α3) α2

− −4 α4 + 8 α5 − 3 α7 − 20 α8 + 17 α6 + 2 α3 + 3 α2 − 1 + 16 α10

(1 + 19 α4 + 16 α5 + 10 α6 + 4 α7 + α8 + 4 α + 10 α2 + 16 α3) α2
,

(α3 + 6 α4 − 8 α6 − 2 α7 + 1 + 2 α− α2 + 2 α5 + 8 α8) X3

(2 α + 3 α2 + α4 + 2 α3 + 1)2 α2

− (4 α7 − 2 α6 − 3 α5 + 2 α4 + α3 + 1) X2

(α2 + 1 + α) (2 α + 3 α2 + α4 + 2 α3 + 1) α2
+

(2 α3 − 2 α2 − α + 1) αX

(α2 + 1 + α)2

+
1 + α2 + 2 α3

α (α2 + 1 + α)
> Expand(P - U*A - V*B) mod 3;

0

> G, U, V:= Bezout34(G, A, B) :#A*U+B*V=gd
> Expand(G - U*A - V*B) mod 3;
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0
> un,tn,sn:=Bezout34(G, X^4,
> B):#A=X^(d'-1),B=S(X),un=G(X),tn=U(X),sn=V(X)
> un:=sort(Expand(un) ,[alpha,X℄) mod 3;

un := 1

> tn:=sort(Expand(tn) ,[alpha,X℄) mod 3;
tn := 2 X + 2 X α + X α2 + 2 X α3 + 2 α3 + α2

> sn:=sort(Expand(sn),[alpha,X℄) mod 3;
sn := X3 + X3 α + 2 X3 α2 + X3 α3 + X α + 2 X α2 + X α3 + X2 + 2 X2 α + X2 α2 + 2 α2 + α

+ 1 + α3

> Expand(G - tn*A - sn*B) mod 3;
0
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> Bezout:=pro(a::anything,b::anything)
> loal A,B,u0,u1,u2,v0,v1,v2,d0,d1,r,t,i;
> #if a<0 then a:=-a;
> #else fi;
> #if b<0 then b:=-b;
> #else fi;
> u0:=1+0*X:v0:=0*X: u1:=0*X:v1:=1+0*X:
> d0:=a; d1:=b;r:=b;i:=0;
> while(d1<>0) do
> i:=i+1;t:=quo( d0,d1,X );r:=rem( d0,d1,X );
> d0:=d1; d1:= r;
> u2:=u0-t*u1;
> v2:=v0-t*v1;
> u0:=u1;u1:= u2;
> v0:=v1;v1:= v2;
> #printf("i=%d,(%a)*(%a)+(%a)*(%a)=%a\n"
> #,i,a,u0 ,b, v0, d0);
> u0:=sort(Expand(u0) ,[alpha,X℄) mod 3;
> v0:=sort(Expand(v0) ,[alpha,X℄) mod 3;
> d0:=sort(Expand(d0) ,[alpha,X℄) mod 3;
> print('i'=i,
> 'A'*'u'[i℄+'B'*'v'[i℄='d'[i℄,
> 'A'=a,'u'[i℄=u0, 'B'= b, 'v'[i℄=v0, 'd'[i℄=d0);
> od;
> printf("les valeurs de [d,u, v℄ sont :");
> print('d'=d0);print('u'=u0);print('v'=v0);
> return [d0,u0, v0℄;
> end pro: 199



> A, B:= rndP34(2), rndP34(2);Bezout(A,B);
A, B := X2 + (2 + α + α3) X + 1 + α + 2 α3, X2 + (2 α3 + α2 + 2 α) X + 1 + 2 α3

i = 1, A u1 + B v1 = d1, A = X2 + (2 + α + α3) X + 1 + α + 2 α3, u1 = 0,

B = 2 α3 + X2 + (2 α3 + α2 + 2 α) X + 1, v1 = 1,

d1 = 2 α3 + X2 + 2 X α3 + X α2 + 2 α X + 1

i = 2, A u2 + B v2 = d2, A = X2 + (2 + α + α3) X + 1 + α + 2 α3, u2 = 1,

B = 2 α3 + X2 + (2 α3 + α2 + 2 α) X + 1, v2 = 2,

d2 = α + 2 X α3 + 2 X α2 + 2 α X + 2 X

i = 3, A u3 + B v3 = d3, A = X2 + (2 + α + α3) X + 1 + α + 2 α3, u3 = 2 α3 + α2 + 1 + X α3,

B = 2 α3 + X2 + (2 α3 + α2 + 2 α) X + 1, v3 = α3 + 2 α2 + 2 X α3, d3 = 2 αles valeurs de [d,u, v℄ sont :
d = 2 α

u = 2 α3 + α2 + 1 + X α3

v = α3 + 2 α2 + 2 X α3

[2 α, 2 α3 + α2 + 1 + X α3, α3 + 2 α2 + 2 X α3]
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Exemple. Soit β un élément primitif de F16 raine du polyn�me x4 + x + 1 sur F2. Alors
m(1)(x) = m(2)(x) = m(4)(x) = m(8)(x) = x4 + x + 1

m(3)(x) = m(6)(x) = m(9)(x) = m(12)(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1Ainsi, un ode de polyn�me générateur
g(x) = m(1)(x)m(3)(x) = 1 + x4 + x6 + x7 + x8est un ode BCH dont les paramètres sont b = 1, d′ = 5 = d, q = 2, n = 15. Sa dimensionest k = 7 et un polyn�me de ontr�le est

h(x) = (x15 − 1)/g(x) = 1 + x4 + x6 + x7On onstruit une matrie génératrie G dont la ième ligne est le veteur xi−1g(x), 1 ≤
1 ≤ k. On obtient

G =













1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1
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Si le message reçu est v = (100100110000100), soit enore v(x) = 1 + x3 + x6 + x7 + x12.On alule alors les omposantes du syndrome :
S1 = S2 = S4 = v(β) = 1, S3 = v(β3) = β4Il apparaît alors que le plus grand système linéaire d'équations des inonnues τi est de laforme
S2τ1 + S1τ2 = S3

S3τ1 + S2τ2 = S4
⇐⇒ S1τ2 + S2τ1 = S3

S2τ2 + S3τ1 = S4qui s'érit également
τ1 + τ2 = β4

β4τ1 + τ2 = 1et dont la matrie est régulière. Il vient
τ1 = 1

τ2 = β

τ0 = 1 par dé�nition, et on a don s(x) = 1 + x + βx2.En testant les di�érentes puissanes de β, on trouve
η−1
1 = β8, η−1

2 = β6,202



et on a don
η1 = β7

η2 = β9ainsi, le polyn�me erreur est
e(x) = x7 + x9et on peut déoder

w(x) = v(x)− e(x)

= (1 + x3 + x6 + x7 + x12)− (x7 + x9)

= 1 + x3 + x6 + x9 + x12Le message émis était w = (100100100100100).Pour retrouver le message original, il su�t de diviser w(x) par g(x). Il vient
a(x) = w(x)/g(x) = 1 + x3 + x4 ⇒ a = (1001100).
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6 Bornes de Plotkin et de Gilbert-Varshamov6.1 Rendement, taux de orretion et domaine de odesSoit C ⊂ Fn un ode de ardinal Card (C) = M sur l'alphabet F de Card (F ) = qde distane d = d(C) et la apaité de orretion t =
[

d−1
2

]. Nous avons vu la dé�nition1.4 du rendement et du taux de orretion : soit C un [n, k, d]q-ode, alors la vitessede transmission (le "rendement" ou "information rate" en anglais) de C est le rapport
R = k/n, δ = d/n est la distane relative (ou le "taux de orretion") de C.Un bon ode est un ode orrigeant de nombreuses erreurs ompte tenu de sa longueurtout en ayant une vitesse de transmission la plus élevée possible, e qui orrespond à desparamètres R et δ assez grands dans [0, 1℄. Rapellons (voir De�nition 1.9) qu'une famille
{Ci} des [ni, ki, di]q-odes est dite bonne s'il existe et positives les limites

lim
i→∞

ki

ni
= R > 0, lim

i→∞

di

ni
= δ > 0,On a vu que ave toute bonne famille on peut faire tendre vers 1 la probabilité detransmission orrete. En réalité, on utilise R ≈ 0, 1 ∼ 0, 95, n ≈ 300 ∼ 1000, et δ > 2p.Toutefois, es paramètres δ et R sont liés par des relations dites asymptotiques.Nous avons déjà établi quelques relations dans Setion 2 :
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1) Borne de Singleton (voir Théorème 2.6). Soit C = ImE un [n, k, d]q-ode,
E : F k → Fn. Alors

k ≤ n− d + 1⇐⇒ R ≤ 1− δ + 1/n

1′) Borne de Singleton asymptotique (voir Théorème 2.8 ). Soit {Ci} une familledes [ni, ki, di]q-odes, on pose
R = lim sup

i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors

R ≤ 1− δ
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2) Borne de Hamming (voir Théorème 2.3). Soit C ⊂ Fn un ode sur l'alphabet Fde Card (F ) = q de distane d = d(C) et la apaité de orretion t =
[

d−1
2

]. Alors
Card (C)

t∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

≤ qn, don Vq(n, t) ≤ qn/Card (C).

2′) Borne de Hamming asymptotique voir Théorème 2.11. Soit {Ci} une familledes [ni, ki, di]q-odes, on pose
R = lim sup

i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors R ≤ 1−Hq(δ/2) où Hq(δ) est la fontion entropie q-aire dé�nie sur [0, (q − 1)/q]par

Hq(0) = 0,Hq(δ) = δ logq(q − 1)− δ logq(δ)− (1− δ) logq(1− δ) pour 0 ≤ δ ≤ (q − 1)/qRapellons la signi�ation géométrique de l'entropie q-aire : Hq(δ) est la proportion logarith-mique du volume Vq(n, d) de la boule de Hamming de rayon relatif δ :
Hq(δ) = lim

n→∞

logq(Vq(n, d))

n
, si d

n
→ δ.206



Maintenant on va obtenir des meilleurs bornes (supérieures et inférieures), pour dérirele domaine de odes, où se trouvent les bons odes.Soit Cq l'ensemble des odes sur Fq et Vq l'image de l'appliation
F : Cq −→ [0, 1]× [0, 1], F(C) = (δ,R)On note Uq l'ensemble des points d'aumulation de Vq. Les odes de Vq\Uq ont dits isolés.On pose

Aq(n, d) = max
{

Card (C) = M
∣
∣
∣ il existe un ode C ⊂ F

n
q de distane d = d(C)

}

,

αq(δ) := lim sup
n→∞,

d
n
→δ

n−1 logq Aq(n, d),Un ode est dit optimal s'il atteint la borne αq(δ).Un théorème de Yu.I.Manin (voir [Ts-V℄) montre que αq(δ) est ontinue ave αq(0) = 1,
αq(δ) = 0 pour (q − 1)/q ≤ δ ≤ 1 et αq(δ) est déroissante dans 0 ≤ δ ≤ (q − 1)/q ≤ 1.
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On montrera en partiuler :� Borne de Plotkin asymptotique
αq(δ) ≤ max

(

1− q

q − 1
δ, 0

)

� Borne de Gilbert-Varshamov asymptotique Pour tout δ dans l'intervale
]0, (q − 1)/q[ il existe une famille {Ci} des [ni, ki, di]q-odes, telle que

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,et

αq(δ) ≥ R ≥ 1−Hq(δ),'est à direon a
αq(δ) ≥ 1−Hq(δ)où Hq(δ) est la fontion entropie q-aire
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Représentation graphique des bornes : pour q = 49 :
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6.2 Borne de PlotkinThéorème 6.1 (Borne de Plotkin). Soit C un ode linéaire de longueur n et de dimension
k sur Fq, d'éart d. Alors

d ≤ nqk−1(q − 1)

qk − 1
= n

q − 1

q

(

1 +
1

qk − 1

)

. (∗)Preuve : Soit 1 ≤ i ≤ n tel que C ontienne un mot dont la ième oordonnée est non nulle.Soit D le sous-espae de C onstitué des mots odes dont la ième oordonnée est nulle.On a |C/D| = q, don, omme |C/D| = |C|/|D|, |D| = qk−1. Il vient alors que la sommedes poids des mots odes est ≤ nqk−1(q − 1). Comme C omporte qk − 1 mots de poidsnon nul, on obtient la relation voulue :
d(qk − 1) ≤ nqk−1(q − 1).Remarque. Soit M = CardC = qk, alors il est ommode d'érire l'inégalité (*) sous laforme : si d

n 6=
q−1

q , alors
M ≤

(
d

n

q

q − 1
− 1

)−1

+ 1 .
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Théorème 6.2 (Borne de Plotkin asymptotique). Soit {Ci} une famille des [ni, ki, di]q-odes, on pose
R = lim sup

i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors

R ≤ max

(

1− q

q − 1
δ, 0

)

Preuve Soit {Ci} une famille des [ni, ki, di]q-odes, on pose
R = lim sup

i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors il y a trois possibilités :

δ >
q − 1

q
, δ <

q − 1

q
, ou δ =

q − 1

q
.
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1) Premier as : δ > q−1
q
. On érit l'inégalité du Théorèmé 6.1 :

di ≤
niq

ki−1(q − 1)

qki − 1
⇒ ni ·

q − 1

q
·
(

1 +
1

qki − 1

)

≥ di.Cei implique
qki ≤

(
di

ni

q

q − 1
− 1

)−1

+ 1→ 1

δ q
q−1 − 1

+ 1 > 0(une onstante indépendent de n), (6.1)puisque δ > q−1
q .Don ki sont uniformement bornés, ela signi�e que

R = lim sup
i→∞

ki

ni
= 0.
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2) Deuxième as : 0 < δ < q−1
q
. Dans e as on peut supposer : pour ni assez grand

di

ni
= δi → δ <

q − 1

q
⇒ di

ni
− 1

ni
<

q − 1

q
⇒ di − 1 < ni ·

q − 1

q
.On pose

n′
i =

[
q(di − 1)

q − 1

]

≤ q(di − 1)

q − 1

(

⇒ n′
i

q − 1

q
≤ di − 1

)

.Ensuite, di = δini →∞ don
0 < n′

i < nipuisque
n′

i =

[
q(di − 1)

q − 1

]

≥ (di − 1) · q

q − 1
− 1 > 0,

n′
i =

[
q(di − 1)

q − 1

]

≤ (di − 1) · q

q − 1
< niPour tout n = ni on onsidère les n− n′ derniers symboles des mots du ode. Il existe unsous-ensemble C ′ = C(ξ) ⊂ C formé par les mots ave les mêmes n−n′ derniers symboles

ξ ∈ Fn−n′

q , et ave
M ′ := Card (C ′) ≥M · qn′−n.213



Ainsi que C ′ n'est pas un sous-espae vetoriel de C, on peut �xer un c′0 ∈ C ′, alorsl'ensemble de toutes les di�érenes
Cn′ =

{

c′ − c′0

∣
∣
∣ c′ ∈ C ′

}

=
{

c = (c1, · · · , cn′ , 0, · · · , 0)
∣
∣
∣ c′ ∈ C ′

}

⊂ C,est un sous-espae vetoriel de C ayant le même ardinal que C ′. On utilise enore lethéorème 6.1 pour le sous-espae vetoriel C ′ de C don
d′ ≤ n′qk′−1(q − 1)

qk′ − 1
⇒ n′ · q − 1

q
·
(

1 +
1

qk′−1

)

≥ d′.Cei résulte :
M · qn′−n ≤M ′ <

(
d′

n′

q
q−1 − 1

)−1

+ 1 (6.2)
=

n′(q − 1)

d′q − n′(q − 1)
+ 1 ≤ n′(q − 1)

dq − n′(q − 1)
+ 1 ≤ n′(q − 1)

q
+ 1 ≤ d ≤ npuisque d ≤ n, d′ ≥ d et

dq − n′(q − 1) = dq −
[
q(d− 1)

q − 1

]

(q − 1) ≥ dq − q(d− 1) = q(ne pas onfondre la notation d′ ave la distane onstruite des odes BCH !).214



Pour onlure, on prend logq de (6.2) : M = qk = Card (C), et
M · qn′−n < n⇒ k + n′ − n ≤ logq n,

q(d− 1)

q − 1
− 1 < n′ ≤ q(d− 1)

q − 1
.Il reste à diviser par n = ni et passer à la limite n→∞ :

k ≤ n− n′ + logq n ≤ n− q(d− 1)

q − 1
+ logq n⇒ k

n
≤ 1− q

q − 1
· d
n

+
logq n + 1

n

⇒ R ≤ 1− q

q − 1
δ
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3) Troisième as (en exerie) : δ = q−1
q
.Pour montrer que R = 0 on raisonne par l'absurde. On suppose que

R = lim sup
i→∞

ki

ni
> 0,et on hoisit une sous-suite des odes Ci ave ki/ni ≥ R0 > 0. On pose

n′
i =

[
q(di − 1)

q − 1

]

≤ q(di − 1)

q − 1
.Ensuite, di = δini →∞ don

0 < n′
i < nipuisque

n′
i =

[
q(di − 1)

q − 1

]

≥ (di − 1) · q

q − 1
− 1 > 0,et pour voir que n′

i < ni on remarque que par Théorème 6.1
n′

i =

[
q(di − 1)

q − 1

]

≤ (di − 1) · q

q − 1
≤
(

q − 1

q
· ni ·

(

1 +
1

qki − 1

)

− 1

)

· q

q − 1

ni +
ni

qki − 1
− q

q − 1
< ni, (

ni

qki − 1
→ 0)216



puisque
di ≤

q − 1

q
·
(

1 +
1

qki − 1

)

, et qki > qR0ni ⇒ ni

qki − 1
→ 0.Maintenant on répète le raisonnement du deuxième as. Pour tout n = ni et n′ = n′

i,on onsidère les n − n′ derniers symboles des mots du ode. Il existe un sous-ensemble
C ′ = C(ξ) ⊂ C formé par les mots ave les mêmes n− n′ derniers symboles ξ ∈ F

n−n′

q , etave
M ′ := Card (C ′) ≥M · qn′−nAinsi que C ′ n'est pas un sous-espae vetoriel de C, on peut �xer un c′0 ∈ C ′, alorsl'ensemble de toutes les di�érenes

Cn′ =
{

c′ − c′0

∣
∣
∣ c′ ∈ C ′

}

=
{

c = (c1, · · · , cn′ , 0, · · · , 0)
∣
∣
∣ c′ ∈ C ′

}

⊂ C,est un sous-espae vetoriel de C ayant le même ardinal que C ′. On utilise enore Théo-rème 6.1 pour le sous-espae vetoriel C ′ de C don
d′ ≤ n′qk′−1(q − 1)

qk′ − 1
⇒ n′ · q − 1

q
·
(

1 +
1

qk′−1

)

≥ d′.
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Cei résulte :
M · qn′−n ≤M ′ <

(
d′

n′

q
q−1 − 1

)−1

+ 1 (6.3)
=

n′(q − 1)

d′q − n′(q − 1)
+ 1 ≤ n′(q − 1)

dq − n′(q − 1)
≤ n′(q − 1)

q
≤ npuisque d′ ≥ d et

dq − n′(q − 1) = dq −
[
q(d− 1)

q − 1

]

(q − 1) ≥ dq − q(d− 1) = qPour onlure dans e as, on prend de nouveaux logq de (6.3) :
k + n′ − n ≤ logq n,

q(d− 1)

q − 1
≤ n′ <

q(d− 1)

q − 1
+ 1.Il reste à diviser par n = ni et passer à la limite n→∞ :

k ≤ n− n′ + logq n ≤ n− q(d− 1)

q − 1
+ logq n⇒ k

n
≤ 1− q

q − 1
· d
n

+
logq n + 1

nMais dans e as δ = q−1
q ,

⇒ R ≤ 1− q

q − 1
δ = 0.
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6.3 Borne de Gilbert-VarshamovThéorème 6.3 (Borne de Gilbert-Varshamov) Il existe un ode linéaire de dimension k,de longueur n sur Fq et d'éart ≥ d dès lors que
qn−k >

d−2∑

i=0

(
n− 1

i

)

(q − 1)i = Vq(n− 1, d− 2).

Preuve du Théorème 6.3 : Soit C un ode omme dérit i-dessus. Construisons samatrie de orretion H . On hoisit pour la première olonne n'importe quel veteur de
F

n−k
q non nul, puis pour la seonde un veteur non multiple salaire de la première, et ainside suite jusqu'à obtenir j−1 olonnes dont d−1 sont toujours linéairement indépendantes.Par ombinaison linéaire de d− 2 ou moins de es j − 1 olonnes, on peut former au plus

d−2∑

i=0

(
j − 1

i

)

(q − 1)i = Vq(j − 1, d− 2).olonnes.
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Comme par ombinaison linéaire de d − 2 ou moins de es j − 1 olonnes, on peutformer au plus
d−2∑

i=0

(
j − 1

i

)

(q − 1)i = Vq(j − 1, d− 2)olonnes, on obtient une ondition su�sante pour l'existene d'une jème olonne herhée.Elle est donnée pour un hoix de j − 1 ≤ n− 1 olonnes
qn−k >

d−2∑

i=0

(
n− 1

i

)

(q − 1)i = Vq(n− 1, d− 2)(on obtient le nombre maximal possible des ombinaisons linéaires de d−2 olonnes hoisisparmi n − 1 olonnes). Ainsi, si l'inégalité du théorème est véri�ée, on peut trouver une
jème olonne linéairement indépendante de toutes d− 2 des j − 1 premières olonnes, ete jusqu'à obtenir H de rang n− k, e qui fournit un ode de distane ≥ d.
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Remarque. La borne de Gilbert-Varshamov reste valable pour tous les odes sous uneforme légérement plus faible (voir [vLi℄, p. 56, [Ste℄, p.35, [MW-S℄, p.34) : Il existe unode C ⊂ F
n
q de distane minimale ≥ d et de ardinale M = Card (C) dès lors que

qn > Vq(n, d− 1)M, Vq(n, d− 1) =
d−1∑

i=0

(
n

i

)

(q − 1)i.Pour un tel ode on suppose qu'il n'est pas possible de trouver un mot c en dehors de Cde distane ≥ d. Alors
qn ≤ Vq(n, d− 1)M, Vq(n, d− 1) =

d−1∑

i=0

(
n

i

)

(q − 1)i.('est-à-dire, le rayon de reouvrement est ≤ d − 1). Dans le as ontraire on trouve untel mot c et on l' ajout au ode C (non-néessarement linéaire), à partir du ode trivialomportant un seul mot (on raisonne par réurrene sur M). Cei dit, il existe un odedu ardinal M pour le nombre
M =

[
qn

Vq(n, d− 1)

]

− 1⇒M <
qn

Vq(n, d− 1)
≤M + 2.
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Borne de Gilbert-Varshamov asymptotique (voir Théorème 6.3).Rappelons qu'on a dé�ni le rendement maximal
αq(δ) := lim sup

n→∞,
d
n
→δ

n−1 logq Aq(n, d),

pour le taux de orretion δ donné, où on pose
Aq(n, d) = max

{

Card (C) = M
∣
∣
∣ il existe un ode C ⊂ F

n
q de distane d = d(C)

}

.Rappelons la signi�ation géométrique de l'entropie q-aire : Hq(δ) est la proportion loga-rithmique du volume Vq(n, d) de la boule de Hamming de rayon relatif δ :
Hq(δ) = lim

n→∞

logq(Vq(n, d))

n
, si d

n
→ δ.
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Théorème 6.4 (Borne de Gilbert-Varshamov asymptotique) Pour tout δ dansl'intervale ]0, (q − 1)/q[ il existe une famille {Ci} des [ni, ki, di]q-odes, telle que
R = lim sup

i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,et

R ≥ 1−Hq(δ),'est à dire, qu'on a
αq(δ) ≥ 1−Hq(δ)où Hq(δ) est la fontion entropie q-aire dé�nie sur [0, (q − 1)/q] par Hq(0) = 0,

Hq(δ) = δ logq(q − 1)− δ logq(δ)− (1− δ) logq(1− δ) pour 0 ≤ δ ≤ (q − 1)/q.
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Preuve : Soit ni →∞ une suite arbitraire. On pose di = [δni], et
ki =

[
ni − logq Vq(ni − 1, di − 2)

]
− 1Alors on a l'enadrement :

ni − logq Vq(ni − 1, di − 2) > ki ≥ ni − logq Vq(ni − 1, di − 2)− 2don ki véri�e l'inégalité du Théorème 6.3 :
qni−ki >

di−2∑

i=0

(
ni − 1

i

)

(q − 1)i = Vq(ni − 1, di − 2) ≥ qni−ki−2.don il existe un [ni, ki, di]q-ode Ci. Il reste à passer à la limite ni →∞ :
logq Vq(ni − 1, di − 2)

ni
=

logq Vq(ni − 1, [δ · ni]− 2)

ni
→ Hq(δ),

ki

ni
→ R⇒ R ≥ 1−Hq(δ).Rappelons le orollaire 2.10 : Lorsque n→∞, r

n
→ δ, on a

Hq(δ) = lim
n→∞

logq Vq(n, r)

n
= lim

n→∞

logq(Vq(n, r))

logq(Card (Fn))
.

224



Théorème 6.5 (Borne de Bassalygo-Elias, sans démonstration) Pour tout odede dimension k, de longueur n et d'éart d sur Fq et pour tout entier w tel que 1 ≤ w ≤ ntel que
d− 2w + qw2/(q − 1)n > 0on a

n− k ≥ logq

(
n

w

)

+ w logq(q − 1)− logq d + logq rPreuve : voir [Ste℄, p.32.Théorème 6.6 (Borne de Bassalygo-Elias asymptotique , sans démonstration.Soit {Ci} une famille des [ni, ki, di]q-odes, on pose
R = lim sup

i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,alors

R ≤ αq(δ) ≤ RBE , où RBE = 1−Hq







q − 1

q
−

(q − 1)

√

1− q δ

q − 1

q







.
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6.4 Borne de la géométrie algébrique (sans démonstration)Théorème 6.7 (Tsfasman-Zink-Drinfeld-Vladut). Il existe une famille{Ci} des [ni, ki, di]q-odes provenant des ourbes algébriques sur Fq, telle que si l'on pose
R = lim sup

i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
,

1) R ≥ 1− δ − 1√
q − 1

, 'est à dire,
αq(δ) ≥ R ≥ RGA = 1− δ − 1√

q − 1
. (6.4)2) Si q est un arré, la borne (6.4) est atteinte

lim sup
i→∞

di

ni
=

1√
q − 1

.Remarque 6.8 Si q est un arré, alors la borne inférieure (6.4) est meilleure que la bornede Gilbert-Varshamov asymptotique (voir le théorème 6.4, et la représentation graphiquedes bornes i-dessou).Représentation graphique des bornes : 1) Pour q = 49 :226
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2) Pour q = 25 :
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Existene des bonnes familles et odes géométriquesRappel : bonne famille, voir De�nition 1.9Une famille {Ci} des [ni, ki, di]q-odes est dite bonne s'il existe et positive les limites
R = lim

i→∞

ki

ni
, δ = lim

i→∞

di

ni
.On montrera l'existene des bonnes familles, et même des familles exellentes :Définition 6.9 Une bonne famille {Ci} des [ni, ki, di]q-odes est dite exellente s'il existe

R = lim
i→∞

ki

ni
> 0, δ = lim

i→∞

di

ni
∈]0, (q − 1)/q[,et

R ≥ 1−Hq(δ)où Hq(δ) est la fontion entropie q-aire dé�nie sur [0, (q − 1)/q] par Hq(0) = 0,
Hq(δ) = δ logq(q − 1)− δ logq(δ)− (1− δ) logq(1− δ) pour 0 ≤ δ ≤ (q − 1)/q.
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Représentation graphique : fontion d'entropie, q = 7

Hq(δ) =
δ log(q − 1)

log(q)
− δ log(δ)

log(q)
− (1− δ) log(1− δ)
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R = Hq(δ) R = 1−Hq(δ)
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Pour onstruire une telle famille on utiliseThéorème 6.3 (Borne de Gilbert-Varshamov) Il existe un ode linéaire de dimension k,de longueur n sur Fq et d'éart ≥ d dès lors que
qn−k > Vq(n− 1, d− 2) =

d−2∑

i=0

(
n− 1

i

)

(q − 1)i. (∗)

(Rappelons qu'on a montré l'existene d'un tel ode en onstruisant sa matrie deontr�le H ∈ Mn−k,n(Fq) ave la propriété que toutes les d− 1 olonnes sont linéairementindépendantes. La partie gauhe de (*) est le nombre total des olonnes, et la partiedroite de (*) est le nombre maximum des ombinaisons linéaires de d − 2 olonnes parmiles olonnes onstruites par réurrene ; ei dit que (*) permet de hoisir les olonnesd'une matrie H voulue)
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Passage à la limiteThèorème 6.4 (Borne de Gilbert-Varshamov asymptotique) Pour tout δ dans l'intervale
]0, (q − 1)/q[ il existe une famille {Ci} des [ni, ki, di]q-odes, telle que

R = lim sup
i→∞

ki

ni
, δ = lim sup

i→∞

di

ni
, et R = 1−Hq(δ) ,Preuve : Soit ni →∞ une suite arbitraire. On pose di = [δni], et

ki =
[
ni − logq Vq(ni − 1, di − 2)

]
− 1Alors on a l'enadrement :

ni − logq Vq(ni − 1, di − 2) > ki ≥ ni − logq Vq(ni − 1, di − 2)− 2don ki véri�e l'inégalité du Théorème 6.3 :
qni−ki >

di−2∑

i=0

(
ni − 1

i

)

(q − 1)i = Vq(ni − 1, di − 2) ≥ qni−ki−2.don il existe un [ni, ki, di]q-ode Ci. 232



Il reste à passer à la limite ni →∞ en utilisant l'enadrement i-dessus :
ni − ki

ni
<

logq Vq(ni − 1, di − 2)

ni
≤ ni − ki − 2

ni
.Rappelons le orollaire 2.10 : lorsque n→∞, r

n → δ, on a
lim

n→∞

logq Vq(n, r)

n
= Hq(δ)⇒

logq Vq(ni − 1, di − 2)

ni
=

logq Vq(ni − 1, [δ · ni]− 2)

ni
→ Hq(δ),

ki

ni
→ R⇒ 1−R ≤ Hq(δ) ≤ 1−R⇒ R = 1−Hq(δ) .
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7 Codes géométriques de Goppa. Systèmes a�nes etourbes algébriquessur les orps �nis7.1 Systèmes a�nes et systèmes projetifs7.1.1. Systèmes a�nes.Soit V un espae vetoriel sur Fq, dimFq
V = k.Définition 7.1 Un système a�ne

P = {P1, · · · , Pn} ⊂ Vest un sous-ensemble dans V tel que P n'est pas ontenu dans auun hyperplan H ⊂ V .On pose
d = d(P) = n−max

H
{Card (P ∩H) | H hyperplan } > 0On onsidère l'appliation linéaire

EP : V ∗ → F
n
q , EP(l) = (l(P1), . . . , l(Pn))234



alors on obtient le ode
C = Im(EP) = EP(V ∗) ⊂ F

n
qassoié à P. On voit queC est un [n, k, d]q-ode (voir la dé�nition 1.4) : si c = (l0(P1), · · · , l0(Pn))un mot de ode C ave l0 ∈ V ∗, l0 6= 0, alors

Card {i ∈ {1, 2, · · · , n} | l0(Pi) 6= 0} = n− Card ({P ∩H0 | H0 hyperplan l0 = 0}don
d = min

l
Card {i ∈ {1, 2, · · · , n} | l(Pi) 6= 0}.Remarque Pratiquement une matrie-génératrie de C est donnée par les oordonnéesdes points P1, · · · , Pn dans une base de V : si l1, · · · , lk ∈ V ∗ les fontions des oordonnées(la base duale d'une base de V ), alors

G =





l1(P1) . . . . . . l1(Pn)
. . . . . . . . . . . .

lk(P1) . . . . . . lk(Pn)



 (ne pas onfondre ave une matrie de ontr�le !)
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Théorème 7.2 Soit Systq(n, k, d) l'ensemble des systèmes a�nes i-dessus. Le groupe
GLFq

(V ) agit sur Systq(n, k, d), et il y a une bijetion
ϕ : Systq(n, k, d)/GLFq

(V )
∼→ Codes([n, k, d]q)Preuve Pour g ∈ GLFq

(V ) on pose
g · P = {g · P1, · · · , g · Pn} ⊂ Valors

Pi ∈ H ⇐⇒ g · Pi ∈ g ·H un autre hyperplan .D'autre part,
Ker(EP) = {l ∈ V ∗ | (l(P1), . . . , l(Pn))} = {0} ⇒ EP est injetive
Eg·P(l) = (l(g · P1), . . . , l(g · Pn)) = (g∗l(P1), . . . , g

∗l(Pn))EP(g∗l)mais g∗ est un Fq-isomorphisme don les systèmes P et g · P donnent le même ode
Im(EP). L'appliation réiproque à ϕ :
ϕ−1 : C 7→ ϕ−1(C) = {P1, · · · , Pn} ⊂ V = C∗, Pi(c) = ci, ième oordonnée de c = (c1, · · · , cn) ∈ C
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7.1.2. Systèmes projetifs.Soit n ≥ 1 un entier. On appelle espae projetif de dimension n sur un orps Fet on note P
n
F ou simplement P

n l'ensemble des lasses d'équivalene de (n + 1)-uplets
(x0, · · · , xn), xi ∈ F pour 0 ≤ i ≤ n ; sous la relation (x0, · · · , xn) ∼ (λ0x0, · · · , λnxn)pour tout λ ∈ F ∗. Une lasse d'équivalene x est un point de P

n.Définition 7.3 Un système projetif
P = {P1, · · · , Pn} ⊂ P

k−1
Fqest un sous-ensemble dans P

k−1
Fq

= P(V ) tel que P n'est pas ontenu dans auun hyperplanprojetif H ⊂ P
k−1
Fq

.Soit
P◦ = {P ◦

1 , · · · , P ◦
n} ⊂ Vun système a�ne dans V representant P. Tout autre système

P◦
λ = {λ1P

◦
1 , · · · , λnP ◦

n} ⊂ Vdé�ni un ode Cλ = Im(EP◦

λ
) = ϕ(P◦

λ) équivalent à C = Im(EP◦) = ϕ(P◦) :
C = ϕ(P◦) = EP◦(V ∗) = {(l(P ◦

1 ), . . . , l(P ◦
n)) | l ∈ V ∗}

Cλ = ϕ(P◦
λ) = EP◦(V ∗) = {(λ1l(P

◦
1 ), . . . , λnl(Pn)◦) | l ∈ V ∗ , λi ∈ F

∗
q}.237



C'est-à-dire, Cλ = σ(C) pour la bijetion linéaire diagonale donnée par la matrie σ =
diag{λ1, · · · , λn}.Théorème 7.4 Soit Systq(n, k, d) l'ensemble des systèmes projetifs i-dessus. Le groupe
PGLFq

(V ) agit sur Systq(n, k, d), et il y a une bijetion
ϕ : Systq(n, k, d)/PGLFq

(V )
∼→ {Codes([n, k, d]q)}/(mod ∼)où ∼ désigne l'équivalene linéaire diagonale des [n, k, d]q odes.Preuve : en exerie.
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7.2 Codes géométriquesOn dé�ni les odes géométriques à partir des sous-ensembles de
X = P = {P1, · · · , Pn} ⊂ P

k−1
Fq

, et {P1, · · · , Pn} ⊂ F
k
q .Une matrie génératrie du ode C = ϕ(P) est donnée par des oordonnées des points

Pi :
P = (aij), Pj =







a1j

a2j

· · ·
akj







, j = 1, · · · , n.

On pose
d = d(C) = d(X) = n−max

H
{Card (X ∩H) | H hyperplan } > 0Remarque 7.5 Le nombre Card (X∩H) est majoré par le "degré" de X. Pour une ourbeplanaire X = X(Fq) ⊂ P

2
Fq

donnée omme l'ensemble des zéros d'un polyn�me homogènede degré m, H est une droite qui oupe X en maximum m points.
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Exemple. Codes de Reed-Muller d'ordre 1. Soit Lm = Fq[T1, · · · , Tm]d◦≤1 le Fq-espae vetoriel de tous les polyn�mes de degré ≤ 1 de m variables sur Fq (ave le polyn�menul), don dimFq
Lm = m + 1. On onsidère un sous ensemble

P = {P1, · · · , Pn} ⊂ F
m
qtel que

∀l ∈ Lm(∀j = 1, · · · , n, l(Pj) = 0⇒ l ≡ 0).Définition 7.6
RMq(1, n,m) = ImEv, Ev : Lm → F

n
q , f 7→ ((f(P1), · · · , f(Pn))est dit le ode de Reed-Muller d'ordre 1.On véri�e que RMq(1, n,m) est un [n,m + 1, n − qm−1]-ode : tout polyn�me de degré

≤1 de m variables s'annule en ≤ qm−1 points. Pour q = 2, n = 32, m = 5 on obtient leode de l'Introdution.
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Exerie. 1) Donner une version projetive du ode : on onsidère le Fq-espae vetoriel
L′

m de tous les polyn�mes homogènes de degré 1 de m + 1 variables sur Fq (ave lepolyn�me nul), don dimFq
L′

m = m + 1. On obtient un
[

n,m + 1, n− qm − 1

q − 1

]

q-ode pour tout
n ≥ qm − 1

q − 1
,(voir [Ste℄, p. 46).2) Montrer que pour

n =
qm+1 − 1

q − 1on obtient un ode se trouvant sur la borne de Plotkin (voir Théorème 6.1) de paramètres
[
qm+1 − 1

q − 1
,m + 1, qm

]

q

.
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7.3 Codes de Goppa rationnelsCe sont des odes géométriques qui produisent une bonne famille des odes (dans lesens de la dé�nition 1.9.)Soit g(x) un polyn�me unitaire irrédutible sur Fqm , L = {γ0, γ1, · · · , γn−1} ⊂ Fqmave g(γi) 6= 0 pour tout i = 0, 1, 2, · · · , n− 1.Définition 7.7 Le ode de Goppa rationnel Γ(L, g) est
Γ(L, g) =

{

w = (w0, w1, · · · , wn−1) ⊂ F
n
q

∣
∣
∣

n−1∑

i=0

wi

x− γi
≡ 0 mod g(x)

} (7.1)('est-à-dire, la fration à droite est de la forme d'une fration irrédutible a(x)
b(x) ave

g(x)|a(x).L'idée lé : la distane d(Γ(L, g)) ≥ t + 1, t := deg(g) puisque n−1∑

i=0

wi

x− γi
=

a(x)

b(x)
6= 0ave g(x)|a(x) ⇒ il y a au moins s ≥ t + 1 termes wi non-nuls ar après avoir amener audénominateur ommun on aura le degré du polyn�me a(x) ≤ s− 1.Soient v = (v0, v1, · · · , vn−1) = w + e, un mot reu, w = (w0, w1, · · · , wn−1) ∈ Γ(L, g)un mot de ode, e = (e0, e1, · · · , en−1) ∈ F

n
q le mot d'erreur, alors on onsidère les frations242



suivantes
v(x) =

n−1∑

i=0

vi

x− γi
, w(x) =

n−1∑

i=0

wi

x− γi
, e(x) =

n−1∑

i=0

ei

x− γi
.On érira une matrie de ontr�le G ∈ Matmt,n(Fq) du ode Γ(L, g) : on utilise pour tout

i = 0, · · · , n− 1 un unique polyn�me fi(x) mod g(x) dans Fqm [x]/(g) tel que
fi(x)(x− γi) ≡ 1 mod g(x)⇒ fi(x) := − 1

g(γi)

[
g(x)− g(γi)

x− γi

]

. (7.2)('est à dire, fi(x) est l'inverse de (x− γi) mod g(x)).
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Soit
g(x) =

t∑

i=0

gix
i, hj =

1

g(γj)
∈ F

∗
qmalors

g(x)− g(y)

x− y
=

∑

k+j≤t−1

gk+j+1y
jxk ⇒

n−1∑

i=0

wihi

∑

k+j≤t−1

gk+j+1 · (γi)
jxk ≡ 0 mod g.En e�et

xi − yi

x− y
=

∑

k+j=i−1

yjxk;ei implique
fi(x) = − 1

g(γi)

[
g(x)− g(γi)

x− γi

]

= −hi

∑

k+j≤t−1

gk+j+1 · (γi)
jxk. (7.3)Pour pouvoir travailler ave les polyn�mes, on fait orrespondre (de façon unique) au mot

v un polyn�me fv(x) modulo g,
v 7→ fv(x) =

n−1∑

i=0

vifi(x)⇒ w 7→ fw(x) =
n−1∑

i=0

wifi(x) ≡ 0 mod g.
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Si v = (v0, v1, · · · , vn−1) = w + e, un mot reu, w = (w0, w1, · · · , wn−1) ∈ Γ(L, g),
e = (e0, e1, · · · , en−1) ∈ F

n
q , alors

fv(x) = S(x) =

n−1∑

i=0

eifi(x) ≡
n−1∑

i=0

vifi(x) mod gpuisque ∑n−1
i=0 wifi(x) ≡ 0 mod g. On obtient maintenant une matrie de ontr�le de laforme expliite (7.3) :

n−1∑

i=0

wifi(x) ≡ 0 mod g ⇒
n−1∑

i=0

wihi

∑

k+j≤t−1

gk+j+1 · (γi)
jxk ≡ 0 mod gei dit, pour tous les k = 0, · · · , t − 1 le oe�ient de xk à gauhe est nul, don unematrie de ontr�le du ode Γ(L, g) est






h0gt h1gt · · · hn−1gt

h0(gt−1 + gtγ0) h1(gt−1 + gtγ1) · · · hn−1(gt−1 + gtγn−1)
· · · · · · · · · · · ·

h0(g1 + g2γ0 + · · · + gtγ
t−1
0 ) h1(g1 + g2γ1 + · · · + gtγ

t−1
1 ) · · · hn−1(g1 + g2γn−1 + · · · + gtγ

t−1
n−1)
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On obtient une matrie simpli�ée en faisant des transformations élémentaires :






h0 h1 · · · hn−1

h0γ0 h1γ1 · · · hn−1γn−1

· · · · · · · · · · · ·
h0γ

t−1
0 h1γ

t−1
1 · · · hn−1γ

t−1
n−1







Puis, on utilse omme syndr�me la fration rationnelle
e(x) =

n−1∑

i=0

ei

x− γi(le veteur d'erreurs), représenté omme le polyn�me de syndr�me mod g

fe(x) ≡ S(x) ≡ fv(x) ≡
n−1∑

i=0

eifi(x) mod g.
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Théorème 7.8 Le ode Γ(L, g) a :(a) la dimension k(Γ(L, g)) ≥ n−mt,(b) la distane d(Γ(L, g)) ≥ t + 1, t = deg(g)Preuve L'assértion (a) est immédiate de la taille de la matrie G vue omme une
Matmt,n(Fq)-matrie après un hoix d'une base de Fqm sur Fq.L'assértion (b) est impliquée par l'uniité de déomposition d'une fration rationnelleen éléments simples : pour avoir un élément non-nul

n−1∑

i=0

ci

x− γi
=

a(x)

b(x)
(7.4)sous la forme d'une fration irrédutible a(x)

b(x) ave a(x) divisible par un polyn�me irré-dutible g(x) de degré t, il faut avoir au moins s ≥ t + 1 termes non-nuls ar après avoiramener au dénominateur ommun on aura le degré du polyn�me a(x) ≤ s− 1 .
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7.3.1. Constrution des bonnes famillesRappelonsDéfinition 6.9. Une bonne famille {Ci} des [ni, ki, di]q-odes est dite exellente s'il existe
R = lim

i→∞

ki

ni
, δ = lim

i→∞

di

ni
, tels que R ≥ 1−Hq(δ)

Théorème 7.9 Pour tout δ ∈]0, (q − 1)/q[ il existe une famille exellente {Ci} des
[ni, ki, di]q-odes de Goppa rationnelles :

R = lim
i→∞

ki

ni
, δ = lim

i→∞

di

ni
,et

R = 1−Hq(δ)où Hq(δ) est la fontion entropie q-aire dé�nie sur [0, (q − 1)/q] par
Hq(0) = 0,

Hq(δ) = δ logq(q − 1)− δ logq(δ)− (1− δ) logq(1− δ) pour 0 ≤ δ ≤ (q − 1)/q.
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Preuve du Théorème 7.9. On hoisit ni = qmi , m = mi, d = di = [δni], et on préiserale polyn�me g(x) = gi(x) ∈ Fqm [x] de degré t = ti à partir de onsidération suivante :Soit c = (c0, c1, · · · , cn−1) un mot de ode de poids j < d, alors le numérateur de lafration (7.4) est de degré ≤ j − 1, don le nombre maximal de es diviseurs irrédutiblesde degré t est inférieur ou égal à [j − 1

t

]. Il nous faut don exlure de onsidération unpetit ensemble de polyn�mes irréditibles, dont le nombre est majoré par
d−1∑

j=1

(
n

j

)

(q − 1)j

[
j − 1

t

]

≤ d

t
Vq(n, d)puisque le nombre des numérateurs non-nuls de la fration (7.4) est majoré par le nombrede toutes le ombinaisons linéaires non-triviales (sur Fq) de d éléments parmi n éléments.D'autre part on sait que (voir Corollaire 2.10) que

lim
n→∞

logq Vq(n, [δn])

n
= Hq(δ),et que le nombre total des polyn�mes irrédutibles de degré t sur Fqm [x] est donné par lethéorème A.17 :

Nqm(t) =
1

t

∑

d|t

µ(d)qmt/d ⇒ Nqm(t) =
1

t
qmt(1 + o(1)) lorsque m→∞.
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On obtient une ondition su�sante pour l'existane d'un polyn�me voulu g de degré t

d

t
Vq(n, d) <

1

t
qmt(1 + o(1))⇐⇒ d · Vq(n, d) < qmt(1 + o(1)) (m→∞), (7.5)que signi�e :

Hq(δ) <
mt

n
+ o(1), lorsque m→∞.Plus préisement, pour satisfaire les inégalités (7.5) et t < d = di, on prend logq de (7.5) :

logq(d·Vq(n, d)) = logq([δn])+logq(Vq(n, [δn])) ≤ n(Hq(δ)+logq(n)) ≤ mt(1+o(1)) (m→∞),Pour hoisir g et t on pose
t =

[ n

m
Hq(δ)(1 + o(1))

]

− 1 (7.6)pour satisfaire (7.5), et pour avoir t < d = [δn], il su�t d'avoir
n

m
Hq(δ)(1 + o(1)) ≤ δn− 1que est vraie pour
m ≥ Hq(δ)(1 + o(1))

δ
.
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Conernant le rendement de ette famille, on utilise le théorème 7.8 : ave n = ni,
m = mi, k = ki, d = di i-dessus, et t = ti hoisis omme dans l'égalité (7.6), on a

ki ≥ ni −miti et di

ni
→ δ > 0.Cei résulte l'inégalité suivante :

Ri =
ki

ni
≥ ni −miti

ni
≥ 1−Hq(δ)(1 + o(1))→ 1−Hq(δ)⇒ R ≥ 1−Hq(δ)don la famille onstruite est exellente.
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7.4 Déodage des odes de Goppa rationnelsOn utilse omme syndr�me la fration rationnelle
n−1∑

i=0

ei

x− γi(le veteur d'erreurs), représenté omme un polyn�me mod g

S(x) =
n−1∑

i=0

eifi(x) mod g(le polyn�me de syndr�me). Remarquer que si v = (v0, v1, · · · , vn−1) = w+e, un mot reu,
w = (w0, w1, · · · , wn−1) ∈ Γ(L, g), e = (e0, e1, · · · , en−1) ∈ F

n
q , alors

S(x) =
n−1∑

i=0

eifi(x) ≡
n−1∑

i=0

vifi(x) mod gpuisque
n−1∑

i=0

wifi(x) ≡ 0.
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Ensuite, on utilise une version de l'algorithme de Berlekamp-Massey, voir la setion 5.5.Soit I := {i | ei 6= 0}, et on onsidère le polyn�me loateur d'erreurs
s(x) =

∏

i∈I

(x− γi),et le polyn�me évaluateur d'erreurs
u(x) =

∑

i∈I

ei

∏

j∈I\{i}

(x− γj).On herhe u(x), s(x) à partir de sa dé�nition omme une solution de la ongruene :
u(x) ≡ s(x)S(x)(modg(x)) (7.7)Pour résoudre la ongruene (7.7) on utilise la division eulidienne et l'identité de Bezout :on alule trois suites sn(x), tn(x), un(x) ave la propriété
tn(x)g(x) + sn(x)S(x) = un(x)où le degré de un(x) déroît jusqu'à e que deg(uj+1) < t et deg(uj) ≥ t (t = [(deg g −

1)/2]) à partir de
0 · g(x) + 1 · S(x) = S(x), 1 · g(x) + 0 · S(x) = g(x)253



de telle façon que
(s0(x), t0(x), u0(x)) = (0, 1, S(x)), (s1(x), t1(x), u1(x)) = (1, 0, g(x)).Il est lair que le ouple (u(x), s(x)) = (un(x), sn(x)) est un unique ouple satisfaisant(7.7) ave la propriété que le degré de s(x) est inférieur de degré de g(x).Exerie. Erire un algorithme pour trouver s(x) et u(x).
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Construtions des odes géométriques à partir des ourbesprojetives7.5 Espae projetif Pn, variétés algébriquesSoit K un orps et n ≥ 1 un entier. On onsidère l'espae projetif de dimension n sur
K et on note P

n
K ou simplement P

n l'ensemble des lasses d'équivalene de (n + 1)-uplets
(x0, · · · , xn) ∈ Kn+1 \ (0, · · · , 0),sous la relation (x0, · · · , xn) ∼ (λx0, · · · , λxn) pour tout λ ∈ K∗. Une lasse d'équivalene

x, notée (x0 : · · · : xn) est dit un point de Pn.Soit K[T ] = K[T0, · · · , Tn]. On interprète les éléments de K[T ] omme des fontionsrégulières de l'espae a�ne A
n+1, et on interprète les éléments de

K

(
T1

T0
,
T2

T0
, · · · , Tn

T0

)

,omme des fontions rationnelles de P
n.
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Remarque : Soit (x0, · · · , xn) ∈ Kn+1, et soit F = F0 + F1 + · · ·+ Fm ∈ K[T0, · · · , Tn]un polyn�me ave des omposantes homogènes Fi de degré i, alors
F (λx0, · · · , λxn) = F0(x0, · · · , xn) + λF1(x0, · · · , xn) + · · ·+ λmFm(x0, · · · , xn).Il vient que pour un polyn�me homogène F , la ondition F (x) = 0 ne dépend que de lalasse x = (x0 : · · · : xn) ∈ Pn.Définition 7.10 Une partie X ⊂ P

n est dite une variété algébrique projetive irrédutibles'il existe un idéal premier homogène P de K[T0, · · · , Tn], tel que
X = V (P ) = {x ∈ P

n | ∀F ∈ P,F (x) = 0},'est à dire, P est un idéal premier engendré par des polyn�mes homogènes, et X estl'ensemble des zéros d'un système homogène donné par des générateurs de P .
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Il y a une grande di�érene entre les fontions rationnelles des oordonnés a�nes etdes oordonnés projetives : une fration
f(T0, · · · , Tn) =

R(T0, · · · , Tn)

S(T0, · · · , Tn)ne dé�nie pas une fontion d'un point x = (x0 : · · · : xn) ∈ P
n, si S(x0, · · · , xn) 6= 0, arsa valeur dépend de hoix des oordonnés homogènes de x.Cependant, pour les polyn�mes homogènesR et S de même degré, tels que S(x0, · · · , xn) 6=

0, la valeur
f(x0, · · · , xn) =

R(x0, · · · , xn)

S(x0, · · · , xn)est bien dé�nie.
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Définition 7.11 Soit X une variété projetive. L'idéal de X est l'ensemble
I(X) = {F ∈ F [T0, · · · , Tn]|F (x) = 0,∀x ∈ X}.Pour dé�nir le orps des fontions K(X) d'une variété projetive irrédutible X ononsidère d'abord l'anneau

OX =
{

f(T0, · · · , Tn) =
R(T0, · · · , Tn)

S(T0, · · · , Tn)
∣
∣
∣R,S ∈ F [T0, · · · , Tn] polyn�mes homogènes de même degré, tels que S 6∈ I(X)

}

.Alors l'idéal
MX =

{

f(T0, · · · , Tn) =
R(T0, · · · , Tn)

S(T0, · · · , Tn)

∣
∣
∣R,S ∈ F [T0, · · · , Tn], R ∈ I(X), S 6∈ I(X)

}

est un seul idéal maximal de l'anneau OX , et l'anneau quotient OX/MX est un orps, ditle orps des frations sur X.
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Définition 7.12 (a) Soit U une partie d'une variété projetive X. On dit que U est unvoisinage ouvert ontenant un point x ∈ X, s'il existe un polyn�me homogène S(T0, · · · , Tn) ∈
K[T0, · · · , Tn] tel que U ∋ x, et

U = X ∩ {t = (t0 : · · · : tn) ∈ P
n | S(t0, · · · , tn) 6= 0}.(b) Une appliation f : U → K est dite une fontion régulière au point x s'ils existe

R,S ∈ K[T0, · · · , Tn] des polyn�mes homogènes de même degré tels que S(x) 6= 0 et
f = R/S dans un voisinage de x ; f est régulière sur une partie Y de X, si elle estrégulière en tout x de Y .Exemple. On onsidère la variète projetive X ⊂ P2 sur K = C, donné par l'équationhomogène irrédutible u3 = v3 − w3. Alors la fontion rationnelle

u

v − w
=

u(v2 + vw + w2)

(v − w)(v2 + vw + w2)
=

v2 + vw + w2

u2est régulière si v 6= w, même si u = 0, par exemple en (0 : 1 : j) et en (0 : 1 : j2).
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Soit x un point de X et soient les ouples (U, f) dans lesquels f est régulière sur Uvoisinage ouvert de x. On dé�nit la relation d'équivalene suivante :
(U, f) ∼ (U ′, f ′)⇐⇒ f = f ′ sur U ∩ U ′dont les lasses d'équivalenes forment un anneau.Définition 7.13 L'anneau des lasses d'équivalenes de la relation i-dessus est appelél'anneau loal de x, noté Ox. Cet anneau est loal au sens algébrique d'unique idéal maxi-mal

mx = { lasses d'équivalene de (U, f) ave f(x) = 0}
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Définition 7.14 Un anneau noethérien loal O d'idéal maximal m et de orps résiduel
k(m) = O/m est dit régulier si le k(m)-espae vetoriel m/m

2 a la même dimension quela dimension de l'anneau O.Définition 7.15 Une variété projetive X est dite non-singulière au point x si Ox est unanneau loal régulier, et X est dite singulière au point x sinon. Une variété X s'appellenon-singulière ou lisse si elle est non singulière en tout point dans toute extension de K.L'ensemble des points non-singuliers de X est un ouvert non vide de X dense dans X.Définition 7.16 : On appelle ourbe projetive lisse toute variété algébrique projetivelisse de dimension 1. La dimension de X est le degré de transendane de K(X) sur K.
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Exemple : ourbes planesRappelons qu'une ourbe projetive plane C sur un orps K est dé�nit par une équationde type F (X : Y : Z) = 0, où F (X : Y : Z) ∈ K[X,Y,Z] est une forme homogène desvariables projetives X, Y , Z.L'équation de la tangente dans les oordonnées a�nes a la forme
f ′

x(P )(x− α) + f ′
y(P )(y − β) = 0.Par la onstrution,

f(x, y) = F (x, y, 1), où F (X,Y,Z) = 0 l'équation homogène de la ourbe.Cei implique : f ′
x = F ′

X , f ′
y = F ′

Y , et selon le théorème onnu de Euler (sur les fontionshomogènes) on a
XF ′

X + Y F ′
Y + ZF ′

Z = nF où n est le degré de FLorsque P = (α : β : 1) se trouve sur la ourbe alors
αF ′

X(P ) + βF ′
Y (P ) + F ′

Z(P ) = nF,don l'équation de la tangente se transforme vers
xF ′

X(P ) + yF ′
Y (P ) + F ′

Z(P ) = 0⇐⇒ XF ′
X + Y F ′

Y + ZF ′
Z = 0.('est la forme projetive de la droite tangente).262



Définition 7.17(a) Un point singulier sur une ourbe projetive plane C sur K est toute solution dusystème
F = F ′

X = F ′
Y = F ′

Z = 0dans une extension de K.(b) On dit qu'une ourbe projetive plane C sur K est lisse si le système
F = F ′

X = F ′
Y = F ′

Z = 0n'a pas de solutions non�triviales dans toute extension de K.
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7.6 Codes provenants des ourbes algébriquesTous les exemples onsidérés dans le reste de la setion proviennent d'une ourbealgébrique X sur Fq muni d'un plongement projetif
ϕ : X →֒ P

N
Fq

.On utilise des sous-espaes vetoriels L(D) ⊂ Fq(X) de dimension �nie (voir la dé�nition7.21) assoiés à un diviseur D (voir la setion 7.7). Un diviseur est une ombinaison linéaire�nie formelle sur Z

D =
∑

i

aiPides points Pi sur X. Un exemple typique de l'espae L(D) est donné par les polynomesde degré ≤ t, qui orrespondent aux fontions rationnelles sur la droite projetive X = P1ave un p�le de degré ≤ t en ∞ ; dans e as D = t · (∞).Il existe plusieures bonnes onstrutions des odes (L-onstrution, Ω-onstrution,
P-onstrution, voir [Ste℄, pp.243-248). Dans e qui suit on donnera seulement quelquesexemples.
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7.6.1. P-onstrutionDans e as P = X, n = Card (X(Fq)), On onsidère un diviseur D sur une ourbeprojetive lisse X, 'est à dire, une ombinaison linéaire
D =

∑

aP P,la somme étant sur tous les points de X, et les aP entiers tous nuls sauf un ensemble �ni.Ensuite, on onsidère l'espae vetoriel L(D) attahé au diviseur D :
L(D) = {f ≡ 0, ou f ∈ K(X)∗|div(f) + D ≥ 0},C'est à dire, que si D = −∑ aP P +

∑
aP ′P ′, ave les aP et les aP ′ tous positifs ou nuls,

L(D) est l'ensemble des éléments non nuls de K(X) ayant des zéros d'ordre au moins aPaux points P et des p�les d'ordre au plus aP ′ aux points P ′.Puis on pose
k = l(D) = dimFq

L(D),où L(D) ⊂ Fq(X) est un sous-espae de dimension �nie dans le orps
Fq(X) =

{
u(T0, · · · , TN )

v(T0, · · · , TN )

}

/mod ∼des fontions rationnelles sur X. 265



On utilise un plongement anonique
ϕD : X →֒ P

l(D)−1
Fqattahé à un diviseur de degré deg(D) > 2g, où g = g(X) est le genre de X, voir [Ste℄,p.93 et la dé�nition 7.29.Remarque : On peut dé�nir le genre omme le maximum g(X) = max

D
(deg D − l(D) + 1) ,pris sur tous les diviseurs D sur X. Cette dé�nition simple à été utilisé par Riemann.Il existe des dé�nitions équivalentes, par exemple, g(X) = l(KX), où KX est le diviseurd'une di�érentielle non nulle. Pour les ourbes omplexes X, g(X) oïnide ave le nombred'anses de X, vue omme une surfae de Riemann ompate.On pose a = deg D, et on suppose D positif : ∀P, aP ≥ 0. Alors

d = n−max
H
{Card (X ∩H) | H hyperplan }puisque deg D ≤ maxH{Card (X ∩ H) | H hyperplan } : selon la onstrution du plon-gement ϕD ([Ste℄, p.92) ave N = l(D) − 1, il existe un hyperplan H ⊂ P

l(D)−1
Fq

telque D = ϕ−1
D (H), don deg D ≤ maxH{Card (X ∩H) | H hyperplan} (il se peut que lesoordonnées des points d'intersetion appartiennent à une extension du orps de base Fq).
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7.6.2. Borne de la géométrie algébriqueOn utilise le théorème 7.30 de Riemann-Roh (sous une forme faible) :
l(D) ≥ deg(D)− g + 1,où g = g(X) est le genre de X, voir [Ste℄, p.93 et la dé�nition 7.29.Cei impliqie :

{
k = l(D) ≥ deg(D)− g + 1, où a = deg(D)
d ≥ n− a, (d := n−maxH{Card (X ∩H) | H hyperplan }) (7.8)don l'addition direte dans 7.8 donne

k + d ≥ n− g + 1 (7.9)la borne de l'existene de la géométrie algébrique, omparer ave la borne de Singleton :
k + d ≤ n + 1.Ensuite on divise (7.9) par n :

R + δ ≥ 1− g

n
+

1

n
(7.10)
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Théorème 7.18 (Ihara-Tsfasman-Zink-Drinfeld-Vladut, sans démonstration). Soit
g = g(X) est le genre de X, n = CardX(Fq)). Alors(a)

lim inf
X

g

n
≥ 1√

q − 1
. (7.11)(b) Si q est un arré, la borne (7.11) est atteinte

lim inf
X

g

n
=

1√
q − 1

.Corollaire 7.19 Si q est un arré, alors
lim sup R ≥ 1− 1√

q − 1
− δ.En e�et, il su�t de substituer lim inf

X

g

n
=

1√
q − 1

dans l'inégalité R + δ ≥ 1− g

n
+

1

n
,et passer à la limite.
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Pour q = 49 :

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
delta
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7.7 Généralités sur les diviseursDéfinition 7.20 Un diviseur sur une ourbe projetive lisse X est une ombinaison li-néaire
D =

∑

aP P,la somme étant sur les points de X, et les aP entiers tous nuls sauf un ensemble �niappelé le support de D. Si les aP sont tous positifs ou nuls, on note D ≥ 0. On dé�nit ledegré de D : deg(D) =
∑

aP .Soit x point non singulier de X, et f ∈ Ox. On pose vx(f) = n si f ∈ mn
x et f ∈ mn+1

x .Si h = f/g ∈ K(X), on pose vx(h) = vx(f)− vx(g). Si h ∈ mx, alors x est un zéro de hd'ordre vx(h). Si h−1 ∈ mx, alors x est un p�le de h d'ordre vx(h−1). Ensuite, le diviseur
(f) =

∑
vx(f) · x s'appelle le diviseur de la fontion f . Les diviseurs de la forme (f) sontappelés prinipaux. On dé�nit alors la relation d'équivalene

D ∼ D′ ⇐⇒ il existe f de K(X)∗ telle que D −D′ = (f)La lasse d'équivalene de D sous ette relation est appelée lasse de diviseurs de D. Ondit que D et D′ sont équivalents.
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Définition 7.21 Le K-espae vetoriel L(D) attahé à un diviseur D est dé�nit par :
L(D) = {f ≡ 0, ou f ∈ K(X)∗|div(f) + D ≥ 0}.C'est à dire, que si D = −∑ aP P +

∑
aP ′P ′, ave les aP et les aP ′ tous positifs ou nuls,

L(D) est l'ensemble des éléments non nuls de K(X) ayant des zéros d'ordre au moins aPaux points P et des p�les d'ordre au plus aP ′ aux points P ′. On note l(D) la dimensionsur K de L(D).Théorème 7.22 On a{

l(D) = 0, si deg D < 0

l(D) ≤ deg D + 1, sinon.Preuve : voir [Ste℄, p.83.Exemple. Un exemple typique de l'espae L(D) est donné par les polynomes de degré
≤ t, qui orrespondent aux fontions rationnelles sur la droite projetive X = P

1 aveun p�le de degré ≤ t en ∞ ; dans e as D = t · (∞). Dans e as l'égalité est attente
l(D) = deg D + 1.
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7.7.1. Di�érentielles et alul de l(A)Soit R un anneau sur un autre anneau O (ave le morphisme de struture i : O → R).Définition 7.23 Le module de di�érentielles ΩR/O est dé�nit omme un R�module munid'une appliation de R-modules d : R → Ω(R/O) satisfaisante la ondition d(rs) =
rd(s)+sd(r), et qui est universel par rapport à ette ondition. Une onstrution expliite :posons I = Kerδ, δ : R⊗O R→ R morphisme de la multipliation, alors Ω(R/O) = I/I2,et d(r) = r ⊗ 1− 1⊗ r.Proposition 7.24 Soit R/O une extension des orps R = K et k = O. Alors Ω(K/k) estun espae vetoriel sur K et df1, . . . , dfn est une base de Ω(K/k) sur K ⇐⇒K/k(f1, . . . , fn)est une extension séparable algébrique des orps.Preuve : voir [La℄. En partiulier, pour une ourbe X sur k on pose ΩX = Ω(k(X)/k) :alors dimK ΩX = 1 ar le degré de transendene de K/k est égale à 1.Pour un P ∈ X posons ΩP = Ω(OP /k), alors ΩP = OP dt, où t une uniformisanteloale en P , 'est à dire, mO = (t). De plus, dt est en même temps une base de ΩX sur K.Soit ω une forme di�érentielle régulière sur U ouvert non vide de X. Les lasses de larelation d'équivalene

(U,ω) ∼ (U ′, ω′)⇐⇒ ω = ω′ sur U ∩ U ′sont appelées formes di�érentielles rationnelles dont l'ensembleΩ(X) est un K(X)-module.272



Définition 7.25 Soit ω une forme di�érentielle rationnelle sur X ourbe lisse. Au voi-sinage de x point de X, ω s'érit ω = fdt, ave f = fx une fontion rationnelle et t = txun paramètre loal. On dé�nit le diviseur de ω par
(ω) =

∑

vx(fx) · xLa lasse de diviseurs d'une forme di�érentielle rationnelle sur X est appelée lasse desdiviseurs anoniques, notée W . Un représentatant de W est appelé diviseur anoniquenoté K.Remarque 7.26 : On a L(K) ∼= Ω[X] (l'espae des formes di�érentielles régulières sur
X) par l'isomorphisme de K-espaes vetoriels f → fω
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7.8 Courbes sur les orps �nisDéfinition 7.27 : Soit K′ un sous-orps de K. Un point x = (x0, · · · , xn) de P
n
K est dit

K′-rationnel si
xi 6= 0 =⇒ xj/xi ∈ K′ pour tout 0 ≤ j ≤ nDéfinition 7.28 Soit X une ourbe projetive lisse sur K et σ l'automorphisme de Fro-benius sur X. Un diviseur D est dit K-rationnel si

σ(D) = D7.9 Théorème de Riemann-Roh sur un orps K, genreDéfinition 7.29 Soit X une ourbe projetive lisse dé�nie sur K, et KX la lasse a-nonique de X ('est à dire, la lasse d'une di�érentielle non nulle). On appelle genre de
X

g = g(X) = l(KX) = dimK L(KX)Remarque : On peut dé�nir aussi le genre omme le maximum g(X) = max
D

(deg D − l(D) + 1) ,pris sur tous les diviseurs D sur X. Cette dé�nition simple à été utilisé par Riemann.Il existe des dé�nitions équivalentes, par exemple, g(X) = l(KX), où KX est le diviseurd'une di�érentielle non nulle. Pour les ourbes omplexes X, g(X) oïnide ave le nombred'anses de X, vue omme une surfae de Riemann ompate.274



Théorème 7.30 (de Riemann-Roh). Soit D un diviseur sur une ourbe projetive etlisse X de genre g et soit KX la lasse anonque de X. Alors
l(D)− l(KX −D) = deg D − g + 1Preuve : Voir [Ste℄, p.91.Proposition 7.31 (Formule du genre de Plüker). Soit X une ourbe planaire projetiveet lisse de degré m dans P2. Alors

g = (m− 1)(m− 2)/2Preuve : voir [Ste℄, p.96.Les odes de Goppa se basent sur une ourbe algébrique lisse et un ensemble de pointsrationnels sur ette ourbe. Pour onstruire des odes e�aes, il est utile de hoisir desourbes ave un grand nombre de points rationnels.Théorème 7.32 (Borne de Hasse-Weil). Soit Nqm(X) le nombre de points Fqm-rationnelssur la ourbe projetive lisse X. Alors
|Nqm(X)− qm − 1| ≤ 2gqm/2
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Il existe bien d'autres bornes onernant le nombre de points rationnels sur des ourbespartiulières, et le leteur est renvoyé à [Ste℄, hap.6 pour une onnaissane plus appro-fondie sur elles-i.
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7.10 Codes géométriques de Goppa : L-onstrution.Définition 7.33 : Soit X une ourbe projetive lisse dé�nie sur Fq. Soient x1, · · · , xndes points de X Fq-rationnels et soit D0 =
∑

xi. Soit en�n D un diviseur sur X Fq-rationnel tel que les supports de D0 et D soient disjoints. Le ode linéaire C = C(D0,D)
q-aire de longueur n assoié au ouple (D0,D) est l'image de

Ev : L(D)→ Fqn

f 7→ (f(x1), . . . , f(xn))Un tel ode est appelé un ode géométrique de Goppa.Pour onstruire un ode de Goppa (non rationnel) sur Fq, nous devons hoisir une ourbelisse X, et deux diviseurs partiuliers. En e�etuant pour es éléments des hoix judiieux,nous allons pouvoir onstruire des odes très e�aes. A�n de mieux guider notre hoix,nous allons établir quelques relations entre les divers paramètres du ode et ertainesgrandeurs liées aux objets hoisis.
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Théorème 7.34 Soit X une ourbe projetive lisse de genre g et x1, · · · , xn des pointsde X Fq-rationnels. Alors le ode de Goppa C(D0,D) est de dimension k, de longueur net d'éart d satisfaisant
k = l(D)− l(D −D0) = deg D − g + 1 + l(K −D)− l(D0 −D)

d ≥ n− deg DCorollaire 7.35 : Si deg D < n, alors(i) k ≥ deg D − g + 1 et d ≥ n− deg D(ii) Si de plus 2g − 2 < deg D < n, alors k = deg D − g + 1(iii) Si {f1, · · · , fk} est une base de L(D), alors
G =





f1(x1) f1(x2) · · · f1(xn)
: : : :

fk(x1) fk(x2) · · · fk(xn)





est une matrie génératrie de C(D0,D).Les paramètres kC = deg D−g+1 et dC = n−deg D sont appelés dimension désignéeet distane désignée du ode C(D0,D). D'après le théorème plus haut, on a la distane de
C d ≥ dC , et le orollaire i-dessus nous indique que si n > deg D > 2g− 2, alors k = kC .
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Remarque 7.36 Soit désormais C = C(D0,D) un ode sur une ourbe lisse de genrezéro sur Fq, tel que deg D < n. Alors les paramètres de C satisfont
k + d ≥ n + 1− gou enore

R + δ ≥ 1 + (1− g)/nOr, d'après la borne de Singleton, on a k + d ≤ n + 1. Don si g = 0, on a
k + d = n + 1et la borne est atteinte.Exemple : Soit X = P

1(Fq) la ourbe lisse sur Fq de genre zéro et les diviseurs D = m ·xet D0 tel que SuppD0 6∋ xAlors L(D) est l'espae des polyn�mes sur Fq de degré au plus m, et le ode de Goppagénéré est de longueur q, de dimension m + 1 et d'éart q −m sur Fq qui est un ode deReed-Solomon.
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Exemple : odes de Hermite. On onsidère la ourbe projetive et lisse X ⊂ P2
Fq

X : uq+1 + vq+1 + wq+1 = 0de genre g(X) =
q(q − 1)

2
. Elle ontient 3(q + 1) points sur Fq2 ave uvw = 0 :

(1, ζ, 0), (0, 1, ζ), (1, 0, ζ) ∈ X(Fq2) ave ζq+1 = 1, ζ ∈ F
∗
q2 ,de plus, il y a (q − 2)(q + 1)2 point ave uvw 6= 0 : dans e as on peut supposer u = 1,

vq+1 6= −1, et le nombre de solution de l'équation wq+1 = a ∈ F
∗
q égal à q + 1. Don

Card (X(Fq2)) = 3(q + 1) + (q − 2)(q + 1)2 = q3 + 1 = q2 + 1 + 2g(X)q.C'est-à-dire, le nombre des points X(Fq2) de la ourbe X est maximal possible. On pose
n = q3

D0 = {x1, · · · , xn}, xi ∈ X(Fq2)\x∞, (x∞ = (0, 1, 1)), D0 = m · x∞.Soit C = C(D0,D) = L(D0 −D) le ode de Goppa orrespondant, 'est un
[q3,m− g + 1, d]q − ode , ave d ≥ n−m, ave le hoix de m : q2 − q < m < q3.Si q = 2, g(X) = 1, X est une ourbe elliptique, Card (X(F4)) = 9 :280



%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%COURBE de FERMAT sur GF(4)
> restart ;
> with(linalg) :Warning, the proteted names norm and trae have been redefined andunproteted
> g:=x^2+x+1 mod 2;

g := x2 + x + 1

> alias(alpha = RootOf(g)) ;
α

> f:=(x,y,z)->x^3+y^3+z^3;
f := (x, y, z)→ x3 + y3 + z3

> h:=(i,j)->x[i-1,j-1℄: X:=Matrix(3,2,h);
X :=





x0, 0 x0, 1

x1, 0 x1, 1

x2, 0 x2, 1





> u:=(i,j)-> alpha^(i-1):U:=Matrix(2,1,u);
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U :=

[
1
α

]

> with(LinearAlgebra):
> Y:= Multiply(X, U);Warning, the assigned name GramShmidt now has a global binding

Y :=





x0, 0 + x0, 1 α
x1, 0 + x1, 1 α
x2, 0 + x2, 1 α





> v[1℄:=f(0, 1, x[2℄);
v1 := 1 + x2

3

> v[2℄:=f(1, x[1℄, x[2℄);
v2 := 1 + x1

3 + x2
3

> vv[1℄:=subs(x[0℄=Y[1,1℄,x[1℄=Y[2,1℄, x[2℄=Y[3,1℄,v[1℄) ;
vv1 := 1 + (x2, 0 + x2, 1 α)3

> vv[2℄:= subs(x[0℄=Y[1,1℄,x[1℄=Y[2,1℄, x[2℄=Y[3,1℄,v[2℄) ;
vv2 := 1 + (x1, 0 + x1, 1 α)3 + (x2, 0 + x2, 1 α)3282



> :=0;
> if f(0,0,1) mod 2 =0 then :=+1;
> print (, [0, 0, 1℄) fi;
> for i from 0 to 1 do
> for j from 0 to 1 do
> if Eval(vv[1℄,{x[2,0℄=i,x[2,1℄=j}) mod 2 =0 then :=+1;
> print (,[0, 1, i+j*alpha℄) fi ;od ;od;
> for i2 from 0 to 1 do
> for j2 from 0 to 1 do
> for i1 from 0 to 1 do
> for j1 from 0 to 1 do
> if Eval(vv[2℄,{x[2,0℄=i2,x[2,1℄=j2, x[1,0℄=i1,x[1,1℄=j1}) mod 2
> =0 then :=+1;
> print (,[1, i1+j1*alpha, i2+j2*alpha℄)
> fi od; od ;od ;od;
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c := 0

1, [0, 1, α]

2, [0, 1, 1]

3, [0, 1, 1 + α]

4, [1, α, 0]

5, [1, 1, 0]

6, [1, 1 + α, 0]

7, [1, 0, α]

8, [1, 0, 1]

9, [1, 0, 1 + α]
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Dans e as q = 2, n = q3 = 8, m = 2, k = 2, d = 6, et on obtient un [8, 2, 6]4-ode Cdonné par l'espae vetoriel
〈1,

u

v + w
〉puisque la fontion

u

v + w
=

u (v2 + vw + w2)

(v + w) (v2 + vw + w2)
=

(v2 + vw + w2)

u2est �nie aux points
{x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)}et appartient à L(2x∞).Exerie. 1) Caluler une matrie génératrie et une mathrie de ontr�le de C.Exerie. 2) Construire un ode analogue pour m = 2.Remarque 7.37 Ainsi, la lasse des odes de Goppa peut être vue omme une généra-lisation des odes BCH. On peut d'ailleurs étendre la méthode de onstrution des odesBCH vue dans Setion 5 pour dé�nir les odes de Goppa (omme dans Théorème 7.9.Cette lasse possède plusieurs avantages sur la lasse des odes BCH, et notamment eluide fournir de bons odes de grande longueur.Nous avons vu déjà (Théoème 7.9), qu'il existe une bonne famille de odes de Goppasur Fq dont le rendement tend vers la borne de Gilbert-Varshamov.285



7.11 Codes géométriques de Goppa : Ω-onstrution.A un ouple (D0,D) et une ourbe lisse X, on peut également assoier un autre odede Goppa. Considérons l'espae de formes di�érentielles
Ω(D0 −D) = {ω ∈ Ω(X)∗|(ω) + D0 −D ≥ 0} ∪ {0}'est à dire l'espae des formes di�érentielles ayant des zéros de multipliités appropriéesdans SuppD et des p�les au plus simples dans SuppD0. Alors l'appliation

Res : Ω(D0 −D)→ Fqn

ω 7→ (Resx1
(ω), · · · ,Resxn

(ω))dé�nit un ode q-aire linéaire C∗ = C∗(D0,D) de longueur n. Or, nous avons vu que l'onpouvait identi�er Ω(D0 −D) et L(K + D0 −D) par le morphisme
ω 7→ ω/ω0 = foù ω0 est une forme di�érentielle rationnelle sur X �xée.
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ConlusionNous avons vu que la théorie des odes orreteurs d'erreurs se doit de relever plusieursdé�s s'opposant parfois. En e�et, les paramètres prinipaux d'un ode de dimension donnéesont sa vitesse de transmission et sa distane relative. Or, a�n d'augmenter la vitesse detransmission, il onvient de limiter la longueur du ode et don sa distane relative, e quiréduit le nombre d'erreurs que le ode est apable de orriger. Ainsi, selon le besoin et lesmoyens, on pourra privilégier l'un ou l'autre de es deux paramètres. D'autre part, nousavons vu dans la dernière partie de l'étude la lasse des odes de Goppa, qui se onstruisentà partir d'une ourbe projetive lisse et de deux diviseurs. Un moyen d'optimiser es odeset d'en onstruire de performants est d'étudier plus en profondeur es objets (ommepar exemple les ourbes elliptiques, modulaires . . . ) ainsi que les bornes onernant lesparamètres des odes onstruits sur es objets.
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8 Exeries de préparation à l'exemen8.1 Estimation des sommes binomiales.Pour tout z ∈]0, 1], soit
g(z) =

n∑

i=0

(q − 1)i

(
n

i

)

zi−r = z−r(1 + (q − 1)z)n.Montrer que g(z) atteint le minimum en
z0 =

r

(q − 1)(n− r)
=

r/n

(q − 1)
(

1− r

n

) ,et le minimum est
g(z0) = (q − 1)r

( r

n

)−r (

1− r

n

)n−r

.8.2 Enadrement de la probabilité du deodage erroné.Soit p = ps la probabilité des perturbations de symboles au ours de la transmission.On onsidère F = {0, 1} et l'appliation E : F → Fn du odage de répétition pure.Caluler la probabilité P du deodage erroné.288



(a) Montrer que
P =

∑

0≤l<n/2

(
n

l

)

(1− p)lpn−l = O(pn/2) lorsque p→ 0

(b) Pour tout p < 1
8 , enadrer P (voir [vLi℄, p.24).(a) Caluler le volume de la boule de Hamming Vq(n, t), t = 1, 2, 3.8.3 Codes de Golay et empilement de sphères.(a) Caluler le volume de la boule de Hamming Vq(n, t), t = 1, 2, 3.(b) Montrer que la borne de Hamming est atteinte pour les odes G23 et G11 don ona un emplilement de sphères parfait.8.4 Désription géométrique des odes de Reed-Solomon(voir [Pa-Wo℄, p.139).Soit F2m = 〈α〉, et soit p(x) ∈ F2m [x] paourt le sous-espae linéaire Pk ⊂ F2m [x] ave

d◦(p) ≤ k − 1 ou p ≡ 0. Alors l'ensemble des mots de la forme
(p(1), p(α), · · · , p(α2m−2))
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est un ode de Reed-Solomon de longueur n = 2m − 1, de polyn�me
g(x) = (x− α)(x− α2) · · · · · (x− αr)ave r = 2m − 1− k.Solution. On remarque que l'appliation

Φ : p 7→ (p(1), p(α), . . . , p(α2m−2)) ∈ F
n
qest injetive puisque Ker(Φ) = 0 par l'interpolation de Lagrange. On pose C1 = Im(Φ) =

Φ(Pk). Une base onvenable de C1 :
ci = Φ(pi), pi = xi (i = 0, 1, · · · , k − 1) : ci = (1, αi, α2i, · · · , α(2m−2)i),don ci(x) :=

∑2m−2
j=0 αjixj .Ensuite, on alule le syndr�me du polyn�me ci(x) :

ci(α
t) :=

2m−2∑

j=0

(αi+t)j =
2m−2∑

j=0

βj , ave β = αi+t.Puisque 1 ≤ t ≤ r, 0 ≤ i ≤ k − 1, alors 1 ≤ i + t ≤ r + k − 1 = 2m − 2, don
β 6= 1, ci(α

t) =
β2m−2 − 1

β − 1
= 0.290



Cei dit, C1 ⊂ C, puisque tous les mots de C1 ont le syndr�me nul. Mais
dimF2m C = dimF2m C1 = kdon C = C1.Montrer un résultat analogue pour un orps �ni Fq arbitraire.8.5 Codes de Reed-Muller d'ordre 1.Soit Lm = Fq[T1, · · · , Tm]d◦≤1 le Fq-éspae vetoriel de tous les polyn�mes de degré 1ou 0 de m variables sur Fq (ave le polyn�me nul), don dimFq

Lm = m +1. On onsidèreun sous ensemble
P = {P1, · · · , Pn} ⊂ F

m
qtel que

∀l ∈ Lm(∀j = 1, · · · , n, l(Pj) = 0⇒ l ≡ 0).

RMq(1, n,m) = ImEv, Ev : Lm → F
n
q , f 7→ ((f(P1), · · · , f(Pn))est dit le ode de Reed-Muller d'ordre 1.Véri�er que RMq(1, n,m) est un [n,m + 1, n − qm−1]-ode : tout polyn�me de degré1 de m variables s'annule en qm−1 points.
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1) Donner une version projetive du ode : on onsidère le Fq-éspae vetoriel L′
m detous les polyn�mes homogènes de degré 1 de m + 1 variables sur Fq (ave le polyn�menul), don dimFq

L′
m = m + 1. On obtient un

[

n,m + 1, n− qm − 1

q − 1

]

q-ode pour tout
n ≥ qm − 1

q − 1
.2) Montrer que pour

n =
qm+1 − 1

q − 1on obtient un ode se trouvant sur la borne de Plotkin (voir Théorème 6.1) de paramètres
[
qm+1 − 1

q − 1
,m + 1, qm

]

q

.3) Code orreteur de Reed-Muller d'ordre 1 et de longueur 32. Trouver une matriede ontr�le du ode donné par toutes les ombinaisons linéaires mod 2 des lignes Ai de
292



la matrie
α1

α2

α3

α4

α5

α6











1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1
0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1











(∗)

F
6
2 ∋ u = (α1, α2, α3, α4, α5, α6)

E7→E(u) := A1α1+A2α2+A3α3+A4α4+A5α5+A6α6 ∈ F
32
28.6 Exemples de deodage des odes yliques.Soit α un élément primitif de F16 raine du polyn�me x4 + x + 1 sur F2, m(i)(x) lepolyn�me minimale unitaire de αi. Alors

m(1)(x) = m(2)(x) = m(4)(x) = m(8)(x) = x4 + x + 1

m(3)(x) = m(6)(x) = m(12)(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1Ainsi, un ode de polyn�me générateur
g(x) = m(1)(x)m(3)(x) = 1 + x4 + x6 + x7 + x8
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est un ode ylique dont les paramètres sont d = 5, q = 2, n = 15. Sa dimension est k = 7et un polyn�me de orretion est
h(x) = (x15 − 1)/g(x) = 1 + x4 + x6 + x7On onstruit une matrie génératrie G dont la ième ligne est le veteur xi−1g(x), 1 ≤

1 ≤ k.(a) Montrer que
G =













1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1













(b) Montrer que la distane du ode est 5 don e ode orrige deux erreurs.() On onsidère les omposantes
S1 =

14∑

i=0

viα
i, S3 =

14∑

i=0

viα
3i.
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du syndrome S(v) = Hvt. Alors v ∈ C si et seulement si S(v) = Hvt = 0. Supposonsque le veteur reçu v = (v0, . . . v14) ontient au plus deux erreurs. Par exemple e(X) =
Xa1 + Xa2 , où 0 ≤ a1, a2 ≤ 14, a1 6= a2. Alors

S1 = αa1 + αa2 , S3 = α3a1 + α3a2 .Soit η1 = αa1 , η2 = αa2 les loateurs des erreurs, alors
S1 = η1 + η2, S3 = η3

1 + η3
2 ,Montrer que

S3 = S3
1 + S2

1η1 + S1η
2
1 ,don

1 + S1η
−1
1 + (S2

1 + S3S
−1
1 )η−2

1 = 0.

1 + S1η
−1
2 + (S2

1 + S3S
−1
1 )η−2

2 = 0.(d) Montrer que s'il y a deux erreurs, η−1
1 et η−1

2 sont des raines di�érentes dupolyn�me
s(X) = 1 + S1X + (S2

1 + S3S
−1
1 )X2.S'il n'y a qu'une seul erreur, S1 = η1, S3 = η3

1 don S3
1 + S3 = 0, et on a

s(X) = 1 + S1X.295



S'il n'y a pas d'erreurs, S1 = S3 = 0, et on a reçu message orret w. Si S1 6= 0 et
S3

1 + S3 = 0, le polyn�me s(X) a une seule raine dans F16. Si
s(X) = 1 + S1X + (S2

1 + S3S
−1
1 )X2n'a pas de raines dans F16, le veteur d'erreurs e(X) a plus que deux omposantes nonnuls, et il n'est pas possible de orriger les erreurs à l'aide de e ode.(e) Soit par exemple le mot reçu a la forme

v = (100111000000000).Montrer que a1 = 8 et a2 = 14. Corriger le mot v.Solution. On a S(v) = (S1(v), S3(v)) est donné par
S1 = 1 + α3 + α4 + α5 = α2 + α3,

S3 = 1 + α9 + α12 + α15 = 1 + α2.(rappelons que
α4 = 1 + α,α5 = α + α2, α6 = α2 + α3, α7 = 1 + α + α3, α8 = 1 + α2,

α9 = α + α3, α10 = 1 + α + α2, α11 = α + α2 + α3, α12 = 1 + α + α2 + α3,

α13 = 1 + α2 + α3, α14 = 1 + α3, α15 = 1).296



Le polyn�me s(X) a la forme suivante :
s(X) = 1 + S1X + (S2

1 + S3S
−1
1 )X2 =

1 + (α2 + α3)X + (1 + α + α2 + α3 + (1 + α2)(α2 + α3)−1)X2

= 1 + (α2 + α3)X + (1 + α + α3)X2.On trouve les raines de e polyn�me : X = α et X = α7. Alors η−1
1 = α et η−1

2 = α7,'est à direη1 = α14, η2 = α8. On onnait alors les erreurs : elles sont dans les positionsorrespondantes aux X8 et X14, 'est à direla 9e et la 15e omposantes de v. Alors le mottransmis était
w = (100111001000001).On déode e mot par la division du polyn�me orrespondant par le polyn�me générateur

g(X). On obtient le polyn�me 1 + X3 + X5 + X6 et le reste nul. Alors le message initialétait
(1001011)8.7 Codes de Reed-SolomonSoit F∗

256 = 〈α〉, g =
∏43

12(x−α11j), α8 = α7 + α2 + α + 1. Alors n = 255, k = 223 (unode de Reed-Solomon utilsé par NASA). Montrer que d = 33.
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8.8 Déodage des odes de Goppa rationnels.Soit g(x) un polyn�me unitaire irrédutible sur Fqm , L = {γ0, γ1, · · · , γn−1} ⊂ Fqmave g(γi) 6= 0 pour tout i = 1, 2, · · · , n− 1.Le ode de Goppa rationnel Γ(L, g) est
Γ(L, g) =

{

(c0, c1, · · · , cn−1) ⊂ F
n
q

∣
∣
∣

n−1∑

i=0

ci

x− γi
≡ 0 mod g(x)

}

('est-à-dire, la fration à droite est de la forme d'une fration irrédutible a(x)
b(x) ave

g(x)|a(x).alors on onsidère les frations suivantes
v(x) =

n−1∑

i=0

vi

x− γi
, w(x) =

n−1∑

i=0

wi

x− γi
, e(x) =

n−1∑

i=0

ei

x− γi
.On utilse omme syndr�me la fration rationnelle

n−1∑

i=0

ei

x− γi
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(le veteur d'erreurs), représenté omme un polyn�me mod g

S(x) =
n−1∑

i=0

eifi(x) mod g(le polyn�me de syndr�me).(a) Montrer que si v = (v0, v1, · · · , vn−1) = w+e, un mot reu, w = (w0, w1, · · · , wn−1) ∈
Γ(L, g), e = (e0, e1, · · · , en−1) ∈ F

n
q , alors

S(x) =

n−1∑

i=0

eifi(x) ≡
n−1∑

i=0

vifi(x) mod gpuisque
n−1∑

i=0

eifi(x) ≡ 0(le veteur d'erreurs).(b) Soit I := {i | ei 6= 0}, et on onsidère le polyn�me loateur d'erreurs
s(x) =

∏

i∈I

(x− γi),
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et le polyn�me évaluateur d'erreurs
u(x) =

∑

i∈I

ei

∏

j∈I\{i}

(x− γj).Montrer que u(x), s(x) satisfont la ongruene :
u(x) ≡ s(x)S(x)(modg(x)) (8.1)(d) Une version de l'algorithme de Berlekamp-Massey. Pour résoudre la ongruene(8.1) on utilise la division eulidienne et l'identité de Bezout : on alule trois suites

sn(x), tn(x), un(x) ave la propriété
tn(x)g(x) + sn(x)S(x) = un(x)où le degré de un(x) déroît jusqu'à e que deg(uj+1) < t et deg(uj) ≥ t (t = [(deg g −

1)/2]), à partir de
0 · g(x) + 1 · S(x) = S(x), 1 · g(x) + 0 · S(x) = g(x)de telle façon que

(s0(x), t0(x), u0(x)) = (0, 1, S(x)), (s1(x), t1(x), u1(x)) = (1, 0, g(x)).Dérire un algorithme pour trouver s(x) et u(x).300



8.9 Codes de Hermite.On onsidère la ourbe projetive et lisse X ⊂ P
2
Fq

X : uq+1 + vq+1 + wq+1 = 0de genre g(X) =
q(q − 1)

2
. Elle ontient 3(q + 1) points sur Fq2 ave uvw = 0 :

(1, ζ, 0), (0, 1, ζ), (1, 0, ζ) ∈ X(Fq2) ave ζq+1 = 1, ζ ∈ F
∗
q2 ,de plus, il y a (q − 2)(q + 1)2 point ave uvw 6= 0 : dans e as on peut supposer u = 1,

vq+1 6= −1, et le nombre de solution de l'équation wq+1 = a ∈ F
∗
q égale à q + 1. Don

Card (X(Fq2)) = 3(q + 1) + (q − 2)(q + 1)2 = q3 + 1 = q2 + 1 + 2g(X)q.(a) Montrer que le nombre des points X(Fq2) de la ourbe X est maximal possible.On pose n = q3

D0 = {x1, · · · , xn}, xi ∈ X(Fq2)\x∞, (x∞ = (0, 1, 1)), D0 = m · x∞.Soit C = C(D0,D) = L(D0 −D) le ode de Goppa orrespondant, 'est un
[q3,m− g + 1, d]q − ode , ave d ≥ n−m, ave le hoix de m : q2 − q ≤ m < q3.301



Si q = 2, g(X) = 1, X est une ourbe elliptique, Card (X(F4)) = 9(b) Dans e as q = 2, n = q3 = 8, m = 2, k = 2, d = 6, et on obtient un [8, 2, 6]4-ode
C donné par l'espae vetoriel

〈1,
u

v + w
〉puisque la fontion

u

v + w
=

u (v2 + vw + w2)

(v + w) (v2 + vw + w2)
=

(v2 + vw + w2)

u2est �nie aux points
{x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)}et appartient à L(2x∞). Caluler une matrie génératrie et une mathrie de ontr�le de

C. () Construire un ode analogue pour m = 3.
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8.10 Exemen du 13 janvier 2003, 10h-13h, Salle 0141. a) Soient F un ensemble �ni de ardinal q, d(x, y) la distane de Hamming sur Fn, et
Bq(x, r) = {y ∈ Fn | d(x, y) ≤ r} ⊂ Fn.Trouver Vq(n, r) = Card (Bq(x, r)).b) Enadrer V5(3n, n).2. Soit p = ps la probabilité des perturbations de symboles au ours de la transmissionsur un anal bruité. On onsidère F = {0, 1} et l'appliation E : F 2 → F 2n du odage derépitition pure.(a) Caluler la probabilité P du deodage erroné.(b) Pour tout p < 1

100 , enadrer P3. (a) Est-e-que la borne de Singleton est atteinte pour les odes de Golay G23 et G11 ?(b) Même question pour la borne de Plotkin.() Montrer que la borne de Hamming est atteinte pour les odes G23 et G11.4. Soit Fq un orps �ni de q ≥ 3 éléménts, k, d deux nombres entiers.(a) Montrer que pour tout ouple (k, d) ave k + d = q il existe un ode C de type
[q − 1, k, d]q.(b) Pour quelles valeurs k, d un tel ode C soit parfait ?
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() Pour q = 8, k = 5, d = 3, onstruire une matrie de ontr�le de C.5. On onsidère le Fq-éspae vetoriel Vm de tous les polyn�mes homogènes de degré 1 de
m + 1 variables sur Fq (ave le polyn�me nul), don dimFq

Vm = m + 1 et soit
P = {P1, · · · , Pn} ⊂ F

m+1
q \{0}un sous-ensemble tel que l'espae vetoriel engendré par les {P1, · · · , Pn} oïnide ave

F
m+1
q , et les points Pi ne sont pas proportionnels.a) Montrer qu'obtient un [n,m + 1, n− qm − 1

q − 1

]

q

-ode pour tout n ≥ qm − 1

q − 1
.b) Montrer que pour

n =
qm+1 − 1

q − 1un tel ode atteinte la borne de Plotkin.6. Code orreteur de Reed-Muller d'ordre 1 et de longueur 32.Dérire une matrie de ontr�le du ode donné par toutes les ombinaisons linéaires
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mod 2 des lignes Ai de la matrie









1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1
0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1
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8.11 Exemen du 17 déembre 2003, 16h30-18h30, Salle 014
1. (a) Trouver une matrie génératrie et une matrie de ontr�le du ode ylique

C = (g) ⊂ F2[x]/(x15 − 1)de longeuer 15, où g = x4 + x + 1 est un polyn�me sur F2.(b) Trouver la distane d du ode C, et a apaité de orretion.() Le ode C est-il pafait ?(d) On suppose qu'au plus une erreur s'est produit au ours de la transmission. Déoderle message
v = (101101000111001),trouver le message émis et le mot d'information.2. a) Soient F un ensemble �ni de ardinal q, d(x, y) la distane de Hamming sur Fn, et

Bq(x, r) = {y ∈ Fn | d(x, y) ≤ r} ⊂ Fn.Enadrer Vq(n, r) = Card (Bq(x, r)).b) Caluler V3(11, 2).3. Soit Fq un orps �ni de q ≥ 3 éléménts, k, d deux nombres entiers.306



(a) Pour tout ouple (k, d) ave k + d = q onstruire un ode C de type [q − 1, k, d]q.(b) Pour q = 4, k = 2, d = 2, onstruire une matrie de ontr�le de C.4. Codes de Reed-Muller d'ordre 1. Soit Lm = Fq[T1, · · · , Tm]d◦≤1 le Fq-éspaevetoriel de tous les polyn�mes de degré ≤ 1 de m variables sur Fq (ave le polyn�menul).(a) Montrer que dimFq
Lm = m + 1.(b) On onsidère un sous ensemble du ardinal n

P = {P1, · · · , Pn} ⊂ F
m
qtel que

∀l ∈ Lm(∀j = 1, · · · , n, l(Pj) = 0⇒ l ≡ 0).Le ode
RMq(1, n,m) = ImEv, Ev : Lm → F

n
q , f 7→ ((f(P1), · · · , f(Pn))est dit le ode de Reed-Muller d'ordre 1.Montrer que RMq(1, n,m) est un [n,m + 1, n− qm−1]-ode.) Pour quelles valeures de n un tel ode atteinte la borne de Plotkin ?
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8.12 Contr�le ontinu du jeudi 2 déembre 2004, 8h00�10h00,AMPHI1. a) Soient F un ensemble �ni de ardinal q, d(x, y) la distane de Hamming sur Fn, et
Bq(x, r) = {y ∈ Fn | d(x, y) ≤ r} ⊂ Fn.Trouver Vq(n, r) = Card (Bq(x, r)).b) Enadrer V5(3n, n) à l'aide de la fontion d'entropie H5(x), où Hq(δ) est la fontiond'entropie q-aire : pour δ ∈ [0, q−1

q ]

Hq(0) = 0,Hq(δ) =
δ log(q − 1)

log(q)
− δ log(δ)

log(q)
− (1− δ) log(1− δ)

log(q)
.2. (a) Est-e-que la borne de Singleton est atteinte pour les odes de Golay G23 et G11 ?(b) Montrer que la borne de Hamming (d'empilement de sphères) est atteinte pour lesodes G23 et G11.() Même question pour les odes de Hamming3. Soit Fq un orps �ni de q ≥ 3 éléménts, k, d deux nombres entiers.
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(a) Montrer que pour tout ouple (k, d) ave k + d = q il existe un ode C de type
[q − 1, k, d]q.(b) Pour quelles valeurs k, d un tel ode C soit parfait ?() Pour q = 8, k = 5, d = 3, onstruire une matrie de ontr�le de C.4. Soit C3 le ode de Hamming binaire de longueur 7 et de dimension 4. Alors sa matriede orretion est

H =





0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1



(a) Pour le message reçu y = (1101101) trouver le syndrome S(y),(b) trouver la position d'une erreur éventuelle d'une transmission ave C3,() trouver le polyn�me énumérateur des poids A(z) du ode C3A Annexe : Rappels sur les orps �nisCette partie est une somme d'éléments d'algèbre utiles dans la ompréhension de lathéorie des odes orreteurs d'erreurs, sans faire partie à proprement parler de la théorieen elle-même qui est le sujet de l'étude. C'est pourquoi rien de e qui suit n'est démontré.Pour un plus large développement sur les orps �nis et les démonstrations de e quiest a�rmé i-dessous, le leteur est renvoyé aux textes d'E.Peyre [Pey℄, ainsi que Lidl-Niederreiter, [Li-Ni℄. 309



A.1 StrutureProposition-Définition A.1 : Soit A un anneau ommutatif de aratéristique p unnombre premier. L'appliation
Frp : x 7→ xp, x ∈ Aest un morphisme d'anneau appelé morphisme de Frobenius. Plus généralement, si A estun anneau ommutatif de aratéristique p premier et si q est une puissane de p, on note

Frq : x 7→ xq.Théorème A.2 : Soit K un orps �ni. Alors K est de aratéristique p premier, K est deardinal q = pd, ave d = [K : Fp]. Inversement, si p est premier, d est un entier, il existeà isomorphisme près un unique orps à q = pd éléments, qui est le orps de déompositionde Xq−X sur Fp. On note e orps Fq. De plus, on a l'existene de deux isomorphismes :un de (Fq,+) sur ((Z/pZ)d,+) et un du groupe multipliatif F
∗
q sur Z/(q− 1)Z (F∗

q est ungroupe ylique d'ordre q − 1).Théorème A.3 : Soit q = pn. Tout sous-orps de Fq est d'ordre pm, où m est un diviseurde n.
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A.2 Polyn�mes sur les orps �nisThéorème A.4 : Soit p premier et q une puissane de p. Pour tout entier d stritementpositif, il existe un polyn�me P irrédutible de degré d sur Fq et Fqd est isomorphe à
Fq[T ]/(P ).Remarque A.5 Si on a un tel polyn�me unitaire et r une raine de P dans Fq, la famille
{1, r, · · · , rd−1} est une base du Fp-espae vetoriel Fq.Théorème A.6 : Soit P un polyn�me irrédutible sur Fq et r une raine de P dans uneextension de Fq. Alors, pour tout polyn�me Q sur Fq, Q(r) = 0 si et seulement si Q divise
P .Lemme A.7 Soit P un polyn�me irrédutible sur Fq de degré m. Alors P divise xqn − xsi et seulement si m divise n.Théorème A.8 : Soit P un polyn�me irrédutible sur Fq de degré m. Alors P possèdeune raine r dans Fqm . De plus, toutes les raines de P sont simples et sont données par
r, rq, · · · , rqm−1 , éléments distints de Fqm .Corollaire A.9 : Le orps de déomposition d'un polyn�me P de degré m irrédutiblesur Fq est Fqm .
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Définition A.10 Soit P un polyn�me sur Fq tel que P (0) 6= 0. L'ordre de P est le pluspetit entier positif e tel que P divise xe − 1. Si P(0)=0, alors il existe Q sur Fq non nulen 0 et h un entier positif tels que P = xhQ, et dans e as, ord(P ) = ord(Q).Remarque A.11 Si P est irrédutible de degré m sur Fq, alors l'ordre de P divise qm−1.Théorème A.12 Le nombre de polyn�mes irrédutibles unitaires sur Fq de degré m etd'ordre e est
Nq,m,e = ϕ(e)/m si e > 1.où ϕ(e) est l'indiateur d'Euler de e.Remarque A.13 : Le degré de P irrédutible sur Fq d'ordre e est l'ordre multipliatif de

q modulo e.
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Définition A.14 Un polyn�me P de degré m sur Fq est dit primitif sur Fq s'il est lepolyn�me minimal sur Fq d'un élément primitif de Fqm .Théorème A.15 P est primitif sur Fq si et seulement si P est unitaire, non nul en 0 etd'ordre qm − 1.Définition A.16 On appelle fontion de Moebius la fontion dé�nie sur N par :
µ(n) =







1 , si n = 1
(−1)k , si n est le produit de k nombres premiers distints,

0 , si n est divisible par le arré d'un nombre premier.Théorème A.17 Le nombre de polyn�mes irrédutibles unitaires de degré n sur Fq est
Nq(n) =

1

n

∑

d|n

µ(n/d)qd =
1

n

∑

d|n

µ(d)qn/d

La somme se faisant sur tous les diviseurs positifs de n.
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Théorème A.18 Soit α un élément de Fqm , une extension de Fq. Soit d le degré de δsur Fq et P le polyn�me minimal de α sur Fq. Alors,(i) P est irrédutible sur Fq et son degré d divise m.(ii) Q polyn�me sur Fq est tel que Q(α) = 0 si et seulement si P divise Q.(iii) Q polyn�me irrédutible unitaire sur Fq et tel que Q(α) = 0 est tel que P = Q.(iv) P divise xqd − x et xqm − x.(v) Les raines de P sont α,αq, · · · , αqd−1 et P est le polyn�me minimal sur Fq detoutes es raines.(vi) Si P (α) = 0, alors l'ordre de P est égal à elui de α dans le groupe multipliatif
F
∗
qm .(vii) P est un polyn�me primitif sur Fq si et seulement si α est d'ordre qd − 1 dans

F
∗
qm .Théorème A.19 (Critère d'irrédutibilité) Soit P un polyn�me de degré d sur Fq.Alors P est irrédutible si et seulement si le rang de Frq − 1 est égal à d− 1.RéférenesLivres de base :[Dem℄ Demazure, Mihel Cours d'algèbre. Primalité. Divisibilité. Codes., Nou-314



velle Bibliothèque Mathématique [New Mathematis Library℄, 1. Cassini, Paris,1997. xviii+302 pp.[La℄ Lang, Serge Algebra. Reading, Mass. : Addison�Wesley (1965).[vLi℄ J.H. van Lint, Introdution to oding theory. Springer-Verlag, 3e édition, 1999[vLi-vdG℄ J.H. van Lint, G. van der Geer, Introdution to oding theory and algebraigeometry. Springer-Verlag, New-York[Li-Ni℄ Rudolf Lidl etHarald Niederreiter, Introdution to �nite �elds and theirappliations. Addison�Wesley : Reading, 1983[MW-S℄ MWilliams F.J., Sloane N.J.A., The theory of error�orreting odes,North � Holland, Amsterdam, 1977[Pa-Wo℄ Papini, O., et Wolfman, J., Algèbre disrète et odes orreteurs, ColletionMath. et Appliations, Springer-Verlag, 1995Livres supplémentaires :[Ebe02℄ W. Ebeling, Laties and Codes. A ours Partially Based on Letures by F.Hirzebruh. Seond Ed. Advaned Letures in Mathematis. Vieweg. xi, 187 p.,2002[Se70℄ J.� P. Serre, Cours d'arithmétique. Paris : Presses Univ. Frane, 1970.
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