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La théorie des nombres; c’est-a-dire I'étude des propriéiés .des
nombres entiers,  a suscité Uintérét des mathématiciens depuis la
plus. haute Antiquité. Les énoncés des. théorémes sont souvent. d’une
grande. simplicité, en revanche les démonstrations s’ avérent géniéra-
demeént- extrémement difficiles. Cependant.les résultals oblenus sont
pour-la plupart dénués de toute application pratique. On peut done
se:xdemander pourquoi cette discipline ‘continue & occuper une: place
aussi:importante dans les mathématigies, & tel point que beaucoup
desplus grands mathématiciens y- oni consacré des efforts considé-
rables: La raison doit précisément étre cherchée dans les difficultés
de:da théorie. Les chercheurs ont été-conduits & imaginer dés mé-
thodes nouvelles et ces méthodes se sont ensuite appliquées & de
nombreuses autres” branches des mathématiqies auxquelles elles
ont:apporté des outils-efficaces: Il s’ensuit qu’e coté des problémes
posés. par les sciences. expérimentales la ‘théorie des nombres a-été
Duné.des sources-impiortantes de progrés pour Iénsemble. des mathé-
‘matiques, Pour illustrer cette -assertion, je citerai trois exemples :
Palgébre, dont Uélaboration: provient des efforts faits pour résoudre
des: équations en nombres entiers ; les espaces vectoriels; dont les
propridiés fondamentales sont apparves dans Uéude des corps de
nombres algébriques ; les fonctions d’une variable compléxe, dorit les
connaissances -ont - fortement - progressé par toutes les tentatives
entreprises pout élucider Uhypothése de Riemann sur la.fonction €.
wnGlest atnsique depuis quelques anndes, essentiellement depuis
le travail:de B. Dwork en 1960 sur.les fonctions ¢ de variéiés,
une-nouvelle. méthode .est en train.de s’élaborer pour -attaquer les
problémes, c’est Panalyse p - adique. On sait depuis deux sidcles
queslutilisation des fonctions.d’une variable complexe apporte une
aide puissante en théorie des mombres. Or le corps des. nombres
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complexes est le corps complet et algébriquement clos pour la
valeur “absolue ordinaire sur le corps Q des nombres rationnels.
Mais on sait depuis 1917 par A, Ostrowski qu'il existe d’autres
valeurs absolues sur Q et qu’d chaque mombre premier p est attachée
une telle valeur absolue. Les premidres recherches ont alors concernd
les notions algébriques lides aux corps complétés de Q relativement
4 cette valeur absolue et elles ont fait Pobjet de plusieurs traités
maintenant classiques. Copendant un corps complet algébriquement
clos “contenant *Q est Panalogie’ du corps-des nombres complexes
ordinaire. et on-est en droit’ despérer: qtle-c’est Uanalyse dans de
tels corps p-adiques qui-sera un - outily-important - pour- certains
problémes. de la théorie des nombres.’ Levrésultat-de B Duwork a
renforeé cet espoir et depuis mous assistorisva Iélaboration-de:la
théorie-des fonctions analytiqiés p - adigies. wAprés. avotr -cherché
a: calquer “le* modiler complexe,la * construction-de. cette..théorie
s’avére nécessiter des-idées difffrentes et: nouvellés ;elle propose. un
champ irés vaste et encore pew exploré auzx chercheuss.douds &ima-
gination créatrice. L'expérience: du- passé permet de: prédire que des
progrés dans le p - adique auront des répercussions. sur.ensemble
dﬂ' mﬂ”mﬂﬁgl!ff. . | Wi BTN o
" L'ouvrage que je vous présente a été éerit par Mme Amice, @
laquelle on doit en particulier de savoir qudles séries: dinterpolation
sont-un. instrument de-choix dans:I'élude’des: fonctions analytiques ;
iést-destiné & faciliter aux chercheuts Iacds @ lanalyse p ~ adiqué.
IUny est fait appel qu’aux connaissances:normales d’uri éudiant de
deuxidme cycle universitaire’; le- leoteur yhest conduit-progréssive-
ment - depuis -la- construction des - corps  de ‘nombres p - adiques
Jusqd Pétude  des propridtés des fonctions analyliques. Cette
dtude est illusirée par une-application: aux fractions’ rationnelles i
ces dernidres ont joud un role important'dans.le travail de-Bs Duork.
On sait- aussi: que “Hadamard, duquel' S on'-doit: le-théordmerides
nombres - premiers, - avait - débuté ses recherchesisurcles fonstions
analytiques classiques par: I'étudedés Fractions rationnielles.vs -
Ajoutons encore que:de nombreus exercices apportent des complé-
ments intéressants au- texle et permettent’ aw- lectour dacquérir
Pexpérience du'domainesmouveau et sovent déconcertant: qui se
pi‘e’sentg d“lui‘.t R o Sveilen ek sheehd) a0y AR IRTeEay!
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La parution d’un tel ouvrage est devenue de plus en p{us néces-
saire. De nombreux chercheurs sont attirés par le p - az_z'zque dont
les propriétés connues se trouvent dispersées a’a?zs des articles parus
dans des revues diverses. Mme Amice a fait une qynlthése, trés
souvent améliorée par des apports personnles, qui sz?zplzﬁe et rend
plus élégants de nombreux résultats. Ce lz‘zn:e vient & poin et’ sera
accueilli avec joie par tous les mathématiciens qui veulent s’inté-

resser & analyse p - adique. Ch. Pisor.




NOTATIONS

N, Z, Q, R, C : les nombres entiers naturels, entiers relatifs,
rationnels, réels, complexes. . '

R:RU[+ ®w} R iR*U{—®}

Z, :.anncau des entiers p - adiques

Q, @ corps des nombres p - adiques. . .ov.vvn eaasleranes

dg P : le degré du polynéme P ,.ov.oreivniiirinienes

op(®), | #|p ¢ la viluation et Ia valeur ‘absolue: B - adiques

(P idéal de K) vvveerunaieriniiiarieieiiiiiaaies
9(K*) : groupe de valuation du corps K ivcommmanimnme
B(a, r), B'(a,r) : les boules ouverte et fermée de centre a
L €t € TAYOI T uuuvrisressaeieiiananiibinntatitiens
K : la cléture algébrique de K .vvvvviiiiarniianies
G, :le complété de la cléture algébrique de Qp ....ove
C(X, K), B(X, K) et Co(X, K) : des espaces de fonctions

continues, bornées... sur X .. .ociiiiiiirariiiiian
b (1), exc(I) : espaces des familles indexées dans I, & valeurs

dans K, bornées ou tendant vers zéro & l'infini........

E,, By, E : boule unité fermée, ouverte, quotient E./Eq,
relatifs A E ...... e e riesesebaearaernsenrrns
) =XX—1)... X—n+1)/n! :leniéme polynéme
. binomial .........e0 I, S I A T N IS
@E,; : 1a somme directe complétée des espaces de Banach E;
E®F : le produit tensoriéel complété de E et F........
B,, : une algébre de séries.de Laurent ........oovennee
D(a, 1), D'(a, r) : les disques ouvert.et fermé de centre a,
de rayon 7 ....eiieiiiieiiiiesiniiasiiinaares
A(B) : l'algébre des fonctions strictement analytiques sur
laboule B vovvviiainsnsserassannnnees R I
R(D) : P’anneau des fractions rationnelles sans pole dans D
H(D), Hy(D) : Pespace des éléments analytiques sur D, le
sous-espace de ceux qui tendent vers zéro & Pinfini....

| + |p : la norme de la convergence uniforme sur Dicivas
Conv (f) : lintervalle de convergence de la série de Lau-~
TENE v ovnrnrnrnsarnsncstncissanannasisasssisnnes
Lg(I) : Panneau des séries de Laurent f telles que
Conv (f) 2T tiuiviiiinsniiorieuiinaniiiiesn.

=
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v(fim), a(fsm)y N(AMY oo eiiiiiiinesieesnnniss 4.2.2
(, I) + couronne de centre ¢ définie par Pintervalle I... 4l5' ' I
A(G) : algebre des fonctions strictement analytiques sur . I s
]_f]la couronne C...........c.00vets, - 4.5
a,r * borne supérieure de | f(x)| pour i—aj=7r -
P,(K) : la droite projective sur Kl. P r,l ..... a. I r —-— |

§(D) : la famille des trous de D

D : 'enveloppe de D ......vovviennnnnnns.

I?EP: ﬁ) complémentaire de D -..,....., e ST .
A : Ia lemniscate {x €X | |P(x)|'<

Dii(a), D"(a), DE(f), D*(f) : les détermindnts de Hankel et] N
Kronecker de la suite @ ou de la suite 'des coefficients

..................... Introduction

f 1%
G ERAE A !

Les riombres p - adiques ont été introduits par K. Hen-
sel [5]%, & propos de problémes de théorie des nombres.
La théorie des corps p -adiques et P'analyse p -adique
fournissent & Parithmétique un instrument trés utile. Nous
avons souhaité montrer ce que sont-les nombres p ~ adi-
3 ques, et comment ils permettent d’obtenir des résultats
« rationnels ». B e e _

Nous avons choisi, comme exemple d’application de
analyse p -adique, le critére de rationalité 'de Borel-
Dwork et celui’ de Polya-F. Bertrandias (qui en est une
généralisation). Ces résultats utilisent la théorie des fonc-
tions analytiques p - adiques. Or les fonctions analytiques
p - adiques jouissent de bonnes propriétés si le corps de
base “est assez 'gros ': essentiellement s'il ‘est complet et
algébriquément clog. ™ T e Cae
- Le lecteur n’a besoin d’aucune connaissance « p - adi-
1 que » préalable : les notions de topologie et d’algebre
contenues dans les cours de premier cycle des universités
et un peu de topologie générale du niveau du second cycle
i couvrent les connaissances supposées acquises. Quelques
1 propriétés arithmétiques des corps de nombres sont rap-
I pelées sans démonstration 2 la fin du chapitre 1 : on en
trouvera un exposé détaillé par exemple dans le livre de
; P. Samuel [7]. Une certaine familiarité avec la théorie élé-
i 3 mentaire des fonctions d’une variable complexe peut faci-
litet la compréhension de ’étude des fonctions analytiques.

By

;'.-,.—.—_T,& =TT _ o

HERERER, | = 3. 1. Les chiffres entre crochets renvoient 3 la Bibliographie, infta, p. 187
B et et suiv. -
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On construit au premier chapitre le corps Q, des
nombres p - adiques. Le chapitre 2] consacré aux complé-
tions et extensions algébriques des corps valués, est essen-
tiellement destiné 4 la construction du corps G, , complété
de la cloture algébrique de Q,5 qui joue en analyse
p - adique le réle que C joue’en: analyse classique.

Les espaces de fonctions analytiques ayant le plus sou-
vent une structure naturelle d’espace de Banach, le cha-
pitre 3 contient les propriétés élémentaires. de ces. espaces
et quelques notions sur les-algtbres de Banach: Le cha-
pitre 4, outre les propriétés classiques des fonctions. ana-
lytiques sur les disques et couronnes; présente une ébauche
de théorie. du prolongement analytique,. volontairement
limitée & ce qui est nécessaire pour atteindre les critéres
de rationalité visés. Enfin le chapitre 5, consacré aux deux
critéres de rationalité annoncés, comporte de brefs exposés
sur les déterminants de Hankel et Kronecker d’une part,
et sur le diamétre transfini d’autre part, ainsi que sur les
lemniscates du plan; complexe, ' ces- notions, étant: nf.ces-
saires;a la compréhension ou la preuve des, théorémes de
rationalité, _ . 3 ey

Plusieurs collégues ont pris la peine de me signaler des
erreurs relevées a la lecture du manuscrit, Je les en remercie,

CHAPITRE 1

‘Construction
des nombres p-adiques

1.1. SUITES DE CONGRUENCES
-Soient p un nombre premier et ¢ un entier, cherchons
4 ‘résoudre la suite de congruénces (C,) :
: = Py nzl
Doy il at = _a;mod.p f pour n2

Examinons par exemple le cas particulier a = — 1,
p =5. La premiére congruence, x* = —lmod.5, a
pour solutions x = 2 et x = —2mod. 5. " t

Il est clair que Pensemble des solutions de (C,) es
réunion d’une famille de classes modulp ", et aussi que
toute solution de (C,) est encore solution des (G,) pour
% < n. Ainsi dans Pexemple précédent les solutions de (Gz)
constituent des classes modulo 52, contenues dans la réumoln
des classes de 2 et — 2 modulo 5.:Cherchons par exemple
les solutions dg (C,) contenues dans 2 4 5Z : en posant
xi=2745x;, (Cs) devient.:
i ey '+ 4%, = Omod. 5, soit # = 1mod.5.

;= Plﬁs généralement, supposons que nous ayons construit

i : 8
deux suites de classes oy y &g,y ...y &, €t plf Bas « e [32 te!le
que «, et B, soient des classes modulo 5' dont la réunion

est: ’ensemble dés solutions de (C), pour i=1, ..., n,
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%41 Cog et B, CB pour =]

: ri=1,..,n—1. Al
sE*olutmns de (C,,,) appartiennent & o, ,U B,. Soit t;rsElot:B
xrcsp; In €B,), ntoutc solution de (C, ,,) est de Ia forme
e;;;l—l %, + Xp OU iy =2, + Yp". Pour que, par

pi€, #,., soit solution de (C, ) il faut et il ’ ffi
que X satisfasse : " o

xp + 2x,X5" X250 = ] mod. 5" +1,
" _:)r; Ilaai ?y}@thése,’ Fy €St solution de (C), donc
= : X ou X'eZ; la ‘?c'n}gruenc? en X s’écrit

2%, X + X' = Omod, 5,
P Ii\Tous savons que #, € «, Cay, donc 2z, = + 4 mod. 5
congruence ci-dessus a une unique solution X. Nous

avons donc montr ] i i
¢ qu’il existe unec unique classe o, ,

modulo 5"+ qui soit : (
q contenue dans ognlct;dont Ies_éléments

soient solution de (C, -

On voit ainsi qu’il existe deux stiites o, et B, telles que
— %, gt».».B,, sont. des classes'modulo: 5l”».;,. RV ~
— %41 Ca, et ﬂn+1CBnZ; i O g ' : :I’ |
— a, U 6,,. est. Pensemble des solutions de (C ) .
| | )

Si I'on convient de représenter . (resp. B.) par le 1

_ représent

petit entier positif a, b 1) Taieep. Pl par Lo plu
Gue 18 saie g (rcsp.. b,), lui appartenant, on voit
s tes denticrs ainsi obtenues sont telles que

nt1 @y .(resp. 5“!‘6’44-1_"_5!1.)-!.- donc. ey

R T ay + xnﬁ”’ bu-H =, "f'.yn 5"
gﬁsx% ot yg‘ sont des entiers positifs strictement inférieurs
J, c'est- -c_hre des chiffres en numération A base 5. 11
existe donc deux suites de chiffres Koy Bpy ooyl o
Joss oo s Py vn oy tels que : : ) " i
Lo BT e

et : by =20 + ”5.)’1.+ +5"—’1}’n-1 . .
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représentent les.solutions des congruences (C,) en ce sens
que « est solution de: (C,)-si et seulement si # appartient
4 P'une des deux classes modulo.5" définies par a, et b,.
On peut. alors convenir de représenter formellement les
deux familles de solutions de la suite des congruences (C,)
par les deux séries (formelles) § x, 5% et Ea 9, 5" Les
n=0 ' "
sommes particlles de ces séries fournissent les suites de
solutions des (G,). - o
L’introduction des nombres p -adiques permet de
rendre systématique Lutilisation de suites de classes emboi-
tées analogues aux «, ci-dessus, de fagon que la série for-
mellement introduite pour les représenter, qui est diver-
gente au sens habituel, devienne convergente et ait pour
somme un nouvel objet, qui est un nombre 5 - adique.
Cle nombre est alors solution de Péguation x* + 1 =10, et
non plus d'une suite de congruences.

Exrrorae 1.1. — Soient p un nombre premier et P(X) un poly-
néme 2 coefficients entiers. Onsuppose qu’il existe un entier #, tel que :

P(x) = Omod.p * et P’(%,) = 0 mod. p.

Montrer qu'il existe une suite o, de classes modulo p* telle que
%o E iy, Oy4q C oy et que Pensemble des solutions de la congruence
P(x) = 0 mod. p" appartenant & #, + pZ soit la classe a,. En
déduire quels sont les couples (s, p) pour lesquels la suite des
congruences #* = amod. p" admet deux suites de solutions distinctes

modulo p.

1.92. LES ENTIERS p - ADIQUES

Soit p un nombre premier fixé. Pour n > 1, mnous
noterons A, = Z/p"Z et p, la projection canonique de Z
sur A, . On sait que A, a une structure. naturelle d’anneau
pour laquelle p, est un homomorphisme d’anneaux. Nous
noterons g, ..y ’homomorphisme naturel de A, dans Ay gt
si.Pon considére les éléments de A, comme des parties
de Z, ¢, ,—;.cst aussi définie par Pinclusion en ce sens
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que ¢, ,_(a,) est la classe modulo p"~* ¢ontenant a,,. Alors
le dlagramme ci-dessous est commutatif : pour xeZ :

(Pn. n—l(pn(x)) ';_' pn-l("f)'

Pn

An

Soit maintenant & = ] A,, miini de sa structure
n=1 |
d’anneau produit, et soit 7, la prcgect]on canoniqueé de &7

sur A,. Chacun des A,, muni de la topologxe discréte,
est un anneau topologlque compact : on munit & de la
topologie produit, ce qu1 en fait un ahneau topolog1quc
compact.

Soit ¢ l’apphcatmn' de Z dans o/ déﬁme par :

i(2) = ({51

c’est visiblement un morphlsme d’anneaux. Clest de, plus
une. injection car. ¥ " R

(z) =0 ¢>_[7,,(z) =0 pour- n'> 1-I':v<"£“
< zephZ pour nel e z=0.

(e

Donc I'image i(Z) est un sous-anneau de & isomorphe
& Z, De plus, pour n> 2 et aci(Z) : '

Pa, ”_1(‘717"((1)) == ﬂ"n—el:(a)‘ (ln)

ProrostrioN 1.2.1..— L'ensemble Z,. des léments de
of = H Z/p”Z qui .mtzqfont les relations. (1 o) pour n>2 . est

Zn szous-anneau topologzque compact de , cantenant l’zmage z(Z)
e i R

En effet, pour chaque mdlce "> 2 Icnsemble P, des
éléments do . qui satisfont: la: relatlon (1,) est-un sous-
anneau compact”de 7, carles apphcatlons Pu weis T
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et =, sont continues et sont des morphlsmf:s d’anneaux.
L’intersection Z, des P, est donc aussi un sous-anncau
compact de . " Enfin nous ‘avons 1déja remarqué quc,

pour' 7 > 2, 4(Z)- < P;.

Df‘.FINITION 1.2.2, — L’anneau topologzque Z, est appele

anneau des entiers p - adiques.
Nous identifierons le plus souvcnt Z et son image

dans Z, par Pisomorphisme i.
Soit ¢ = (@,)n>1 un point de &/, on sait que lorsque

K parcourt Pensemble des parties finies de N, la famille :
Wi(a) = [0 m5*(an)

parcourt une base de yoisinages de @ dans &, Supposons
maintenant que @ € Z, et soit k= Sug ny alors pour

<k nl(a)nz ()rI‘\Z donc :
Wﬂ@nZ-—mwwnZ-—weth@Hnmm
On voit ainsi que, pour ¢ €Z,, la suite : '
V(@) ={# €Z,|m(x) = m(@)}, k> 1L,

constitue une base de v01s1nages de a dans Z,.

PROPOSITION 1 2,.3 — 7 est dense dans Z

Soient en effet aeZ, et k> 1 : 1l existe un ent1er
beZ. tel que p(0) = Tck(a). Pour.unvtel b, i(b) € Vy(a),
d’ol la proposition: - ST THE

EXEMPLE, — Reprenons Pexemple étudié en 1, de la
suite de congruences % = — 1 mod. 5" Les suites de
classes de solutions «, ct B, définissent deux entiers
p - adiques z et b. On a, pour n > 1 :

o g ) = () = 1.

“*Donc, pour"n S 1, @ +1eV,(0) et 5 -I— leV (O)

Comme Z; est. séparé il.en résulte que : -
U Rgl=R41=0.

o




20 LES NOMBRES P ~'ADIQUES:: ..

... De.plus. a.#.b car. wy(a) #:m(b)y a-et b.sont donc
les deux solutions dans Z.de:l’équation x2 4:1:=.0...On
vérifiera de- méme que- la suite-de classes de solutions des
congruences P(X) = 0 mod. p* étudies 2. Pexercice 1.1
définit une solution dans Z,, de l’équation P(X) = 0.

1.3. DEVELOPPEMENT DE HENSEL ‘ .

,,,,,

Convenons de représenter les éléments de A, = Z/ "Z
par les entiers compris ertre 0 et p*-'1": alots chaque
entier p -adique x = (x,),>, peutétre:représenté par une
Sulte d’entiers (a”)”>1 déﬁnls par : :

0< <a, <p* - , :
a ex, (ou,ce qu1 st équlvalent ﬂ:,,(z(a,,)) =¥, = -n:,,(x))

. Comme er,.onapour n31 | p"|a,,+1 a,.
Il existe donc une suite by, ..., b,;‘, ... de chlﬂ'res

modulo p (0 € b, < p) tels que : .
a,=by + by p + ..0 + bl p" N

Or, par définition, i(a,) € V,(x), donc la’suité'-i(’a )
converge vers x dans Z,. En d’autres termes la sérle > b, p"
est convergente dans Z, et a 'pour somme x. ~">°

ProrostTioN 1.3.1, — Soit x€Z,,. il-existe une unique
suite (b,)ns0, 0< b, <p, telle que la “Sdrie § b, p" converge
n=0

vers x. Gelte série est appelée DEVELOPPEMENT DE HENSEL de .
Nous avons prouvé ci-dessus Pexistence d’un dévelop-
pement du type indiqué. L’unicité se dédulra du lemme

suivant,

f o oo e
N il

LemME 1.3.2.—Soit (b,), = o une suite.d’entiers p - adiques,
la série E bﬂ p" converge dans Z, , soit % sa somme. Suppowm

de p!u.f que by, =0 pour n <y etimi(b,) # 0, alors
T, (%) # 0 et -.-r(x)_-O pour n < ng
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Soient en effet :

Sy =by+ s+ by_ip" et %, =m,(S,)

on vérifie "iir‘nﬁédi‘até_rnent qﬁe %= (%), ostdansZ,.

De plus, pour & > n, S,eV,(x) : doncla suite S, converge
vers x. Si de plus b, = 0 pour n < ng, m,(S;) =0 pour
n < mn, et pour tout £ Or, =7;1(0) = V,(0) est fermé,
donc x € V (U) et, pour n < ny, m,(x) = 0. Enfin, pour
tout k> : '
e m(8) = ma(S,) # 0

comme m;}(m, (S ) est fermé on a encore nﬂo(x) # 0,
d'od le lerhine. :

Supposoris mamtenant que: x.€ Z admette dcux déve-
loppements d1st1ncts :

Hi— Z b,,p" Z o,,_b”'avec 0< b <p et 0<e¢, <p.

Soit ny = Inf{n|b, # ¢,} etsoit y = §>‘.0 o — Cu) D™

d’aprts le lemme, m,,(y) # 0; dautre part y — 0, ce
qui est impossible, d’oir la proposition.

Remarquons que le développement de. Hensel géné-
ralise aux entiers p - adiques le développement en numé-
ration & base p des entiers positifs, Plus précisément, soient
N>0 et N=n,+mp+ ...+ mp" sa représentation
en numération a base p. Posons a=mn pour i<h et
a, =0 pour i>h, alors i(N) = Eu_a“ p", et les condi-

' : ' "

tions 0 < a, < p assurent que cette série est le dévelop-
pement de Hensel de N dans Z, . 11 faut noter par contre
que pour un entier négatif, disons — N, le développement
de Hensel a une infinité de termes non nuls; par exemple
—l=(p—1)+ ... +(p—1) " +

On voit que la série introduite formellement 2
l’excmplc 1.1 pour représenter les suites de solutions des
suites de congruences étudiées n’était autre que le déve-
Ioppcmcnt de Hensel dans' Z; des solutions de I’équa-
tion #* 4 1=0,
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1.4. LA vaLvaTiON DE Z,

Soient ae Z,, a+#0, et a = 3 q,p" son dévelop-
pement de Hensel. Les chiffres-a, ne sont pas tous: nuls
on associe 4 a l'entier positif v(a) défini par : :

o) = Inf{nla, # 0} * (4

Il est immédiat que cette définition équivaut 4 :
o(6) = Inf{n| 7, (a) % 0} = Sup {n|m,(a) = 0} (4 i)

On convient de. plus de poser 9(0) = 4+ oo : ceci
définit sur Z, une fonction 3 valeurs dans-"N:U { +'0},
Par définition on: convient que;:pour tout-n eN,.n < 4 oo,

%+ (+00) = +00, (400) + (4 00) =tk 0, ‘ce qui fait

de N U (+) un monoide totalement ordonné,

Divinrrion 1.4, 1. — La fonction v définie ci-dessus s’ appelle
la VALUATION p - ADIQUE. Y ,

- On vérifiera que la restriction de » 4 Z est aussi définie,
pour a#0, par u(a) = Sup{n|p®|a} (ol I'on convient
que p%=1,1|a pour a s 0). -

Prorostrion 1.4.2. — La valuation: p =-adique po}séa'e les

Dropridtés suivantes : : SR . a (K

V1 : pour tout xeZ,, ¥(x) = 4 do <> x = 0;

V2 : pour tous x et y €Z,, v(x) = v(x) + 2(y);

V3 : pour tous x et JEZ,, v(x +y) > Inf (2(%),2()).
La propriété V1 est évidente, de plus V2 et V3 sont

visiblement satisfaites si x ou y est nul. Supposons ‘donc
%##0 et y# 0. Remarquons d’abord que :

9(%) > n < x'e n7Y0), ,
et que, n71(0) est un sous-groupe (et ‘Iiril_ér!né un idéal)
de Z,. La propriété V3 en résulte aussitdt, ; soit . .

k = Inf (u(x), v(9)),
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alors o(x) > k et o(y) >k, donc xen;*(0) et yem’(0),
donc aussi x +enz2(0) et o(x -+—’_y} 2 k. 5
" Pour prouver V2, remarquons d a.borq que -v(x) ;-0

et o(y) = 0'= v(xy) = 0. En effet, v(x) =0 < rrl(x)) : ,
or A, = Z[pZ est integre, .d’onc my (%) # 0 eIt{ 70y ( ;13 Ll
entrainent my(xy) # 0, soit v(:s_g:) =0, irxza qalors
d’autre part que si ¥ ="§Dxﬂp et v(x) =4 '
x= 3 x,p", etsion pose x' = hg.ox““p“, ona X =p"xr
et :,:(?c'h) = 0. Soient de mémekk;’: o(y) et f_y’-)'=f‘_g
avec () =0, alors xp = p"**a’y avec o(x y');o.
Tl ‘reste donc & montrer que i x = % et o(x =0
alors o(x) =h. Or a' =x+ ... +'xﬂﬁd + n(x) A%
% # 0, o(#) = 0 et v(x) = v(p") +o(x'), donc .

" COROLLATRE 1.4.3. — Soient % et y dans Z’b , 51

o o(x) # 009, oz +) = Inf (v(x), 2())- |
SuppoSons par exemple que & = o(x) < v(y), alors

m,(x) # 0 et m(y) =0; dpnc e

U e ) = mle) + m0) = m(x) # 0

;:t : v(x +9) <k dod (x4 =k

CoROLLAIRE 1.4.4, — L’anneau Z, est intégre.
En éffét, si x et y sont non nuls :
o(xy) = o(x) + v(y) # + o0, donc g
- Nous avons déja remarqué que m,*(0) =V, (0) (:,ist
un idéal : nous allons maintenant décrire les rclat;ops e
divisibilité dans Z,, et les-idéaux’ de Z,.

xy # 0.

Proposrrion 1.4.5. — Soit ae Z,, les conditions sui-
vantes sont équivalentes : . ‘ .
(i) a-est une unité, c'est-d-dire un Elément inversible, de Z,,;
(1) m(a) # 0 (dans Z|pZ); »

(iii) v(a)s= 0. :
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Nous avons déja remarqué I’équivalence des condi-
tions (ii) et (iii), Supposons a inversible dans Z,, alors
pour tout n, w,(a) est'inversible dans{A, , et en particulier
m,(a) # 0. Réciproquement, supposons que :

o = my(a) # 0}

alors pour tout n, a, = m,(a) est inversible dans A, on
vérifie ajsément que la suite des inverses définit un entier
p - adique & tel que =,(ab) = 1 pour'toutn, donc ab = 1.

COROLLAIRE 1.4.6. — L’ensemble. M. des éléments x de Z,
tels que' v(x) > 0 est un idéal maximal de Z,, :c'est aussi
Uensemble des éléments non inversibles de Z,,, ¢’est Punique idéal
maximal de Z., , il est principal, ses générateurs sont les dléments p'
tels que v(p') = 1.

D’abord M est, par définition: de », I'idéal =;1(0).
L’équivalence des propriétés (i) et (ii) dans la proposi-
tion 1.4:5 prouve que c’est aussi I'ensemble des éléments
non inversibles de Z,. Soit. N un idéal de A.: N .ne peut
contenir aucun élément inversible, donc N < M, ce qui
montre que M est maximal et est le seul idéal maximal.
Soit xeM, x= X x,p" etsoit ' = X x,p""?, alors

n=1 . : n=1
x=4px', donc M cpZ,, or peM, d’od M=pZ,.
M est donc principal, ses générateurs sont les éléments
P =up ol u est une unité, donc aussi les éléments de

valuation »(p") = 1.

Cororrare 1.4.7. — Lanneau Z, ‘est principql, ses
idéaux sont les puissances M™ de M. Pour que x divise y dans Z,
il faut et il suffit que v(x) = v(y). i S

Prouvons d’abord la seconde assertion : si % = jz,
o(x) = v(y) + v(2) > v(y). Réciproquement, sf :

(%) 2 () =k, .
soient x = Y, #,p" et- 9= 3 3,p" 3, %0, les dévelop-
> Zh o -

nZzh & G LR oo o e Lt
pements de Hensel de x et 2. On sait que Yy = 3 9y, "
Y
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- e - - - i — ”_h
est inversible, soit z son inverse et soit x° = gnx“ﬁ 3

. &
on a x=ptx’ =pty ax' = p(zx’), donc x divise y. En
 ‘Warticulier & et 'y sont associés (c’est-a-dire engendrent le

méme idéal) si et seulement si (x) = v(J).
Soit maintenant N un idéal propre de Z, :

k = Inf{o(x)|xe N}.

Alors N € M et k> 1, soit neN tel que o(n) =&,
#* et n sont associés, donc Pz, = M = nkZ, sN. S:}
xeN, o(x).>k donc #-divise p* et x €p'Z, : amsi
N —-3 Mk =.’szﬁ o R ) .
Rappelons aussi que. : .

PZ, = (x]o(x) > B} = 52(0) = Vi(0):

On voit'que la famille des idéaux de Z, est aussi la
faimille des noyaux des projections m,, ou encore la biase
canonique de voisinages de 0 dans Z, .

iy

DermerioN 1.4.8. — On dit quwun anneau commutatif
rincipal A est un ANNEAU DE VALUATION DISCRETE st Pensemble
des léments non inversibles. de A constitue un idéal M. On appelle M
L’IDEAL DE VALUATION. .

11 est clair que si I’ensemble des élémen.ts non inver-
sibles d’un anneau A est un idéal M, celui-ci est maximal
et est Punique idéal maximal : tout;idéa.l .propre'N de A,
puisqu’il ne contient aucun élément inversible, est contenu
dans M. : NI N

Soient I = (1 M", # un générateur de I et m un
générateurde M. Pour-n > 1 il existe g, tel que x = a, m”,
si % 0 la suite des idéaux a, A est strictement croissante,
non: stationnaire, ce qui est impossible pui-sque A est prin-
cipal,;done x =0 et I ={0} Donc, si x€A, x#0,

o(%) = Sup{n|xeM"} existe.

-'-.--r(::.PRCl)‘P(‘)SITION‘ 1.4.9. — Soient A un anneau de v_aluation
discréte,“M son ‘idéal de valuation et v.la fonction dffinie sur A




e
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par: v(x) = Sup{n|xe M"} s x #0 et 2(0) =+ oo,
alors : : ' . '

les propriétés V1, V2, V3 dbfinies en 1.4.2.
(i) tout idéal propre de A est de la forme M*, n > 1.
La démonstration de-cette proposition, tout 2 fait ana-

logue a celles faites ci-dessus dans le cas particulier de
P'anneau Z,, est laissée dux soins dulecteur.

I t i
(i) la fonction v est une valuation, ¢est-d-dire qelle satisfait

Exempres, — 1. Soit A = K[[X]] Panneau des séries
formelles en une indéterminée, & coefficients dans le
corps K. Les éléments non inversibles de A sont les séries

S= X a,X" dont lé terme constant a, est nul. Ils consti-
Hn=0

tuent I'idéal M = XA. L’anneau A est .un anneau de
valuation. discréte et la valuation d'un &lément S non
nul est : * -

o(f) = Inf{n|a, + 0} = Sup{n|q =0 pour ¢ < n}.

2. Soient a un point du plan complexe C et A I'anneau
des fonctions définies dans au moins' un disque ouvert
centré en a et holomorphes dans ce disque. Les éléments
non inversibles de A sont les fonctions nulles au point a.
Elles constituent un idéal principal engendré par z-— a,
A est un anneau de valuation discréte, la valuation d’un
élément f de A est 'ordre de « en tant que zéro de f.

3. Un anneau neethérien A dans lequel les éléments
non inversibles constituent un idéal principal est un
anneau de valuation discréte. ! '

4. Soient p un nombre premier, A, le sous-anneau
de Q constitué des rationnels p-entiers, clest-a-dire des
rationnels a/b ot (b, p) = 1. ‘Les éléments non inversibles
de A, sont les afb téls que (b, p) =1 et pla :Cest
lidéal pA, . Tout nombre afb de A, s'écrit alb = p*a'[b,
ou (a'yp) = (bp) =1, ‘alors w(alb) =h L’isomor-
phisme canonique ¢ de Z dans Z, se prolonge de facon
unique en un homomorphisme d’anneaux de A, dans Z :
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soit“.encore# ce ‘prolongement, ‘et- b e'?, b, ) =1,
alors §()-est inversible-dans Z, et nécessairement : -

i(afb) =i(a) ((6))7 ©

On vérifie que i, ainsi prolongé a A,, est encore un
isomorphisme et que I'image par ¢ de la valuation de A
n'est autre que la restriction’ & i(A;) de la valuation

- adi sur Z,. .. . S -
= gc.hcslgii:nt K un corps de nombres algébriques, B
Panneau des entiers de K, P un idéal premier de B. On
note By, le localisé de B par rapport a P, c est-a~dire le
sous-anneau de K constitué des ¢léments x ='a/b ot
acB et -beB—P. Les éléments non inversibles de
Panneau A = By sont les afb tels que beB—P et
a € P. Ils constituent un-idéal, qui est 'idéal iBA_engcndré
par P dans A. On montre aisément que, B étan:. neethé-
rien, [l 9* = 0. On en déduit que nl(iBA) =0 et
n=1

"= . :
que A estun anneau de valuation discréte (cf. infra, 1.8).

i LE ~ ‘P - ADIQUES
1.5, LE cORPS Q. DES NOMBRES P A:D QUES
Nous avons montré que 'anneau Z, est intégre.

, Dﬁ‘.FINITION 1.5.1. — Le corps des. fractions de Z,,
noté ¢st appelé CORPS DES NOMBRES P - ADIQUES.

: L%:, ;Jroprﬁé'tés ci-dessous de Q, se déduisent aisément
des propriétés déja prouvées de' Z, .. :

1.5.2. Tout xeQ, admel une unique représentation
x=pu, ot neZ et u est une unité de Z,. _

En effet si x=afb ol a et beZ,, on sait que
a=pra et b=pb ol a’ et b sont des unités de Z,,
donc x = p"*a'Jb'. Si p"u=p™v ol u et v sont des
unités de Z,, supposons par exemple que z > m, alors

p=m -t ité, et n—m = v(p"~™) =0, d’out
P = Ju estuncumt,f:'nl A
u = v, ce qui prouve l'unicité. s
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1.5.8. — La fonciion v définie sur Q. par:x = p*®u
uunité de Z,, pour x # 0 et v(0) = +i oo, est une valuation
sur Q,, c'est-d-dire une application de . Q;, dans Z. U {+ oo}
satisfaisant les propriétés V1, V2 et V3, .

Vérification immédiate. P

i ' 35 > irgat

1.5.4. L'injection canonique de Z dans Z, se’prolonge’ de

Jagon unique en un-isomorphisme de Q sur un sous-corps de Q .

1.5.5. Soient : ‘ .
g€ Qp, ne Z, Vn(a) ={x € Qp;l v(x,,_ a)> ;.n}":

La topologie pour laquelle 'V, (@) est'tine base de voisinages
de a fait de Q,, un corps topologique localement compact. L appli-
cation y:—p~"(y—a) est un homéomotphisnic de 'V ,(a) sur
Z, = V,(0). B e P

1.5.6. Tout x€Q, admet un unigue développement de
Hensel x = X a,p" ot 0<a, <p et nyeZ, St a, #0,
ny = v(x), *=M ‘ o ;

Résulte de 1.5.3 et des propriétés du développement
de Hensel dans Z,,, - -

1.5.7. L’image canonigue de Q dans Q, est dense.
‘Soient en effet a €Q,, e = X a,p" son développe-
L= d
ment de Hensel et soit &2 e Z : le voisinage V,(a) de a

contient 'image du rationnel X .a,p"
o S n <k

1.5.8. Soient x un rationnel non nul, v,(x)" Pexposant de p
dans la décomposition de % en facteurs premiers » v (x) est la
valuation de Pimage de x 'dans Q,. = ° s

Exerorci, — Soit’ g = § . Oy p;‘ le dévelo'ppcmcﬁf de Hensel dua

. . . =1 . ' < e S R EE
nombre p - adique @. On dit q“ue ce développement ‘est périodique
sl existe ny et k tels que, pour n.>ny, Gyup= ay,. N

1. Si le développement de a4 est’ périodique, ‘a est irationnel.
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.t 2.:Soit.y un;entier positif premier & p, il existe A tel que y divise

' 3 En dé&&fé‘i;:lzﬁ-;“leﬂdévelol.siperlﬁent d? Hensel fi’un nombre
p - adique a est périodique si et seulement si @ est rationnel.

ETUTTA | REE L il

1.6. L’ESPACE METRIQUE Q,

Rappelons ‘qu’une’ VALEUR ABSOLUE sur un corps K

estune: application:: # ~ | x| -de K dans R*, qui-satisfait :

VAL : 5] = 0% 2 =105
VA2 @ [w]= %[
VA3 ¢ x4yl < ]+ ol

A une valeur absolue on associe la distance d définie
par d(x;y) =|x—y], cette distance munit K d’une
structure de corps topologique.

Pnorosm@ 1.6.1, — La fonction définie sur'Q, par
|0 = Ot | x| =5~ pour x #:.0 est une valeur’ absolue,
elle satisfait la velation’s- -~ = ' o
VA'S : | +] < Max (sl o))

La topologie définie sur- Q. par- cette valeur absolue est la
méme que celle de 1.5.5. . . .

Les propriétés VA1, VA2 et VA’ 3 se déduisent immé-
diatement des propriétés V1, V2 et V3 satisfaites par la
valuation v. Il est clair que V’ 3 entraine V3, on a donc
bien une valeur absolue. Soit a€Q,, la famille des
boules : ;
V,(a) ={xeQ,||s—a| < p"}={x e Q,|v(x—a) > n}
est une base .de voisinages de a pour la topologie associée
3 la valeur absolue, et aussi pour:la topologie définie

emment.
Préfgidﬂ. ‘qu’une distance 'd ‘qui satisfait I'inégalité
d(%,/y) < Max (d(%;2), d(», #))' . est ULTRAMETRIQUE; ' O1l

- appelle cette inégalité inégalité ultramétrique.
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Une:valeur absolue sur: un corps K qui satisfait la
relation VA’3 est aussi dite ultraméirique ou NoON
ARCHIMEDIENNE.

Lemme 1.6.2, — Soit % — |x| une valeur , absolue non
archimédienne, alors :

1zl # ol =2 +0] = Magfx (%1, 1.
On remarque d’abord que pour:toute valeur absolue

|—1|=1 :eneffet | —12=1 et |—L]> 0. Soient
x et y tels que, par exemple, || <|[y|, alors :

|# +2[ < Max (|2}, [»]) et [y]< MaX(l—xl 12 +2))
entrainent : _ i
Max (|— |, [#.+7]) = |2 +0] = [5].
Lemme 1.6.3. — Toute boule de l’es_{)ace méirique Q,p en
est une partie &.la fois ouverte et fermée, X

Notons B(a, 7). (resp. B’(a, r)) la*boule kouverte (resp.
fermée) de centre a et de rayon . Si x€Q, -

|x| e{p"|n e Z},
soient donc n et n’ définis par : + * -
" <r< p"f} et p"' r <P”’+1
alors : B(a,7) = B(a, "**) = B'(s, "
et : B'(a, r) = B'(a, p") = B(a, p"*Y),

d’ott le lemme.
Remarquons d’ailleurs que :

B(a, p**) = B'(a,4") = i, (m(4)), -
pour : a€Z, e x>0
Or m,(a) iet-son complémentaire;sont. des ‘ferinés de: A,, 5

ce qui donne une autre preuve du lemmé, compte. tenu
du fait que deux boules sont homéomorphes.. .. .+ -
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CorOLLAIRE 1.6.4. — L'espace Q  est totalement discontinu.
Rappelons en effet qu’un espace topologique séparé
est totalement discontinu si tout point poss¢de une base
‘dé'voisinages 4 la fois ouverts et fermés. Dans un tel espace
la composante connexe d’un point est réduite a ce point :
' nous; verrons que tout corps muni d’une valeur' absolue
'non archimédienne a cette propriété.
JUExeRarces 1.6, — 1. Soient G un groupe commutatif ordonné
noté iadditivement, 0 son élément neutre, on dit que G est archi-
“médien si, pour tout couple a, b tel que & > 0, il existe n €N tel
que; (b > a. On dit de méme qu'une valeur absolue est archimé-
dienne si, pour tout couple a, b tel que [b| > 1, il existe neN
tel'que "|nb | > |a|. Montrer que les valeurs absolues ultramétriques
ne' sont- pas-archimédiennes. '
/12, Dans un espace ultramétrique : -
(@) # d(5, 8) = d(x £) = Max (d (%), d(5 4))-

" 1+3.-Dans. un espace ultramétrique, b €B(a,r) = B(a, 1) = B, 7)
L) (res . b eB(a,r) =B (a,r) =B(br)), autrement dit : tout point
5 d’ﬁ'ﬁ'”bcule en est un centre.
g Ttant donné deux boules d’un espace ultramétrique, ou bien
elles sont disjointes, ou bien l'une est contenue dans l'autre.

5. Un espace ultramétrique est totalement discontinu.

6. Soient E un espace ultramétrique, r > 0, &, la relation définie
- SU'E par: x &, y<>d(x,9) <r. La relation &, est une relation d’équi-
" valence, l'espace quotient de E par @A, muni de la - distance
" d(%5),= Max (0, d(%9)—r) ol x€EX et )EJ est.un espace

e amétnquc.
HABOLL R

Nous avons construit le corps Qp qui est un corps muni
~ d’une valeur absolue, complet pour cette valeur absolue,
-et contenant un sous-corps dense isomorphe &. Q On sait
ue le corps R des nombres rationnels a aussi ces pro-
: prlétés. Soit K un corps de caractéristiqué 0 muni d’une
valeiabsolue : la valéur absolue: de K induit sur le sous-
' corps" de ‘K~ 1somorphe a''Q ‘une 'valeur-absolue. Pour
deerire ks’ corps - de ~caractéristique zéro munis -d’une
valeur absolue, nous allons d’abord décrire les valeurs
abdoliies 'de' Q , ‘puis celles des extensions algébriques de Q
1 Au chapitre 2 nous étudierons les corps valués (i:e. munis

' d’une valeur absolue) de fagon plus générale.
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1.7. LES VALEURS ABSOLUES DE Q . . . .

Nous savons définir sur Q frois sortes de yaleurs

absolues : e
— la Valeur absolue triviale : |[0] =0 et |#|:=1 pour
— la valeur absolue usuelle : |#| = Sup (x,— %) que

nous appellerons aussi valeur, absolue réelle et quc nous:

noterons | |,; .

— pour chaque nombre prémier p, la 'valeur absolue'

p -adique, notée |x|,:|0|, =0, et pour x +# 0,
|#], = p~"%% o u,(x) est 'exposant de p dans la
décomposition de x en facteu-rspremiers.

Le théoréme d’Ostrowski, joint & la proposition 1.7.5
ci-dessous, montre que ces valcurs absolues sont « essen-
tiellement » les seules possibles, en ce sens que les topo-
logies définies sur.Q) par des valeurs, absolues sont déﬁmcs
par I'une de celles déeritesy '+ il e e

TuforkMme. 1.7.1 (Ostrowskx) — Soit x.—~ |x| une
valeur -absolue non triviale sur. Q; alors :

— il existe un entier n tel qié 0 < |n| <1, il exzste un
nombre premzer p et un réel a, 0 < a < 1 tels que “bour

tout x € Q’, |#| = a%";
— sinon il existe un re’el o tel que, pour’ tout x, |%] = |x|w,
e 0<a<l.

Remarquons d’abord qu’une: fonctlon déﬁnle sur N et J

satisfaisant. les: propriétés. VAL, VA2 et. VA3 se. prolonge:

de fagon.unique .en.-une, valeur absoluc de; Q::: nous ne

considérerons donc que la restr1ct10n a N de la valeur.

absolue étudiée.
.. D’autre part, pour n. eN 1’1négahté tr1angula1re (VA3)
montre que : . o eiens L

lnl <l + |n—' 1[ SR '-n‘;{?;
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s:nSupposons: dlabord. qu’il existe: n.€ Z .tel que :
PR DR 0<|n| <1

te alors un facteur premier 4 de n tel que [p| < 1.

".‘LEMME 1.7.2. 2= Sl existe un nombre premier p tel que
|p|.< 1, alors | b| < 1 pour tout.:b e N.
: —-,;,l,_Smcnt en effet beN, b=0y+bp+ ...+ b
- sa, rcpréscntatmn en numératlon a base p (o0 0 b, < p,
by 0), alors & G
bl 0o + | 0ap| + - - + |bn17h"l <‘lbo|

' +lb1|+ A AR OB
oh. M = Sup (1,]2], ..., [p—1).
~ Soit de mémc h, 1’1ndlce du dernier chiffre non nul
dans la représentation de 4* en numération & base p,
alors |b]* = |8 < (1 + k) M. Mais k, est défini par
Iy <'Logb*/log p < 1 + Ik, posons B = Log b/Log p, on
a donc h, < kB, -d’olr :
A Ib lk + kB)
etfi. | |o]< MU(1 —|—'kB)1”‘ pour. tout % >:1

: f Or, pour. %k — oo, M'(1 .+ kB)**. tend vers 1, d’olt
le lemme.

3 ol el

Lemme 1.7.8. — Soit p un nombre premier tel que | p| < 1,

alors pour tout entier q tel que (g, p) =1, ona [g| =
 Soit en effet 7> 1, p* et ¢" sont premiers entt'e cux,
donc il existe des entiers naturels z, et v, tels.que : .

e u,p* + v,q" = 1.

- Daprés le lemme 1.7.2, -[¢"| <1, |u,| <1 et
|u | <'1. Supposons que |¢| <1, on en déduirait que
pour n assez grand :

o L= a4 g < 127+ 1 < 1
_ Ce}qu est impossible. -

Y. AMICE o
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Supposons donc qu'il existe w & Z tel que 0 < |n| <1
et soit p Punique nombre premier tel que |p| <1, soit
a = |p|, alors tout entier m e N s’écrit de fagon unique
m= p™m' ol (m,p) =1, et nécessairement :

|ml e av!,(m) Im | = avp(m),

ce qui prouve la premitre assertion du théoréme.

Supposons maintenant que ‘pour tout entier 2 €N,
n=>0, |n|>1 :alorsil existe'un entier @ €N tel que
|a] > 1, sinon la valeur absolue étudiée sérait triviale:
Posons a = Log |a|/Log i 0 < « < 1, car nous avons
remarqué-que |@| < a. Soient :

ceN e c¢=¢+ ... +¢d,
¢ #0 et 0. 'c4<a,

i

sa représentatuon en numf’:ratmnr a base a. “Posons.:
M = Max:(1,,|2], -+ .y a—T1]) | c_,LOgc/Loga,
on a, comme m-dessus -

[€|—|00_+01a‘|‘ « F o | -y y
(1 +|a] + .. F ) M =M(a[**—1)/(|a]| — 1),

et e[t =[] < M(|a***—1)/(|a| —1)
avec : h,< kG, pour k> 1.

On en déduit : . .
le| < M¥[(|a[** —1)/(|a| — DT,
et en faisant tendre & vers: 1’1nﬁn1 ;
le] < a® ="
Nous.avons ainsi montré que sia est tel que [a[ > 1
on a’ pour tout entier ¢ v @ i PO
Log |c|/Logo Log |a|/Loga Log =07

Il en résulte, en échangcant les roles de a et c, que
si |¢| > 1, Log|e|/Loge =a Or, sil-existe ¢>1" tel
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que: |¢| =1, le-calcul fait dans la premiére partie de la
démonstratwn prouve qu’alors |a| < 1 pour tout entier 4,
ce qui achéve la démonstration.

Remarquons que le théoréme d’Ostrowski n’indique
que des conditions nécessaires pour que |« | soit une valeur
absolue : on montrera & titre d’exercice que a%® et |#|%
définissent effectivement des valeurs absolues de Q pour
0<a<l et O<as<gl.

' Nous allons maintenant comparer les différentes topo-
loglcs définies sur Q par les valeurs absolues.

D#rmNrTION 1.7.4. — Deux valeurs absolues | x|y et 1x|2
sur,un' eorps-K sont dites EQUIVALENTES st elles’ da_‘ﬁnment la
~ méme_topologie.

«-On appelle pLAcES du corps:K les claSSes d’équiva-
ltances de valeurs absolues, c’est-d-dire les topologies. défi-
nies sur« K. par. les valeurs:absolues.-

2 }Pnoposmorr 1.7.5. — Les valeurs absolues | x|y et | x|
.m [e carps K ‘sont équivalentes si et seulement $'il existe une
mmtant& positive b telle que, pour tout x de K, |x|, =[x|}.
----- “Supposéns d’abord que |x|, = |x]2, 3 > 0, alors la
famille des boules centrées en un point ¢ définie par I'une
des' distances “associées coincide avec .celle définie par
I"Autre’ distance : les deux topologles sont identiques.
Réciproquement, supposons |#|; et ||, équivalentes
l’ensei‘nble des xeK tels que [:c'[1 < 1 est 'ensemble
ded W tels que 4" -0 quand 2 - o, pour la topo-
_I}.*égle 8‘" déﬂmc par |#|;. Donc |x|1 <l<|xlp<l.

1 nh |‘I ]
SiM = {0}, les valeurs absolues cons1dérées sont tri-

les'car si x#0, |#|>1 et [#7*|> 1 entrainent
toute’constante & > 0 est’ alors telle que :

[, = ixlz




—
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Soient .a #0,-a:€ M, etsoit b =Log |a|,/Log |aly.

Soient # eK . et (m,n) un couple d’entiers, alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

|#lf < lalz;  anjam e M; -lxlé’.<lal;"._;
nLog |x|; < mLog]all, nLog | x|y <'mLog |aly:
On en déduit que : | ,.' o |

Log | uTog [afs  Lbg | |,/Log als;

soit : lxl1—‘|x|2

COROLLAIRE 1.7.6. — Les -fopologies dej‘imes sur Q par
des valeurs absolues non triviales sont :

— la:topologie réelle, définie par |%|.;
—= pour- tout :nombre premier-p, la: topologie p - adzque, dq’ﬁme
par | x|, , et induite par Pinclusion canonique dans Q.

On voit donc que si K est un corps de caractérlsuquc
zéré muni d’une valeur dbsolue, elle' induit stur le’ sous-
coips' de K isomorphe 4 Q l’uﬂc des topologles c1—dessus
décrites, en pa.rtlcuher .

; v || (DR T

COROLLAIRE 1.7.7." = Soit K un carp.f W camaté’n.s‘tzgus
2éro muni d’une valeur absolue ultramétrique, alors il existe un
unique nombre premier # tel que | | < 1.

Soit x € Q : il n'existe qu'un nombre fini de nombres
premiers p pour lesquels v,(x) # 0, soit P Iensemble des
nombres premiers, dans le prodult IT ||, , les termes sont

€
presque tous égaux & 1. Soit x g H p"!"”’ la décompo-

sition de # en factéurs premiers :(ol les 0, (%) sont presque
tous nuls)_ alors 1'[ |x|, II p“"l"“” |x| , dlot la :
p "

ProposiTiON. 1. 7 8 (FORMULE DU, PRODUIT) — .S’ozt
x € Q') alors |x|, H ]xlp =1

(datlon f— |f|, définic par |f|, = a}
ultramétrique sur K(X
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iteExereioes 1.7, — 1, Soient's un corps fini, / une extension algé-
;bnque de. %, montrer que toute valeur absolue sur [ est triviale.

2. Sment K un corps, X[X] l'anncau des polynémes en une

iridétermmée 4 coeflicients dans K, K(X) le corps des fractions ration-

nélles &' coefficients dans K (corps des fractions de K[X]). On dit

“qérdeux polynbmes sont équivalents s'ils définigsent le méme idéal

deyK[X], et on note S un sysiéme de représentants des classes de
o}yq&mﬁs irréductibles.

4 ia} Toute J non nulle de. K(X) admet une unique représenta-

qH 0 ot 4 EK' p parcourt S et les ‘vp(Sf) sont des
ﬁhcra ‘felatifs presque tous nils,
l*}) Soient peS, ay un réel' 0 < a, < 1, montrer que I'appli-
") est une valeur absolue

{i ¢)Soient f= A/B un élémcnt non nul de K(X), Aet BeK[X],
on-pose, w(f) = dg B—dgA, w(f) ne dépend pas du choix de la
rcpréseniahun A/B. Soit 7 un récl 0<r<l1, onpose |fl|o=r
ribntrer‘que cela définit une valem absolue ultramétnquc sur K(X).
«d) On suppose mamtcnfmt que le corps K est fini, soit ¢ son
cardinal. On choisit 7 = - 1/q,, et pour pES, si n=dgp, a,= g“".

_Muntrer qu’avec ce choix on a la formule du pro:lmt pour f& K (X)*:

| files 1L 1f =1

*'g) Déterminer toutes les valeurs absolues de XK(X).

7213, Tiés topélogies définies surun corps K par-deux valeurs absolues
non équwalcntes ne sont pas comparables. .
_.rl} Leilgay -'g
7 ': ,"LES VALEURS ABSOLUES DES CORPS DE NOMBRES

] y' Y Rt

-4 .Rappclons qu'un CORPS DE NoMBRES K est une exten-
sion algébrique finie de Q. Il existe un polynéme P uni-
taire et irréductible dans Q [X] telque K = Q [X]/PQ [X]
LieCdegré d’un tel polyndme est appelé degré de K : c’est
ausS: la dimension du Q-espace vectoriel K, on le note

:'Q]. Les extTiers de K sont les éléments satisfaisant

- ‘une équation f(X) =0 ol fest un polynomc unitaire

Aicoefficients entiers.: L’ensemble des entiers de K est un

. $otg-antieau’B'de K- dont: K est le ¢orps de fractions, B est

un’Zimodule libre de rang’ n'= [K : Q]. :L’anneau B est

nieéthiérien, ses.:idéaux: prem.lers sont.i maximaux. :Une

‘paftie M-de-K est un*IDEAL: FRAGTIONNAIRE si C’est un




=
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B:module et s’il existe -5 € K itel que: ¥M .= B.-En par-
ticulier les idéaux de ‘B sont des’idéaux fractionnaires ¢
on les appelle aussi idéaux entiers. Si x '€ K, 4B est'un
idéal fractionnaire, il est entier si, et seulement si.x est
entier. Soient M et M’ des idéaux fractionnaires, on note
MM’ Pensemble des:mm’ oit meM ‘et m' € M’ : clest
encore un idéal fractionnaire. L’anneau’ B'est unité pour
Ja multiplication des idéatx fractionnaires. T’ensemble des
idéaux fractionnaires non nuls d¢ K est un GROUPE pour
la multiplication. On démontre (cf., par exemple, [7],
chap: 3) le : . A SN .
 Tuforime 1.8.1. = Soit Ki-un' corfis de.nombres, B
Panneau des entiers de K, P(K) Pensemble des idéaux premiers
de B. Tout idéal fractionnaire non nul M de XK. admet une unique
décomposition : C o o e,

;'-!B(M).' v.( toEr e
: PERE)
ot les ngp(M) sont des entiers relatifs presque tous nuls.

Soit M un idéal entier non nul de.B; sa-NORME est, par
définition, le cardinal N(M) de B/M, onpose N({0}) = 0.
On a alors N(MM’) = N(M) N(M’) : ceci permet de
prolonger I'application N .en . un. homéomorphisme: du
groupe des idéaux fractionnaires non nuls de K dans Q.
D’autre part, si » € K, sa Norwmr Ngjq(x) est, par défi-
nition, la norme de 'opérateur- de multiplication 'par ¥
dans l¢ Q-espace vectoriel K :'c’est un’ homomorphisme
de K* dans Q. Si # € Q; Ngq(#)='a™ ol n== [K:Q].
On montre que, pour tout'x dans K : i

N(xB) = Nep(®).

. Revenons maintenant aux:valeurs absolues. Soient f un
polyhémerunitaire irréductible de: Q.[X] définissant K et w
la projection candrique-de Q [X] sur- K =i Q [X]/fQ[X].
A une racine oy de'f dans;Cron; peut: associer un-homo-
morphismie p; de Kodans: G -défini-par pi(a) = a pour

[t
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©Q et py(0(X)) = o; p;-est-un isomorphisme de K
§iir un sous-corps: de- C. Pour -x € K; on posera :

BTN (h L0 |x|¢ = [pi(x) [Im .

oitl|-z|, désigne le-module du nombre complexe 'z : il est
clair-que | x|, est une valeur absolue sur K dont la trace
sur-Q est %]y, SR E
sf/On convient d’indexer les n racines (distinctes) de f
dans:Cjoyy o .y @y, de telle sorte que «; e R pour
i=1...,reto#a=0,, pour i=r-41,...,r4s
alors. n.=r - 25). " :

T H ot
"sTatorkME 1.8.2. — Les r+ s valeurs absolues |x|;,
tie=1, ... ¥ 5, sont deux & deux mon équivalentes. Toute
valeur absolue sur K induisant:sur Q;la topologie réelle est équi-
valente & Pune d’entre elles.
" On appelle PLACES INFINIES les classes de valeurs abso-

lues induisant la topologie réelle sur Q. Le théoréme
ci-dessus signifie donc que les 7 4 s valeurs absolues indi-
quées constituent un systéme de représentants des places
infinies. _ _
' Supposons qu’il existe i #j tels que |x], =~ [x[; :
Hiors py 0 p7! se prolonge en un isomorphisme de corps
topologiques de K, =p,(K) sur K, =p/(K). Les
“ corps K; et K, sont des sous-corps complets de G : ils sont
donc égaux 2 R ouC. Si l'un d’entre eux est R, il n’existe
pas d’isomorphisme de corps topologique autre que I'iden-
tité,"donc. K; = K; = G; et fp,op;* est la conjugaison
d4ns'C's mais ceci est impossible car o = f; o p77 (o;) # o,
pour les indices 7 et'j considérés. _E
¢ “Soiént maintenant || une valeur absolue sur K indui-
é'zfll_g sur Q la topologie réelle, K le complété de K pour [%].
L corps K ¢st une extension algébrique finic de R, il est
dorfc, isomorphe (comme. corps topologique) & R ou C.
Soit @ : K — C un tel isomorphisme : a(w(X)) est une
cine o, de f dans G. Notons (K, | ' [) (resp. (K, | [,))

o




40 LES NOMBRES P~ ADIQUES. -,

Pespace topologique «.K muni-de | { » (resp.:K amuni
de | ), alors p,0a! est Didentité: de K, eb .c’est un
homéomorphisme de (K, | |} sur (K, | |,), ce qui prouve
que |x| ~|x|,.

Etudions maintenant les PLACES FINIES de K. c’est-a-dire
celles qui induisent sur Q une topologie p- adlque

Faisons d’abord quelques remarques. .

(i) Une fonction | x| définie surB-et'y sat1sfa1sant VAl
VA2 et VA3 se prolonge de: fagon un1que en.une valcur
absolue de K.

_(ii) Deux valeurs absolues |x|1 et |x, tclles que
{x eB[ |%|; <1} ={x eB||x], <1} sont équivalentes.
On voit en effet en reprenant la preuve de 1.7:5 qu’il
existe b > 0 tel que, pour x €B,  |x|, = |x|2

(iif). Si || appartient a. umne place ﬁmc g

Bc {x € K[ |x|
"En effet, tout x€B satlsfalt une équatlon :
a a4 toa, —0 a,€Z,

donc, pour xeB, |a"| <14 [#]+ . + 2" 7], ce
qui entraine. |x| < 2. Or si b est tel quc |é| >1, 4l
existe k tel que |&%| > 2.

(iv) Si | x| appartient & une place ﬁme -

M ={xeB|[+] <1}

est un idéal premier de B. En effet, si. x € M et ) eM,
x" et " >0 quand n — co. .On en dédmt aisément que
(x + )" >0, donc x+yeM; si beB- et xeM,
bx € M. Enfin, si x et _yeB -M, |»|=|x||y=1
2| £ M.

(v).Soit P un idéal prcrmer de B. On poae, pour xek,
vg(%) = np(xB) (cf. 1.8.1). On vérifie aisément quc "ﬂl( )
définit une valuat:on sm K. En posant

%]y = N(B)™* . |
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on définit une valeur absolue sur K, appelée VALEUR
ABSOLUE P - ADIQUE, qui induit sur Q la topologie p - adique
“oit p est unique nombre premier tel que peP.
., (vi) Pour chaque nombre premier p, I’ensemble des B
tels' que peP est fini : c’est ensemble des P tels que
w(p) # 0. On notera p | P au lieu de pB| B (ou vy(p) # 0).
-.'Sl ﬁ]‘.’[} ‘N (%) est une puissance de p, car B/P est un
- Z|pZ espace vectoriel.

Wi goriMe 1.8.3: '— L'ensémble - des valeurs absolues
‘B’ adiques, ot parcourt Pensenible des idéaux premiers de B,
e systéme de fgprésenmm des places finies de K.

ol Bn effét, si P # P, les valeurs absolues 9]3 adique
CEET - adlquc ne sont pas’ équwalcntcs car. :

;iu‘“_ LU g ={(xeB||xlp <1}

<t D'autre pa.rt si || est une valeur absolue appartenant
 glurie place finie, nous ayonsvu que M={xeB||x| <1}
est! {111 ‘idéal “premier-de *B “(cf. (iv)), et d’aprés la

b it

emarquc (ii), | %] est équwalente a |.a:|M

X2 Tutoriue 1.8.4. (Formule du prodult) — Pour tout
2 :f cK |#lg =1 pourpresque tout PeP(K), etona:

NU) alg =1,
H le N ]'.’(K)l I‘B

ot N(@) =1 si o, eR et N(z) =2 si o ¢R.
1.sRemarquons d’abord que ]

|#f = IL [£(#)]o = |Nea®) lo-
v 1S IS e

Notons d’autre part P(Q-) I’ensemble des nombres
- premiers, on a :

Nagle) =NB) =TI N(B'™“= T (TLNCH™).

pEPQ 2P
Il en résulte que :
: 7,(Ngjo(#)) = 2 : og(%) 0 ,(N(B))
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Mt

et}

Alors :

rks. ) A sl il T2l e B
II | = N XI ] . ! z cosrEinsg miramii ekt et
£ 'ai'elgm:'['x]“‘- - | Niza(#) [eo Syona | Niiq(¥).Jy

Or, pour x.€ K, Np;;q(k) & Q_"g I'.', ,dd'nc' on f‘péﬁt' a.ffsp'li'-.:

quer la formule du produit 1.'?'.'8,Fl'd’m‘i le théoréme, . .

... REMARQUE. — Les valeurs absolues | x|, et, | x|y définies
ci-dessus, et qui; sont un__l.s_ystémgf_",;ii; rcpfléélalntéﬁt" des
places non. triviales de. K, 'sont dites normalisées. I faut
noter, que, si ||, induit, sur, Q la valeur ‘absolue |#|..,
|#|pn induit généralement pas la valeur absolue p-adlqu?
Plus précisément, soit f() le degré de B/ sur ZJpZ,
N(P) =™, aloss, pour xeQ, |¥|y = |#[{®. On
choisit parfois, comme représentant de la,classe ?dcr|x|
la valeur absolue |#[j = (|#|p)*™ "qui, prolonge A K
;al.l ;f.eg;,ab@lue éa -ladifgue-de.ﬁQ_u On Obtient-= ainsi une
ression de la - 1i :
remp]a,cél(): -y ormule  du. produit, ot |x[g est

SRR e g it

BN . - CHAPITRE 2

my 1w

wiles corps: valués ultramétriques

f|

2.1. VALUATIONS

~ ET VALEURS ABSOLUES ULTRAMETRIQUES

% _ appelons que les valeurs absolues ultramétriques ont
t¢) définies .en 1.6, Au chapitre 1 nous avons étudié des

aluations & valeurs entidres : on considére plus généra~

ement des valuations & valeurs dans R U{ e}, munide

' Pordre et I’addition naturels.

s\iDfpmrTION 20141, — Soit K. un corpsy une application v

de. K dans R {4 oo} est une VALUATION st elle savisfait :

V1 @ pour tout x €K, v(x) = 4 0 <& = 0;

V2, : pour tous x et y € K, v(x) =o(x) +0());

N3, pour tous x et y €K, o(x + )% Inf (2(x), v09))-

RIS

Nous avons rencontré des: exemples de valuation au
chapitre 1, en particulier le corps, des fractions d’un
anneau de valuation discréte est canoniquement muni
' dPune valuation & valeurs enticres. b Y
Ftant donné un corps K muni d’une .valuation,
llithage'»(K") du groupe multiplicatif de K est, d’aprés V2,
“uni Sous-groupe additif 'de R qu'on appelle GROUPE DE
YALUATION. On sait, cf. par exemple exercice 9.1.1, qu'un
solis-grouperadditif de ‘Riest ou bien discret ou bien dense
- {ins Ry On: dit'que' 1a ‘valuation's est DISCRETE!OU DENSE
‘suivant que v(K") est discret ou dense. Tous les exemples
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que nous avons rencontrés sont des valuations discrétes.
Nous verrons des exemples de valuation dense d’abord
dans I’exercice 2.1.7, puis au numéro 2.6.

ProrostrioN 2.1.2. — Soient v une valuation sur le
corps K et a un réel, 0 < a <1, alors la fonction x — |x|
définie par |0| =0 et |x| —a"‘“” pour x # 0 est une
valeur absolue ultmmémque sur K.,

Réciproquement, si [#| est une: ‘valeur absolue ultramétrique
sur K et bunréel, b > 0, la fonction v définie par v(0) = + oo
et v(x) =—bLog|x| pour x # 0 est une valuation.

Vérification 1mméd1ate

l PROPOSITION 2l 3 — Sozt 2 une valuatzon sur le corps K,
alors :

— Pensemble A ={x eK|v(x) > 0} est un sous-anneai uni-
taire de K appelé ANNEAU DE LA lVALUATION vy pour fout
xeK, ou bien xeA ou bun W E.A K est !}z. cafp.r
de fmctw:zs de A;

— Densemble M = {x e K|v(x) > 0} est I’umng idéal

| maximal de A; il est constitué des éléments non inversibles
de A, on i’appdle-mm DE LA VALUATION 7. -

D’aprés V2, 'o(l) =0, donc I eA Si x et yeA
o(xy) = 0 d’aprés V2 et z;(x +3) 30 ‘d’aprés V8, donc
A est un sous-anneau unitaire de K: Si “x € K, ou bien
o(x) > 0, et xcA, ou bien v(x) <0, alors :

v(x~ 1)——v(.a::)>0 v

et xeM, donc xeA. Il est alors clalr que K est:le
corps -des fractions ‘de -A. i ully

. De méme, M est un sous-groupe addmf d’aprés V3,
si xeA et peM, o(w) > o(y) .>U donc, M est un
idéal de A Enfin, si. xeA et a1 ¢A, v(x) > 0. et
—o(x) <0,.donc & &M : Iidéal M constitué des;élé-
ments non 1nvers1b1es de A est- l’umque 1déal maximal
de A (cf. 1:4.8). - T T T LT
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jtitRemarquons que si |x| =" est une valeur absolue
Associée A la valuation o,: A est encore: I'ensenible des
‘aneKtels‘que |#] <1 : on lappelle aussi la BOULE
~unirt de K, tandis que M ={x K] |x| < 1} est aussi
‘appelé BOULE UNITE OUVERTE Ou non c1rconférenc1ée

i ( ) Les. valeurs absolues de K. associéés & une-méme valuation v
sont e’guwalente.f, v définit-donc -uie topologw sur X deux valua-
tions . sont dites - EQUIVALENTES 51 elles. de’ﬁnzssent 1la méme
itopologie.

ki) Deusx-valuations sont e'quwalentes d:la condition nécessaire
tsuffisante. qulelles -soiént proportzonnelles, le coeﬂiczent de pro-
pottionnalité étant positif: '

" (ili) Deux valuations sont équwalentes & la condition néces-
saive“et suffisante: qu'elles définissent le méme anneau de valuation,
oule méme'idéal de valuation.

Toutes ces affirmations ne sont que des reformulatlons
de la*proposition 1.7. 15 compte tenu du « d1ct1onna1re »

O Driwriion ' 2.1.5. — Le corps quotient” AJM: saj)_pelle
‘oonrs RESIDUEL de la valuation v,

corps A’p éléments. '

{79, 81K est un corps de nombre muni de la valuation vy
ssomée 3 'un-idéal premier, anneau de valuation A est
' ‘ahsé By, dé Panneau B des entiers de K, cest-a- dire
us-anneau de K constitué des quotients: x/y o #eB
jpeB — P. Llidéal.de valuation M est l'idéal PBy
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engendré par:P dans By, Le corps résiduel -k = By/PBy
est B/$. Soient-eneffet = la. projection canoniquede
A=B
de ny spesi: B/, il suffit donc de montrer que I'image
de my est k. Or, soit y € B— 9, alors n,( ) est inversible
dans B/, soit z e my(y)™", w(xz—=x[y) =0, donc pour
tout x/y By il existe aeB tel que w(x)y) = n(a).

3. On montrera & titre d’exercice que, pour le corps
des fractions de 'anneau A étudiéia Pexemple. 1 de 1.4,
Panncau de valuation est A, I'idéal de valuation M, le
corps résiduel est le corps K des scalaires, le groupe-de
valuation est Z. On voit ainsi qu’étant-donné un:corps K
on peut construire un:corps muni d’une valuation discréte
ayant un corps résiduel isomorphe: & K. . 1. - e

‘Prorosrrion 2.1.6. —:.Soit K:un corps, muni d’une-valua-
tion discréte v, alors Panneau de valuation A est un anneau de
valuation discréte. AR L Ry '

Compte tenu de la proposition 2.1.3, il suffit de
montrer que A est principal. Soient I' = »(K") le groupe
de valuation et @ > 0 P'unique réel positif tel que I' = aZ.
Soient I un idéal propre de A et ka = Inf{v(x)|x eI},
alors % > 0. De plus, comme T' est discret, il existe i e I

telque (i) = ka; alors 1A CI, maissi x €I, o(x) > o(i),
donc o(xfi) > 0, x/ieA et I <iA. On voit en parti-
culier que M est principal et que ses générateurs sont les
€léments m tels que »(m) = a, : on appelle un générateur
de M une UNFORMISANTE, On voit qu’une uniformisante
estun élément-m e K tel que o(m) > 0 et »(K') = o(m) Z.

Exercraes 2.1.7. — 1. Soit I' un sous-groupe additif de R, mon-
trer que : ' ’ (S
— i O est point d’accumulation de T, T est dense dans R;

— sinon, il existe un unique réel positif a tel que I = aZ,

2. Soit I" un gous-groupe additif de, R.,: on note S(I') 'ensemble
des « suites extraites de I' tendant vers I'infini», c’est-a~dire 'ensemble
des parties dénombrables de I' dont I'intersection avec toute demi-
droite ] 0, Al“est finie, = 7 v [T i ShEE .
«" On ‘appelle’igéries. formelles 4 exposants dans I' et coefficienits

sur k et my-sa. restriction & B, alors' image
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'.ns le corps K, et on note L(I;K); ou L, 'ensemble des applications &
ans K telles que : = . oA ;
B (xR |a(x) £0}eST). . o

;;'e:ut noter @ = gna(x) X® une telle a). .
iy TR0 0 i
(i) Siaet bel,

on note, a -+ b I’éppliéatioig:- définie par
(@ b)(x) = a(x)'+ b(x). Alors a - b el, et L est un groupe pour
it Ton, - 0 - - R e T |
W) Siaet bely pour tout: € R; 1a somnie V+§;é<;(éyﬁ) I.J(z) a
. s P ‘13 Loqn . r
t resque toud’ nuls,  On: xiote ab; Vapplication nie pa
x) e;mwﬁn aq( ) b(#). Alors ab €L, L est un anneat.
2L, Fi% 0, on pose o(f) = Inf(x €R | a(s) # 0 et
4o 3o est une valuation sur L.
" L jestiun. corps. s X \ WS < _'.
i (v})' Déi?érﬁnlne.r l’ﬁsnncau, 'idéal et le groupe de valuation de 2,
,’ I'Qrps .réﬁi'.ﬁlp el i s i ! '

i

|:i||=§ ]

s
2.2, PROPRIETES METRIQUES

. ‘Soit K un corps muni d’unic valeur absolue ultramé-
{ue; sauf précision contraire nous conviendrons d’asso-
idr A cette valeur absolue la valuation v(x) = — Log |%].
"”"De méme, si K est muni d’une valuation v, nous ,’1{31
_associerons en général la valeur absolue |x|=¢""".
‘Nous, appellerons CORPS VALUE OU CORPS VALUL U_L'i‘RA:
METRIQUE un corps muni d’une valeur absolue u _trzls_.ét
‘Métriqué (ou d’une valuation) : il se trouvera par,
fiéme muni d’une valuation (ou d’une valeur ahsol_ua::),
“Ges données étant reliées soit par une convention explicite
(par ‘exemple pour Q_pﬁ z':(:lc) I= —log, |#|) ou sinon par
la, relation. »(x) = — Log [#]. _ _
%{Lr%lztlgorps(v)alué est\r.'lgonc un espace {nétrlque,: n}gpl
e distance ultramétrique. Nous avons indiqué en. exercice
u §:,“1.6"'c‘{uel'qi.tt:5 propriéfés.des_ espaces ultramétriques
ont, la démonstration est facile : o o
:Soié-,nt}_x,;,-‘y-_ etz tels que d(%,9) #-d(y,2), alors
= Max (d(x, ), d(, %)) g g amseran B




complet; - pour que la série de:terme génbral u, soit convergente,
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'*2: Tout point d’une boule en est'un centre. = ~ !
- 8. Dpux b_oules sont soit disjointes,’ sbi’ﬁ'comjaa.ra;bléiﬁ
(pour linclusion). '~ -

3140 Clest une: simple reformulation dans un cas p‘articulier
de laiproposition 2.2.3. '
frigayaics :

I

Prorosrrion 2.2.1, — D, ' 5 ) it : 4
boule i{'ﬂ une pafﬂz‘f (32 Icla Jois ﬁiﬁ:tgm;t?;m:kmmﬁng% une 8 gnligggdz(lgtrzgétzgu;t ::iobn:;ziﬁmt tel que 4(b, a,) + 0, alors
centsrzlt B; S;, 7) ={x|a'.({:, a) < 1:} la boule fermée de :5.::.;'-Soit' en’ effet 7 = lim d(b, a,), par hypothese. r # 0
@ et de rayon r. Si xeB'(a,r) 1 - f d(b,a;) est une suite convergente). Pour n assez grand,

B (_xa r) < Bf(x, T‘) :I B’(a, ?‘) L ' nky _ 54 ERS 1)< d(b5 aﬁ)s" alors' d(b, af;ll-l-) = d(b> an);

donc B'(a,r) est un ouvert. Dé méme la boule ou- |
verte B(a, 7) est un ensemble fermé, car, si b ¢ B(a, 7)
la boule ouverte B(), r) ne rencontre pas B(a, r).

e
valudtionv et K' un sous-corps dense de K, alors v(K') =»(K").
Soient en effet ¥ e K' et x, une suite de points de K’
ndant;vers: x. : alors . [x,| —|#| # 0; donc la suite
= d(x,,0) est stationnaire et, pour # assez grand,
)= 0().

‘Remarquons que toutes les propriétés indiquées dans

COROLLAIRE 2.2.2. — Un espace ultraméirique’ ést toti:
lement discontinu, : S
En effet tout point a une base de voisinages 2 la fois

ouverts et fermés. ' s i

Rappelons que dans un espace métri . R aragraphe sont spécifiques du cas ultramétrique comme
: i 0 ; ! que une SUITE DE BRSO ) " .
.(].AIJQIHYI est une suite (a,) __tcllc qué, quel qué soil. &0, on st én convaincra aisément en tentant de les traduire,
il existe N(¢) tel que, pour n> N(&) et' m > N, riexem

d(a,, a,) < & Ondit qul’un'.espafcé_’métrique €St COMPLET
si toute suite 'de, Cauchy’ y ést convergente: /'
LRI AT B LRI 5T it pet Idss £

_ Prorosttton 2.2.8. '~ Dans un’espace ultramétrique une
suite (a,) est une' suite de Cauchy d'la condition nécessaire ot
suffisante que” d(a,, a,,,) -0 quand n — oo. . 2

‘Supposons que ' d(a,, a,.,) =0, alors pour tout &> 0,
d(a,, a,.,) < e pour n> N(e). Pour tout k> 1 :

A(@y s yrn) < Max (d(a,, 0y pps)s A(@pars) 8y en))s .

d’oll, par récurrence sur %, “d(a,; a,,,) <t pour ax N
- Oy A SECHIRCRCD STl s Gugn) S € pour ‘a2 Ne
et Is" it et de Cilichy Reviproeé bvidente,.

armi les corps valués que mnous avons étudics, le
'Q 'muni de la valuation p - adique n’est pas complet.
‘effet,' par exemple, un développement de Hensel
a, p” qui n’est pas périodique converge vers un élément

de; Qgrqui n'appartient pas & Q (cf: 1.5, exercice). Par
est complet : en effet, si (g,) est une suite de
iGauchy'dans Q, , il existe R tel que, pour tout z, |a,| < R.
Laiboule B'(0,:R) qui est homéomorphe & Z, est compacte.

Latiiteay a,done un point d’accumulation x dans B’ (0, R);
mheio’est une suite de Cauchy, xest limite de (). On
tierl déduire que Q n’est pas complet : eneffet, d’unc

COROLLAIRE 2.2.4. — S4it K un corps alué ﬁkfdﬁﬁze’fﬁ"qjﬁe

i faut et il suffit que u, >0. - v .
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part, Q #:Q_, car Q  a la puissance:du continu’(cela
résulte de Pexistence et unicité:du ‘développement: de
Hensel), d’autre part, Q n’est pas fermé dans Q , puisqu’il
y est dense, et que Q, # Q. ! e A

ProrositioN 2.3.1. — Soient K un corps valué ultra-
métrique, v la valuation de IX.,« .+ - . L a s
o (1) IU existe un'corps-valué complet K's v' et une infection
isométrique i'de K dans K'stels que i(K) soit dense dins. K"
(ii) Un tel corps K', v" est unique & isomorphisme isométrique
prés; on Pappelle le compLETE de K ‘pour la valuation v.
(iii) Le groupe de valuation et le' dorps résiduel -de K': sont
isomorphes & -ceux de K. o R
Indiquons d’abord le schéma‘de construction d’un
corps valué K', v’ satisfaisant (i) " '
— Pensemble K¥ des suites 3 valeurs dans K a une struc-

ture naturelle d’anneau; e

— P’ensemble C(K) des suites de Cauchy de K est un
sous-anneau de KN; © '

— Pensemble I(K) des suites tendant vers 0 est un idéal

maximal de G(K);

— soient K’ le corps quotient C(K)/I(K) et i "homomor-

phisme de K dans K’ qui & x € K associe la classe i(x)
de’la’ suite constante #, = x, ¢ est une irjéction;
— pour x €K', onpose v'(x) = limu(x,) od (%) ez o'
est une valuation sur K" et, pour a e K, v'(i(a)) = v(a);
— K’ est complet pour la valuation v et i(K) est dense
dans K'. ’ ) '

't Les démonstratioris - des assertions ci-dessus. sont de
simples vérifications., ... - Pl -
Soient K',.v" et satisfaisant: (i), K", o' et j y satis-
faisant aussis Alors: oy !==.a est un isomorphisme. iso-
métrique deiy(K). sur»i(K) 7: «:admet: donc. un:unique
prolongement: continu. & K"/, .on-vérifie: que ce ‘prolonge-
ment est un isomorphisme-algébrique en utilisant la .conti-
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huitéde Paddition et la multiplication dans un corps valué.
4 Enfin, les groupes. de valuation dé' K et K’ sont iso-
morphes (corollaire 2.2.6). Soient A, M et & (resp-. A,
M’ et %) Panneau de valuation, P'idéal de valuation et
16 '¢orps résiduel de K (resp. K). On a M=AnNM,
donc'k = A/M s'injecte canoniquement dahs &' = A'M,
6t cette injection est surjective car toute classe modulo M’
dans A’ est un ouvert (c’est une boule ouverte de rayon 1),
-ﬁd[onc contient un élément de A. .
TR TEs LR G , ;

_0iExerarce 2.3.2. — Soient K un corps, L= K(X) le corps des
\ffactions rationnelles en une indéterminée sur K, P un polynéme
Jrréductible et vp la valuation de L associée & P (cf. exercice 1.7,
19 2), Déterminer 'anneau de valuation, I'idéal de valuation et le

lorsque P = X. En déduire une description du complété dans le
‘casigénéral, v P

Teonditions ;!

(1) K est localement compact; » ‘ .
'-.(i:'g)..-,'a._.graup;\ de valuation est discret et le corps, résiduel. fint,
‘sont, équivalentes. ;| :

g,

' Remarquons d’abord qu’il est nécessaire que K soit
oniiplet pour qu’il soit localement compact : cette hypo-
heése'n’est donc pas restrictive. '

_ D’autre part, K est localement compact si et seulement
< ‘16§’ botiles sont compactes. Enfin, pour que les boules
Aoicnt compactes, il faut et il suffit que 'anneau de valua-
HOnA e soit : en effet, toute boule fermée est homéo-
‘morphe &' A, B o |
. Supposons d’abord que I'=g(K’) ‘est discret ct
(==, A[M-fini. Soient B une partie infinie'de A et’q le
fcardinal'de k, et'soit @ > 0 un générateur de T'. La pat-
{fition" de’ A en ¢ classes modulo M induit une partition
de Blen ¢ parties, dont I'une au moins, soit By, est infinie.
Soit: by € By, .on a donc By = b + M. Supposons qu’on

rps résiduel de vp. Décrire le complété de L pour la valuation vp .

S A A -
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ait:construit une suite &4y, by, :..; b, -dé:points-deux:a
deux distincts de B ayant la propriété suivante .:::

(P) B,=BnN (b + M) est infini et” B; , &B,:"

La partition de &, + M" en ¢ classes modulo. M* +1
induit une partition de B, en ¢ parties.dont 'une au
moins, soit B, ,,, est.infinie. On peut alors choisir :. ..

) bys1 €Byyy

de fagon que b,., # 5,. On a ainst une suite infinie de
points b, deux & deux distincts dans B, satisfaisant la pro-
priété (P) pour 7>1. Or la suite ), est-une suite- de
Cauchy, car b, ,,—b, eM", donc'v(b,;,—b,) 2 na. La
limite b de b, est un point d’accumulation de' B dans A,
donc A est compact. N
Supposons maintenant que % soit infini :.on -peut
trouver dans A une famille infinie B de points deux a
deux distincts modulo M. Alors si b et 4. eB et b b,
9(b—b') =0 : on ne peut donc extraire de B.aucune
suite convergente, et A n’est pas compact. .
De méme, si I' est dense, on peut extraire de I' une
suite décroissante ry, ..., r,, telle*que, par exemple,
r, — 0. Choisissons, pour z> 1, a, € A tel que v(a;) =¥, .
Alors, pour n # m, v(a,—a,) = Max (r,,7,). .On ne
peut donc extraire de (4,). une suite convergente et A
n’est pas compact. ‘ : ‘ .

ExempLE. — On sait que pour un corps de nombres K
muni de la valuation »g associée a-un idéal premier P,
le corps résiduel B/ est fini et le groupe de valuation
est Z. Donc le complété de K pour la valuation oy est
localement compact,

‘Exrraiaes 2.3. — 1, A quelles.conditions le complété de K(X)
pour une valuation vp (cf. exercice 2.3.2) est-il localement:compact ?
2. Soient % un corps;: a et.b deux réels > 0. Soit K = A(X, Y)
le corps des fractions rationnelles 4 deux indéterminées sur %. Spit
P = X4,, X™Y" un polyriéme, on pose 9(P) = Inf{am + bn}, ol
(m, i) parcourt Pensemble des couples tels-que ‘ay, -#°0, si* P'#.0,
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" o(R) = u(P) —2(Q)- N

a) v est une valuation, déterminer I'anneaw et Iidéal de valuation
" ainsi que le corps résiduel. - B

b) Déerire le complété de K. A quelles conditions sur a, beth
" ést-l localement compact ?

Yedro

9.4, RACINES DE L'UNITE

" Nous' étudierons au § 2.6 les extensions algébriques

des corps valués : il sera commode & cet effet de savoir

distinguer les polynémes irréductibles, ce que nous ferons

au § 2.5. Une des formes les plus simples d’équations algé-

briques est celle'des racines n-igmes de P'unité, X" —1 = 0.

Nous, savons déja que, si n = p—1, Péquation :

gl ! Xl =0

5. dans Q,, p— L racines distinctes (cf. exercice 1.1).

iﬁl}u's' généralement : o :

Rk i ) _

315 ProvosrrioN 2.4. 1. — Soit' K un corps valué complet de

caractéristique 0" doiit le corps résiduel kb = A[M est fini, et

soit q le cardinal de &, :alors :

(@) pour tout. a € A el que v(a), =0, la suite a%" converge

" vers ung, racine b(a) de Péquation X' —1=0, &
b(a) —a eM; _

(if) -soit n.un entier,  (n, g) = 1, Péquation . Xt—1=0a

dans K d racines distinctes deux & dewx incongrues modulo. M,

ot d= (n,q—1).

iNous noterons p P'unique nombre premier tel que

#(p)=r > 0. Alors g est une puissance de p car 'image

cjlt: p dans’k est nulle. Lo

b Livme 2.4.2. — 8i acA, a"—~aeM.

- Bn effét, tolit élément de ' satisfait T’équation # ="y,
onc Pimage de a?~-a: dans k. est nulle.
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LeEMME 2.4.8. — Soit u e M, alors :
7)((1 + u)q_ ]-) = Inf (T + I)(u)’ gv(u)).
D’aprés la formule du binéme ;
(I+u)?1—1 =4y ifd -4_.' T TT
Tl ¥ T
Or, (§) = (&=} ¢fi, donc : ' '
o((@) = v(g) —2(i) + o((i=}) > v(g) — 0(3).
Pour 1gigg—1 -v( IR
cistsg—1L, 0 o) —u(@) > v(p) =r. Do
v(U) > v(u) 4=, ' par application " itérée  de " Tifiéeali
qltrgmétriq%ie V3, };l(l;fgapphc atlpf 1térée d i 11 négaht(él

S U T ), ).
Soit donc « EA%M, 'al;:}rs a“u‘i- @& M, mii v
d ca'—a € M, mais M.
donc :-— 1 eM. Soit #; = a®*—1. De mém: f;ou;
K 3
n> i,/ja“ —a™" e M, posons &' = a1 +u,), alors
:Ef :tlu?ﬂ == (1 +.%¢“)c_h_ 1. D’aprés le lemme 2.4.3,
. ,,;1) > Inf (r + o(u,), qu(,)). 'Comme #(s) > 0, il en
1(‘} :utﬁ que o(4,) > + oo, donc ¢ ‘est une suite de
o uchy : elle z: une limite b(a), qui satisfait. visiblement
quation 4(a)* = b(a). De plus, pour tout n :
& = o™ = gnisd. M>
or a4 M est fermé, donc 4 la limite” (@) mod.
o mé, donc iite’ 4. = b(a) mod. M.
tizlnpgr)'fxcuhcr, b(a) ¢ M, "donc b(a) ;ﬁ{O," d’olt Tasser-
S_oient_ maintenant 7 > 1 ‘et x tne racine de .:'
alors nv(x) =0, donc v(x) =0. Soi = I prefsed
nw(x) =0 > =0, Soit = la projection
3‘?‘1}0?1‘1“@- de A sur k, alors m(x)" =1 da.népk.J Cette
Scx. niére équau?n a, dans %, d racines djs't'inctca-ocl —
oit % €« Il'unique racine de I’équation X¢—? ,'=d'1'
appartenant a. o, alors «f =1 (car:le groupe des
racmes (g — 1)-iemes de 1 dans K est isomorphe  :
ok T (g—1) Z),; . -
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i donc. x)=1. Nous avons donc trouvé d racines de

. X*—1=0, deux & deux distinctes modulo M. Soit &
une racine de X" = 1, alors nécessairement x appartient
3 I'une des classes o, soit par exemple o;. S1 X5 %,
soit & = xy(1 4 ), alors ye M et y # 0. Or » est solu-
tion de Péquation (1 + Y)* =1; comme il est non nul,
il satisfait y* 2 @24 . HDyA+() =0, ce qui
est impossible car (}) =n ¢ M, et tous les autres termes
de Péquation sont dans M. D’oli la proposition :

COROLLAIRE 2.4.4. — Soit U le groupe multiplicatif des
Bléments inversibles de- A » o -0 b .
L Pensemble 1+ M des weU. tels que v(u—1)
" un sous<groupe ouvert et ferméde Uz~
L Pensemble T des racines (q— 1)=iémes de 1 est un sous-
— groupe T discret cyclique d’ordre g — 1;

S st produit direct U =T X' (1" M):

>0 est

aasul ensemble 1 -4 M . est ;uue:ﬁ'oﬁlc, _dbhc est ouvert et
fermé. Soit a=1-+uel + M, alors : '

= B gt =lim (1 —u")/(1 +u)el + M.
B e P TRl £ M
T e =14u+ v +uwel +M .,

¢’ést .donc un sous-groupe, de U..Enfin; siia eUt .
alb(a) €1 + M,

donc @ admet une représentation a = b(a)(1 + u). ol

R

R Y e TS s o

E bhﬂ:z)ET et 14uel+ M. Cette 'représentation  est
% Ié_'{_qi_qﬁ'.é'car Tl FM={1} . o

‘ ClorOXLARE 2.4.5. — Si K est @ valuation discrdte, le
groupe multiplicatif K est produit direct G X T X (1 4+ M)
'a"ajf G 'i’{ift 'I¢ gloupe ‘engendré par une uniformisante m ol
LAt shsee e G={m_“|nez.}.}

{iSotentien effet- ix & K, p(xm”@"™) =0, donc '
mét, une représentation % =@M g1 ol 0(x) [u(m) &Z

G
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image dans [X].-On a alors P’ = 4P =B’ C’, donc
P’ = B' (. Or B et C' sont non nuls et A[X] est intégre,
" doné P’ .est non nul. Supposons par exemple que B ¢ A[X],
alors w(B) <0 et beM, alors P' = &P est a coeffi-
" cients dans M, et P’ =0, ce qui est impossible.
Prouvons maintenant le théoréme. Supposons que P
ne soit pas irréductible :.il existe alors B et C unitaires,
tion constants, i ;coefficients dans A, tels que P = BC.
Soient : Y )
1 B i by B X A . b X
etV OX) =6 FaX 4 e X
4 On a bn-i:o =g, : donc, par exemple, ¢ e.M et
by ¢ M. Puis de a,_; = byey + bi¢o. on déduit que
¢; € M. On montre ainsi de proche en proche que ¢ € M
pour i <h—1. Alors a,_,— byt € M, donc b6, € M.

Or..bs¢. M et: C est unitaire, donc "¢, = 1, dou le

et ¢ €U. De plus le produit K =GU est directcar
UnG={1}. . A

Exrreice 2.4.6. — L’équation ¥ = 1 n’a aucune racine autre
que 1 dans Q. e e ' - i

2.5. POLYNOMES IRREDUCTIBLES
Une importante classe de polynémes irréductibles est
décrite par le :
TuEOREME 2.5.1 (CRITERE D’EISENSTEIN). — Sofeiit K
un corps valué, A I'anneau de valuation; M Pidéal maximal de A
et soit P un polynbme unitaire.a. coefficients dans A. :

P(X) = X* o X074 g
Si qpeM pour i =1, . " ot "a”'qé;M.”.,';;\__l,ék.p} bme P
est irréductible dans K[X]. - A
On' appelle Porynémes D’EBENSTEIN les polynémes
satisfaisant & ce critére, . C U

iyn
R MAhQUE.- — Bien que cela ne figure pas explicite-
' ment dans les hypothéses, ce critére ne peut s’.apphqucr

LemME 2.5.2. —Soient B et C deux polynémes unitaires que si K cst’: h_.valua_tion discréte. Eriv,[ effetﬁ:xfste;u;zoi?
dans K[X] tels que P =BC e A[X], alors B et C sont ‘polynémes d’Eisenstein suppose que # : {){ b
dans A[X]. el et trera que cette condition équivaut au fait que K soi

Si ‘B = 25,X* “est un polynéme; notons : i = valuation discréte.

w(B) = Inf z)(b) 4l Exercioes 2.5, — 1. Pour p # 2, le polynéme :
= ).

e _ f X)) = (1 —XR))(1=X) =1+ ... -|-Xf’-1
Il est clair que si.. a.e K, ‘i(aB) = v(a) + w(B)‘ itéductible sur Q, (on pourra examiner P(l + Y)).
Comme B et C sont unitaires, @(B) < 0" et "w(C) <0, . Soit G un groupe noté multiplicativement, on note Go le sous-
soient b et ¢ e K tels que : 8 SRS groupe constitué des #? o x € G. On se propose d’étudier Q' et
v(b) = —w(B) . et v(c) = —w(C)

- - !
9”{3%1 G est produit direct des sous-groupes H, et H,, G? est produit
iln A iy Ny L direct H? x Hj. , , .

de tels scalaires existent car w(B) est borne inférieure d™ufi b) Soient @ =1 4 p?b, b € Z,, montrer que 'équation
nombre fini d’éléments de »(K'). Soient B’ = §B et (14 pX)? =a
C' = ¢C, alors w(B') =w(C') =0, cest-a-dire que B’
et G’ .sont a coefficients .dans A; leurs:coefficients-n’étant
pas tous dans M. Si Qe A[X]; inous noterons: Q: son

b

PR

a élgé’mt;mc danis Q,, (on pqﬁ;‘m's’iﬁﬁfﬁfe{dc lé._ méthode employée
Texercice 1.1). L
) ) IEn déduire que; pour p' 2, Q5/Q7 ~ (Z[pZ)™.
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TratortmE 2.5.8. (Lemme de Hensel). —- Soiain: Kiun
corps valué complet, P € A[X] un polynéme non nul, d = dg P,
Supposons qu’il existe deux polyndmes unitaires g et h dans A[X]
tels que :

P=gh “dgg+dgh<sd a (G =1
Alors il existe G et H dans A[X] tels que :

—_ —_=

G=g H=% dgG=4dgy ¢ P=GH.

Rappelons que P désigne 'image de P dans k[X].

La démonstration de ce théoréme est, assez longue . :
elle consiste & construire deux suites g, et £, , qui convergent
au sens de la convergence simple des coeflicients, et telles
que g,h, —P pour cette méme topologie. =

Lemve 2.5.4. — La foﬁc_tion v-définie sur K[X] :par
v(2a,X*) = Infv(a) est une' valuation sur K[X].: Elle:munit
K[X] d’une topologie pour laquelle le sous-espace K [X], des
polynbmes de degré au plus égal @ n est complet. La topologie
induite sur K[X], est la topologie de la convergence simple des
cogfficients, * A s ot At omacn o di

* Pour montrer que v est une valuation, la seule véri-
fication non ‘triviale concerne la' relation : e
o(PQ) = o(P) + 1(Q);

Remarquons que si P s£ 0, il existe un scalaire ¢ € K
tel que v(aP) = 0. De plus, pour tout P et tout scalaire
aekK, 9(aP) =v(a) + v(P). Il suffit donc de montrer
que V2 est satisfaite pour #(P) = 2(Q)= 0. Or #(P) =0
équivaut & « PeA[X] ét P £ 0 » Doncsi i ..

 uP) =0(Q) =0, P#0 et Q£ 0, -
donc PO #0 et »PQ)Y=0 "
. On peut, aussi rcm‘arguc‘r(.‘_lquc la relation V2 résulte
du lemme 2.5.2. v L
La valuation » se:prolonge . au corps K(X), elle. en

.y U existo-deus polyndmes U et V. tels que
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fait un corps valué, et la topologie indu.ife sur K[X] est
la topologie définie par ». Soit P, une suite de polynémes
de degré au plus 2 convergeant vers un polyn6éme iP :
cela signifie que o(P,—P) > 4co. Si' P =Zg X' et
P, = Xa; X!, cela équivaut encore & : pour i=0,"...,
o(ay, — @) — -+ . Ceci montre que la topologie induite
sur K[X], ést aussi la topologie de la convergence simple
dés' coefficients. Or K[X], est complet pour cette topo-
logie, puisque isomorphe, comme espace vectoriel .topo-
logique, a K"+, _ "

Soient g et k satisfaisant aux hypothéses du théoréme,
en particulier (g %) = 1., Alors, Zk[X] -+ Ak[X] = A[X],
c’est-d-dire qu’il existe i et 7 dans A[X] tels que dgu < dgh,
dgv < dgg, ug -+ oh =1 (identité de Bezout). Nous
choisissons, une fois pour toutes, ucuw et vEv dans
A[X] avec dgu <'dgg et dgv <'dgh, etnous posons :

| p = v(ug + vh—1);

slofs 4> 0 car Pimage de ug 4 oh— 1 dans A[X] est
nulle. .

LemMe 2.5.5 (Continuité de la division euclidienne). —
Soient |- un-polyndme unitaire. & cogfficients dans A et Q € K[X].
L'unique couple q, v de polyndmes satisfaisant Q = ql 1 et
dgr <dgl satisfait de plus & v(q) > v(Q) e o(r) > 2(Q).
81 Q est nul, ¢ et r aussi, et les inégalités sont tnlwlalcs.
Sinon il existe beK tel que 2(bQ) =0, et il suffit de
motrer les inégalités 2(¢) >0 et o(r) >0 '_l'c_)}‘sqpe
5(Q)=0. Or,si9(Q) =0, QeA[X], le polynéme
étant unitaire on voit que Palgorithme de division eucli-
dienne donne pour ¢ et r des coefficients dans A.

5 Levme 2.5, 6. — Soit' Q ‘un polyndme tel que s
dgQ<dgg+ dg h.

o(Ug + VE—Q) 3 &+ 2(Q)




“hy=h e, pour n>1
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PrREUVE. — Soit P, = P—gh, en appliquant le
lemme 2.5.7 4 P;, on obtient deux polynémes U, et V,
tels que :

gV, <dgg ‘dgU; <dgP—dgg v(U)2>v
STV By et o(Upg 4+ Vih—P) > 2v.

Alors g, =g+ Vy et kb =h+U; satisfont les
conditions (1); et (ii)y. h

SUPPOSONS QUE g1, « « +5 &y €t Ryy -+ o, b, satisfassent les
conditions (i), et (ii), pour k< n. Soient P, ., = P—g,h,,
U;,, et V,,, deux polynémes satisfaisant au corol-
laire 2.5.7 pour Q=7P, ., etposons g,.; =g, + Vaas
et h,,,=h, + U,y : alors les conditions (ii),, sont

aveci: -+ p(U) 20(Q), . o(V) = v(Q), ..
deU<dgh - et dgV <dgyg

1 Soient en effet : 1 e l
R=ug+ovi—1, p=0oR) et dgR <dgg- dgh

‘Soient #Q =u'h+ U et vQ=v'g+ V les iden-
tités de division euclidienne de uQ et vQ par k et'g res-
pectivement : alors »(U), »(V), #(u’) et »(2) sont minorés
par (Q). On a : - o

RQ=(u+v)gh+Ug 4+ Vb—Q. -

- Or, dg(Ug+ VA—Q) < dgg+dgh, donc':

e Ug +VE—Q " . RN
est le reste de la division euclidienne de RQ par’ ghi*I1
satisfait donc »(Ug + VA Q) > s(RQ ) ="o(R) +u(Q.}x

GO_ROLLAIREl2.5.:7. — Soit QeK[X], il existe deux
polynbimes U et 'V tels que : vt 1 e s v lds
2(Ug +VE—Q) > v +9(Q)

P —gn+lkﬂ-}-1 = Pﬂ+1_"knvn+1— & Uns1+ Uni1Vaia
. (P»+1_.}‘Y»+1—gU"+1) o

? U (=R Ve + (€ —8) Unis
B . + Upt1 Viasr-
Or, la valuation de chacun des termes de la derniére
1l I- 1 ]

somme est au moins égale & (n -+ 2) v, donc la condi-
tion (i), ., est satisfaite.
rhpe | 2.3 4 '

avee ¢ ol st ey K T ’ i b ,|
dgV.< dgg, dgU-< Max:(dghydgQ—dgg), - o
o(U) 2 0(Q) e “o(V) >0(Q). -
~ Soit en effet’ Q = ggh + Q, Plidentité. de division
euclidienne de Q par gh, soient U, et V; satisfaisant.aux
conclusions du lemme 2.5.6 appliqué..4;Q ; : on.vérifie
que U= U + gk, et V=V, satisfont les conditions
annoncées. o R . | e

1 Prevve pu THEOREME 2.5.3, — Chacune des suites g,
et'h, converge, coefficient par coefficient, vers deux poly-
fémes G et H. On'a dgH < dgP—dgg, dgG=dgg
(car, pour tout n, le terme de plus haut degré de g, a un
coefficient appartenant 2 1 -+ M). On voit de plus, en
appliquant P'inégalité ultramétrique, que (G —g,) = v
et o(H—h,) > nv. Or : |

P GH =P—g,h, + (8, —C) b + (b, —H) G,

dbnt, pourtout n, o(P— GH) > nv, et P = GH.

e S, & EEITE

LemyE 2.5.8. — Soient ) = o(P—gh) et v = Inf (),
il existe deux, suites g, .et h, de polynémes telles que. g, = g,
By ; .
. CIOROLLAIRE 2.5.9. — Soit P e Z,[X], supposons Igu’z_l
existéi @€ ¥y telque P(ay =0 e P'(a) #'0; alors il
ekiste d'eZy; aea, tel que P(a) = 0" (cf. exercice 1.1).

@)y o(P—gyh,) > (nF 1) R
(ii)n U(g,, —gn;l) Z ”V: I)(/l,',_ h»—i)> Inv’( dggn = \dg &
dgh,< dgP—dgg: g i
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Soit-en effet bea.: : .. | NIk
gy =X—b et HX) = (B(X)—PE)/X = 8)

on vérifie que P, g et 4 satisfont les. hypothéses du lemme
de Hensel, alors P =GH ou G(X) = uX + ¢ ct G = g,
donc G(X) =uX-—a) avec acq

GOROLLAIRE 9.5.10. — Sozt P e‘K[X] un. polyndme
irréductible et unitaire tel que P(0) € A, =alors P e A[X].
Soit en effet  P(X) = X"+ a,, 1 X" 4+,
4y € A. Supposons que 9(P) < 0; et soient 7 et j “tels que
(@) > 0 pour kE>i ou k& <j,‘ o(a,) = v(a;) = v(P)y
alors 0 <j<i<n Soient : .

Q=P QX) = BX 4 ..+ by,
alors : '
Q=X+ ...+ X7, ot b A0

. Soient g(X) =X? et A(X) =10, + ... + X', alors
(&) =1, etil existe G et H tels que ‘Q GH, avec
dg G =j, j # 0,n. Donc Q n’est pas 1rréduct1ble, et. i
non plus.

Remarquons que, tant pour le lemme de Hensel que
pour ses corollaires, il est essentiel de supposer K complet.
On trouve en effet aisément des. contre-exemples aux
énoncés ci-dessus si on ne suppose plus, K complet.  Par
exemple, soient p # 2 et Qmum dela topologle p- adiquc
Le polynomc

P(X) = X2+2/PX-—1—~(X—I-1/1)) ( +p2)/2

est .irréductible sur Q car, 1 —|— pﬂ = 2 mod 4, donc
1+ p2 ne peut pas’ étre un’ carré-dans ‘Q, Par contre
P n’est:pas-irréductible sur;Q  puisque: P(0) = 1eZ,
mais P ¢Z,[X] (exercice : montrer « dlrectement » que
1 4 p2. est.un carré:dans Q). . oot

Nous- idisposons donc: “d’un critére - d’1rréduct1b111te
(Eisenstein). et d’un-critére de réductibilité (Hensel) : .é&vi-
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demment, ces deux critéres: ne: sont pas suffisants pour
déterminer, tous les polynémes. irréductibles (cf. en parti-

culier la proposition 2.6.8) : ils sont cependant précieux

pour beaucoup d’applications.

2.6 EXTENSIONS ALGEBRIQUES FINIES
D'UN GORPS ULTRAMETRIQUE

Soient K un corps valué ultramétrlque et L une exten-
sion algébmque finie de K, n = [L : K]. Nous noterons
B la cloture intégrale de A dans L, c’est-a-dire Pensemble
des &léments ‘x € L satisfaisant une équation P(x) =0
ou P est un polyndme unitaire, P e A[X]. On appelle

 aussi B Panneau des ENTIERS de L. Soit & € L, nous note-

rons Ny g (x) (ou N() si aucune confusion n’est & craindre)
le*détermindnt’ de¢ T’endomorphisme du K-espace vecto-
riel L défini par la multiplication par #. Le polyndmie

* caractéristique de cet endomorphisme :

mo e e X 4 (— 1) N(#)

~ est annulé par x. C’est une pulssance du polynéme minimal

de x sur K, on lappelle polynéme normal de x dans L.
11 est équwalent de dire que x est un entier de L ou que
son polynéme normal est & coefficients dans A. On véri-
fiera que A =B N K : on appelle.aussi entiers de K les
éiéments de A. .

ProposttioNn 2.6.1. — Soient K un corps valué ultm-

méirique complet ¢t L une extension algébrique de degré n de K,

la relation :
e e () = 1o (N (e)
de:ﬁnzt Punique valuation w de L pra!ongeant la ﬂaluataan v de K.
~ Remarquons d’abord que w prolonge v : si xek,
N(x)'= &% donc w(x) = (I/n) no(x) = o(%). . .,
~ Nous devons donc montrer que w est une valuat1on,
et que c’est la seule qui prolonge v.
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Lemme 2.6.2, — Soient : ; 1
QeK[X], QX)=X+...4q,
si v(a) >0= Inf 1{ o(a)}, Q. nlest pas irréductible,

I1Si<d~

La démonstration est tout 3 fait analogue 3 celle de

2.5.10.

LemME 2.6.3, — Séz’t w une iél;;fion de L .
. : | L, prol ¢
alors'Bf‘ est contenw dans Panneau deila valuation g}. L
‘Soit en effet x € B, il satisfait une équation :
& alﬁc”‘l + . ta, = 0,‘ a,,e.A:.
Donc :
w(x") = m0(x) > Inf (s(ay) + (n— 1) 10(s), ..., (a,)) .
S : +2 Inf (0, (n — 1) w(x)),
d’olt w(x) > 0. : B

Lemve 2.6.4. — Soient w une valuaii
. — Saient . on prolongeant
xeB ol que x' ¢ B, alors w(x) > 0. PGSR B

Soit en effet P(X) ='X¢ 4 ... +a, le ]3:015’1'1612[18 i

minimal de x sur K, PeA[X] puisque xeB. Si
9(az) = 0, le polynémie réciproque Q(X) = X% P(1/X)
est le polynﬁm'e_.-‘lminjmal de &% et il est & cgeﬂi'cﬁients
dans A. Doncsi %' ¢B, v(a,) > 0. Or P est irréductible
alors #(a) >0 pour i=1,...,d—1 (lemme 2.6. 2),
De P(x) =0 et w(x) > 0 on déduit » e

dw(x) > Inf (v(ay), ..., 2(a)) > 0, d’o w(x) > 0.

CoroLLARE 2.6.5. — Pour foute valuati
6.5, ute' valuation w prolon-
geant v, B est U'anncau de valuation. 11 existe au plus ]
sur L prolongeant v. =~ AR S auen

Soit w prolongeant » : not ns vu ' £
¥ :nous avons vu que B est conte
2 i . nu
dans I'anneau de valuation, et que :

A1 EB = w(x) >0 =at
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n’est pas dans 'anneau de valuation. Or si x €K, x ou
£~ 1eB : soit en effet P(X) =X*+ ... 4 4, le poly-
noéme minimal de x. Si P e A[X], # €B, sinon, a; ¢ A
(corollaire 2.5.10), alors le polynéme réciproque :

Q(X) = a7 XIP(1/X)

est irréductible, unitaire, et - Q(0) =dzteA, donc :
o . QeA[X] et a7 eB.

 Si B’ est Panneau de valuation de w on a donc B = B’
(2.6.3) et [B<(B (2.6.4), dod B =B. Donc
déux valuations w et w' prolongeant z ont méme anneau
de valuation : elles sont équivalentes, donc¢ proportion-
nelles, mais elles coincident sur K, donc elles sont égales.

' . Lemme 2.6.6. — La fonction w(x) = L[no(N(x)) est
une. valuation sur L.

En effet, w(x) = -+ o0 équivaut & N(x) =0, ce qui
~ signifie que la multiplication par x est un endomorphisme
non inversible du K-espace vectoriel L, donc que x = 0.
.. 11 est clair, par définition, que N(ay) = N(x) N(J),
donc w(xy) = w(x) + w(y).

. Reste & prouver 'inégalité triangulaire : elle est triviale
si ¥ ou y est nul. Supposons xy # 0, et, par exemple,
w(y) = w(x). Soit z = y[x, alory :

w(x +y) = w(x) + w(l +/),

il suffit donc de montrer que w(l 4+ y/x)> 0. Or
N(z) = N(»)/N(x) € A, car s(N(9)) > »(N(x)). Soit :

' PX) =X+ ... }a

le: polynéme minimal de z, alors N(z) = + a/® (car le
polynéme normal de z est P*?), Doncsi N(z) € A, a;€ A
Alors,; d’aprés 2.5.10, PeA[X], donc zeB, alors
1Yz eB, N1+ 2) €A, et w(l+2) >0, ‘ce qui
achéve la démonstration,

Y, AMICE I .
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-ReEMarQuES. — 1. Si on suppose K localement compact;
la preuve de I'unicité du prolongement est plus simple:
En effet L n’a qu’une topologie de K-espace vectoriel, or
une valuation prolongeant v munit L. d’une telle topo-
logie : donc deux prolongements w et @' de v sont équi-
valents, et égaux puisqu’ils coincident sur K.

2. 8i on ne suppose pas.que K soit complet, il n’y: a
plus unicité du prolongement : on f’en convaincra par
exemple en relisant le § 1.8.

Nous noterons désormais v 'unique. prolongement de v
a L. Par définition, »(L") < 1/n o(K’). 8i.T' = 9(K") est
discret, T' = 9(L") < 1/nI' entrairie ique I' est un sous-
groupe de »(L’), d’indice fini. Soit ¢ cet indice : ¢|n.

DfrFiniTioN 2.6.7. — Lindice ¢ de v(K") dans o(L")
s appelle INDICE DE RAMIFICATION de L sur K. On appelle
DEGRE RESIDUEL de L sur K le quotient f= nfe. ‘On'dit que
L est TOTALEMENT RAMIFIEE si e=n et NON RAMIFIEE st
e=1

Les extensions totalement ramifiées son; décrites par la:

Prorosrtion 2.6.8. — Soit K un corps ultmme'mque
complet & valuation discréte.

(i) Soit P un polyndme 4’ Eisenstein de K[X], P définit une
extension totalement ramifiée L de K ef une racine x de'P dans 'L
est une uniformisante de L.

(ii) Soient L une extension totalement ramifiée de degré n de K
et x une uniformisante de L, le polyndme normal de a’ans L
est un polyndme d ’Ezsenstezn, et x est de degré n.

Soit @ >0 un générateur de »(K'), »(K") = aZ.
Soient P un polynéme d’Eisenstein et # = dg P. P définit
une extension L de K, [L :K] =n. Soit ¥ une racine
de P dans L, P est le polynéme normal:de:x dans: L;
donc N(#) = (— )" P(0), et v(x) = (1/n) »(P(0)) = d/n,
o(L") = o(K")/ny etv(x) engendre (L"), d’ott 'assértion (i).

Réciproquement, si L est totalement ramifiée de degré #,
soit ¥ une uniformisante, alors v(x) = a/n. Soit :
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le polynéme normal de # dans L, alors P est irréductible,
En effet si L’ = L est le sous-corps de L engendré par x
et n' son degré, n'|n-et o(x) ev(L”) € »(K")/n’, donc
n' =n, P estle polynéme minimaldex. Or |a,| = [N ()1,
donc v(a,) =a. Il en résulte que o(q)>a pour
i=1,...,n—1 (lemme 2.6.2), P est un polynéme
cllelsenstein. -

ExempL. — Soit L Pextension de Q. par les racines
p-1émes de l'unité : L est définie par le polynéme irré-
ductible Q(X) = (X?—1)/(X —1). Or Q(1 +7Y) est
un polynéme d’Eisenstein, donc L est totalement ramifiée
de degré p — 1. Si x est une racine primitive p-i¢éme de 1,
¥ — 1 est.une uniformisante de L et v(x — 1) = 1/p — 1.
" Exwrorcr 2.6.9. — Soit n3 1, L, Dextension de Qq(par les

racines p"-itmes de 1, L, est totalement ramifiée de degré g"~1(p —1).
Siiw est une racine primitive p-iéme de 1, v(x — 1) = I/p"=3(p —1).

ProrosiTioN 2.6.10. — Soient K. un corps valué ultra-
mémgus complet et K une cléture algébvique de K. Il existe sur K
une: unique valuation prolongeant la valuation v de K., soit encore
v ce prolongement. Si x € K et si L. est un sous-corps de K el
guo. xel o [L:K]=n o) =1noNyg(s)). Le

grouj;e de valuation, v(K"), est contenu dans o(K") Q. &
9(K") est discret alors v(K) S v(K ) ® Q

2 11 est clair qu il existe au plus une valuation sur &
prolongeant v : K est réunion d’extensions finies de K,
et sur chaque extens1on finie le prolongement est unique.
Si L’ et L sont deux extensions finies de K telles que
‘L'DLDK, le prolongement de » & L' induit sur L une
valuation. prolongeant v : il induit donc sur L l'unique
valuation prolongeant ». Donc la valeur o(x) introduite
" dans la proposmon ne dépend que de % et non du corps
Lsx choisi. La fonction » ainsi définie sur K est une

=0 L4 5 | perei s s

TICIE

=y

A Ta 2




68 LES NOMBRES P - ADIQUES -

valuation, car si ¥ et y € IN{,v il existe une extension finie L 74
de K contenant # et y, donc v(xp) = v(x) +-0()) - et i

o(x + ) > Inf (o(x), 0())- =
Rappelons que »(K') ® Q = {ar|ac Qetres(K)}. Il
est donc évident que, pour tout x € K :

ox) e T =0(K")©Q.

Supposons maintenant que I' = (K') soit discret.
Alors, pour tout n, il existe un polynéme d’Eisenstein de
degré n : donc il existe un x € K tel que o(x) = afn, ol

a est un générateur positif de I'. Alors v(ﬁ') est un goug-

groupe de R, contenu dans T, et contenant I'/n pour

tout n, donc »(K") = I

COROLLAIRE 2.6.11. — La cléture algébrique de Q , n'est
pas localement compacte.

En effet, son groupe de valuation est Q, qui n’est pas
discret dans R.

ProrosiTioN 2.6.12. — Soient K un corps valué complet
a valuation discréte, L une extension finie de K, n = [L: K].
L'anncau B des entiers de K est un A-module libre de rang n.

Nous noterons & ’ensemble des bases X = (#, . . ., %,)
du K-espace vectoriel L. Si X e et Y e, D(Y/X)
désigne le déterminant de Y sur X : soit Y, = Xa,x,,
D(Y/X) est le déterminant des (a,). Pour X et Y €%,
D(Y/X) e K". Nous noterons A(Y) le A-module engendré
Par 3y, .. 9y Si Yed&, AY)=3A®...0),A
Enfin 4’ désignera I'ensemble des bases dont les éléments
sont des entiers de L, &' = % n B",

LemMe 2.6.13. — Soient X un élément fixé de %,
w =YIn£ 2(D(Y/X)). Si YeB' esttel que v(D(Y|X)) = w,

alors B = A(Y).
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Il est clair que'si Y e #'; A(Y) < B. Supposons que

A(Y) # B et soit 5 eB—A(Y). Alors :

b="byy+ oo b0

ot b, €K, et I'un au moins des b; n’est pas dans A, Si,

par exemple, by ¢ A, soit Y' = (b3, ...; ), alors

Y. e®, et D(YY)=b;, donc :

" D(Y'/X) = D(Y'[¥) DY[X) = b, D(¥/X)
o a(D(Y/X)) < o(D(Y/X))

ceci est impossible si o(D(Y/X)) = w, d’oit le lemme.
Pour prouver la proposition, il suffit de montrer qu’il

existe 'Y e#' qui rende »(D(Y/X)) minimum : comme

#(K") est discret, il suffit de voir que {s(D(¥/X))} o

Y €@ est minoré. Pour Y € K", posons ||Y|| = Max | ,|.

On vérifie aisément que d(Y, Z) = ||Y —Z|| définit une
distance sur K*, pour laquelle application Y — D(Y/X)
est uniformément continue. Or B” est une partie bornée
pour cette distance, ‘donc I'image de &’ est une partie
bornée de K, d’ott.la proposition.

. COROLLAIRE 2.6.14. — Soient K un corps valué complet
a valuation discréte, L une extension finie de X, n = [L : K],
e Pindice de ramification et f = nle le degré résiduel. Le corps
vésiduel | de L est extension algébrique de degré f du corps rési-
duel k. de K. '

. Soient A, M, a (resp. B, M, 4) I'anneau de valuation,
I’idéal.de valuation et une uniformisante de K (resp. L).
On a o(a) = ev(d), M =agA, N =4B, donc :

N¢ = §*B = aB.

11 est clair que ! est un k-espace vectoriel. Comme B
est un A-module libre de rang #, B/aB est un A JaA-module
libre de rang ». Donc BfaB = B/N° = [* ~ %" en tant
que k-espaces vectoriels. Il en résulte que [ =~ BV = .
Or, si un corps / est un espace vectoriel de dimension
finie f'sur k, [ est extension algébrique de degré f de .
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la cloture algébrique de &. Si x € A il existe un polynéme
unitaire P e A[X] tel que P(x) =0, alors P(¥) =0,
et P 0, donc ¥ est algébrique sur & : % est extension
algébrique de %. Soit P ek[X] un polynéme irréductible,
et soit P unitaire, P €P, alors P a une racine dans K
soit. x-et P(¥) = 0, donc. P a une racine dans k. Alors
% est ‘une- ‘extension algebnque de % dans laquelle tout
polynome a coeﬂicmnts dans %k a ine racine : P

Cette propriété est évidemment & lorigine du terme
« degré résiduel ». Lk

CoOROLLAIRE 2.6.15. — Soient K un corps valué complet
localement compact et n-> 1, il existe une extenszon L de K*
non ramifiée et de degré n. ! i

I1 suffit de montrer :qu’il. ex1ste une extensmn L de
degré n dont le corps résiduel est de degré . Si.P est un
polynomc unitaire et P e A[X], supposons que P soit
irréductible, alors P est irréductible : en‘effet si P = GH.
ol G et H sont des polynémes non constants, P GHJ
et G, H sont non. constants car : . :

ng—ng-dgG—l—dgH-dgG—{—dgH
et : dgG<dgG, dgH<dgH, .

donc dgG =dg G et dgH = dg H. Soient L I'exten-
sion de K définie par un tel P, et @ une racine de P dans L
anrs a est racine de l’équatlon de degré n'='dg P'

P(@) = 0 et cette équation est irréductible sur &, donc @
est de degré n sur  et-le degré de / sur % est n. Le corps k
est fini, il suffit done de savoir que si & est fini il existe
un polynﬁmc irréductible de degré n dans %Z[X]. Or, si
q = card %, il existe un corps /, unique 2 isomorphisme
prés, ayant ¢" éléments. En partlcuher il existe un tel /
dans la cléture algébrique de % : c’est alors une extension
algébrique de & de degré », et si b est un générateur du
groupe multiplicatif de ! le polynéme minimal de & sur &
est de degré n (pour les démonstrations des propriétés des
corps finis ‘que nous utilisons, voir, par exemple, [91,
chap. 1). o

2.7. CORPS VALUES COMPLETS ALGEBRIQUEMENT CLOS

+{: Nous avons montré que si K est un corps valué complet,
ga clbture algébrique K est canoniquement munie d’une
structure de corps valué pour laquelle nous connaissons le
corps résiduel, et le groupe de valuation si K est & valua-
tion discréte. Généralement K n’est pas complet (cf. exer-
cice 2.7.4). Soit L le complété de K : nous ne savons
pas si L est ou non algébriquement clos. Le théoréme
suivant nous permet de répondre affirmativement.

Tutoritme 2.7.1 (Lemme de Krasner), — Soient K un
corps valué complet de caractéristique nulle, a un élément algébrique
sur K, @ =ay, 8y, ...,8, les caryugue’s de a sur K. Soit b

algébngue sur K tel gus, j)cmr i =i ;
(b—a) > v(b—a) et [K( ) K] < n,

alors les extensions de K. par a et b coincident.

Rappelons que, si K est une cléture algébrique de K,
les conjugués de @ sont les racines dans K du polyn&me
minimal P de a sur K. Si K est de caractéristique 0, des
¢éléments conjugués sont deux & deux distincts car, P éant
irréductible, P’ # 0, (P,P')'=1. On-a noté K(J) le
plus petit sous-corps de K contenant K et b : son degré
sur K est le degré de 5. Soit' L = K(b), L est une exten-

COROLLAIRE 2:6.16. — Le¢ corps résiduel de la cloture
algébrique d’un corps value’ complet K est la cloture alge’brzque
du corps résiduel de K. |

, Sment K A et M la cloture algébrlque de K son
anneau’et son idéal de valuation. Soient % = A/M etk |
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sion finie de K, c’est donc un corps valué complet. D’autré
part a est algébrique sur L. Soit :

P(X) = (X—a)(X—a) .. (X—a,)
le polynéme minimal de a sur K et Q le polynéme minimal
de a sur L, alors Q|P. Soit s =dg Q, et supposons que
4y, gy « ., 4, soient les conjugués de a sur L (c’est-a-dire
celles parmi les racines de P dans K qui sont racines de Q).
Alors Q(b - Y) est irréductible dans L[Y] et ses racines
dans Ksonty,, ...,», 00t 9y =a,—b., Pour i=1,...,s5

o(9) = 1Js v(Q(b)). Si s> 1, on a donc : :
' o(a,— b) = v(a—b),
ce qui est incompatible avec les hypothéses. Donc s = 1,
et g €L, or nous savons que K(a) est de degré », L de
degré < n, donc L = K(a).

il existe donc un voisinage de P dans E :
V(P) ={QeE[s(Q—P) > M(E)}

. tel que pour Q e V(P), »(D) > n?r.

On appelle parfois ce corollaire « lemme de continuité
des racines » : il signifie en effet que si Q est assez proche
. de P, pour la topologie de la convergence simple des
. coefficients, il existe une racine b de Q « proche » d’une
racine a de P.

COROLLAIRE 2.7.3. — Le complété d’un corps valué algé-
briquement clos de caractéristique O est algébriquement clos.
.. Soient en effet K algébriquement clos, K’ son complété,
- et soit P un polynéme irréductible et unitaire dans K’[X]
Gomme K est dense dans K/, il existe Q unitaire de méme

degré n que P satisfaisant 0(Q —P) > M(P), alors Q
est irréductible sur K’ : il est a fortiori irréductible sur K.
Comme K est algébmquement clos, dgQ=1=dgP,
et K’ est algébnquement clos.
1. On voit que le complété de la cloture algébr:quc d’un
corps valué, complet de caractéristique nulle est algébri-
quement clog : nous noterons G, le complété de la cléture
algébrique de Q,; nous verrons que, dans la théorie des
- fonctions analytiques p - adiques, G, a un réle analogue
- 4,celui de G dans la théorie ‘usuelle. Remarquons que G
 est aussi complété de la cléture algébrlque de Q, pour la
topologlc réelle.

CoROLLAIRE 2.7.2. — Soient K un corps valué complet'
de caractéristique 0, P un polynéme unitatre irréductible dans K[X]
II existe une constante M(P) telle que tout polynome Q, unitaire
de degré n satisfaisant W(Q—P) =2 M(P) soit zrréductzble e‘t
ait une racine dans Iextension de K par P.

Soient 4, ..., a, les racines de P dans K et soit
r = Inf (v (a,——aj)) la borne inférieure étant prise sur
les coup!es i #J. Soient Q unitaire de degrén et by, ..., b,
les racines de Q dans K, comptées avec leur mulnphmté

Posons D = I]Q_(a‘j-—ﬂ(ai—b) ot l<i<g<n et

l<j<n Si z:(D) > nzr, il existe un couple (7, f) tel
que v(ai—b) > r. On peut alors appliquer le:lemme
de Krasner & a =aq, et b =b,, alors K(a,) = K(b,),
donc Q est irréductible et a une racine dans :

K(e) = K[X]/PK[X].

Soit E I’espace des polyndémes unitaires de degré.r,
muni de la topologie induite par » : alors D est une fonc-
tion continue du.couple* (P, Q)e E"‘, car c’est un poly-
néme par rapport aux coefficients'de. P.et Q, Or : ..

D(P,P) =0,

s Eamnc:cns 2 7.4. — 1. On se propose de montrer que la cléture

; a.lgébnquc Q,, de Q, n’est pas compléte. Sou:nt C, le complété de Q_p,
‘¢ un entier tel que (g,p) =1 et ¢ > p, on suppose p#2

o @) . Sment Y, une racine primitive n-itme de 1, u,= Yo,
Sp=uy . - Uy, la 11m1tc dc Sn dans Cp, tp=s—s,. BEva-
luer ‘v(r,):

'b) Montrer que pour ao, vy O Ezp et pour n assez grand en
fonction'de % : .

v(ay + aysp + + o + apsh) = Inf (0(a;) + i0(sy)) < v(a)-
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¢) Soient' L une extension finie de K, ¢ et S Pindice
" de ramification et le degré résiduel de L sur K. Il existe
un sous-corps L’ de L tel que [L':K]=/f, L' non
ramifiée sur K et L totalement ramifiée sur L’ (prendre L'
définie par-un polyndme unitaire P de degré f tel que P
définisse [ sur k). . _
o f) Soient n>1, L une extension de K de degré au
“plus 7, f le degré résiduel de L sur K, et L’ le sous-corps
non ramifié de degré f construit ci-dessus. Soit N, Ien-
semble des extensions non ramifiées de degré au plus » :
. N, est fini; d’aprés d), donc L'eN,: Or chaque L' &N,
n’a qu'un nombre fini d’extensions totalement ramifiées
‘dé degré au plus n, soit T Pensemble des extensions tota-
lement ramifiées de degré au plus n des corps L'eN,,
T est donc fini, et L € T. Donc I'ensemble des extensions
de degré au plus n de K est fini, soient Ly, ..., Ly ces
extensions. 11 existe un sous-corps L de K, de degré fini
sur K, et contenant tous les L, alors tout polynéme de
degré au plus n & coefficients dans K:a une racine dans L.
s} Bxerorces 2.7.6.-— 1, Soient K un corps valué complet localement
Yompact;” {ay; . +iy 8y} = & un systéme de représentants de &
dans A, contenant:0. Montrer: que tout ¥ € K admet un unique
« développement de Hensel » ¢ # = 2 byat, o byESL etaest
une uniformisante fixée de K. LS

9. Soient K un corps de nombres, B ’anneau des entiers de K,
n=[K:Q], P un polynéme irréductible unitaire & coefficients
entiers définissant K.

a) Les facteurs irréductibles de P dans Q,[X] sont deux & deux
distincts. Soit P = P; ... P; la décomposition de P en facteurs irré-
ductibles unitaires de Q,[X], P; € Z,[X].

b) Soient K; 'extension de Q,, par P;, n; = [Ki:Q,l, ¢ lindice
de ramification, f; le degré résicruel, M; Iidéal de valuation de K;.
Le corps K; contient un sous-corps dense isomorphe & K, soit g; un
isomorphisme de K sur ce sous-corps de K;. Alors :

P = g (&(K) N M)
est un-idéal premier de K, ne dépendant que de i (et non du choix

de g), | Bi et. N(P;) = pfi.

¢) La décomposition de pB en produit de puissances d’idéaux
premiers est : . o
- tB=Pr... B

¢) En déduire que si : b :
PX) =by+ +v. + 5pXFeZ,[X], 2(P¥(sp)fil) < v(by).

En u'filisant la formule de Taylor, montrer que P(s) # 0.
d) S’inspirer de I’exemple ci-dessus pouf. énoncer. un. critére idé -
transcendance sur Q, pour les élémenis dejG,. g

¢) Montrer, 4 I'aide du théoréme de Baire, que ap, étant réunion,
dénombrable de fermés d’intérieur vide, n’est pas complet. |

2. Si a€Q,, on pose Py(X) =XP—a, p #2

a) 8i wla—1) =1, P, est irréductible sur Q.

b) 8i vla—1)=v(b—1) =1, il existe un entier k tel que
o(akfb — 1) > 2. .

¢) En déduire Pexistence d’une extension L de Q,, de degré < f*,
telle que, pour tout a € Q,, P, ait une racine dans L.

-
]

COROLLAIRE 2.7.5. — Soient K un corps valué localement
compact de caractéristique nulle et 'n > 1. 1l existe une extension
finie L de K telle que tout polyndme de K[X] de degré au plus n
ait une racine dans L. e S PR

Nous ne donnerons que le schéma’de la démonstration.

a) Toute extension totalement ramifiée de K peut étre
définie par un polynéme d’Eisenstein (2.6.8). o

b) L’ensemble des polynémes d’Eisenstein d’un degré
donné est une partic compacte de ’ensemble des poly-
nomes de ce degré. D'aprés 2.7.2 cet ensemble admet un
recouvrement ouvert' fini Uy, ..., Uy tel que, ‘$i’ Pret
Qe U, ils définissent la ‘méme ‘extension de K.- L’ent
semble des extensions totalement ' ramifiées d'un "degré
donné est fini, o i

¢) Soit I une extension non ramifiée de degré d de K :
il existe P e A[X], unitaire de degré 4, définissant L, et
tel que, si ¢ et b sont deux racines distinctes de P,
o(b—a) =0, par exemple le polyndéme construit dans
la démonstration de 2.6,15,

* d) Soit' P satisfaisant ¢), il suffit, qiie 9(Q—P)"> 0
pour que le polynéme unitaire Q de degré d définisse la
méme extension que P._(voir la démonstration de 2.7.2).
Il n’existe qu'un nombre fini d’extensions non ramifiées
de degré donné. : -

e

e
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-d) ‘Montrer que, en tant que Q ,-espaces, vectoriels ;
K ®q Q,~ K, ®... DKy

En déduire la relation efit o Fafi=n ]

¢) Trouver une condition nécessaire:
I'idéal pB, pour
longement & K. R

J) Le nombre premier p étant fixé, caractériser les polynémes
unitaires irréductibles de Z[X] définissant une extension K de Q
telle que dans K : ey 1
— /B soit puissance d’un idéal premier; - 2t
— pB soit premier;
— 2B soit produit d’idéaux premiers deux

et suffisante, ‘portantisir
que la valuation p - adique admette un unique pro-

CHAPITRE 3

: ’ O
Espaces de Banach ultramétriques
4 deux: distincts,
g) Soit K = Q_('\/ 2). Classifier le.iz nbir;brfes f)fémiérs sﬁi"llar.;t ql_iia’
la valuation p - adique deé Q admet : i -

— un prolongement unique a4 K tel que »(K") = Z; .;_
— un prolongement unique tel que »(K") % Z; '

3.1, ESPACES DE BANACH

Un espace vectoriel E sur le corps valgé }( est muni
d’une NORME ULTRAMETRIQUE, s'il est muni d’une norme
% — |#|, satisfaisant I'inégalité ultramétrique :

|% + ] < Max (|, [2])-

... On dit.que E est un ESPACE DE Banacu sur K, sl est
fom%e;nimﬁ'nme;}!:g de Banach, on 2 les propriétés sui-
faﬂitfﬂ 'I’(:E:'diﬁ;ﬁ?lg ;Iéa;::al;c)m;rgrgc il faut et il suffit que
. 2t.cr§il)§cgfnézmlu:cﬁn§ :Z;fc t':onvcrgentf_:, S sa somme,

— deux prolongements distincts.

3. Solent K un corps complet & valuation discréte, I une extension
de degré n de K, e l'indice de ramification, f e degré résiduel de L,
sur K, A (resp. B) et M (resp. N) I'anneau ét Iidéal de valuation
de K (resp, L). Soient a une uniformisante de L et beB, la
famille (b*af), 0<i <f, 0<j <e¢ est une base du A-module B

& la condition nécessaire et suffisante que I'image b de b dans /= B/N
engendre U'extension [ de k= A/M, | s

I ;n - 3 3
alors |S] sff{‘ax (|%,]), de plus, s'il n’y algTunlst]I
indi = lors = |t |-
1 tel que |u,, | = Max (|u,]), a »
lndl?i:'c Sgit Aql’an'nc:m de valuation de K, toute boule
centrée A Iorigine est un A-module, ou, ce qui est éq1111-
valent, toute boule contenant I'origine est un A-module,

3.1.1. Exemples

i . - de L
- 1.-Soient: Li.ufi corps :valué, K un sous-corps
}nuni de la -valeur absolue induite.:La valeur absolue de L

B e
s S e
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le munit d’une structure d’espace normé ultramétrique
sur K.

9. Dans Pexemple 1, si K est complet et [L : K] fini,
L est un espace de Banach.

3. Soient X un ensemble, K un corps valué, B(X, K)
Pespace des applications bornées de X dans K, muni de
la norme de la convergence uniforme sur X : c’est un
K-espace normé ultramétrique, il est complet si et seu-
lement si K Pest (X .# ol). , , o

4, Si X est un espace topologique, le sous-espace
C(X, K) de B(X, K) constitué des fonctions continues et
bornées est fermé dans B(X, K) : c’est donc un espace de
Banach si K est complet. "

5. Si X.est localement compact, soit Cy(X, K) le sous-
espace de C(X, K) constitué des. fonctions tendant vers
zéro & Pinfini (c'est-3-dire, tendant vers 0 suivant le filtre
des complémentaires'de parties compactes de X); Co(X, K)
est un sous-espace ‘fermé de. C(X, K), donc, si K est
complet, c’est un espace de Banach.

6. Soit T un ensemble; on note g (I); ou 4(I) si aucune
confusion n’est possible, Pespace B(I, K) : c’est I'espace
des familles bornées (b,),c; d’éléments de K, muni de la
norme Sup |4, |. Clest aussi C(I, K) pour la topologie dis-

crete deiiI On note ¢ (), ou ¢(I), Pespace Cy(I, K) défini
par la topologie discréte de I. Clest donc Pensemble. des
familles (¢),c; d’¢léments de K, indexées.dans I, tendant
vers 0 & infini (i.e. tendant vers 0 suivant le filtre des
complémentaires des parties finies de I, ce.que 'on notera
¢, —~0 quand i — ). : :

7. Soit F un espace -de Banach sur K, les espaces
B(X, F), C(X, F), Go(X, F), bp(I) et o(I). définis comme
dans les exemples 3 & 6 sont encore des espaces de Banach.

8. Soit E = K[X] lespace des polynomes & coeffi-
cients dans K, muni de la norme |Xa,X'| = Sup |g].
C’est une norme ultramétrique : si K n’est pas. discret,
E n’est pas complet pour cette norme. Soit en effet (p,), >0
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une ‘suite nonstationnaire de scalaires tendant vers 0, et
soit -Py(X)i=pe + .. + po X" Alors :

I:,Pn-lv-l e Pn' ?" Ipn+1l7

donc P, est une suite de Cauchy, Soit Q e E, Q = ¢, X",
alors, pour que Q = lim P,, il est nécessaire que, pour
tout n, ¢, = p,. Comme la suite (p,) est non stationnaire,
les p, ne sont pas presque tous nuls, donc (P,) n’a pas de
limite dans E. On vérifiera que Pespace E' = K{X} des
séries restreintes A coefficients dans K, constitué des séries
entiéres’ Xa, X" telles que 4, -0, muni de la norme
Sup'|a,|, est un espace de Banach dont E est un sous-
espace -dense. '

9. Dans Pespace ¢ (N) des suites de scalaires tendant
vers 0, notons ¢, la suite e, = (S)pen O &, =1 si
k=n et 0 sinon, et soit ¢ = (¢,) €¢g(N). La séric de
terme général ¢, e, est convergente, car |¢,e,| = le,| = 0.
Soit S, = ¢yey + .. + 66 lasomme partielle de rang k,
alors |¢—S;| = Sup|e,| =0, donc ¢= X 6,6,.

n2>k Conz=

. i 2 0
10. Rappelons, que dans un espace de Banach I une
famille (¢);e; est dite SOMMABLE et de somme S €T si,

quel.que soit € >0, il existe une partie finie J de I telle
que, pour. toute partie finie J' de I telle que Y2l
| 3 ¢ —S|<e On vérifie que Iespace des familles som-

mables d’éléments de F indexées dans I coincide avec
espace ¢x(I) défini en 7, lorsque I est ultramétrique (et
complet). ,.

""'11. Soient B et I deux espaces de Banach sur K,
Pespace L(E, F) des applications linéaires continues de I

dans I' est canoniquement muni de la norme :
la] = Sup |a(s)]. -
o, g men e, oo A0SR
On vérifie que-c’est une norme ultramétrique sur

L(E; F) et que L(E, F) .est complet pour cette norme (il
suffit. d’observer que, si Ey ={xeE||x| < 1}, la norme
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ainsi définie est la restriction & L(E, F) de la norme de
la convergence uniforme sur E,, et que L(E, F) est fermé
dans CG(E,, F)). En particulier, si F =K, DIespace
E' = L(E K) des formes linéaires continues sur E se trouve
ainsi muni d’une structure canonique d’espace de Banach,
On .observera que L(E, F) est complet dés que F Dest,
que E soit complet ou non. En particulier, si K est complet
et si. E; est le complété de I'espace normé E, E; = E, .

DérinirioN 3.1.2. — Soit E un espace de Banach sur K,

on dit quw'une famzlle (64).61 & e’le’ments de E, est une BASE NOR-
MALE de B si tout x:€E admet une unique r_epre’sentatzon
X = me, o x, €K et x —0 quand i —> oo, satis-

S
Saisant [x| = Sup EAR

Nous a.vons montré au n° 9 ci-dessus que la fam111c
(¢,)nex st une base normale de ¢ (N), ou, du moins, noug
avons montré que tout # admet une représentation du type
annoncé, mais nous ne savons pas s’il y a unicité de la
représentation. Cela résulte de la remarque suivante : s
la famille (&) est telle que tout x admette une' représentation
x = Xuxye; et que, pour toute famille de scalaires (%),c; € cK(I),
| Zx,6,| = Sup | x|, alors () est une base normale de E
suffit en effet de montrer Punicité. de la représentatlon
Yx,¢; d’un élément x. Or si Xxe, = g ¢, ¢

0 = X%, —x) ¢, et |0| = Sup | % —#|.

On vérifie plus généralement que Ta ‘famille (edier
de cx(I) définie par e = (§;,);c; est une base normale
de ¢ (I), qu’on appellera la base normale canonique.

ProposiTiON 3.1.3. — Soient E un espace de Banack sur K,
(¢,)1e1 une base normale de E.,

(1) Il existe une unique applzoatwn linéaire continue f de E
dans cx (I} telle que f(e) = e, pour tout iel.

(ii) f est un isomorphisme a"espaces de Banach, ¢ est-d-dire
a la fois un isomorphisme de X-espaces vectoriels et une isométrie.
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- . En effet, une application linéaire continue est unifor-
mément continue. Pour toute partie finie J de I :

f(iz %,6;) =\'E %8

Z x,e4 = (%)ic1, par

continuité uniforme et passage a la 11m1te suivant le filtre
dcs complémentaires de parties finies de I. II suffit de
vérifier que l’applica.tion S ainsi définie est linéaire et
continue, ce qui est trivial, pour avoir prouvé (i).

Soit xeE, x= ine‘, alors- |x| = Sup |x], et
L) ] = (x 4ex| = Sup ||, donc fest une isométrie, Il
reste & montrer que f est surjective, or si ¢ = (¢,),e1 € ¢z (I),
soit x.= 2¢¢; (comme ¢ — 0, la famille ¢, est som-
mable dans E), alors f(x) =¢, d’olla proposition.

‘Nous ‘appellerons isomorphisme canonique de E sur
cK(I) défini par-la base normale (64) I'isomorphisme f
défini en 3.1.3. On pourra vérifier A titre' d’exercice que,
si f est un isomorphisme d’espaces de Banach de E sur
g (1), la famille (f~ (54))451 est une base normale de E :
nous dirons encore que c’cst la basc normalc canoniquc-
ment définie par f.

ct, nécessairement, f) ( Z % i4) =

ExempLE. — Soit E un espace de Banach sur K, et
soit. (64)451 une base normale de E. Le dual E’ = L(E, K)
de E contient en particulier les formes linéaires g,(x) = #,,
ol & = Ex, ¢, est la représentation de x sur la base (g).
Ona |gx)|="1x]<[x| et g(¢) =1, donc |g]|=1.
Soient F un autre espace de Banach et heL(E,F).
Posons #, = h(e), alors |A| < |k, mais, pour :

W ij'af"c e E, |h(x) l =| Zxh(e) | < | x| Sup | &,
donc--|k| = Sup |A]. Soit o Papplication de L(E, F)

dans by(I) qui & £ associe w(h) = &' = (h),c1, C'est une
apphcatlon linéaire et |w(k)| = |%|. De plus  est sur-

jective car si &' = (h);cp € by(I), pour tout x€E, la
série g, (%) A, est convergente, sa somme A(x) est telle que
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()| <Sup | &(¥) k| < Sup ([*| &l |k < | %] |- Liap-
plication x —/A(x) ainsi définic est un élément de L(E, F)
tel que (k) = A'. Nous avons ainsi montré que « est
un isomorphisme d’espaces de Banach de L(E, F) sur by(1).
En particulier, une base normale (¢);cx définit canoni-
quement un isomorphisme de E' = L(E, K) sur b (1),

- Remarquons que si ¢ = () €eg(I), ¢ # 0, il existe
iyeI tel que |¢| = || Donc, si un espace de Banach
a une base normale, sa norme satisfait la condition :

(N) pour tout x € E, il q}éiste aeK tol que |x] = la],

ou, ce qui est équivalent :

(N) pour tout x € E, & # 0, 1l existe b € K tel qué |bx| = 1.

Nous allons montrer que cette condition, nécessaire
pour que.E poss¢de une base normale, est aussi suffisante
lorsque K est. & valuation discrete. :

NotaTtons 3.1.4. — Soient E un espace de B@r}aqi
sur K, A Panneau.de valuation, M I'idéal de. valuation
et k le corps résiduel de K, nous noterons : - :
E,={xeE||x| <1}, E, est un A-module; .

E ={xecE||x| <1}, Ej=ME,. SiK est a valuation

discréte, soit ¢ une uniformisante; alors Eq = aBq ;. .,
E = E,/E;, c’est un k-espace vectoriel, nous noterons J/

3 la fois la projection canonique de E, sur E et celle

de A sur k.

ProposITION 3.1.5. — Soit E un espace de Banach sur K.
Si K est @ valuation diserdte et si B satisfait la condition (N),
alors pour une famille (¢));y 4’ éléments de By les conditions sui-
vantes sont équivalentes : : ;

TEL

(a) (e);cr ost une :'b_a'se normale de E; »
(b) (ple));er et une base du k-espace vectoriel E.
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Remarquons d’abord que, si (¢) est une base normale,
|e;| =1 pour tout 7 : le choix de la famille (¢) dans E,
n’est donc pas une restriction.

Si (¢),e1 satisfait (a), soit ¥ €E et soit x € E, tel

. que p(x) =% On sait que ¥ admet une représenta-

tion Xxe, pour laquelle x —0, donc les p(x) sont

" presque tous nuls, alors p(x) = Zp(x) p(g), donc la

famille p(e,) engendre E. Soit 2g,p(e) = 0 une relation
de dépendance linéaire entre les p(¢;), a, €k. Choisissons
des représentants x; de ¢, de fagon que x, = 0 si =0,
et soit & = Xxe;  alors p(x) =0, donc |x| <1, et
|#| = Sup | %], donc ¢ =0 pour tout i : p(g) est une
base de E. ;

Réciproquement, supposons (b) satisfaite. D’abord,
pour toute famille (x) de scalaires tendant vers 0,
2xe; = Sup |x;]. On peut en effet, quitte a multiplier
par un scalaire, se ramener au cas ol Sup |x|= L
Alors x = X0, €E, et p(x) = 2p(x,) p(g), ot les p(x;)
ne sont pas tous nuls, donc p(x) # 0 et |x| = L.

Soit x € Ey; il existe des scalaires x;; dans A, presque
tous nuls, tels que :

R _ f’(x)= Zp (%) P(‘%)_-

. Posons y, = Zx,¢ et x, = a (x—y,), alors x; €E,.
Supposons qu’on ait construit x = #,, %y, ..., ¥, dans Eg
tels que, pour 1 <j<n : . ‘

_ Xj—1 = G +
olt y; est une combinaison linéaire finie des ¢,
' Dy = 26,
les (%,);cr étant presque tous nuls.
.1l existe une‘famille de scalaires presque tous nuls

dans A, (% u.1)ic1> tels que :

(%) = 2p(% 044) £(8)-

. En posant j,,, = Xy er OD VOIt que :

x»+1: = a—l(xn —J’n) € E0
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On peut donc construire une -suite infinie, (x,) satis-
faisant pour toutj les conditions ci-dessus. Soient alors. :

n=.y1+"'+a” l.yn et 'l—'le. a”.

nz0

) . AT
D’une part, x— z, = a"%,, donc |x—z,| < [a"| et
z, — x. D’autre part : :

|g| < |a[* ov k(i) =Inf{n|x,, # 0},

donc g, —0, soit &' = g, alors :

. §
#—z, =B (T, e, A

1€ET k>n.
donc : |&" —z,| < |a[**1;
alors z, —-4', doit &' =21 On voit que tout x ek,
admet une représentation Xg ¢, ot ¢ —0. En multi-
pliant par un scalaire convenable, on en déduit I'existence
d’une telle représentation pour tout we€[. L'unicité
résulte de ce que |XZg;¢| = Sup |¢|, donc (g) est une
base normale. -

Cororrare 3.1.6. — Tout espace de Banach E sur le
corps valué & valuation discréte X, dont la norme satisfait la
condition (N ) posséde une base normale. Deux bases normales
de B ont méme cardinal. :

En effet E a une base, et deux bases de E ont méme
cardinal.

Nous allons maintenant décrire une méthode générale
pour définir sur un espace vectoriel une norme satisfaisant
la condition (N).

ProrostTioN 3.1.7. — Soit E un .espace vectoriel sur le
corps valué K, alors : : \

(i) pour toute norme x — |x|, ultramétrique sur E, la boule
unité BEq = B satisfait (C) B est un A-module ne contenant

aucun sous-espace vectoriel non nul e¢ E = U kB;
KER
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(ii) s¢ K est & valuation. discréle, soit B une partze de E satis-
Saisant (C), alors |%|5 = Inf{|b||b €K' et b 1x e B}
définit sur E une norme ultramétrique |x|p satisfaisant la

candztwn (N).

L’assert1on (i): est évidente. Smt B une partie de E
satisfaisant (C). Remarquons d’abord que, pour tout x e K,
M(x) = {k e K|kx € B} est.un sous-A-module de K, et

que. |#|g.= ( Sup |k]|)™*. Donc :
| k €M(w)
Jxls=0M@x) =K <« Kr cB<wx=0.

Si beK, M(bx)'=b6"*M(x), donc |bx|y = |b]|x]|s.
De plus M(x +7) 2 M(x) n
métrique, ‘Que K soit ou non'a valuation discréte, ||y
définit une norme ultramétrique sur E, Si K est & valuation
discréte, |K|={|k||keK} n’a que 0 comme point
d’accumulation, donc, si x # 0, T |z €| K|, ce qui
prouve que | |:a sa.tlsfalt (N).

|
_ Cororrame 3.1.8. — Soit L un espace vectoriel sur le
corps valud K, ot soit v — |&| une norms ultramétrique sur E,
By la-boule unité'de E. La norme | x|y, associde & By est égua-
aal’snse a| x|, 8i K est dvaluation disoréte, il existe uns norme ultra-
métrique sur B, équivalente '| x| et satisfaisant la condition (N).

Evident. .

Exerarces 3.1.9. —!1. Soient K & valuation discréte et L une
extension| finie de K munie de la valeur absolue prolongeant celle
de K (K complet). A quelle condition L admet-elle une base nor-
male? Soit B Panneau de valuation de L, que sont les bases normales
de L rclaitwemcnt au A-module B ?

=2 Soqent ‘r'>1.-un-réel, E-un espace de Banach sur le _corps
valué:K. On dira que (¢);er est une base r-normale de E si tout
% & E admet une unique représentation x = Xxe, e K, x,—0,
et Max [x;]| < |x| <rMax |x|. On suppose E séparablc

a) Si K est & valuation discréte, tout espace E admet une base

-normale pour®7 = |a |7, ol a est une uniformisante de K,

©b) SiK esta valuatlon dense, E admet une hase r-normale pour
tout r >< 1.

M(y), d’ouLinégalité ultra-
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3.2. EXEMPLES DE BASES NORMALES

3.2.1. Dimension finie
Soit E un espace de dimension # sur K, dont la norme
satisfait la condition (N). Une base normale de E est aussi
une base du K-espace: vectoriel E. C’est. aussi: une base
du A-module E;. Soit f= (fi,...,f,) €Ef, et soit
¢ = (¢, ...,¢,) unebase normale de E. Soit f = Xa, e,
alors pour que f soit une base normale il faut et il suffit
que la matrice ‘¢ = (a“), qui est’ & coefficients ‘dans A,
soit telle que & = (@,;) soit une matrice inversible a. coef-
ficients dans . Donc le. groupe des automorphismes. de E
transformant bases normales en bases normales (groupc
unitaire) ’identifie au groupe GL,(A) des matrices inyers ’
sibles de M, (A).
On remarque que si B est un sous—A-module de E
la condition (C) de la propos1t1on 3,1.7 est équlvalentq ﬁ,l
B est un sous-A-module de rang n. Cette remarque fournit
une nouvelle démonstration du fait que ’anneau de valua-
tion E d’une, extension finie L d’un corps valué complet K
est un A-module libre de rang » (proposition 2.6.12).
3.2.2, Espaces de fonctions continues , e
Soient X un espace topologique séparé, K: un corps
valué ultramétrique. complet, C(X, K) I'espace des: fonc-
tions continues et‘bornées, muni‘de la norme de la conver-
gence uniforme sur X. Si f est contmue, Sest’ constante
sur les composantes connexes de X, car, pour tout x e K,
JF7(#) est ouvert et fermé. Soit X' le quotient de X pa.r
la relation « x et y sont équivalents §’ils appartiennent:a
la méme composante connexe »,:alors X' est-un espace
totalement discontinu et C(X/, K) '~ C(X, K) ‘+nous sup-
poserons donc désormais que X est totalement discontinu,
Soit .E = C(X, K), alors .E, = C(X, A) est le’ A-
module des fonctions contlnues sur X a valeurs dans:A) .

E; = C(X, M), et E = Ej/E; s’identific & I'espace C(X, k)

Sy = @, 5 Pon T+ -
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des fonctlons continues sur:X et a-valeurs dans %, & étant
muni 'de ‘Ia topologle dlscrete ‘Soient feE et %€k

alors f~1() “est’ une partie 'de X ‘4 'la fois ouverte et
fcrmée, et il existe un recouvrement de X par des par-

ties' ouvertes et fermées (U,) telles que f soit constant
sur chaque Uj. Dong E s’identifie & I'espace des fonctions
de X dans £, localement constantes sur X.

Supposons maintenant que X soit compact, et plus
précisément que X soit un espace métrique compact. Pour
r > 0,/ nous noterons E( ) ‘le sous-espace de I constitué

des feL telles que f soit constante sur toute boule de

rayon 7. Alors E = U E(r). Or chaque espace E(r) est
f :
de dimension finic, et r< ¢ = E(r) 2 E(*) : on en
dédmt'que E est de dimension au plus dénombrable. Donc,
st X est un espace métrique compact totalement discontinu ot K
un corps valué complet d.valuation discréte, Pespace £ = C(X, K)
admet une base normale dénombrable.
Soit par exemple X = Z,

wmpal:t totalement dlscontlnu

PRq)PomTION 3. 2 2.1. — Soit K un corps valué complet
& valuation discrédte, B = O(Z K).. Pour N> 0, on note
h(N). Dentier défini- par ( p"m"‘ < N < "™ et on note fi la

: c’est un espace métrique

Jonction caractéristique de N + p*™ Z, . Alors ( fy)x > o est une

base normale de E.

Soit L, le sous-espace E(p~") de E : E, est de dimen-
sion ", Notons @, la:fonction caractéristique de i + p*Z,,
alors (rp‘ a) pour 0<i <p“ est une base de E,. Nous
allons montrer que ( fN), < N < p* est aussi une base
de.E,. Comme E = U. f,.,,‘ la proposition en découle

g n=0 -
aussitot (on a ici feitiie JSret florsque f est une fonction
caractéristique).

D’abord, il est clair par la définition des f; que, pour
0< N <p fNeE Soit :

+ @GP oo

+ Gyhg, N Pphoy,n

s ma

D
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la représentation de fy sur' la base ¢, de E,. On a
@5 =Jx(i); donc, en partmuhcr, pour Pl N < g,
@5 = x4 Supposons qu’on ait montré que, pour
0< N < Y, fy est une base de E,_, : il suffit alors de
montrer que lc sous—es;aace de E, engendré par les (¢, ,)
pour p'' < i< p est supplémentaire de E,_,. Cette
derniére propriété résulte aisément des rclatio:_:ls : '

ol 2 h-1
Pa—1 = 0<i<s (PHM) X

Soit feE; d’apres la proposlt1on ci-dessus, il existe
une unique suite de scalaires (ay)xso, &0, telle que
f= Dayfy, cette série étant uniformément _convergente.
Remarquons que, pour i <N, fy() =0. Donc, pour

tout entier N :
fN) = 2 afN).

IsasN

On pourra montrer 2 titre d’exercice que :
a, = f(n) —f(r(n))

ol 7(n) est le reste de n dans la division par "™~
Supposons maintenant que le corps K des scalaires
contienne Q. Alors les poiynomes a coeflicients dans Q
définissent des fonctions continues sur Z,. Nous allons
montrer que les polynémes engendrent un sous-espace
dense de E (théoréme de Weierstrass) et, plus précisément,
qu’il existe une base normale de E constituée de polyndmes
(nous ne distinguerons pas les polynémes des fonctions
polynomiales sur Z,, ce qui est licite puisque Q , est un
corps infini). : ;

Prorosrrion 3.2:2.2. — Soit. K un corps valué.complet

d valuation discréte contenant Q. On pose, Q\(X) =1 ¢,

X(X—1) ... X—n+1)

pour n> 1, Q(X) = (3) = D .
La suite (Q,) 5 o est une base normale de E = G(Z,, K).

Remarquons d’abord que, pour N €N, et pour tout
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20, Q,(N)eN, donc |Q,(N)|< 1. OrN estdense
dans Z,, donc |Q,| < 1. Pour simplifier les notations
nous sypposerons que la valeur absolue et la valuation
de K prolongent celles de Q,, et que, par conséquent

o(p) =1 et |p| =

Lemme 3.2.2.8. — Soit n < p*, alors :
o(x —0) 2 b = 0(Q,(x) —Q,() = 1

Nous utiliserons I’identité polynomiale élémentaire :
Qu(X +Y) = 3 Qu(X) Quu(Y)-

Elle se montre par exemple en remarquant que, pour
des valeurs entiéres x et » de X et Y, I’égalité des valeurs
prises par les:deux membres résulte de ce qu’ils sont
coefficient. de 'T*. daps les. polynémes (1 4 T)*+? et
(I4+T) (1 + T)” respectivement. Deux polynémes en
deux variables qui prennent les mémes valeurs sur N2
coincident.

Soient n < p*, x€Z, et y=x+ p*z, 2€Z,, alors:

Qu(3) = Quld) + I Qi 9) Quosl).
Or, pour %> 1, Qk(u) ;%Qk_l(.u— 1), donc :

2(Qu(t 7)) = v(p*2) — (k) > h—v(k).
Si k<n < o(k) <h donc o(Qy(4)) >

le. lemmc oy

, Ilen résulte qu¢, pour zn < p', Q,eE,. Nous allons
montrer que les (Q, ) forment, pour 0 < n < p" une base
de E,,, la proposition en résulte comme dans la démons-
tration précédente.. .Notons g, 1a fonction caractéristique
de: i +p*Z;, on sait:que (g,), 0 < i <p est une base
de E,. Or, pour 0<n<p @ :

Qn ‘= E Qn( ) &>

0 i< ph

1, d’ot

e me
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. effet, f, est défini par les conditions « fi(i) =f f(i) pour
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ot Q,()=0 pour i<n et Q,(n) =1 Doncla

matrice représentant les Q,,, sur les g est triangulaire, ses
termes diagonaux sont égaux a 1 : elle est mvcrsxble, ce

qui ‘prouve la’ proposition.
On a donc montré que toute fonction continue f € E

admet une unique représentauon )

f=3%4,Q,, ot a->0 c [f|=Suple,l|
nz=0

Si keN, Q,(k) =0 pour n >k, on a-donc :
SE)= T a,(3)-

O\n\k

Cela s'exprime encore par le fait que le polynéme

£i(X) = E a, Q“(X) prend les mémes valeurs que f
h

aux enhcra ol 0, ...,k Donc f},, est le polynﬁme d’mter—-
polation ‘de f sur les A “+1 prcrmcrs cnt:ers, et : :

=5 e gn

La formule (I), qui est une formule classique d’inter-
polation « de Newton », peut étre vérifiée aisément. En

i< R et dgf, < k ». Il suffit donc de vérifier que le

polynéme f; = 4yQo + ... + 4Qy, ot @, est donné
par la formulc (1), sat1si'a1t ces conditions.

‘CloroLLAIRE 3.2.2.4. — Soit f une apj;!wamn de N
dans K, alors f est prolongeable en une Jfonction continue g de Z
dans K a la condition nécessaire et suffuante que la suite (a”)
définie par (1) tende vers 0. S’il: en est ainsi, g = Z a,,Q
cette série étant uniformément convergente. ' 3

Supposons' que fsoit la restriction & N d’unc fonc:
tion ¢ eE, alors le développement g = Xa,Q., de gsur
Ja base normale (Q,) est tel que a, -0. De plus a,
satisfait la formule (I) puisque, pour ieN, f(i) = g( )
Réciproquement, soit f définie sur N, supposons que la
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suite.: @, 0, .alors la série.2a, Q , converge vers un ¢lé-
ment g "de E et, pour % €N, g(k) = f(k).

Soit par exemple a € G,, , et soit K le plus petlt sous-
corps complet de G, qui contienne g et Q, : K est a
valuation ' discrate. ‘En’ effet, si K'=Q (a ) o(K™) est
discret- et * K -est :la- fermeturf: de K’ dans G, donc
o(K') = o(K!).. Sou;f définie. sur N par f(n) = a", les
coefficients a,, associés & f sont

= T PG d S a1
0Kign
.. Pour.que -a, —.0, :il faut et il suffit que vfa—1) >0,
alors f est prolongeablé en une fonction continue sur Z,
que nous noterons a” qu1 est somme de la série umfor-
mément convergente a° Eu (a—1)* ().
n

- “Nous allons maintenant montrer que les résultats
cl-dessus, valables pour les .espaces de Banach sur un
corps 4 valuation discréte, peuvent souvent étre étendus
3, des:espaces.sur un icorps quelconque, grace aux pro-
prlétés des produits tensoriels d’espaces de Banach.

3.2.3. Sommes directes .

Soient E et F deux eépaces de Banach sur le méme.
corps valué ‘K. On -munit canoniquement la somme
directe E®F -de la'norme |x + | = Max ( |x| [31)s
% €E, yeF. On vérifie immédiatement que c’est une
norme ultramétnque et que E@I‘ est complet pour
cette norme. ‘

De méme soit (E,);c; une famille, finie ou non,
d’espaces de Banach sur K, on munit leur somme directe
E =@E; dela norme | Zx¢| = Max |%[, ot x €k,

i€T
et les x; .sont presque tous nuIs On vérlﬁe que c’est une

norme., ulﬁr_am.é_tr,lq_ue, sur E. Si.I.n’est pas fini, E n’est
pas complet pour cette norme, Soit E’ le complété de E,
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€I y
complétée des E,.

on' note E' = @E“ et on lappelle’ somme directe

PROI;OSITION 3.2.8.1. — Soit (E,);ey une famzlled %;jgg}ééégi

de Banach sur K, alors @E4 est canoniquement: isomorphe.:d

. 4EI v i

Pespace des familles % = (%,),e1, % €E;, telles que x, — 0,
muni de la norme |x| = Sup |%,|. '

Soient F = Il E; et F, le sous-espace de F constitué

i€L .
des familles bornées (#,). Muni de la norme |x| = Sup | 4],

F, est complet, et I'image canonique de D E, dans F est
0 p g q oA

contenue dans F,. La fermeture dans F, de cette imagt,_;
est I’espace des suites (x;) qui tendent vers 0.

Exerarces 3.2.3. — 1. Soit E'un espace de Banach sur le corps
complet K, satisfaisantla condition (N); E est somme directe complétée
de droites 4 la condition nécessaire et suffisante qu'il ait une base
normale. - o Co b

2, Deux sous-espaces F et G de E sont dits orthogonaux si, pour
tous ¥€F et yG :

|# 42| = Max (|#], [»])-

a) Solent x€E et y,€F; si [x—y| =
(* —»,) K sont orthogonaux.

b) Si K est & valuation discréte, pour tout sous-espace fermé F
de E il existe un sous-espace G tel que E=F@®G. -~ -

8, Soient B = G(Z,, Q,), E,sa boule unité, et B = K[X] N E,
le A-module des polyndmes P e K[X] tels que x €Z, = P(x) €A,
On appelle aussi B le A-module des polynémes & valeurs entiéres.
Soit (P,), = une base du K-espace vectoriel K[X] constituée d’élé-
ments de B. Alors (P,),;> , est une base du A-module B 2 la condition
nécessaire et suffisante que (P), > o soit une base normale de E." 7

il

Inf ¥ —p], Fet

3.3. PRODUITS TENSORIELS ' G

Soient E et F deux espaces -de Banach sur K et
G = E®F., Tout élément z de G admet des représenta~
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Nous noterons- X’ x; ® y; une telle somme : le signe ' indique
que les x,®y; sont presque tous nuls. On pose :

2] = Tnf (Max (|5l ),

oit la borne . inférieure. est prise sur les représentations
2=2X'%0y de z

Prorosirion 3.8.1. — L'application z — |z| dffinit sur
G =E®F une norme ultramétrique.
© On vérifie facilement que |az| = |a||z| pour aeK
et 2e€G, et que |7+ 2| < Max (|z],|#|). Soit :
H = B(E x F, K)

I'espace des formes bilinéaires continues sur E x F, si
heH on pose |k| = Sup (|4(x,)|), pour :

(x',J’) EEo X Fo;

ce qui définit sur H une norme ultramétrique pour

laquelle il est complet. Soit G’ = L/(G, K) lespace des

formes linéaires sur G. Si £ eH, il existe une unique

K eG' telle que h'(x®y) = h(x,y) (par définition du

produit tensoricl G = E®F). Soient :

' 2€G, z=2X'%0y,,

alors : |

|B'(2)] = |2 k(x, 59)] < Max (| h(x;, 3,)1)
- : < [4] Max (%] | 5));

|7 ()] < [4] | ]

Pour montrer que | #| est une norme, il suffit donc de
montrer. que, pour z # 0, il existe el telle que
K (z) # 0, ce qui résultera de 3.3.2. Soient X Iespace
vectoriel libre sur K engendré par E X F, p sa projection
canonique sur G et N=1Kerp. Alors X= ¢ K,,

. : tEBXT
olt K; est un espace de dimension 1 sur K, muni d’un

isomorphisme canonique sur K. Soient, pour ¢ eK,,
lal =g [[ill, ob i=(53), xeE ot yek, e

donc :
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||Z]] = |#| |»|; alors L muni de la norme de somme
directe des. espaces de Banach K, (o1 K est muni de | ;)
est un espace normé ultramétrique, et la norme | z| définie
sur G est |z| =Inf{|Z|} pour Zep~'(z). Les élé-
ments & e H ‘sont en bijection canonique avec les formes
linéaires continueg sur X, nulles sur N, et tout revient a
montrer que, si Z € X est tel que Z ¢ N, il existe une
forme ‘linéaire continue X’ sur X, nulle sur N, et telle
que X'(Z) # 0. Ceci équivaut. & montrer que N est
fermé. Or, pour toute "k eH, soit A" eX' la forme
linéaire continue qui lui est associée, alors Ker A’ est
fermé, et N = hQHKer B’ Dest aussi.

ProrposrrioN 3.3.2. — Soient E et F deus espaces dé
Banach sur K, soient (6);cy une base normale de T et g la
forme linéaire i-dme coordonnde, g(x) = x; si x = 2ix6;, el
soit h; Punigue application linéaire continue de G dans ¥ telle
que hi(x® ) = gi(x) ». :

(i) Lapplication linéaire i de E®F dans F* dfinic
par K(2) = (h(2))ier est un isomorphisme isoméirique de
G =E®F sur un sous-espace dense de cy(I). .

(ii) Soit E®F = G le complété de G, tout z € G admet

une umique représentation :

1= %¢®y, o yeF, 3—->0 o | 2| = Max | .
iel i

Soit #z= X'x,®y, une représentation de z pour
chaque j, g(x,) =0, donc A(z) = X' g(x,)y; =0, et
K (z) € ¢p(I). Nous avons remarqué plus haut que, s
z # 0, il existe une forme linéaire continue sur G telle
que 4(z) # 0 :on en déduit aisément que A’ est injective.
Deplus |£'(2)| = Sup | 4(5)| <|#| Sup | 4| = |z|. Donc
h' admet un unique prolongement linéaire continu au
complété G de G. Soit v P'application de ¢y(I) dans' G
qui & (f;) associe Xe®f; = v((fi)ier) : v est une applicas
tion linéaire continue, et |2|< 1. Pour zeG, v(h'(2)) = 2
On en déduit que %’ est un isomorphisme isométrique
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de G sur ¢ (I), d’ont assertion (i). Le (ii) se déduit tri-
vialement de (i). ‘

CoroLLAIRE 3. 3.3, — Soient E un espace de Banach sur K,
L un corps valué complet contenant KX, F =E®L, F.a une
structure_naturelle, de¢ L-espace de Banach; .alors, si (), est
une:base normale de B, c’est aussi une. base normale du L-espace
vectoriel F.

La structure naturelle de L-espace vectoriel sur E® L,
définie par I(x® /") = x®[l', se prolonge par continuité
a F. L’isomorphisme 4" de F sur ¢, (I) est L-linéaire, et
F~e) =¢®1 =¢, (¢) est une base normale du
L-espace de Banach F.

3.4. EXEMPLES DE' PRODUITS TENSORIELS QOMPLETES

Les .deux sortes d’exemples que nous considérerons
concernent des espaces fonctionnels.

8.4.1. Extension du corps des scalaires

Soient X un espace topologique, K un corps valué
complet, L une extension complete de K, E = C(X, K)
et:F = C(X, L). S8iX est compact, F ~ E®L, Plus pré-
cisément, soit ¢ 'application K-linéaire de E® L. dans F
qui & x®/ associe a(x®/) =.lx, a est une application
linéaire - continue’ de-inorme ' 1. Montrons que si-X est
compact, a(E® L) est dense dans F : il en résulte que a
est-un isomorphisme d’espaces de' Banach de E® L sur F.
Soient f-€ F-et e > 0, il existe une fonction g localement
constante’ sur X telle que: |f—g|<'e. Le compact X
est ainsi recouvert par une famille finie (U,) de- parties
ouvertes et-fermées, telles que'la restriction de g 4 Uj soit
une constante b, Soit'k, la fonction caractéristique de U,
k;‘est continue‘et g=X'bh/, mais heE, et :

g=a(X'h®b) donc geaEOL)

ce qui prouve que 4 est un isomorphisme.
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On en. déduit par exemple que les bases normales
de G(Z,, Q,) construites au § 3.2 sont aussi des bases
normales du K-espace vectoriel G(Z,, K) dés que K est
un corps complet contenant Q, que la valuatlon de K
soit ou‘'non discréte. W

" Exgroice. — Soit K[X] espace des polynﬁmes a coeflicients
dans K, montrer 4 l'aide des.résultats du § 3.3 que le complété
de K[X] pour la norme | $a; X! | = Sup | 2; | admet la famille (X )iz 0
pour base normale (on suppose ici K complet, donner un énoncé
analogue si K n’est plus supposé complet).

3.4.2. Fon_ct_ibn&' continuies de plusieurs variables

Soient X et Y deux espaces compacts, E = C(X, K),
F=CY,K) et G=C(X X Y,K), ou K est un corps
valué complet. Les espaces E, F et G munis de la norme
de la convergence uniforme sur X, Y et X X Y respec-
tivement sont des:espaces de- Banach L’application bili-
néaire b de E X F dans G définie par b(e, f) = ¢f est
de norme 1. Il existe donc une unique application linéaire
continue 4* de E®F dans G telle'que &'(¢®f) = ¢f,
et |6"] = 1. Notons encore &":le prolongement continu

de o' & E®F, alors b est un isomorphisme d’espaces de
Banach. Comme dans I’exemple précédent la seule vérifi-
cation non triviale :concerne - la densité de - 5'(E® F)
dans G. Soient donc geG et >0 : il existe une
fonction % localement constante sur..X X Y telle que
|g —Fk| < e. Les ouverts de la forme U X V, ot U est
un ouvert de X et V un ouvert de Y, forment une base
de la topologie de X X Y. Il existe donc deux familles
finies U, et V, d’ouverts de X et Y respectivement tels
que (U, X.V,) forme un recouvrement, de X xX.Y et
que la restriction de 2 & U, X.V, soit constante. Pour
un tel recouvrement fini U, et V, sont 2 la fois ouverts
et fermés (s'ils sont deux A deux digjoints, .ce que l'on
peut supposer). Soit ¢, (resp. f;) la fonction caractéristique
de U, (resp. V,), alors ¢, €E, f,eF et h = b'(Xb,e,®f,),
donc %2 e’ (E®F).
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Par exemple, si K est un sur-corps complet de Q ,, les
polynémes de deux variables Q, ,.(%) = (®)(¥ ), ol
(n, m) € N®, constituent une base normale de G(Z2, K).
Peut-on par ce moyen trouver'des bases normales de
C(Z, X Z,,K) si p et ¢ sont des nombres prem1ers ‘et

p#gq?

3.5, ALGEBRES DE BANACH

Parmi les espaces fonctionnels que nous étudierons au
chapitre 4, la plupart sont aussi des algébres.

Dirmvirion 3.5.1, — Une algébre A sur le corps valué K,
munie d’une norme ultmme’mque, est une ALGEBRE NORMEE
(ultramétrique) si, pour tous x et ) dans A, |»| < |x] 2]
G’est une ALGEBRE DE BANACH, si ¢’est un espace complet. On
dit que la norme est MULTIPLICATIVE si, pour lous x et y,
= |#] [7]-

Remarquons qu’une alg&bre de Banach & norme mul-
tiplicative est intégre. Son corps de fractions cst un corps
valué. Le sous-corps K.l est isomorphe & K, et la
norme de A induit sur K la valeur absolue de K le
corps‘des fractions de A est donc un sur-corps valué de K
dont la valeur absolite prolonge celle de K. Sauf mention
contraire, les -algébres considérées ici sont unitaires.

Exemeres. — 1. Les algebres CG(X, K), B(X, K),
Co(X, K) sont des algebres de Banach (cf. 3.1). De méme,
slAeatunc algebre de Banach, B(X, A), (X, A), Cy(X, A)
sont des algébres de Banach. A quelle condiuon, sur
l’espace localement compact X, I'algébre Cy(X, A) est-elle
unitaire ? Si la norme de Pune de ces algébres est multi-
plicative, X est réduit 2 un point.
© 2. Soit A une algebre normée sur K. Il existe sur
P'espace de Banach A’ complété de A une unique structure
d’algébre normée prolongeant celle de A (xy est défini

Y. AMICE 4
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par continuité). Si la.norme:de: A est-multiplicative, il en
est de meéme sur A’ S LE vepay
3, L’anneau K[X] muni de la norme :

| Ze,X!| = Sup |4

est une algébre normée, & norme multiplicative : la. norme
du complété K[X] est donc aussi multiplicative.

4. Soient A une algebre sur K et w une application
de A dans R U {0}, satisfaisant, pour tous x ety dans A
et tout beK :

w(bx) = v(b) + w(x)
wry) > w) +wl)
w(x + ) > Inf (w(*), w(y)).

Soit 7 le réel positif tel que, pour bekK, [b| = 0
alors |x| = @ munit A d’une structure d’algébre
normée. Si de plus w(xy) = w(x) - w(y), la norme est
multiplicative. Réciproquement, si |x| est une norme
d’algébre sur A, w(x) = aLog|x|, o a est choisi de
telle sorte que v(b) = aLog|b| pour b €K, a les pro-
priétés indiquées ci-dessus, w est une valuation si et seu-
lement si la norme est multiplicative.

ExXERCIGE. — Dans une algébre normée A, on dit que le pro-
duit I #; est convergent 8l existe un élément non nul ueA tel
que, ;)%ur tout € > 0, il existe une partie finie J de I ayant la pro-
priété suivante : pour toute partie finie J* de I contenant J :

Jlu— I w|<e
4GJ! N .

Si A est une algébre de Banach ultramétrique ‘3 norr}ne'multipli-
cative, pour que le produit IT # soit convergent, il faut et il suffit que :
, i€1 . o

i) u; #0 pour tout i et )
(gi; |1u,,— lf—> 0 suiv’ant le filtre des complémentaires des parties
finies de I

PROPOSITION 3.5.2. — Soient A et B deux algébres nor-
mées sur K, f un homomorphisme continu de A dans B. Si 'lq
norme de B est multiplicative, | f| < 1. ' :
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En effet, f est une application linéaire continue, soit

‘M= |f| = Sup (|f(#)|/|#|), alors, pour n>1 :
0740

| f(#")] < M]a™ < M«
La norme de B étant multiplicative :
|flam)] = [(fla)"] = | A=)]"
d'olt, pour #> 1, [f(¥)| < M™|x|, et |f(x)| < |x].

. CoroOLLAIRE 3.5.3. — Soient A et B deux algibres a
norme multiplicative sur le corps K, K non discret, et soit f un
isomorphisme: algébrique de A sur B. Si f est continue, ¢’est un
isomorphisme d’algébres normées (i.e. une isométrie).

~: Soient en effet, K et L les corps de fractions de A et B
respectivement, K, et Ly leurs boules unité. Soient x et
y €A, netm deux entiers, alors :

|#]* < o™ = &" e )" Ky = f(#)" ef())" Lo

= [ < [FO)™

On en déduit qu’il existe un réel a > 0 tel que, pour
tout x €A, |f(x)] =|#|° Alors, pour b eK :

|fex)| =[] [ )] = |B]" [=]*

gil existe b e K" tel que |§] # 1, a =1; or K est non
discret, donc il existe un tel 4, et f est une isométrie.

3.5.4. Exemples d’algébres de séries de Laurent

Soit K un corps valué; notons A 1’algébre des « pseudo-

polyndémes », ¢’est-a-dire deg séries formelles f= X g, X"
nEZ
telles que les a, soient presque tous nuls, muni de sa

structure naturelle d’anneau (I'unique structure d’anneau
pour laquelle K[X] est un sous-anneau). Soit m e R, on
pose,'pour ‘feA, f+#0

o(f; m) = Tnf (o(a,) + nm),
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et v(0) = + oo. On vérifie trés’ facilement" que,’ pour m
fixé, f—o(f,m): est une valuation sur A, qui prolonge
celle de K. Elle munit donc A d’une structure d’algébre
normée & norme multiplicative. La norme |f|, de f étant
d’ailleurs :

Iflm = %a% lan| ™

ol, pour b eK
(Logr)/m—Loglbl [o(b), r=1 si m=0.

Notons A,, le complété de A pour la norme | f], : on
sait que c’est une algébre de Banach & norme mu1t1pllcat1ve

ProrosiTioN 3.5.4. — L’algébre A, complétée a’e A pour
la norme | f|,, est I'algébre des séries de Laurent f= Z a, X"
telles que v(a,) + nm — + o quand n — = co.

Il est clair que ensemble B, des séries de Laurent f
telles que v(a,) + nm — -+ est un espace vectoriel
contenant A, et que la norme | |, définie sur B, par

o(fy m) = In.f (a,) + nm) et |f |, = 1™/™ prolonge la
norme | f],, d e A Il-suffit donc de montrer que A est
dense dans B,, et que B, est complet pour que la pro-
position en résulte. La structure ‘d’algébre de B,,, qui n’a
été précisée 2 aucun moment, est définie par le fait que A
est dense dans B,,. Pour montrer cette. derniére assertion,
il suffit de remarquer que si feB,, soit >0, il
existe N tel que, pour # > N, |a,| 7" < e Soit :
g= X a,X"
: lnl <N '
alors geB,, |f—g|<e et f—geA, donc A est
dense.

On peut donner des formules « cxphc1tes » déﬁnwsant

le produit fz de deux éléments f et g de A,, =B,,. Soient

fre E a,X" et g= X b,X" alors, pour tout % €Z,
meEZ
1 faille (a, bi_ ) e €St Sommable, soient ¢, = 5‘_. a, by
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et h= X ¢X¥ alors keB, et fg =k On sait que

KEZ

I'espace ¢z (Z) des familles sommables indexées dans Z est
complet. Soient f et g e A, .alors le produit 4 = fg est
bien donné par les formules précédentes, en partlcuher,
Ia famille (a,5,_,) est sommable : il en est donc de méme
pour fet geB,. Pour keZ, la forme linéaire :

: S=0f) =4
est continue. Donc les coefficients (g,) ci-dessus définis
sont les valeurs g,(fg) pour tous f et g de B,,. Nous mon-
trerons ci-dessous que B, est complet, il en résulte alors
que fgeB,.
* Soit f; une suite de Caucliy dans B, f, = Z By X
€%
Pour chaque 7 €Z, la suite p,( Je) convcrge vers un

élément g, de K. Soit M eR, il existe K(M) tel que,
pour % > K(M), Iilf((l)(a —ank)) > M. Fixons un tel &,

il existe N(M) tel que, pour |z| > N(M), v(a,;) + nm > M.
Alors, pour |[n|.> N(M), v(a,) + nm > M, donc :

f=24a,X"eB,,
neEZ

B,, est complet, et la proposition est démontrée,

Dans les algebres de Banach sur C, on définit un homo-
morphisme continu du groupe additif de A dans le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de A au moyen de
la série exponentielle. Dans le cas ultramétrique, la série
exponentielle ne converge plus sur A tout entier, mais
seulement sur une boule de A:

Nous supposerons désormais que K est de caractéris-
tique 0, p est le nombre premier tel que |p| < 1. Nous
supposerons également que la valeur absolue de K et sa
valuation’ prolongent celles de Q. '

PROPOSITION 3.5.5. — Soit A une algibre de Banach sur
le corps K2Q .

(i) La série dz terme général a”[n! converge dans A. j)our tout
s €A tel que la] < p=t21,
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- (i) La somme de cette série, notée exp (a), définit un homo-
morphisme continu du sous-groupe addztzf e X
G ={acAlla] <p71}

SUr un sous-groupe multiplicatif M de Pensemble des éléments

inversibles de A.

(iii) La série de terme géndral (— 1)** (¢ — 1’)‘"./n converge
lorsque |a— 1| < 1. Sa somme, notée Log_ a, définit un homo-
morphisme continu du sous-groupe multiplicatif :

L={acA|la—1| <1}
sur un sous-groupe additif de A contenant G. . B
(iv) Pour x€G o yeM, yeL e exp (Logy)) =D,
Log (exp x) = x.

(v) Si la norme de A est multiplicative, les séries exp et Log ‘

convergent au point a si et seulement si a € G (resp. a € L).

PreuvE. — Montrons d’abord (v) : (i) et la conver-
gence de la série Log sur L en résultent dans le cas général,

car alors |a"| € |a|”

LeEMME 3.5.6, — Soient :
n >0, n=n0—|—n1p+...l—|—n,,p"

son développement en numération & base p, et :
Sehiffy (n) =g + .. + 1y
la somme des chiffres de ce développement, alors :
v,(nl) = (n— Schifj;,'n)/p — 1.

Notons [#] la partie entitre du réel &, c’est-&-Qire
Pentier défini par [#] < # < 1 + [#]. Parmi les entiers
i=1,...,n il yen a [n/p¥] qui sont divisibles par p".
Il y en a donc [nfp*] — [#[p**"] dont la valuation
p - adique est égale a k. Alors :

nnt) = 3 3,6) = 2 Al —nip D) = T (il

[

- pour n=p" y(al) = e
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[nlff] = Z mt ™,

d’onr le lemme.

La série de terme général a®/n! converge si et seulement
si son terme général tend vers 0, ¢’est-a~dire si et seulement
si w(a"/n!) -+ oo, olt w(x) = — Log |x|/Logp, or :

w(a[n!) = nw(a) — v(n!)
et : Schiff,n < (p — 1) (1 4 [Log »/Log #]),
donc w(a®/n!) - - o lorsque w(a) > 1/p — 1. De plus,

donc pour que :

p—1
w(a"/n!) - + oo

il faut que w(a) > 1/p — 1, ce qui prouve la partie de (v)
concernant I’exponentielle. De méme, pour que :

L w((—1)""1a"n) = w(a"[n) = nw(a) — v(n) > + oo,

il faut et il suffit que w(a) > 0, car v(n) < Log n/Log
et, pour n = p* v(n) = Log n/Log p.

 Pour prouver (ii), il suffit d’observer que P’identité for-
melle exp (X +Y) =exp XexpY (ot exp X = §0 X*/nl)

entraine que l'application 4 —expa définie par cette
série dans son domaine de convergence est un homo-
morphisme .de la structure additive: de A dans sa structure
multiplicative. -Comme G est un sous-groupe, il suffit de
montrer la continuité de exp & l’origine pour prouver que
c’est un homomorphisme continu de G sur un sous-groupe
multiplicatif M de A; M est alors nécessairement contenu
dans I’ensemble des éléments inversibles. Or :

o(nl) < nfp—1,

~ donc : w(a®[n!) = n(w(e) — 1/p—1),
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donc : w(expa—1) > Inf w(a*/n!l) = w(a) —1/p—1.
P nz1l

Ceci prouve la continuité & Porigine, et aussi que
McCL.

Pour prouver (iii), montrons d’abord que L est un
sous-groupe multiplicatif. Si aeL et belL :

gh=1+(a—1)+(b—1) + @—1)(—1),
donc : ab e L.

De méme, pour a4 €L, la séric de terme général
(1 —a)* converge vers un élément b tel que beL et
ab =1 : L est donc un sous groupe. Nous avons vu que
la série Log converge sur L : 'identité formelle :

Log (X +Y) =Log X + Log Y

montre que cela définit un homomorphisme de L dans
le groupe additif de A. La continuité au point a =1
résulte de ce que, pour w(a—1) > 1/p—1:

”Ir>1f1' w((a— 1)*/n) > w(a).

L’image de L par cet homomorphisme contient G
d’apres (iv). Et (iv) résulte des identités formelles classiques.

Exercices 3.5.6. — On conserve les notations de la propo-
sition 3.5.5.

1. Soit @ €A, Dapplication n—>a" de N dans A se prolonge
en une application continue f, de Z, dans A lorsque [a—1]| <.
T’application a—f; de L dans G(Zy, A) est un homomorphisme
continu et injectif de L sur un sous-groupe multiplicatif de C(Z,, A).

2. Soit HC(Z,, A") le groupe des homomorphismes continus
de Z, dans le groupe des éléments inversibles de A, muni de la topo-
logie induite par ‘E = G(Z,, A). Sila norme de A est multiplicative,
a—f, est un isomorphisme de groupes topologiques de L sur
HC(Z,, A™). _ ‘

3. On choisit A = C,, on note alors Z, = HG(Z,, Cyp) (dual
p - adique de Z,). Montrer que le groupe de torsion T de Z, est
réunion d’une famille croissante T, de sous-groupes cycliques finis,
od T, est d’ordre p Le sous-espace vectoriel de E engendré par 'T
est dense dans E.

4, Soient I’ le dual de E, Q, le n-idme polynéme binomial,
Q) = (8). Si peE, onnote p, = u(Q,). Soit a €Cy tel que
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[a—1] <1, calculer w(f;). Soient x €Z,, et 8, € E’ définie par
8.(f) =f(x) si feE. Montrer que X —3§,(X) est, pour x fixé,
un homomorphisme continu de Z; dans L. Pour » = 1 c’est'inverse
de l'application ¢ —f, étudiée en 2,

5. Soit g un homomorphisme continu de Z; dans L (c’est en
particulier un élément de E’); il existe une suite 4,, d’entiers positifs
tels que, pour te€T,, g(¢t) =1t(I)%. Une telle suite 4, est une suite
de Cauchy dans Z,, soit # sa- limite. Alors, pour tout X €Zp,
g(X) = X(1)F = X{(3) ot g =8,

6. A une famille, (¢,)ycz, = ¢ appartenant & ¢g,(Z,) on associe
Pélément d(c) = . E;z ¢,8;. On note D l'image de ¢ p(Zp) par d: on

appelle distributions a support discret les éléments de D. Alors d est
une application linéaire continue, injective, de norme 1, et (8;),¢ z,
est une base normale du sous-espace fermé D de E’. Montrer que
D% FE. ‘»

- 7. Soiti by = exp py by, ...y by, ... une suite d’éléments de G,
tels que b} = b,_,. Pourtout n > 1, b, € T. Onnote B, = p'="Z,
la boule de centre 0 et de rayon "7 dans Q. Pour x €B,, on pose

phi—1 L ISR,
ex(¥) = b5 % alors e,_, est la restriction de ¢, & B,_; et on pose
e(x) = e,(x) pour n + v(x) > 0. On définit ainsi un hormomorphisme
continu ¢ du groupe additif de Q, dans L, prolongeant ’exponentielle.

* Solent ¢ et ¢ deux homomorphismes continus de Q,, dans L dont

les restrictions & Z, coincident; alors, pour tout n 2 1, &’ (™) /e"(p7")
est racine pP-igme de 1. Soient V = Zy/T le quotient de Zj par son
sous-groupe de torsipn ct Q) = HCG(Q,, C}) le groupe des homo-
morphismes continus de Q,, dans Cp. Montrer que V ¢t Q;; sont des
groupes topologiques canoniquement: isomorphes.

e s BT T




CHAPITRE 4
Fonctions analytiques

Dans ce chapltre, K est un corps valué ultramétrlque
complet de caractéristique 0, A son anneau de valuation,
M I'idéal de valuation, f = A/M Soit p la caractéristique
de T, on supposera parfois que v(p) =1 et |p|=p"
on dira alors que valuatlon et valeur absolue sont
normalisées.

4.1. SERIES ENTIERES ET FONCTIONS ANALYTIQUES

Soient f(X) = X a,X" une séric enticre a coefficients
nz=0 ’
dans K et L une extension compléte de K. Pour x €L,

la série numérique Z a, %" converge si et seulement

i |a,||#*| =0. Par deﬁmuon le RAYON DE CONVER-
GENGE R(f) de fest :

R(f) = Sup{reR]||a,| ™ -0},
alors : R(f)™! = lim (|a, '™).

I1 est clair que si x €K, Z a,x" converge pour
|#| < R(f) et diverge pour {x] > R(f) :si Kest.a
valuation discréte cette propriété ne suffit pas a carac-
tériser R( f), c’est pourquoi nous avons donné la définition

ci-dessus (si K est & valuation dense R(f) est caractérisé
par cette propriété). De plus, soit R = R(f), il sera utile
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de distinguer suivant que |a,| R® -0 ou non, ce que
lon ne pcut pas faire a. Paide de Pensemble des x € K
tels que a, " —'0, lorsque R ¢|K' | ——{|x| |# e K*}. Nous
noterons- R( f) 2R sl a, R —

De méme, si a e K et r > 0, ces données déﬁmssent
deux boules B(a, r) et B'(a, 1), qui peuvent coincider (si
r ¢ |K'|). Par définition le DISQUE OUVERT (resp. FERME)
de centre a et de rayon:r, noté D(a,r) (resp. D'(a, 1)),
est un objet abstrait. Pour toute extension L de K, D(a, r)
et D'(a, r) définissent deux boules de L :

B(a, )—{xeL||x——al<r}
et : B'(a,r) ={xeL||x—a| <1}

Par exemple D(a, r) peut étre considéré comme la col-
lection des boules B(a, r) de toutes les extensions L de K.
Alors, par définition, le DISQUE DE CONVERGENCE de la
série entiére f est D’(0, R(f)) ou D(0, R(f)) suivant que
R(f) = R*(f) ou non.

DerFviTION 4.1.1, — Soient a €K et r >0 e soit f
une fonction définie sur la boule fermée B'(a,r) =B’ de K.
La fonction f est dite strictement analytique sur B' 5'il existe une
série entitre f, € K[[X]], dont le disque de convergence contient
D'(0, 1), et telle que, pour x €B', f(x) = X a,(x—a)", ok
f;;( ) — Z a Xn nz=0

nz0
On montre trés facilement les proprletés suivantes :

(i) L’ensemble. des fonctions strictement analyt1qucs

sur B’ est un espace vectoriel, que nous noterons A(B").
(i) Si. feA(B'), f est continue et dérivable sur B,
sa dérivée f' est, pour x eB’
fl(x) = 2 na,(x—a)*"Y, et [ eA(B).
n=0
| -

(iii) Pour tout % > 1, f a une dérivée k-iéme %, et

pour x € B’

£ =B 2D @ ak—ar Y cA®B).
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En particulier %!a, = f%(a).: o s
(iv) Soit fune fonction. définic. au. voisinage de & et
indéfiniment dérivable au’ point .5, rappelons que la série
de Taylor de fau point b est, par définition, la série formelle :

: e () ! ]
FX) = B o0k X
Nous noterons T, 1’app1icaﬁion S=>T,(f) =S

ProrositTioN 4.1.2. — Soit fe A(B'), pour tout b e B’
la série de Taylor f, de f au point b a un disque de conver-
gence D(f,) 2 D'(0, 1), et, pour x €B’ :

Sfx) = Z fO@O)R! (8 — )"
1 nz0 . : :
La preuve de cette proposition repose sur le

LemMmE 4.1.3. — Soient :

feAB(a), T(f)=fi= 2 &X"

nz

et ! M(f,7) = Sup |a,| 1", \
: nz0
alors :

Q) f—>M(f,r) est une norme ultramétrique sur A(B');
(i) pour x €B', | fx)] < M(f7). |

Pour prouver (i) il suffit d’observer que si f e A(B’)
la série f, figurant dans la définition 4.1.1 est nécessai-
rement égale & T,(f), compte tenu de la remarque (iii),
et que T, est linéaire. Alors (ii) est immédiate, car, pour
£ B, 7| < Sup la | r—a)|".

La proposition 4. 1.2 s’en déduit. En effet, pour 2> 0 :

SOOI =1 Z () a6 —a)

< Sup|(}) a,| "~* < r7*Sup |a, | 1™
n 2k =k
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i On en déduit-que R(f;) = r, et -aussi que la famille
e 5= (1) a,(b— a)"7* (x—b)* est sommable. ((n, k) € N*)
pour tout x € B, Alors :
Z a(x —a) =T, = X fOQ)R! (x— )" = f(a).
azo L N k=0

COROLLAIRE 4.1.4. — Soit feA(B'), le disque de
convergence D( f,) de la série de Taplor de f au point b est indé-
pendant de b eB'. . . .

En effet; si. R(f;).> R*, f est prolongeable en une
fonction fe A(B'(b, R)). Pour tout ¢ eB'(a, 1)

~

T(f} = T,(f), donc. R(f)> R+

" Or le disque de convergence de f, est entiérement
‘défini par Pensemble des réels R tels que R(f;) > R*,

""" Dans le plan complexe une méthode habituelle de pro-
longement analytique consiste, étant donné un disque D
et une séric entiére dont le disque de convergence est D,
A prolonger la somme f de cette série & Paide des séries
de Taylor de faux points b e D : cette série f, converge
au moins dans le plus grand disque centré en & contenu
dans D, mais lorsqu’elle converge dans un disque: qui
rencontre le complémentaire de D, sa somme fournit un
prolongement de f hors de D. Le corollaire 4.1.4 montre
que dans le cas ultramétrique cette méthode est inefficace
puisque, pour toute extension L de K, la boule de L
définie par le disque de convergence de f; sera indépen-
dante de b. On'est donc amené & définir autrement le
prolongement analytique.

. DfrFinrrioN 4.1.5. — Soient D une partie infinie bornée
de K, R(D) le sous-anneau du corps K(X) des fractions ration-
nelles & coefficients! dans K constitué des fractions rationnelles sans
péle dans D. On identifie R(D) & son image naturelle dans KP.

On munit R(D) de la structure uniforme de la convergence uni--

forme sur D. Lespace H(D) complété de R(D) pour cette structure

o

S =

R

T
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uniforme est appelé espace des ELEMENTS ANALYTIQUES sur D.

Remarquons ‘que, pour tout point x €D et toute
suite r, e R(D) convergeant vers. ».€ H(D), ‘la suite r,(x)
converge vers une valeur r(#) qui ne .dépend pas du choix
de r,, mais seulement de 7. Les éléments analytiques sont
donc aussi des fonctions sur D; nous considérerons tou-
jours que H(D) est un sous-espace de KP.

D’autre part, dans la plupart des exemples ‘que nous
rencontrerons, la topologie de H(D) sera tout simplement
définie par la norme de la convergence uniforme sur D.
Le lecteur peu familier avec les structures uniformes peut
donc se restreindre aux domaines D tels que, pour 7 e R(D),
Sup|r(x)| = |r|p est fini, '
wED

Nous étudierons plus loin (§ 4.7) cette notion d’élé- -

ment analytique; montrons dés maintenant que c’est une
généralisation bien naturelle de la notion de fonction stric-
tement analytique sur une boule. ‘

L

TuforkmME 4.1.6. — Soient K algébriquement clos,
B' = B'(a, r) une boule fermée de K, r > 0; les espaces H(B')
(muni de la norme de la convergence uniforme sur B') et A(B’)
(muni de la norme M(f, 1)) coincident.

Pour simplifier les notations nous supposerons que
a =0, on se ramene 2 ce cas par translation..

LemmE 4.1.7. — Soient fe A(B'), X a,X" sa série
nzo- "t
de Taylor au point O, et M(f,r) = Sup |a,| 1. 5% T est
infini et 0(K") dense, Sup | f(x)| = M(f, 7).
ew
Supposons d’abord que re|K'|, et soit beK tel
que |[b] =r; posons g(X) = X a,(bX)", alors R(g) > 1%,
. nzo0 ) E
et, pour |x| < 1, g(x) = f(xb) : tout revient dans ce cas
a prouver le lemme pour r = 1. Quitte & multiplier par
un scalaire, on peut encore supposer que :

M(f, 1) = Sup |a,| = 1.
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Il existe un indice 7y tel que |a,|=1 et, pour
n>n,, |a,| <1. Soit alors :

PX)= X X5
- 0

A
o Kk o

on'a M(f—P,1) <1 et M(P,1) = 1. L'image PdeP
dans ¥[X] n’est pas nullé, donc il existe ‘¥ el tel que
P(%) # 0 (on a supposé f infini). Soient x €K, x €4,
alors |P(x)| = 1. Pour untel & :

&) =P@) + (f») —P() avec |P()|=1

et lf(x) —P(x)| < M(f—P, 1) <1, donc |f(»)|=1.

Ceci prouye le lemme pour r =1, donc aussi pour
tout reK' .,

On a supposé que #(K') est dense, donc, pour tout
r>0, il existe une suite croissante 7, —7r telle que
r, € |K'|. Pourtout %, il existe x, e K tel que [#| =1
et |f(x)| = M(f, n). Donc :

oo lim If}(xk) | = lim M(f, n).= M(£;7),

ce qui prouve le lemme.

REMARQUE. — Le lemme 4.1.7 reste vrai si on suppose
seulement #(K") dense, que ¥ soit infini ou non, comme
nous. le:verrons & la fin du § 4.2. , _

Rappelons que nous avons montré que, étant donné

un réel m, espace B, des séries'de Laurent f = ”é}zan X"

telles qﬁe v(a,;)i—],- nm — -~ oo, muni de la norme :

|f| =Sup|a,[" oi mLogp=ro(p)Logr,
%

est complet, que le sous-espace des pseudo-polynomes f
(a, = 0 pour presque tout z) y est dense, et que le pro-
longement continu de la multiplication des pseudo-poly-
némes 2 B, fait de B, une alge¢bre de Banach a norme
multiplicative (3.5.4). Soit BY = B, nK[[X]] le sous-
espace des séries entitres de B,,. Alors Bj, est une sous-
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algebre, et un sous-espace fermé-de.B,, . (B° n p,, 1(0)
et p, est continue, cf. 3.5.4). Avec ces notatmns P

Lemme 4.1.8. — Lapplication T, de A(B') dans K[[X]]
qui @ feA(B") associe sa série de Taylor T,(f) au, point a
est un isomorphisme .d ’espace.r vectoriels normés de A(B') sur B, .
En particulier A(B') est complet, ¢est un sous-anneau de KB
et T, est un isomorphisme d’algébres. de Banach. :

Autremenfp dit : une limite uniforme sur B’ de fonc-
tions analytiques ‘est analytique et le produit de deux
fonctions -analytiques est analytique, la norme M( f, r) est
multiplicative.

Il est clair, ‘par définition de A(B’), que, pour f e A(B’),

T,(f) eBY. De plus T, est linéaire; et, d’aprés la défi-
nition, ( Sir) =Ty f ) donc T, est une: 1sométr1e

T, est surjectlve si- geB , &= E a, X", la fonc-

tion f définie sur B’ par flx) = Z a (x—a) est dans
nz0

A(B), et T, f ) =8 Donc T, est un 1somorphlsme
d’espaces normés : il en résulte que A(B ) est complet.
De plus, la structure d’algébre sur -A(D’), image par T,
de la structure d’algébre de BY,, définie par :

To1(f) Toi(e) = Toi(f),

coincide avec celle induite par K¥ sur le sous-espace - des
fonctions polynomiales, et ce sous-espace est dense dans
A(B'). Donc si f et geA(D’), et quel que soit x € B,
J&(x) = lim f, g,(x), ol f, et g, sont des suites de fonct1ons
polynomiales convergeant vers f et g, donc :

Sa(x) = lim f,(x) g,(x) =f(x) g(x),

la structure d’anneau de A(D') déﬁme par T, est b1en
celle induite par K*?.- :

Losoes 4:1.9. — R(B) < A(BY). C
Soit en effet s eK tel que |[b—a|>r, et so1t
n 2z 1, la formule (formelle) du binéme : * i

N

«H (D): dans
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(XK= = 5 () (X —afb— o)} (2 — )"

montre que la série de Taylor en a de la fonction (x —5)™"
a pour coefficients : -

=(@—)=" G (b —a
donc : |a,| 7" < |a—b|"" (r}|b—al)®

La fonction (x —b)~" est donc dans A(B’) lorsque
|6—a|>r. Or, si ReR(B), Rest somme d’un poly-

néme: et d’une combinaison linéaire finie de (v — 6)~",

ol |b—a|>r, donc R eA(B).

PreuvE DU THEOREME, — Dlaprés 4.1.9 :
R(B) < A(B"),
et, d’aprés 4.1.7, la norme de A(B') induit sur R(B’) la

‘norme de la’convergence uniforme sur B’ (K est algébri-

quement clos, donc son corps résiduel est infini et sa valua-
tion dense)..Comime A(B') est complet, H(B') < A(B"),
mais les polyndmes constituent un sous-espace dense de

A(B), contenu dans R(B'), donc H(B') = A(B’).

U CloROLLAIRE 4.1.10. — Sous les hypothéses du théo-
réme 4.1.6, soient. D un ouvert d6. X, a €D, fe H(D) et
B’ = B(a, ) une ‘boule fermée contenue dans D la restriction
de’f &'B' est strictement analytique sur B'. En partwulzer, fest
indéfiniment dérivable sur D.

i7" "Soit en effet i linjection naturelle de R(D) dans

iR(B') (restrlct1on) Elle est contmue, car :

|i(f I—Suplfl Sup | f(#)]-
w€ED

@:.Elle se prolonge donc en une injection continue de

H(B') = A(B).
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CoROLLAIRE 4.1.11. — Soient D’ = D'(a, r) une boule
Jermée et fe A(D"), si K est algébriquement clos, pour tout
beK tel que |b—a|<r, na:

Sup | PR 7 = |fly = Sup {(5)

n—a|r

On appelle ces relations : INEcavLiTEs DE CAUCHY.

CorovrLAIRE. 4,1.12. — Sous-les hypothéses de.4.1.11 on

suppose en; outre. que T €. K |, alors

| flo = Sup If

] PRINGIPE DU MAXIMUM)

On a en effet prouvé cette relation pour démontrer le

lemme 4.1.7. On peut de méme. prouver un analogue du
lemme de Schwarz.

On dit qu’une fonction f déﬁmc sur K y est une rone-
TION ENTIERE si la restriction de f 4 toute boule fermée
de K est strictement analytique sur cette boule.

CoroLLAIRE 4.1.13. — Si K- est algébriquement clos, une
Jonction entidre bornée sur XK est .constante '-(théoréme 'dc

Liouville).
Gomptc tenu des inégalités de Gauchy, la preuve est

la méme que pour les fonctions analytiques d’une variable
complexe. Si, pour tout x €K, | f(x)] <M, a.lors pour
tout r>0 et tout %> 0, |f‘“ VB! < My, On en
déduit que, pour %> 1, f ®(0) = 0. Remarquons.que,
si le corps résiduel de % est fini et sa valuation discréte,
il existe des fonctions entiéres bornées sur K (cf., exer-
cice 4.6.2). e

Nous indiquons ici deux proprlétés qu1 nous seront
utiles aux chapitres 4 et 5.

LeMME 4.1.14, — Soient - Sy, ..
et dont les images dans [ X] satisfont (Sl, .

s Oy eA[X], unitaires,.
. S) =1, Soit
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g le degré dup.pcom. de S, . . S,,, alor.r, pour tout P e K[X],
satisfaisant dgP < g, .1l exzste une unique représentation :
_Q) P=U,8;+ ... +U,S, avec dg (U) <qg—dg8S,;
(if) de plus M(P, 1) = Max (M(U,, 1)).

Il est évident que (S, ..., S,) =1, d’oir Pexistence

d’une représentation (i) avec :
dg(U;) < dg (P) —dg S, < ¢—dg (8)).

Il est aussi évident que, pour une telle représentation,

‘ona’ M(P, 1) € Max (M(U;; 1)), puisque M(S;, 1) = 1.
, Supposons donc: qu’il existe P pour lequel cette inégalité

soit stricte : on en déduit qu’il existe des U; e A[X] tels

«que les: U,, ne soient pas tous nuls, dg U, <¢—dg§,,

et XU,S; =0, or ceci est impossible, d’ott le lcmme

- COROLLAIRE 4 1.15. — Soient a,, ..., a, eA dont les
,zmages a, dans ¥ sont. deux & deux dzstmctes, S0Tent Ny, ..y M,
des entiers positifs, et Qis ooy Qy des polyndmes umtazres

dans A[X], tels que Q, = (X —a,)%. On note :
i(}i/—{xeA“Q_i(xﬂ:l} e¢ C=ANnAn...

f’;Pour toute. famille (P,) de polyndmes tels que dgP, <m,
on pose Ry ="P,/Q, et R =2XR,. Alors, si le corps rési-

duel ¥ est mﬁm, on a:
Sup{|R(x)] | % € C} = Max (Sup{| Ry(x

NA,.

)1 # e A}

pmSoient Q =Q ... Q. et 8, =Q/[Q,, alors les S,
\satlsfont les . hypotheses du lemme 4.1.14 et, de plus,

‘.Q,est le p.p.c.m.des S,,donc g =m, + ... + n,. Soient
R=7P/Q, dgPi< g, et R = ZP/Q“ donc P — ZPS,.
Comme dgP;, <n =g—dg$S,, on en déduit :

NII(P, 1) = Ma'.x (M(E,, 1)).

On a supposé ¥ infini, donc :
M(P, 1) = Sup {|P(x

Al

%Al
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de méme : s

M(P;, 1) = Sup{|PB(x)| | s €A} -
Or, par définition de Cret A, |Q)| =1 pour

xeC, et |Q,(x)| =1 pour xeA,. Il suffit donc que

%PHH@HWEC}—S%%WxHxGAL

et 1 Sup{|P(x)||xeA}=Sup{|P(x lxeA},

pour que le corollaire en résulte. Or 'image’ dans f de

Pensemble. des i x € A. tels que. |[P(x)] <M(®, 1). est

finie, et 1’1mage de C est infinie, donc il existe: x € G tel

que |P(x)| =M (P 1). Les égalités -relatives .aux P; se
démontrent de la méme fagon, et le corollaire est, démontré

(compte tenu de la remarque, triviale,. suivant laquclle,_

pour toyt x€G :
IR()| < MMRMIMM@NmMHNA}

Exeraioes 4.1.16. — 1. Montrer que l’égahté ‘des normes
M(fir) = Sup [f ()] est fausse si Ja ‘condition « v(K ) dense » n'ést

(B

s

pas sat1sfa1tc

2. Montrer que le lemme 4.1.9 est faux si K n’est pas algehrl-
quement clos.

3. On dit qu'une fonction f& G(Z K) estlocalement analyuquc

sur Z, si, pour tout 4 €Z,, il ex.lstc une boule B’(a, r) non réduite
a {a} telle que la resiriction de f & B'(a, #) y soit strictement analy- -

tique. On note LA(Z,) P'espace des fonctions localcmcnt au.alyuques
sur Zy.

a) 81 Se LA(Zp), S est indéliniment dérivable. On note Je sa
séric de Taylor au point #, alors R(f) = InfR(f,), « €Z,, est
non nul.

b) Soient £ =0 et Ay(Z,) le sous-espace des f & LA(Zy) telles
que R(f)> (4% Apa2 Ay ot LAZ,) = U A(Z,). Pour

0<i<ph onnote By=B(i, "), alors A;,(Zp) = @A{B.;) On
munit Ay(Z,) de la norme | f|; définie par cette décomposition en
somme directe, L'espace des polyndémes est dense dans Ay(Z,) et,
si P est un polynbéme, |P|,z IPI;,.H

g) Soit Q(X) = (¥) le n-l(‘.-mc polynéme binomial, on rappelle
Pidentité :

QUE+Y) = T QuX) Qual?)

Ok n
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i . Montrer que : ;
| Qaln< I[n/IJ"]' [~

" d) Soit f Z b, Q” une fonction continue sur Z,, si :

nz=0

/ fim |b”|1/” <1, feLA(Z,).

4 2 SERIES ‘DE LAURENT

L’étude faxte au § 4.1 nous a montré que, pour étudier
P’anneau A(B’) des fonctions strictement analytiques sur B’,
on pouvait étudier plutdt I’anneau B¢, de leurs séries de
Taylor en un point.

Nous noterons R” la droite achevée :

R u{+oo}u{—oo},

munie de l’ordre, la topolog1e et addition naturels (en
particulier (- o) + (—o0) n’est pas déﬁm)
Soit f(X) = Z a, X" une série formelle a coeflicients
€Z

dﬂnq K, an note Cnnv (f) la partie de R définic par :
— ‘00" (resp. —o0) € Conv (f) siet seulement si a, = 0
pour n <0 (resp. n>0);
— si meR, meConv (f) si et seulement si :
v(a,) +nm - 4o quand |n| > .
On voit donc que R n Conv (f) ={meR|feB,}
(cf 3.5.4).

PROPOSITION 4.9.1, — Pour toute série formelle f, Conv (f)
est un intervalle de R appelé intervalle de comvergence de f,
Conv (f) =R" < feK.

SiT = 2 a, X", nous noterons f*= X 4, X" et

nz=zo

Jo= Z ay X” Il est clair que :

L " anv (f) = Conv (f*) n Conv (f7),
» 4 o0 eConv (f*) e — o eConv (7).
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Or, si m eConv (f*), pour tout m' >m, et tout

> 0, v(a,) + nm’ 2 v(a,) + nm, donc m' € Conv (f*), ce
qu1 montre que Conv (f7) est une demi-droite [m,, + o]
ou Jmy, +]. De méme Conv ( f7) est une demi-droite
[— o0, my] ou [— o0, my[, ce qui prouve la proposition
(remarquons qu’il est fort possible que Conv (f) = 2).

Defrnitions 4.2.2. — Soit I un intervalle de R”', on note
L (D) Pensemble des séries de Laurent fa coqﬁ%wnts dans K
telles que Conv (f) 2 1. .0n pose :

— i foel (resp. —0el) :
n(f, + ) =0, N(f, + ) = Inf{n|a, # 0}
et : o(f, + o) = v(ay)
(resp. n(f, — o) = Sup{n|a, # 0}, N(f,—c0)=0
et o(f, —o0) = 2v(a)); o
— s m eInR :

o(fy m) = Inf ((a,) + nm),
neEZL

a(fym) =If {neZ|oe,) +nm=o(fm)},

et : N(f, m) = Sup{n e Z|v(a,) + nm = v(f, m)}.

Si f#0, toutes les qua'ntitéé o( f,m) ,bn.( fym) et N(f, m)
sont finies pour me Conv (f). De plus, si meI N R,
v(f, m) est la valuation de f dans I’anneau A,,.

ProrosrrioN 4.2.8. — Soient 1 un intervalle non vide:

de R, f=2a,X" et g= 2b, X" deux éléments de LK(I)

alors : ety

(i) pour tout keZ, la famille (a, bk_ wnez 65t :ommable,
sotent ¢, sa somme et h = Zok s

(i) ke Lg(X), et fg =h munit L (1) d’une structure d’an;

neau commutatzf,

(iif) si I N R est non vide, Ly (I) est intdgre et, pour me I N R,

S —o(fym) est une valuatzon sur Lg(I);
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(iv) « pour tous f et g dans L (I) et tout m el
ro s a(fem) =a(fim) + n(gm)
i -‘_ , N(fg, m) = N(fom) + N(g, m).

= ({+}) ou I = ({—o0}), Lg(I) se réduit
2 K[[X]] ou K[[l [X]] et les vérifications sont triviales.

Soitdonc: m € I N'R, alors L (I) est contenu dans A,,,
d’olt (i), et h=fg eA quel que soit meI'nR. Sl,
par exemple, + o0 el "he K[[X]], et finalement :
h =z e Ly(D).

1 Donc, pour tout m el N R, Lg(I) est un sous-anneau

de’A,, dou (i) et ().

Vérifions les relations (iv) relatives, par exemple, &

n(f, m).
 Pour n < n(f, )

et o(a,) + nm > ol f; m)

; ct pour k< rz(g, m)

j v(bk) + km > v(g, m).
2+ De’ plus, comme :
v(a,) +nm —o0 et o(b) +km — o0
g (o(a) + amy = o(fym) + 0

ct: Jnf (o(8) +hm}=olg,m) +
,bﬁ a>0 et 5>0.
i+ Alors, pour & + n < a(f,m) + n(g, m)
v(a,b) + (& + n)m < o(f,m) + v(g, m) + Inf(q, b),
et donc, pour N < n(f, m) + n(g, m) :

v(e) << o(fy m) + v(g, m) = v(fz, m).
i ~Ceci prouve que n(fg, m) = n(f, m) 4- n(g, m). Posons

Ny = n(f, m) + n(g, m), si nous montrons que :

0I(~("Nu) -+ Nom e v(fg, m):
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nous aurons prouvé l'égalité. n( fg, m)-= n(f, m).--n(g, m):
Or, dans la preuve,de la proposition 3.5.4, pour montrer
que v( Sz, m) = v(f, m) + v(g, m) nous avons justement
prouvé que v(an) = o(f,'m) —}— v(g, m) — Nym, d’ot la
proposmon. ‘ :

REMARQUE 4.2.4. — Soit, x e K tel que :

o(x) = m € Conv (f), | B

alors la famille g, " est sommable dans K et sa somme f{(x)
satisfait o(f(x)) > o(f, m). Side plus m et f sont telles que

n(f, m) =N(f, m), cest-a-dire que parmi la famille a, 5"
un seul terme a la valuation v( f, m), alors v(f(x)) = v(f, m)
En particulier, 'soit m e Gonv (f) N R tel que : -

n(fs m) = N(f, m),

alors pour tout x €K fel que ov(x) =m, f(x) #0. On
appelle PENTES EXGEPTIONNELLES pour une séric de Lau-
rent f les réels m € Conv (f) tels que n(f, m) # N(f, m). On
voit que les zéros de la somme de f sont nécessairement
situés sur les « cercles » v(x) =m ou m est une pente
exceptionnelle. :

Exsrarces 4.2.5, — On choisit K = G, et on note :
SX)= X (=11 X%n
nz1 Ve

la série du logarithme, pour x € G, et 2(x) > 0, onnote Log (1 + x)
la somme de cette série au pomt #e v

1. S8i v(x) > 0 et ¢'il existe m. tel que (1 + #)™ =
Log (1 4 x) = 0.
2. Les pentes exceptionnelles de f sont les nombres: :

= 1p-tp—1), k=1

3. Montrer, a Paide des relations (iv) proposition 4.2.3, que le

nombre des zéros du logarithme sur le cercle »(x) = m; est au plug

égal & pPi(p—1).
4. Décrire I'ensemble des zéros du logarithme dans C.
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11 est clair, d’aprés les définitions de n( f, m) et N(f, m),
que, pour m e Conv (f), »(f,m) < N(f,m). De plus :

ProrosiTioN 4.2.6. — Soient f une série de Laurent non
nulle et I = Gonv (f).

(i) Les fonctions n( f, m) et N( f, m) sont non croissantes sur 1.
(ii) Soit mel, alors :

— pour m' €, m' <m et m' assez voisin de m :
n(f, m) = N(f, m') = N(f, m);
H‘J—pourmeI m>m et m' assezvozsmdem:
: n(fym') = N(f, m') = n(f, m).

(iii) n( f, m) et N(f; m) sont continues respectivement @ droite

F‘,d gaucfm sur Lo, -
.+ Nous allons q:uontrer par exemple que la premlére
assertion (ii) est vraic §'il existe m' <m, m'el : la
seconde se démontre de fagon analogue, (i) et (iii) s’en
déduisent trivialement. Nous distinguerons suivant que
meR ou m= -|— o0.

.. Posons N, = N(f, m) : quitte & multiplier f par XN,
ceé que Ion peut faire grice aux relations 4.2.3 (iv), on
peut supposer que N, = 0.

Sim= + w, a, =0 pour » < 0. Soient mye I "R
et N, un entier tel que, pour # > Ny, v(a,) + nmy > v(a,).
Alors, pour m' > m, et n>Ny, v(a,) + nm' > v(a,).
D’autre part pour l<n< Nl, v(a,) + nm' — -+
quand m' - + co. Donc, pour m’ assez grand :

v(a,) + nm' > v(a), pour n>1.
1 Pour un tel m'y n(fym') =N(fim') =0,

Si meR N1, soit encore my <m, my eI et soit Ny
un entier tel que, pour n >Ny, o(a,) + nmy > v(a).
Alors, pour tout m' > my et n > Ny, v(a,) + nm’ > v(a,).
Pour 1 <2< Ny @
v(a,) + nm' —v(a,) + nm > v(ay), lorsque  m' —m.
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polygone de Newton. Ce langage géométrique n’est pas
- négessaire pour I'étude ultérieure des séries de Laurent.
1. fournit cependant un support intuitif pour les fonc-
‘tions o(f, m), n(f, m) et.N(f, m) qui est fort utile dans les
applications. pratiques.

Donc, pour m' assez voisin de m et m' > my :
v(a,) + nm’ > v(a,) pour tout = L.

Or, pour 2 <<0 et m' >m :
v(a,) + nm' > v(a,) + nm > v(ay).
Donc, pour m’' <<m et assez voisin de m :

n(f,m) = N(fim') =0

COROLLAIRE 4-2.7. — Soit J un intervalle compact contenu
dans Conv (f), f# 0, alors Pensemble des pentes exceptionnelles
pour f appartenant & J est fini.

Soit en effet m eI, il résulte de 4.2.6 qu’il existe un
intervalle ouvert contenant m, soit, V, tel que, pour
m'eV NI, m' #m, m ne soit pas exceptlonnelle On
peut recouvrir J par de tels intervalles, en extraire’un
recouvrement fini de cardinal N, alors le nombre de
pentes exceptionnelles appartenant & J est au plus N.f” i

4.3, POLYGONE DE NEWTON
. Smt f 2a,X" une sérle de, Laurent a coeﬂ'ic1ents
dans K, nous appellerons ensemble. représentatif de f dans
(R"")2, et noterons. P(f), Pensemble des points (n, o(a,)).
Etant donné une, droite non verticale d’équation :

Y =aX + 0,

on dit qu’un point (X, Y) est au-dessus (resp. au-dessous)
de"cette droite si Y > aX +b (resp. Y < aX + b).
Soit m un réel, on dit que m est admissible pour f, si,
pour toute droite Dm de pente — m, 'ensemble des points
de P(f) situés au-dessous de D,, est fini. En d’autres
termes, m € R est admissible pour f si et seulement si,
pour tout M eR, o(q,) + nm > M pour presque tout ,
c’est-a-dire si v(a,) + nm — + co. L’ensemble des réels
admissibles. est donc Conv (f) N R.
De méme + oo (resp. — o) est admissible si P(f) est
situé' dans le demi-plan X > 0 (resp. X < 0). Llen-
semble des éléments admissibles de R est donc Conv (f).
Soit m un réel admissible, on appelle m-tangente 3 P(f)
la plus basse des droites de pente —m qui rencontre P(f).
Soit D,, cette droite, son équation est Y + mX = o(f, m).

COROLLAIRE 4.2.8. — La fonction v(f, m) est contmue et

aﬁine par intervalles sur Gonv (f).

En effet, si m; <'m, sont deux pentes exceptlonnelles
consécutives, alors, pour m € [my, m,] :

n(fm) =N(fm) =N(fmg) =n(fm);
soit 7, cette valeur commune, pour m € [my, mz], on a
donc o(f, m) = v(a,) + nem.

Exercice. — Déduire du corollaire 4.2.8 que le lemme 4 1 7
reste vrai si on n’y suppose plus % infini.

DfriNiTION 4.2.9. — Le POLYGONE DE NEWTON de la
séric de Laurent f est le graphe, dans R!'%, de la fonction

t>P(f1) = Sup (o(fm) —mi).

m & Conv(f)

. Prorosrrion 4.3.1. — .Le polygone de Newton de f est la
frontiére de Uenveloppe supérieure convexe de P(f).

Rappelons que, si D est une droite non verticale, le
demi-plan supérieur défini par D est ’ensemble des points
situés au-dessus de.D. L’enveloppe supérieure convexe
‘d’une partie de (R'’)? est Pintersection des demi-plans
supérieurs la contenant,

La fonction P(f; t) est convexe, puisqu’elle est définie
comme enveloppe supérieure de fonctions affines. Nous
donnons au § 4.3 une description « géométrique » du
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Soient m un: réel, &, I’ensemble .des : droites de
pente — m, §'il -existe un demi-plan. supérieur défini: par
une droite :D.€9,, qui contient P(f) alors, ou bien m est
admissible, ou bien m est extrémité de lune des deux
demi-droites Conv (f*) ou Conv (™). Nous ne traiterons
pas le cas ot Conv (f) serait vide ou réduit & un point.

—

Sinon, on voit- aisément que P(f), enveloppe supérieure
convexe de P(f), est encore intersection des demi-plans
supérieurs le contenant et définis par une droite D € Z,,
ot m e Conv (f) (autrement dit, on peut négliger les
pentes —m ol m est extrémité de Pintervalle Conv (f)).
Notons S(D) le demi-plan supérieur défini par D; alors,
pour m e Conv (f), 1 S(D) pour De2,, et S(D) = P(f)
est S(D,,). Donc :

(X, Y) e B(f) <= (pour me Conv (f), Y + mX > o(f, m)),
ot : P(A) ={(X,V)|Y > P(f, X)},

d’ol la proposition.

V(an) /

|
- i
|
|

v

nftm) N(Em)

Soit m une pente exceptionnelle pour f, alors la
m-tangente D,, rencontre. P(f) en deux points d’abscisses
n( f, m) et N(f, m). Soient A, et Ay.ces deux points. Comme
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13@\’) contient P( ), le segment A, Ay est contenu dans I/’(_J\‘) )
mais comme ﬁ?) est contenu dans le demi-plan S(D,,),
le segment A, Ay est contenu dans le polygone de Newton
de f. En d’autres termes :

ProrosiTioN 4-.3.2. —Soit m une pente exceptionnelle

pour f, alors, pour n(fym) < t< N(f,m), ona :
' P 1) = o(fy m) —mi. _
Donnons une démonstration non géométrique de cette
proposition. Soient n = n(f,m) et N = N(f, m). Pour
tout m'e Conv (f)
o(f,m') < v(a,) +nm' et v(f,m) < v(ay) 4 Nm'.
Alors : '
— pour mzm et t<N
o(fym') —m't < v(ay) + Nm — mt = v(f, m) —mi;

’—etpour m<met tzn
o(fom') —m't < v(a,) + nm — mt = o(f, m)—mi.

COROLLAIRE 4.3.3. — La fonction P(f, t) est affine par
intervalles.

Trivial.

On voit donc que le polygone de Newton est un « poly-
gone » en ce sens que son intersection avec toutc bande
verticale a < X < b est une ligne polygonale convexe.
Les pentes exceptionnelles pour f sont les pentes des cotés
du-polygone de Newton. On appellera souvent longueur
du c6té de pente — m la quantité N(f, m) —n(f, m). Le
croquis ci-dessus montre 'interprétation géométrique de
la proposition 4.2.6.

ExempLis 4.3.4. — 1. Le polygone de Newton d’un
polynéme P de degré s comporte : deux demi-droites ver-
ticales d’abscisses N(P, - o) et s, et, entre ces abscisses,
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un nombre. fini, au plus égal & s, de segments finis. . Si P
est un polynomc d’Eisenstein de degré N, il n’y a qu'un
seul segment de longueur N et de pente. — v(a)/N, ol a
est une. uniformisante.

2 Le polygone de Newton de la série du logarithme
est ‘constitué d’une' demi-droite d’abscisse 1 et d’une suite
de segments finisde pente a,, h> 1, g, = — 1/pP~1(p—1),
entre les abscisses n( f, @) =p""* et N(f, a,) =p" (cf. exer-
cice 4.2.5).

3. Soit g(X) la ‘série exponentielle, son polygone de
Newton est constitué de deux demi-droites, 'une d’ab-
scisse 0, I'autre de pente — 1/p — 1.

4. Le polygone de Newton de g(X) —(1 + X) est
formé d’une infinité de segments dont le premler a une
pente — 1/p—2. L’équation exp+=a n’a aucune
solution dans G, si ‘v(a — 1) < 0. Majorer le nombre de
solutions suivant les valeurs de v(a—1).

4.4, LEMME DE HENSEL
Nous avons remarqué en 4.2.4 que les zéros de la
somme d’une série de Laurent S ont nécessairement pour
valuation la pente d’un segment du polygone de Newton
de f (pente exceptionnelle). Le lemme de Hensel que nous

+ prouvons- ci-dessous nous permettra de donner une des-

cription précise de ensemble des zéros-de f, et de traiter,
dans certains cas; les problémes de divisibilité,

. Rappelons que B,, désigne I'anneau Lg ({m}) des SCI‘ICS
de Laurent f telles:que Conv (f) 5 m. ‘

e
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DErINITION 4,4.1, — Soit m un'réel, un polynbme P de
degré s est dit m-DOMINANT ' si - N(P, m) = 5. Il est. dit
m-EXTREMAL i est m-dominant et que de plus' n(P,;m) = 0.

On voit qu'un polynéme P de degré.s est m-extrémal
¢il est m-dominant et que son polyndéme réciproque
P = X*P(1/X) est (— m)-dominant. Remarquons aussi
que si P est m-dominant, il est aussi m’-dominant pour
m' < m. Enfin P est m-dominant (resp. m-extrémal) si et
seulement si ses zéros dans une cloture algébrique de K
sont : dans :la boule - o(x) > m (resp. sur.la circonfé-
rence v(x) = m). ' »

Lemme 4.4.2 (DivisioN EUCLIDIENNE). — Soient P un
polyndme m-dominant de degré s et f une série entidre, f€B,.
Il existe un unique couple (g, R) ok g est une série entidre,
geB, et R un polynéme de degré dg R <<s, tels que :

(i) f=Pg+ R, de plus, R et g satisfont :
() o(R,m) > o(fym) et o(gm) > o(fs m) — (P, m).

Supposons d’abord qu’il existe deux couples (g, R) et
(¢, R') tels que f=Pg+ R =DPg + R alors :

P(g—g) =R—R,

et si R #R’
N(R —R’, m) = N(P,m) + N(g' — g, m)
: 'y =S+N(g’_'g’m)-

Or N(g'—g,m) > 0 et N(R'—R,m) < dg (R"—R),
on aurait-donc dg (R’ — R)>"s, " ce’ qui-est-impossible,
d’olt I'unicité. ' SRS N

On sait que le sous-anneau BY des séries entiéres
appartenant & B,, est le complété de I'anneau des: poly-
némes K[X] pour la valuation Q —2(Q, m). Supposons
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nues de K[X] (muni de o(f, m)) dans I’espace des poly-
ndémes de degré < s et BY, respectivement. Ces deux der-
niers espaces sont complets, donc les applications R et g
se_prolongent contintiment 3 ‘B, il est alors immédiat
que leur prolongement satisfait (i) et (ii). Reste donc a
prouver le lemme lorsque f est un polynéme.

-~ 8i f est un polynéme, on sait qu’il existe un unique
couple (g, R) de polynbmes tels que :

"dgR<s e f=Pg+R.

Supposons d’abord que m = 0, alors quitte & le mul-
tiplier par une constante on peut supposer P unitaire et
a coeflicients dans A : dans ce cas les relations (if) résultent
du lemme 2.5.5. Supposons maintenant que m € 2(K")
et soit acK tel que o(a) =m, soient P, = P(aX),
fo = f(aX), alors'P, est O-dominant, »(P,, 0) = (P, m),
o(f,, 0) = v(f,m) etsig,, R, sontle quotient et le reste
dans la division de f, par P,, g = £,(X/a) et R = R (X/a)

,satisfont visiblement (i) et (ii). Enfin, si m ¢ 2(K"), m est

limite d’une suite. croissante de valeurs m’ e »(K"). Pour
tout m' <. m, P est m’-dominant et BY < BY,, donc le
quotient g(f) obtenu par division dans BY, est encore celui
obtenu dans BY,, on a, pour tout m! <m, m' e (K",
o(R, m') > o(f,m'), et u(g,m')z0(fym)—ovP,m), et
les relations (ii) se déduisent de la continuité des fonc-
tions m — v(f, m).” '

* ClOROLLAIRE 4.4.3, — Soient meR, feB, e P un
polynéme m-extrémal de degré s, il existe un unique couple (g, R)
o g est une série de Laurent telle que g € B, et R un polynéme
de degré s tel que ! W :

() f=Pg+R, doplus
() o(R, m) > o/ m), (e m) > o(fym) — o(B, m) e

el o
B A L

S

fi:':":'-:‘
i

le lemme démontré lorsque f est un polynéme. Alorsles
relations (ii) montrent que le reste R(f) et le quotient g( f)
dépendent continfiment ‘de f, et que les applications
F>R(f) et f~>g(f) sont des applications linéaires conti-

Conv (g) 2 Conv (f).

Montrons d’abord l'unicité : si (g, R) et (g, R’) satis-
font f=gP 4+ R =gP+ R, ot Ret R’ sont des poly-

Y. AMICE 5
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nomes.de degré < s et g et g’ des éléments de B,,, et si
R#R, ona:
NR’'—R,m) = N(P, m} + N(g—g’,m) '
| —x+N@—g,)
et : (R—Rm)-n(Pm)—]—n(g-——g, m),
or n(P,m) =0 et N(g—g',m)>n(g—g,m), dou
N(R'—R,m) —n(R'—R,m) > 5, ce qui est impos-
sible. L’existence et les conditions (ii) se déduisent du
lemme 4.4.2.

Soit f=f+*+f"= E a:“X" + 3 @, X" la décompo-
“.<0
sition canonique de f. Sl m <m et m' e Conv (f), alors

m' € Cony (f*) et P est m’-dominant : si f*’ Pgt + R*
ott R* est un polynéme de degré <s, m'eConv (g),
donc Conv (g*) 2 [m', + «]. Soit f1 = X'~ f~(1/X),
alors f, est une série entitre, et, pour tout m' > m,
m'' € Conv (f), —m" e Conv (f;) et le polynéme :

P* = X°P(1/X)

est — m''-dominant. Alors f; = P'g; + R; ot dgR; <
et —m'" € Conv (g). Soit g, =X "'g,(1/X) = g + &>
alors Conv (g7) 2 [— oo, m"’], et g est un polyndéme de
degré < s— 1. En posant :
g=¢"+& et R=R"F+Ri+g,

on vérifie que f=gP + R, R est un polynéme de
degré < s, et Conv (g) 2 [m', m""]. On en déduit que
Conv (g) 2 Conv (f), et on vérifie facilement les iné-
galités (ii).

TutoREME 4.4.4 (Lemme de Hensel). — Sotent, f une
série de Laurent, m un réel tel que m e Gonv (f). Supposons que m
sott une pente exceptzonnelle pour f et soit 5 = N{f, m) —n(f, m),
alors il existe un unique couple (P, g) constitué d’un polynéme
meextrémal P de degré s, tel que P(0) = 1 et d’une série dé Laurent
g €B,, satisfaisant f = Pg. De plus :

Conv (g) 2 Conv (f) et n(g, m) = N(g, m).
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La démonstration est analogue & celle du théo-
réme 2.5.3 : on construit par récurrence sur # une triple
suite (P,, g,, R,) telleque f =P, g, + R,, que R, >0,
et que P, et g, tendent respectivement vers P et g satis-
faisant le théoréme.

Quitte 3 multiplier f par un scalaire, on peut supposer
que o(f,m) =0. De méme, en multipliant f par une
puissance convenable de X, on se raméne au cas ol
n(f, m) = 0. Soit donc: f= é}z a, X" telle que :

0 = v(ay) = v(a,) + sm = v(f, m)
ct: ov(a,) +nm>v(e) si n>s ou n<0.
‘Posons Py(X) =ay+ ¢, X + ... +¢,X°. Alors P,
est m-extrémal et : _
l)(f— Py, m) >0

(car o(a,) + nm —> +0). On pose h=o(f— Py, m).
Soient g, et R; le quotient et le reste de la division euch-
dienne de f par P;, on a :

f—P1g;+R1’ S—Pi=(@—1) P +Ry,
dgR; <s, Conv(g) 2 Conv (f)
o(g1, m) > o(f, m) —o(P, m) =0,
v(g—1,m) > o(f— Py, m) —o(Py, m) =k,

et :, o Ry, m) = b
" Supposons que nous ayons construit Py, .. i P,;
PIRRETY R;, ..., R, detellesorte que, pour l S i< n:

a) P, est un polypome m-extrémal de degré s, et :
o(P 4:~m) = 0;
b) g €B,, et Conv (g) 2 Conv (f), R;estun polynéme

de degré s, et f =P, g + R;;
) o(Ry,m) 3 ihs| (B, — Py, m) > (i— 1) b et :

(g — &1, M) = R
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Remarquons que: ces: conditions:sont: satisfaites. pour
n = 1. Posons P, ., =P, + R, etsoient g,.; et R”+1 le
quotient et:le reste de. la d1v151on de f par P, .., alors
pour ¢ =n + 1: @) est satisfaite, car : D

dgR, <s et o(R,, m) > o(P "m)—O

gn+1 €B, et Conv (g,,+1) 2 Conv (f) gréce a 4. 4: 3 et
b ) est satlsfalte, de méme (P, ., —P,,m) = nh. De plus
ngn Ly R = (P T R )g»+1 + Rn+1’ dong :

_Rngn+1 =P (gn+1 gn) S Rn+1—R g

Cette derniére relation montre que g,,,—4g, €t
R,,, —R, sont'le quotient et le reste dans la division

euclidienne de —R,g,,; par P,, on en déduit :

Ugpr1 — Gn> m) = 0(Ry, m) + 0(8y11, m) > v(gnr1s m),

donc : 9(gpp1,m) = 0(gy, m) =0

et: Uy — & m) > by v(RH1 :R ) > nh.
= h

Mais alors v(g,,, — 1, m) > v(g; —1, m) etdela

relation de division cud1d1c1111t: :
Rl —gu+1) = Pul@hi1—8) T+ Ruis
on déduit :
Wgps1—&urm) 2 (n+ 1) b et 0<Rn+1:m) (n + 1) A

Les relations a), b), ¢) et d) sont satisfaites pour
i =n - 1. Les suites P,, g,, R, ainsi construites sont des
suites de Cauchy dans B,,, soient P, g et R respectivement
leurs- limites, alors f= Pg + R, mais R =0, et P est
m-extrémal de degré s (tous'les P, le sont, et 'ensemble
des polyndmes Q m-extrémaux de degré s tels que
v(Q,m) = 0 est fermé dans B,,). Donc g est le quotient
dansla division cuc.hdlcmle de fparP, Conv( ) 2 Conv (f)
et v(g, m) = 0.

Il nous reste 3 prouver I'unicité d’un couple ( , &)
satisfaisant les conditions de I’énoncé. Il est clair que, si
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Ji="Pg ol P est m-extrémal de degré N(f, m) —n(f, m),
alors N(g, m) = n(g, m).

Levume 4.4.5. — Un élément f de B, tel que :

- N(fim) = n(f, m)
'est inversible.

En effet, quitte & multiplier f-par un monéme conve-
nable (les mondmes non nuls sont visiblement inversibles)
on peut supposer que n(f,m)=N(f,im)=0 et q,= 1.
Alors o(f—1,m) > 0, or B, est une algebre de Banach,
donc f y est inversible (cf. 3.5.5).

LemME 4.4.6, — Un po{yndme m-extremal non constant
n'est pas inversible dans B,

On sait en'effet que B est isomorphe & 'anneau des
fonctions analytiques strictcs sur la boule :

By ={x eK|v(x) > m}

de K. Quel que soit L 2 K, A(Bg) s’injecte dans A(By),
et si L est une extension de K ot le polynéme m-extrémal T
a un zéro a, P ne peut étre inversible dans A(By) car son
inverse g devrait satisfaire g(a) P(a} = g( ).0=1, 4
Sortiori P n’est pas inversible dans A(Bg) ni dans B,,.

LemuMEe 4.4.7. — Les éléments inversibles de B,, sont les f
telles que n( f, m) = N(f, m).

Nous savons déja que ces éléments sont inversibles,
soit feB,, si n(f,m) # N(f, m), il existe un polynéme
m-extrémal non constant qu1 divise f dans B,,, et f n’est
pas inversible.

LemMe 4.4.8. — Soit I = (R U{+ }), les éléments
inversibles de L (1) sont les constantes non nulles.
" Comme Ia + oo, les éléments de Lg(I) sont des
séries entiéres. Si f= § a, X" e Lg(I) ety est inver-
] » | B0
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sible, a, # 0, car f est formellement inversible, donc
N(f, +-®) =0. Pour m eR et assez grand :

a(f,m) = N(f, m) =0.

Mais pour tout m €R, f est inversible dans B,,, donc
les fonctions n(f, m) et N(f, m) coincident sur R, elles sont
continues & droite et & gauche, donc continues, et & valeurs
entitres, donc constantes, et, pour tout m eR :

n(f;m) = N(f;m) = 0.

Soit neZ, n # 0, et supposons que a, # 0, alors
pour m assez grand (resp. assez petit) v(a,) + nm < v(ay),
donc a, =0 pour n # 0, f est constante. e

FIN DE LA PREUVE DU THEOREME. — Si f= Pg =P' ¢’
ot P et P’ sont m-extrémaux de degré s, g et g’ sont inver-
sibles dans B, donc P = AP’ et P’ =k'P ou k' =1,
het k' €B,. Mais alors & (resp. #') est le quotient dans
la division euclidienne de P par P’ (resp. de P’ par P),
et. Conv (k) 2 Conv (P), Conv (k') 2 Conv (P'). Donc
het i e Lg(R U{-+o}) et y sont inversibles, puisque
leur produit dans B, donc leur produit formel, est 1.
Donc k et &' sont des constantes. Si on impose de plus
P(0) =P'(0) =1, onadonc P=D" et g=¢.

COROLLAIRE 4.4.9. — Soient 1 un intervalle fermé de
RU 4o e L=DLg(I), sit feL :
(i) f est inversible dans L & la condition nécessaire et suffisante
que n(fymy) = N(fimy) ot 1= [my,m];
(ii) si f# 0, il existe un unique polyndme de degré :
N(f; mg) — n( S ma)s

it P, tel que P(0) = 1, que P divise f dans L, et f= Bf’

od f est inversible dans L. :

D’abord, si f est inversible dans L, il 'est dans tout B,,
m €1, donc pour tout m el ' ’

n(f, m) = N(f, m) = N(f, m3) = n(f, my).
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- Réciproquement, si ‘N(f, m;) = n(f, m,), pour tout
m €1, N(f, my) > N(f, m) > a(f, m) > n(f, my), donc toutes
ces valeurs coincident. On: peut, comme en 4.4.5, sup-
poser que cette valeur commune est 0 et que g, = l.
Alors la série de terme: général. (1 —f)" dont la somme
est une série de Laurent appartenant & tous les B_,
m €1, définit un élément de L, qui est inverse de f. "

Si s =N(f, m)—n(f,my) # 0, soient p, > m; la

- plus petite pente. exceptionnelle de f, 's, la longueur

N(f, p1) —n(f, #1) du c6té correspondant du polygone de
Newton, et P, I'unique polynéme P;-extrémal de degré s,
tel que Py(0) =1 et qui divise £ Alors f=7P,f; et
N(fi, my) —n(fy, my) =s5—s5; < s; par induction sur s
on peut donc supposer que f; = P, /" ol dg Py =5 —3,,
P,(0) =1 et f' est inversible dans L. Soit P = P,P,,
alors P et f” satisfont les conditions annoncées. Supposons
que f=Qg, g inversible dans L et :

dg Q = N(f, my) —n(f,my) =dgP, Q0)=1.

Alors Py di\{ise QdansL, soit Q =P, g, et g3’ =1 :
on peut, par induction sur s, supposer que la décompo-
s1t1ofn J1 =Py f" de f; est unique, d’oit on déduit P = Q
et f'=¢g. ':

CorOLLAIRE 4.4.10. — Soit I un intervalle fermé de
R U{+o}, I #{+ o}, alors Panneau L (1) est prin-
cipal, ses idéaux sont engendrés par des polynbmes.
Soient B = Lg(I), Munidéalde Bet N = M n K[X],
N est un idéal de K[X], il est principal, et il existe
QeK[X] tel que N =QK[X]. Alors d’une part
Qe M, donc M =2 QB, d’autre part, si feM, soit
f=Pf" la décomposition de f décrite en 4.4.9, alors
P = (f)"'feM, donc P eN etil existe un polynéme P,
tel que P=PQ, f=Q(P,f) et feQB, donc
M = QB.
: 'En particulier, sous les hypothéses de 4.4.10, les
idéaux de Lg(I) sont fermés et de codimension finie. Si

T R ST N
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K est algébriquement clos, les idéaux-maximaux sont de
codimension 1. On voit que si I est un intervalle fermé
de R w{+ w0} etsiK est algébriquement clos le spectre
maximal de L (I) s’identifie & la couronne {x e K|o(x) eI},
et les éléments de Ly (I) sont des fonctions a valeurs dans K
définies sur cette couronne. -

Si I est un intervalle non fermé (i.e. ouvert ou semi-
ouvert) de R U{+ o}, la structure des idéaux de Lg(I)
est plus compliquée, et nous ne I’étudierons pas ici :
on trouvera un exposé complet des résultats généraux
dans [19].

4.5. FONCTIONS ANALYTIQUES SUR UNE COURONNE

Soient I un intervalle de R U{+ w0} et a €K, pour
tout corps valué L 2 K, on note Cp(a, I) ’ensemble des
x eL tels que v(x—a) el. La couronnE de centre a
définie par I est la collection des Cg(a, I) ot L parcourt
I’ensemble des extensions de K. Si G = C(a, I) est une
couronne, Cp = C;(a, I) est appelé ensemble des.points
de C dans L. Par exemple, si I = [m, + ], C(a, I) est
un disque fermé de centre a (cf. 4.1). On dit que la
couronne C est FERMEE si I est un intervalle fermé. Si
I # R, C, est une partie ouverte et fermée de L.

DermvaTioN 4.5.1. — Soient G = C(a, I) une couronne
et f une fonction définie sur C et & valeurs dans K. On dit
que f est strictement analytique sur C 5%l existe f, € Lig(I),
F(X) = Zz a, X" telle que :

nEg

pour € Cy,  fla) = X a,(x—a)" (1)
neEZ .
On démontre aisément les propriétés suivantes :
(i) L’ensemble des fonctions strictement analytiques
sur C et & valeurs dans K est un K-espace vectoriel, qu’on

notera Ag(C) ou A(C).

© % e A(C) et, pour x e (,(K
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- (ii) Si C est un disque fermé, cette définition coincide
avec celle de 4.1.1,

(iii) Si feA(C), f est continue et dérivable sur Cg
et, pour % € Cg, sa dérivée est :

fw) =2 ﬂan(x—a)"‘ls

de méme, pour .2 > 1, f a une dérivée k-idme f™®,

£ = B, @) ay(r— )

(iv) Pour xeCK, o(f(x) = o(f,, v(x —a)) et, si
v(x—a) n’est pas une pente exceptionnelle pour f,

o(f(#)) = v(fa, v(% — a)).

Soit ' un réel, tel que — Log 7' € I N »(K"), on pose :

Flup = Sup | f(a) :
lo—a|=1r
et |f log = Sup |.f()| = Sup (|.f],.)
B WF.»CK
pour : —Logr' eI no(K")
(on a supposé ici ‘que dans K's(x) = — Log |#).
voit que . |f|,, o= e Wamle ) on yérifie que f — lfla =

est une semi-norme sur A(C). Si C est une couronne
fermée | f|q, est fini, car o(f,, m) a une borne inférieure |
finie sur I, on munit A(C) de la norme | f|o. Si G n’est
pas fermée on munit A(C) de la topologie définie par la
famille des semi-normes | f|, , . '

. D’autre part, si I est fermeé, (g, I) = Inf (g, m) est
ﬁme pour toute ,g e Lg(I) et définit sur L x(I) une
norme |g|, = ¢*@?, pour laquelle Lg (I) est une algébre
de Banach. Si I n'est pas fermé, on munit Lg(I) de la
topologie définie par la famille des normes [ e 2N
lorsque m €I, On:vérifie que, si J < I, I'injection cano-~
nique de Lg(I) dans Lg(J) est continue.

e ey
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ProposITION 4.5.2. —:Soit G = C(a, I) une couronne
telle que I Nno(X') # o,{+4 0}. o
(i) Dapplication S, de Ly (1) dans A(C) qui & fy & LK(_I)
associe la fonction f = S,(f;) définie par (1) est une application
lindaire continue. .

(i) Si le corps résiduel T de K est infini, S, st injective.

(ii1) Si de plus la valuation v(K") est dense, S, est bicontinue,
en particulier si 1 est fermé, S, est une isomdirie. o

(iv) A(C) est une sous-algébre de K, ‘et si ¥ est infini,
Sa est un isomorphisme d’algébres.

PreEuvE. — L’assertion (i) résulte de ce que, pour
—Logrel noX), et f,eLlg(l), on a, d’apres la
remarque (iv) ci-dessus : =

|Sa(.fl;)]a.r < I.f:x'—Logr'

Si f est infini, la restriction de S, & 'espace.des ‘pseudo-

polynémes est injective, car, si Q(X) = N<Z<N a, X" est
SN
un pseudo-polynéme non nul tel que ay # 0

8u(Q) (%) = ay(% — @)™ Se(Qu) (%)
Oﬁ i QI(X) == 1 + bl + v + bN,_NXN’—N-

Soient r tel que —Logrel et beK' tel que
|b| =1, alors Q;(bX) est & coeflicients dans l'anneau de
valuation de K, et non nul. Il existe ¢eX, |¢[=1 tel
que |Q,(bt)| =1, alors, pour x =a + bty :

So(Qu) (%) = Q.l_(bt) # 0.

Or S, est continue, donc son noyau est fermé, son
intersection avec le sous-espace des pseudo—po.lym.ﬁmes, qui
est dense dans Ly (1), est {0}, donc S, est injective. Nous
avons d’ailleurs montré de plus que, si Q est un pscudq-
polynéme et si — LogreI na(K’)

184 Qa,r = | Qlzoq s

par- densité, ceci ‘est encore ‘vrai pour toute f e‘LK(I}.
Nous avons ainsi prouvé (ii) et (iii) en résulte car st o(K")
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‘est dense, v(K') N1 est dense dans I et, pour tout inter-
valle fermé J C I, |S,(fo)lew 5 = |fals- Donc, si I est
fermé,. S, est une' isométrie, sinon S, est une isométrie
pour chaque semi-norme de la famille définissant la topo-
logie de L (I) et la semi-norme correspondante sur A(C) :
elle est encore bicontinue.

Enfin, pour prouver (iv), il suffit de remarquer que

_ la structure -d’algebre. définje sur A(C) comme image

par S, de celle de L (I) est, pour les pseudo-polynémes,
celle induite sur A(C) par’ K%, et on conclut par densité.

. CoROLLAIRE 4.5.3. — Soient C et K satisfaisant les hypo-
théses de 4.5.2; si k. est infini, pour toute f e A(C) il existe
une unique f;, € L (I) -satisfaisant (1), on Pappelle sSERIE DE
LAURENT de f relative au point a. - ‘

Reformulation 'immédiate de Iassertion (ii) ci-dessus,

‘CoroLLAIRE 4.5.4. — Soit feA(C), f# 0, et soit
b e Cg, il existe un unique entier ¢ > 0 tel que :

flx) = (x—b)g(x) ot geA(C) e g(b) #0.

On appelle ¢ LA MULTIPLICITE du 2zéro. b pour f.

;.. Montrons d’abpyd Punicité : si :
Cfl) = (r— b)) = (x—B)¥e(®) etsi g> ¢,

éigrs g'(%) = (x—b5)""%g(x) pour x # b, mais aussi
“pour x = b, par continuité. Si ¢ > ¢’ g'(b) =0, d'ol

Llinicité, Soit m ='v(b — a),"il existe un unique couple P,,,

&, ou P, est m-extrémal de degré N(f,, m) —n(f,, m),

P, (0) =1 et kjeLg(I) (sii m n’est pas une pente

exceptionnelle, P, = 1), satisfaisant f, = P, A4,. Alors
Sa(h,)(8) # 0, canm n’est pas pente exceptionnelle pour
h,, et il existe ¢ > 0 tel que :

PUX) = (1 —Xp— ) QX), avee Q(b—a) #0,

et cet entier ¢ convient.
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CoroLLAIRE 4.5.5.. — Soient C = CG(a, I) une couronne
Sermée ot 1 =:[my, my] # {+ w0}, et feA(Q), f# 0.+,
(i) L’ensemble Z(f):des zéros de f dans Cg, cest-d-dire
des b e Cg tels que f(b) = 0, est fini. Si b e Z(f), soit q(b)
sa multiplicité :
2 q(b) < N(fy my) — n(f; my).
BEZN
(ii) 8% de plus K est algébriquement clos :
X q(b) = N(f, my) —n(f, my).

bEZ/S)

Soit en effet £, = Pf' ot dgP = N(f, my) — n(f, my) €t
S est inversible dans Lg(I). Alors Z(f) =a+ Z(P) et,
pour b e Z(f), ¢(b) estla multiplicité de la racine b —a
de P, d’ou le (i), (ii) résulte de ce que, comme :

dg (?) = N(B, m) —n(B,my),
toute racine ¢ de P satisfait nécessairement v(c) €I, car

sinon (X —¢) est inversible dans Lg(I) et on aurait
N(P, m,) — n(P, my) < dg P.

CoRroLLAIRE 4.5.6. — Lapplication S, définie en 4.5.2
est injective, que T soit ou non fini.

En effet, comme K est de caractéristique 0, K est
infini et, pour tout m e 9(K’), {# e K|v(x — a) = m} est
infini, donc #'il existe m e R NI N o(K") etsi feA(C),
soit f; telle que f = S,(f). Soicnt K la cléture algébrique
de K et f=S,(f) e Az(C), on sait par 4.5.5 que f n’a
qu’un nombre fini de zéros. d_ansK tels que v(x —a) =m,
si f, # 0, car ¥ est infini. Donc si f; # 0, f~ ne peut étre
nulle sur la couronne Cg(a,{m}) qui est une partie infinie

de K, et sur cette couronne, f(x) = f(x).
De méme 4.5.3 reste vrai, que ¥ soit fini ou non.

THEOREME 4.5.7. — Soit C une couronne fermée telle que
Cg # {a}, i K est algébriquement clos, espace HI(Cy) des
éléments analytiques sur Cg coincide avec A(C). :
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Rappelons que H(Cg) et A(C) sont des sous-espaces
de K%, d’ol1 le sens coincide, de plus ils sont I'un et autre
munis d’une topologie, et c’est la méme.

Par définition H(Cg) est le ¢complété, pour la topologie
de la' convergence uniforme sur Cg, de I'espace R(Cg)
des fractions rationnelles sans péles dans Cy . I1 suffit donc,
comme en 4.1.6, de montrer que R(GK) est contenu
dans A(CQ), puisque la norme de A(C) est, d’aprés sa
définition, la norme de la convergence umforme sur Cg,
et que ley pacudo-polynomc$ définissent par S, un sous-
espace dense de A(C), qui'est contenu dans R(G ). Soient
beK et neZ "Si y(b—a) <m, ot C= C(a, I),
I = [my, my], on sait que (x¥—b)" est'analytique stricte
sur Gy = C(a, 1), I; = [my, -+ c0). Onmontre de méme
que la formule du bmomc :

X +a— Die § (%) X""'“”(d —b)" =g(X)

i i
1

fourmt pour v(b — a) > my, une série de Laurent g telle
que Gonv (g) 2 [— oo, m,], et donc telle que :

Su(g) eA(C). -

& Sl R eR(Cg), sa décomposmon en éléments simples

est .aussi-une représentation de R comme combinaison
linéaire d’éléments de A(C), d’olt le théoréme.

COROLLAIRE 4.5.8. — Soif C = C(a, I) une couronne

- telle que Cyg #{a}, soient beCg e meR tols que le

dzsque ﬁzrme’ D’ = G(b; [m, + o)) soit contenu dans C
(ie. D} < G, VL2 K), .alors, pour toute feA(CQ), la
restrwtzon JSo» def & Dx est dans A(D'), et f — fy,. est continue,
si m# 4 oo, cest une mjectzon

+ Supposons d’abord K algébriquement clos : alors le
corollaire résulte de 4.1.10 et 4.5.7. Sinon Ag(C) est
plongé dans Az (C), si. D" = Dg, la restriction de fa D"
est dans Az(D’) et & valeurs dans K, pour x € DK, et le
corollaire en résulte.
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4..6. EXEMPLES

4.6.1. Exponentielle et logarithme

L*étude faite en 3.5.5 montre que les séries :
EX)= X X*nl e LX)= X (—1)**X"n
n>0 ' n>1 ' )
définissent des fonctions strictement -analytiques sur
C(0, J1jp— 1, + e]) et G(0, ]0, + co]) respectivement,
si pest la calactcrlsthuc du corps résiduel . On vérifie
que exponentielle n’a aucun zéro. On sait que les pentes
exceptlonnclles pour L sont a, = 1/p*~*(p—1) et que
n(L, @) = "%, N(L, @) =p" Notons : -
Log (1 + ) = So(L) (*)

la somme de la série L au point x. On sait aussi que, §°il
existe m eN tel que (1 + )™ =1, Log (1 +#) =0.
En particulier si (1 + #)*" = 1, alors u(x) > a,, donc
les p* racines distinctes de 'équation (1 - %" =1 sont
des zéros de Log (1 + #); comme d’autre part Logy a

au plus N(L, @) — n(L, + o) = p" zéros dans le disque
v(y —1) > a,, on a une détermination compléte des zéros

du logarithme. Posons :
Py(X) = ((1 + X)* — 1) p((1 + X)*'* — 1),

alors P,(0) =1 et les racines de P,(Y —1) sont les
racines primitives p*-i¢mes de 1, donc les zéros de P, sont
les zéros de Log (1 + %) s1tués sur le cercle »(x) = a,.
On en déduit, par récurrence sur f, qu’il existe :

& € Lg(J0, + 0])
telle que :

LX) =XP; ... Pyg, et N(gy, @) = n(gy, @) = 0;

on vérifie aussi que g,(0) = 1.
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. LEMME 4.6.1. — Le prodmt :
| XP, ... B = ((1 + X" —1)p"

converge vers L(X) dans Ly (]0,+ o0), autrement dit, pour
tout x e K tel que v(x) >0 :

Log (1 + #) = lim (1 + x)*" — 1) p"),

et cette convergence est uniforme dans tout disque v(x) > m > 0.
Il suffit de montrer que, pour tout m >0

v(g,—1l,m) >+ o quand £ — oo,

ou, ce qui revient au meme, que (P, —1,m) - + .

Posons Y, = (1 + X) — 1, alors P,(X) = Py(Y,_4), et

‘(P —1 m)>Inf( (Yh—-l’m)’ (p ‘—1) o(Y,— 1’m) 1),

car P (X) =1+ _ Y (3ZH) XYi. 11 suffit donc de
2<igo—1

montrer que v(Y,, m) A8 + . Or L(X)=p"Y,g,

et v(g,,m) =0 pour m3> a,, pour un tel m :

(Y, , m) =k + o(L, m),

d’otr le lemme,

4.6, 2. Fongtions erétiér_es

++ Par- définition, une fonction f définie sur K est une
FONCTION ENTIERE si elle est strictement analytiquc sur
tout:disque de K.:L’ensemble E des fonctions enti¢res est
un' sous-anneau 'de! K, on le munit de la topologie définie
par la famille des semi-normes | f|, olt D’ parcourt la
famille des disques bornés. On voit aisément que, si a ek,
P’application T, dc E dans K[[X]] qui & f associe sa série
de Taylor ' f, = T,(f) au. point a est un lsomorphlsmc
d’algebres de E sur ‘Lg(R U{+ o)), et que, si K est
algébriquement clos, T, est bicontinue. Rappelons que
nous avons montré. que les seuls  éléments inversibles de

Le(R U{-- }), idonc ‘aussi de E, sont les ‘constantes.
Soit 'f'e E, les pentes exceptionnelles de sa série de Tay-
lor f, au point 0 peuvent étre indexées en une suite décrois-

an
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sante - 00 > my, my ... my,, o m, ->—oo (cf 4.2.7).

Pour m, # —l— co, notons P, 'unique polynéme m-extré-

mal de degré N(fy,m,) —n(fy, m) =s, qui satisfait
P,(0) =1 et tel que P,a divise f; dans Lg(m,). Si :

+ 00,
onpose Py = XN‘f°'+°°’ etsoit @ = ayy, 4.5 nous allons
montrer que le produit aP’; ... P, converge vers f dans E.

En effet, il existe g, e E telle que f=aP;... Dz, et
N(g» mk) = n(g,, + ©) = 0, g(0) =1. Soit :

glco( ) = 1 e Z bmaX”

la série de T aylor de g au point 0, on a 'dong :
(by) + nmy, >0 pour n3 1, .

donc (g, —1,m) = Inf (0(b,) + nm) 'm—m,.  Ceci
montre que, pour tout. m eR, (g,c 1, m) - o quand
k — o, et donc que le produit aP, . P ,CONVErge vers f
dans E.

On voit que la famille Z(f) des zéros de.f dans K est
un ensemble dont Pintersection avec toute boule de K est
finie, et Z(f) est fini si et seulement si f est un polynéme.
Réciproquement, si Z est, une partie de K .dont linter-
section “avec toute. boule. est:finie, soit ¢(z). une famille
d’entiers positils indexés dans Z (multiplicités),. on peut
ranger les valuations v(z) des éléments de Z. en une:suite
décroissante my, ..., m,, ... tendant vers i—.c0,.;et si
P (X) = II(1 — X/2)®, oit le produit est étendu aux
zeZ tels que »(%) =m,, on montre aisément que le
produit P, ... P, ... est convergent (cf. 3.5.1, exercice)
et définit une fonction entiére f 'dont les zéms sont: les
points - z € Z, avec les multiplicités ¢(z).- Donc la donnée
d’une. famllle Z, avec mult1phc1tcs,,determ1ne une fonction
entiére ayant cette famille de zéros, unique & une constante
multiplicative prés. i
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*"PROPOSITION 4.6.2. — Toute fonction -entiére f non nulle
est limite dans B d’un’ unique produit convergent :

S=aX"P, ... P,... ot ack

P, est un polyndme my-extrémal tel que P,(0) =1 et my —— oo,
et ot Pon convient que- Py, =14 partir d*un certain rang si f
est un' polynéme.

Ce résultat, analogue au théoréme de Weierstrass pour

les fonctions entitres sur C, en différe cependant A.plu-

sieurs titres; d’une part, il n’y a que des polynoémes dans
le .produit convergent, d’autre part, il y a unicité & une
constante prés de la fonction entiere associée & une famille
donnée.de zéros. .On déduit aisément de cette étude que
I'ensemble des idéaux maximaux de E s’identifie & en-
semble des polynomes irréductibles et unitaires de K[X],
en particulier si K est.algébriquement clos, il g’identifie & K.

. EXERCIOES. i~ 1 Soient D un ouvert'de K et .a €D, soit f une
fonction” définie sur D' = D — {4}, on dit que /' a au point ¢ un
pble d’ordre ¢ si la fonction (x—a)2f coincide sur D‘ avec un
élément analythue g sur D tel que g(a) # 0. ’

" a)Si feHD"); et mfa un péle d’ordrej; en a, p=0 (montrer
quef estbornée-au’ voisinage de a). :

: &) Soit :C une. couronne: fermée, on suppose K algébnquement
clos On dit qu’une fonction f est méromorphe sur G s’il existe une
famille finie a;, ..., 4, de points de Ck tels que f soit définie sur
C'=Cg—{ay, ...; 05} et ait en chaque ¢; un péle d’ordre p;.
Montrer que- tout élément du corps des fractions de A(C) définit une
foniction méromorphe sur C, et que I’ensemble des fonctions méro-
morphes sur C s’identifie. & ce corps.. .

¢) On dit quune fonction f est méromorphe sur K si sa restriction
4 toute boule fermée de. K est méromorphe sur cette boule. L’ensemble
des “fonctions méromorphes sur K est le corps des fractions de E
(K algébriquement clos).

2. On se propose de pqnstrmre une fonction enti¢re sur Q ,, bornée

a) Soit P(X) = 1 —XP—1; déterminer :

Inf{u(P(x)) |xeQy et v(x) =k}, REeZ
b ) Déterminer une su;te d’entiers h(k) tels que si @

Py(X) = P(X) (P(PX)NY ... P(£FX)MH

S Sup{| B [ % € Qpy () B —B} = 1.
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- .¢) En déduire. un.-exemple de fonction entiére f bornée sur: Q.
Montrer que l'on.peut.aussi ‘choisir les entiers h{k). de sorte. que
lim |f(x)| =0 quand [x|—> oo et #¥€Qp. 8

4.7, PROLONGEMENT ANALYTIQUE

- Dans tout ce paragraphe on suppose K algébrique-
ment clos. = i ~ < gl M

Nous avons défini en 4.1 Pespace H(D) des éléments
analytiques sur une partie infinie bornée de K; pour
donner une définition raisonnable pour les parties non
bornées, il est commode de se placer sur la droite projective
de K. Rappelons que la droite projective Py(K) est
I’ensemble des droites de K2, c’est-a-dire le quotient de
K2 —{0} par la relation (x,9) = (,)) <% =4*')
muni de la topologie quotient. Si #x # 0, on identifie la
classe de (#,) dans P,(K) au point ¢ = y/x 'de K, et on
note oo la classe de (0, 1). Ceci permet d’identifier P;(K)
avec K’ = K U {w}, o les voisinages de co dans K’
sont les complémentaires dans K’ des parties bornées de K.
De plus, si (¢}) € GLy(K) - est une matrice invcrmb_lc, elle
définit par passage au quotient un homéomorphisme ¢
de K', ot ¢(z) =az+blex+d si zeK, si ¢#0,
¢(c0) =afc et o(—dfe) = oo, et,si ¢ =0, ¢(0) = .
Les homéomorphismes de K’ ainsi associés aux auto-
morphismes de K? s'appellent les transformations homo-
graphiques. =~ = '

Soient D une partie infinie bornée de K et ¢ une
transformation homographique telle que ¢(D) soit borné.
Si f est une fonction définie sur D on vérifie que :

feH(D) < fo¢ e He(D)) (1)

Soient D une pé,ftié inﬁﬁie deK’ et <pune trans'fo?-
mation homographique telle que ¢(D) soit une partic
bornée de K (une telle ¢ existe si D # K'), alors, par
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définition, - les fonctions f-définies :sur D qui y:sont:des
éléments -analytiques sont celles qui satisfont : Lo

foe t e H(p(D)).

- On vérifie que grace a (1) cette définition de H(D)
ne dépend que de D et pas du choix de ¢. On convient
que si D =K', H(D) est réduit aux constantes.

. Par exemple, spieqt i

acK, r>0, et D={xeK'||x—a|>r}

alors H(D) est espace des fonctions f définies sur D telles
que f(1/y + @) soit élément analytique sur le disque
|»| < 1/r. On voit, ainsi que toute feH(D) admet un
unique développement f(x) = Ena,,(x—a)"”, convergeant
n

uniformément sur D, et que || f||, = Max |q,| 7™

' Lorsque D'est un voisinage du point & P'infini de K’,
on note Hy(D) le sous-espace de H(D) constitué des f
telles que lim f(x) =0 : le sous-espace R,(D), inter-

| ] =»oc0

section de RaD) et Hy(D), est alors espace des fractions
rationnelles sans péle dans D et dont le degré du déno-
minateur est strictement supérieur & celui du numérateur.
Dans Pexemple ci-dessus, ot D ={x | [x —a|>r}, le
sous-espace Hy(D) est simplement caractérisé par ay = 0.
On voit, par ces définitions, qu’on peut toujours
ramener ’étude d’un espace H(D) au cas ol le domaine D
est borné. _ .

Soit D une partie bornée de K, on note D, et on
appelle ENvELOPPE de D, lintersection des disques fermés
contenant D : c’est un disque fermsé.

" SiD est fermé, soit D =D —D : D" est un ouvert,
D’ est réunion des disques ouverts qu’il contient. Un
disque ouvert T contenu.dans D" est appelé un TrROU
de D ¢'il est maximal (pour P'inclusion) parmi les disques
ouverts contenus dans D/, On note & (D) la famille des.
trous de.D, alors D =Dv |J. T,

‘TEE (D)

—
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Notons B': le:complémentaire dans K’ d’une partie B
de K’, alors si D est un fermé borné de:K; on a :
D=Dn( N T
TESD)
Cette décomposition « ensembliste » du fermé D permet
une représentation commode de Pespace H(D), lorsque
D appartient & une classe de parties que nous allons définir.

DérmarioN 4.7.1 (INFRACONNEXES), — Soit D une
partie bornde de K, a €K, on note v,(x) = v(x—a).” On
dit que D est INFRACONNEXE s, pour tout a € K, P’image v (D)
de'D par v, a paur adhérence un intervalle de R".

On vérifie qu'un disque ou une couronne sont des
infraconnexes (si la valuation de K est dense : nous avons
ici supposé K algébriquement clos, on remarquera que si
la valuation de K n’est pas dense, il y a fort peu d’infra-
connexes ). De méme, si D est un disque,-et'si Ty, ..., T,
sont des disques disjoints strictement contenus dans D,
alors DNnT;nT, n... nT,, est un infraconnexe. ‘ :

EXERGIOE. — Soient D un dlsque, (Tn)n, 1 une famﬂle de dlsques
deux 3 deux disjoints strictement contenus dans ‘D.’ Donner des
condmons suffisantes sur la famille T}, pour que : .

- DNTiNTin...nTp,N

soit infraconnexe, et d’autres pour qu’il ne le_soit pas. .

La propriété essentielle des infraconnexes est la sui-
vante : soient ae K, I = %,(D), et fe H(D), on peut
définir sur I une foncuon v,(f; m) tout & fait analogue 2 la
fonction »(f, m) qui a été un outil essentiel dans 1’étude
des fonctions analytiques sur une couronne, Plus pré-
cisément :

DirinrrionN 4.7.2. — Soient R = P/Q_ une fraction ration-
nelle, b €K, P(X) = P(d'+ X) ot Q,(X) =Q(b +X);
on pose v,,(R m) = o(P,, m) —o(Q,, m). La fonction ainsi
définie ne dépend pas du choix de la représentation R = P[Q.
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.On _sait.que . 9(P,, m). = Inf{o(P(#)}|v(x — ) = m},
si mev(K"), et que, si P n’a aucun zéro z satisfaisant
v(z—b) =m, on a, pour.v(x —¥b) =m

o) = 0B, m).
On en déduit :

-LemME 4.7.8. —Sozem‘ ReK(X), beK, xeK et

©om o= p(x — b).

(i) Si:R:n’a aucun péle. tel que v(z—b) =
o(R(#)) > v,(R, m) |

i R, m) = If (RO)) oy —b) = m).

(ii) Si R n’a aucun zéro tel que v(z—>b) =m
o(R(%)) < 0,(R, m)

et : 0, (R, m). = Sup (v(R())|v(y — b) = m).

(i) Si R n'a ni zéro ni pole tel que v(z——b)
o(R(x)) = 5,(R, m).

Il est d’autre part immédiat ‘que 2,(R, m) est continue
sur' R", .

COROLLAIRE 4.:.7.4-. — Soient D un infraconnexe, T un
trou de D, R une fraction rationnelle R e Hy(T"), alors
“R”D_”R”T .

Rappelons que H (T) désigne I'espace des fractions
rationnelles nulles & Pinfini et dont tous les pdles sont
dans T. Soit 6eT, T ={x|o(x—b) >m}. Alors ou
bien #,(D) ={m},. ou bien il existe une suite x, €D
telle-que. v(x, —&)-=m, <m et m, —m. Dans ce der-
nier cas, pour 7 assez grand R n’a aucun zéro tel que
v(z—b) =m, etona vR(x,)) =1(R,m,), alors :

lim o(R(x,)) = 0,(R, m).
-Soit  R(x ). = Z ak/(x—b)" la série représentant R
dans Ho(T), alors v,,(R m') = Inf{v(a,) —Fkm’'}, donc

Friacoas i A NE. T
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v,(R, m) = Inf (m' <¥ m|2,(R, m’)). Nous avons.donc mon-
tré que, si

(D) # {m), Sup{|R(3)| | ¢ D} = Sup | RG3)| |+ € T'},
comme D < T, le corollaire est prouvé dans ce cas.

Supposons maintenant que v,(D) ={m}, etsoit a €D
tel que v(a— b) = m. Alors ,(D) est dense dans [m, + ],

en effet, 7,(D)>s 4+ oo, et si I = g,(D) P [m, + ],
T est contenu dans D. Soit R = P/Q ou les zéros de Q
sont dans ‘T, il existe une suite. », e D telle que :

v(#, —a) =m, >m et o(x,—a) >m
Pour un tel #,," v(Q(s,)) = 1(Q, my)) = (Q, m),
pour z assez grand o(P(x,)) = v,(P,m,), alors :
lim o(R(x,)) = 2,(R, m)-= 5,(R, m),

et la démonstration s’achéve comme dans le cas précédent.

ProposrTioN 4.7.5. — Soit D un infraconnexe non réduit

a un point, R e R(D), on note, pour a e K :
w,(R) = Inf{,(R, m) [m & v,(D)},

e wp(R) = Irgf{wa(R) |aeD},
alors : wp(R) —Ify"{v x))|# e D}.

Remarquons d’abord que, D n’étant pas- rédult a'un
point, il existe m eR tcl que, pour tout :a € D

2,(D) = [m, + o] = L

En effet, si D ={x|v(x —b) > m}, alors, pour tout

aeD, D={x|v(x—a) > m} :on en déduit que :
m € 1,(D);

comme de plus + oo € 7,(D) et v,(D) < [m, + o], il
est clair que 9,(D) = [m, + ]. _

Notons prov1s01rement vp(R) = Inf{s(R(x)) |xeD}.
Pour aeD, soit J, Pensemble:des m''eI tels que R
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n’ait ni:zéro ni' pble satisfaisant. v(z — a) =m' :]J, ne
differe de:I-que par un ensemble fini, et

w(R) - Inf{z,(R, o') | m' eja

Or, pour ¥ eD et v(¥—a) eja, on a:
U(R(x)) = I,)u(R: v(x—_ a)):.

et Pensemble 2,(D) N ]J, est dense dans J,, d’ou :

wy(R) > p(R):
D’autre part, soient . >0 et aeD tel que :
-9(R()) < vp(R) (1 +¢),
pour un tel a:’
0,(R) < 7(R, + ) = o(R(2)) < 5(R) (1 +¢);

d’olt la proposition., : ,‘

Remarquons que toutes, les fonctions 7,(R, m), w,(R)
et wy(R) sont a valeurs dans R” : R" est homéomorphc,
par une application cxponentxellc 3 base inféricure 2 1,
4 [0, - oo]. Nous munirons R U{-+ 0} de la structure
uniforme  déduite de celle de [0, +- co[ par cet homéo-
morphisme; avec cette convention, nous pouvons main-
tenant préciser la fonction z,(f, m) d’un élément analy-
tique f : elle est a valeurs dans R U {4 oo}.

COROLLAIRE 4.7. 6. — Soit SeH(D), pour toute suite
R, eR(D) qui converge vers f uniformément sur D, et pour
tout a €D, la suite de fonctions v,(R, ,m) converge unifor-

mément sur 1 = va_(D) vers une fonction continue v,(f, m), 4
valeurs dans R U {+ oo}, indépendante de la suite R, choisie.
Cette fonction a,. en particulier, les propriétés suivantes :

(i) Soient : Fares
) =If{n(fmimel)
ot : w0y (£) = Inf{w,(f) |a € D},
alors : wp(f) = Inf{v(f(x))|x€D}.
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(i1) Si J est un intervalle .contenu: dans 1. oi . larestriction
de v,(f, m) ne prend que des valeurs finies, la fonction: v,( fy:m)
est affine par intervalles sur J.

La preuve est & peu prés immédiate si on remarque
que, compte tenu de 4.7.5; une¢ suite' R, converge unifor-
mément sur D & la condition nécessalre et suffisante que
wD(R,, +1—R,) tende vers Pinfini. Le (ii) résulte de ce
que, si 7,(f,m) est fini, pour z assez grand. (umiormément
sur tout intervalle fermé oit z,(f, m) est majoré) :

a(f; m) = va(Rn': m)'

TutoriME 4.7.7 (TuforEME DE MITTAG-L@EFFLER).
— Soient D un infraconnexe fermé borné, D son enveloppe, & (D)
la famille de ses trous. Pour toute feH(D), soit T € & (D),
alors :

(1) @l existe une unique fn e Ho(T") telle que :
f—foeHDUT),

de plus || fullw < [[fllns

(ii) la famille f ainsi associbe & f est somamuble duns H(D)
et 1l existe une unique fo€ A(D) telle que f= fo -+ 2 i
de plus =

I1f1lp = Max (|| £ ]lo> Max || fillz)-

En d’autres termes, soit E = A(D) @ (6Hy(T")) muni
de sa norme canonique (cf. 3.2.3). Soit ¢ Iapplication
naturelle de E dans H(D) : & un élément de E est aSSOCiée
la fonction définie sur D par f(x) = fo(x) + Zfp(#), o
vérifie. que cette série est uniformément convergente sur D
et que feH(D). Le théoréme de M1ttag-LoefFler est
alors équivalent & : ¢ est bijective et 1sométr1que, 1. cp est
un isomorphisme d’espaces de Banach. :

Pour démontrer ce théoréme, remarquons tout d’abord
que, si R e R(D), R admet une décomposition cano-

 nique R =P 4 XZR,, o, (¢) désignant la famille (finie)

des pdles de R, R, est la partie principale de R relative au
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pole g;,i.e. Uunique fraction rationnelle R; = P,/(x—a)%

telle que dg P < ¢, e¢ R—R; n’a pas de pdle en g,
et oii P est un polynéme (la partie entiére de R). Si
T € &(D) nous noterons Ry la: somme des R, ol g; par-
court 'ensemble des péles de R qui appartienncnt a T,
de méme R, désignera la somme des R; ol g parcourt
Iensemble des poles de R n’appartenant pas & D. Avec
ces notations, ona R =P 4+ R, + ZRT, ol les R, sont

J presque tous nuls.

LemME 4.7.8. — Soient D un infraconnexe, Ry une famille
de fractions rationnelles presque toutes nulles, Ry € Ro(T'), et
soit R = 2Ry, alors :

IR ]lp = Max || Ry [fq -

PrEUVE DU THEOREME 4.7.7. — Comme ¢(E) contient
R(D) qui est dense dans H(D), il suffit de montrer que ¢
est une isométrie pour qu’il en résulte a la fois qu’elle est
injective, bicontinue, que son image est fermée, et que
donc ¢ est surjective. Dongc il suffit. de montrer que, si

(fr) €e® Hy(T") et fy e AD), f=/fy + Zfy satisfait :
' | llo = Max (|| follo, Max (|| fzls)) (M)

Notons M le membre de droite de cette égalité, il est
évident que || ||y < M. De plus, si T est un trou de D
tel que ||fpllw <M, soient 6eT et ¢ une inversion
de centre b, alors foi™* e H(: (D)), I'enveloppe /(D) de
a(D) est i T'), g =foi* gécrit comme somme de

=fuoi teA(i(D)), de g =fooi *eH,i(D")) et
des Sy = fao it relatifs aux trous S # T. Alors, si
Pégalité (M) est vraie pour g et i(D), elle ’est aussi pour f
et D. On voit ainsi ‘que pour montrer (M) il suffit de le
montrer dans le «cas-oi || fy||lp <M, ou, ce qui revient
au méme, compte tenu de 'inégalité ultramétrique, dans
le cas ot f = 0. Or il existe une partie finie £, de &' (D)
telle que, pour T # &7, |fullw < M/2. De méme, pour
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chaque. Te &, soient -beT, fr= k;jlak/(x —b)¥, il

=

existe N tel que Ry = 3 f(x— b)* satisfasse :
’ : ISEkSN :

Il fo — Rl < M/2.
Alors, si R ='reerT’ ona ||f—R|lp <M/2. En
appliquant & R le lemme 4.7.8, on a déduit :
IR |lp =M =|lfll
Ceci prouve I’égalité (M), donc aussi le théoréme.

PreUVE DU LEMME 4.7.8. — Soient : ..

M = Max || Rglys, R'= 2Ry .
oi T parcourt ensemble des T pour lesquels :
”RT“’.E’ =M,

alors - ||R —R’|l, < M, et pour prouver le lemme on
peut supposer que, pour Ry #0, ||Rylly = M.

Soient Ty, ..., T, les trous de D pour lesquels
||Rpllw = M, pour alléger Iécriture ‘nous noterons
R, =Ry, et |[Ry]}; =||Ry]lg;- On a done :

R=R,+... +R,,

avec ||R,|l, = M pour tout i Choisissons b e T,
T, = {x|o(x — b;) > m,}. On dira que les trous T, et T,
sont contieus si T; = 7; : ainsi T, et T sont contigu
si et seulement si ‘m; = m; = v(b; — b;).

LemME 4.7.9. — Soient Ty, ..., T, des trous contigus
de Vinfraconnexe D, R, eRy(T) des fractions rationnelles
telles que, pour touts, ||R;|l, =M, e¢ R=R; + ... +R,,
alors, quels que soient € >0 et m' <m (ok m est la valeur
commune des m,), il existe x € D satisfaisant v(x — b;) > m’
et |R(x)] > M(1—¢). Deplussi D & Ty, on peut choisir x
de telle sorte que v(x — by) < m... . g

D’abord, si n =1, cest le corollaire 4.7.4 ou du
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moins une forme & peine améliorée qui a en fait été
démontrée dans la démonstration de 4.7.4. Si » # 1,
alors m e v(K"), car m = v(b; — b,), par exemple. Quitte
4 faire un changement de variable de la forme # —ax + &,
on peut supposer que l'enveloppe commune 7; des T,
est A, anneau de valuation de K, et que 4, = 0. Alors
les images §; des §; dans le corps résiduel f sont deux a
deux distinctes (les T, sont disjoints). On peut appliquer
4 R le corollaire 4.1.15, et on obtient :

Max (|R(#)| | €eAnT;n ... nT,} =M.

Si lintersection de D avec A est non vide, soit

beD N A, alors p,(D) 2 [0, + o], donc il existe une
suite ¥, € D telle que v(x, —b) =m, >0, v(x,) =0 et
m, -0. Si R=P/Q olt Q est un polynéme unitaire
ayant ses zéros dans la réunion des T, alors M(P, 1) = M,
car, pour x€eANnT;n... nT,,-2(Q(x)) = 0. Alors
|P(x,)] —M et |R(x,)| - M. '

Si de plus Iintersection de D avec le complémentaire
de A est non vide '(i.e. si D ¢ Ty), il existe une suite
x, €D telle que v(x,) <0 et v(x,) -0, et, pour n assez
grand, |Q(x,)| est voisin de 1 et |P(x,)| > M, d'ou le
lemme. = ' ' ' '

Pour acheverla preuve du lemme 4.7.8, il reste donc
A prouver qu’on peut se ramener au cas d’une fraction
rationnelle dont les parties principales sont relatives & des
trous contigus. Revenons donc au cas général ol :

R=R;+... +R,,

avec ||R;||, =M pour tout i. Soit m = Inf (m,), sup-
posons par exemple que m = m,, et soient Ty, Ty, o005 T
les trous T; contigus a T;, T, n’étant pas contigu a T
pour j> s Alors, pour j>s, ou bien m;>m, ou
bien v(b; — by) < m. '
Si m, > m, choisissons n, de telle sorte que :
m<<n, <<my,
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alors : :
Max (R, | ol — &) < m} =M, <M,

donc, pour e assez petit, v(x— b,) > m; —¢ entraine
IR, <M. . L

-De méme, si v(b; — b;) <m, pour i i
oo —b) = ' > o(by—b), ol —b)= o(b—b);

alors, soit : :
M; = Max {|R,(»)| | u(x — b,) < 2(by — b,) < m,},

on a M, <M et, pour, o(x —b;) assez.voisin de m,
|R,(x)| < M,. Finalement, .soit M' la borne supérieure
des M;, M’ <M. En appliquant le lemme 4.7.9 on
voit qu’il existe x €D tel que : -

|Rale) + - + Ry(#)] > M(1 —e),

pour e assez petit M(1'—e) > M’, et on peut choisir »
de telle sorte que |R,.,(*) + ...+ R, (¥)| < M', pour
un tel # on aura donc |R(x)|.> M(1 —¢), ce qui achéve
la démonstration. :

CoroLLAIRE 4.7.10. — Soient Ty, ..., T, des disques
ouverts digjoints dont les rayons gppartiennent d K, et sott
C=(yv...uT)n(T;n...nT,), soient :

Ji e Hy(T), “ﬁ”m{ . Hﬁ”u
et P un polyndme, notons f=P +fi + ... +f,, alors :
lfllo = Max (|| Plo, Max || fill)-

Si les disques T, sont tels que C soit infraconnexe,
c’est une simple application ‘du théoréme de Mittag-
Locffler, mais si par exemple n=2 et TN T, =2,
alors O est réunion des deux couronnes T, N'T;, dont
la distance mutuelle est supérieure au rayon de chacune
d’entre elles, et on voit aisément qu’un tel C n’est pas
infraconnexe. :
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On se raméne au cas ow, pour tout 7 : '
Al ="M B[],

par:P'inégalité ultramétrique. On'se.raméne de méme au
cas:ol f; = R, :est:-une-fraction rationnelle. Soit :
m =; Inf(m,), ol 4T4't={x|?(lxv_b4) > m};
supposons par-.exemple que m =my,. et que T, < Ty,
pour ¢y, et T,NTy=2 pour j>s Alors, nous
avons. montré. dans la preuve du lemme 4.7.8 que :

Sup {|Ry1a(¥) + 1 F Ry |42 Ty 0 O} = M < M,

Or D= T7,nC,est un infraconnexe, dont les trous
sont Ty, ..., T,, donc :

. SU.P{IP(JC) +R1(x) +.f" +Ra(x)|xED}= Ms

et le. corollaire est démontré,

- Les algébres d’éléments analytiques sur un infraconnexe
fermé borné ne sont pas nécessairement intégres. On peut
trouver des infraconnexes D et des éléments analytiques f
sur D qui sont « localement nuls » sans étre partout nuls
(i.e. dont la restriction & un ouvert de D est nulle sans
que fsoit nulle partout). On peut caractériser les infra-
connexes D pour lesquels H(D) est une algéhre ncethé-
rienne, ou principale (nous avons vu que H(D) est prin-
cipale lorsque D 'est une couronne). On trouvera une
¢tude systématique de ces algébres dans [23].

Pour poursuivre une théorie du prolongement analy-
tique, une méthode; consiste & choisir une classe 2 de
parties de Py(K), stable par les homographies. Rappelons
qu’on dit qu’une famille (P,);, de parties d*un ensemble E
est enchainée si, pour tout couple (i,j), il existe une suite
finie i =1(0),...,7 =i(n), d’éléments de I, tels que
Py 0Py # 9, pour k=0, ...,n— 1. Etant donné
une partie G de P;(K) et une fonction f définie sur C,
on-dit'que f est une fonction P-analytique $°il existe un recou-
vrement de G par-une famille enchainée (P,),c; de parties
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appartenant & la famille 2, telles que, pour tout i, la
restriction de f & P; y soit un élément analytique. Par
exemple, si 2 est la classe des disques fermés, on voit que
les seules parties C! de Py(K) qui soient réunion enchainée
de disques fermés sont les disques (fermés ou non), et on
vérifie que, si C est un disque fermé, les fonctions Z-ana-
lytiques sur C sont les éléments analytiques sur G, tandis
que si Cest un disque non fermé les fonctions #-analytiques
sont les fonctions analytiques sur C au sens de 4.1. On
voit ainsi que la classe des disques fermés ne donne lieu
qu’a une théorie fort restreinte du prolongement analy-
tique (contrairement au cas complexe, ol une réunion de
disques fermés enchainés peut étre n’importe quel connexe).
On montre également que si & est la famille des cou-
ronnes de P,(K) les fonctions Z-analytiques sont les fonc-
tions analytiques sur une couronne au sens de 4.1, On
trouvera une étude systématique des classes & pour les-
quelles espace des fonctions, #-analytiques jouit de pro-
priétés « raisonnables » dans [27].

Une autre méthode de prolongement analytique
consiste, au lieu de se donner a friori des parties de P;(K),
et de construire des espaces ou des anneaux de fonctions
définies dans ces parties, & se donner.a priori des anneaux,
que Pon représente comme anneaux de fonctions. Plus
précisément, notons K{X,, ..., X} algébre de Banach
complétée de K[X;, ..., X,] pour la norme « sup des coef-
ficients » (si n = 1, K{X} est simplement Lg[0, + co]).
Une algébre de Banach B sur K est dite topologiquement
de type fini si elle est quotient d’une algebre K{X,, ..., X}
par un idéal fermé, On montre que le spectre maximal
d’une telle B se plonge de fagon naturelle dans P,(K), et
B se trouve ainsi représenté comme algébre de fonctions
sur une partic de P,(K). Les spectres maximaux des
algébres B jouant le role de « variétés analytiques locales »,
une théorie du recollement de ces variétés donne lieu a
la notion de variété .analytique rigide. Nous allons étudier
en 4.8 une classe particuliére. d’infraconnexes qui sont des
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spectres d’algébres topologiquement de type fini. On trou-
vera un.exposé.de la théorie des espaces analytiques rigides
par exemple en [28], et une étude des algébres.d’éléments
analytiques ‘sur des infraconnexes, qui sont aussi topolo-
giquement de type fini, dans [24]. ' '

4.8. LEMNISCATES

Soit P un polyndéme unitaire non. constant de degré g,
M > 0, alors la rLEMNIscATE définie par P et M est
Pensemble :

B =B(P, M) ={«x eK | |(P(x)] < M}.

il est. clair que B..est fermé et borné.

ProrosrrioN 4.8.1. — Soit B = B(P, M) une lemniscate,
q=2dgP, il existe ‘h<dgP et des disques fermés dis-
Joints By, ..., B, tels que B=B, u... UB,. De plus,
si K est algébriquement clos, P a au moins un zéro dans chaque B, .

Soit b B, alors il existe un disque fermé contenant b
et contenu dans B (P est continue). Soit C, la réunion
de ces disques : c’est un disque contenant b et contenu
dans B. Soit:C, son enveloppe, alors :

Sup {|P(x)| | » € Gy} = Sup{|P(3)| | # € Gy} < M,
donc : Co < Gy,

et G, est un disque fermé. On voit ainsi que B est réunion
des disques fermés maximaux qu’il contient. Supposons K
algébriquement clos, et soit C un disque fermé contenu
dans B. Si P n’a aucun zéro dans C, alors, pour tout ¢ e C,
[P(e)| = ||P]|¢ € M. Il existe un disque fermé C’ conte-
nant strictement C et ott P n’a pas de zéros, pour un
tel &, ||P||lo = ||P|l¢ € M, donc C' = B. Dong, si G
est maximal dans B, P a un zéro dans C : le nombre de
tels C (deux a deux disjoints) est majoré par ¢. Si K n’est
pas algébriquement ¢los, soient K sa cléture algébrique
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et B—{xeK| |P(x)):< M), -alors B=8, u...UB,,
h s q, ol lcs B4 sont dcs boules' fcrmées d1s101ntcs, et, si

B—B4nK 'B=B;uU...UB,, oﬁlesB sonts01tdes
d1sques fermés, soit vides, d’olt le’ lemmc )

ExeMPLE. — Soient :
K=Q,, P,X)=XX—-1)..
M, |” |y
alors B(P,, M”) =Z,. En-cffet, si :
gy —P( )Int = (x)s
on sait que, pour s €Z,, [Q,(*)|<1, dol Z, =B.
D’autre part, si x ¢ Z,, alors :
|P,(%)] = |x|">1>M,, donc B=1Z,.

Exgroice, — On prend - K = G,,, P, et M,, comme cx-dessus
Soit # PPunique entier tel que @

PES n < T, et B@,;;='{xecp|vx—1)/ }

Montrer que :
B(P,, My) = U Bz
Lok

Montrer que [1 B(P,, M) = Z,.

CoroLLAIRE 4.8.2. — Soient. K algébnquemént clos et
M e |K"|; alors les myom des disques maximaux. de la lemni-
scate B(P, M) appartiennent & K.
Soit en effet b e K tel que |5 = M, alors :
B(P, M) ={x e K | |P(x)—b| < M}.

Done chaque disque B; contient un zéro ¢ de I'équa-
tion P(x) = b. Or sile rayon de B, n’appartient. pas a K,
commc P a un' zéro dans B,, on a, pour tout x B,

(x)] < ||P]ls; < M, d’oit le corollaire.

Etant donné un polyuéme P unitaire de deglé g=1

et une constante M > 0, nous noterons :
B/(P, M) = {# ¢ Py(K) | |B(x)] >
et : c(®, M) =B(P, M) nB'(P, M).
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Il est clair que B(P,M) # & si et seulement. si
Me|K | ,

Lemve 4. 8 8.i"— Soient P ‘un polynbme - unitaire de
degré g > 1, feHy(B'(P, M)) et Q: un polynéme, alors, si
q G(P M) n'est 45 wds et si K est algébriquement clos :

”f‘l‘ Q“U = Max ”Q.”o: S ()
Soit T(P, M) Tensemble des x €K tels que :
|P(x)| <M
T(P, M) est contenu dans B, et, si By, ..., B, sont les
disques maximaux disjoints de B, Dintersection de T
avec B, est la réunion des disques ouverts contenus dans B;,

de méme rayon que B;, et contenant un zéro de P. Notons
Ty, ..., T, ces disques ouverts, n < ¢. Soit :

Ti={x[o(x—5) >m} .
alors |P(x)] = M si et seulement s'il existe i pour lequel
o(x — b) = m,, et pour tout j, o(x — b,) > m;. Donc
CRM)=C=(,v...uT)n(T.n...nT.
Le lemme est donc un cas partlcuher du corol-
laire 4.7.10. .. |

COROLLAIRE 4.8.4, —.I Soit :
QeK[X], Q=Q,+Q:;+ ... +Q,P,

Punique. représentation, de Q. ot les Q ; soient des polynémes de
degré :<:q, alors - IIQ.Ilo = Max( || Q4”0 M).. :

Soient :
o= dg Q, sj— [n/q],
Q=0Q,P'+R,, dgR, <y,
I'identité de division euclidienne de Q par P* : on voit,

par récurrence sur s, que Q admet une représentation de
la forme annoncée, Punicité est évidente. De plus :

QP =Q, +R/P* et R,/ ecHy®),

Y. AMICE 6
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donc : - i i ! PR LT |! ’
11 QP o = Max (|Q,llos 1R/P*[l) = 1Qu1lo-
Or, pour, #:&C, |P(¥)] =M, dou.: = s .0
et Qe QoM. =
“Par récurrence sur s, on en déduit que, pour tout i,

1Qllo = | Qulle M, mais d’autre part : = '

Qo < Max (1 QullgMY; 0

d’ol le corollaire.

Provosirion 4.8.5. — Soit feHy(B'), il existe )u_rze
unique suite de polyndmes Q, dg Q; < g, tels que :
et que i IO | o
1) f= 3 QP ou cette série converge uniformément sur B';
=1 :

on a Eg plus : n ., Emma
@) || flle = Mazx (|| Qullo/M)- S

Il est clair que .cet-énoncé n’a un sens que si G # 4,
ie. si Me|K'| O

Montrons d’abord que toute représentation du type (i)
satisfait (ii) : l'unicité en résulte.

Soient ' =8 et D =T nDB; D est infraconnexe
puisque c’est un disque privé d’un nombre fini de trous
Tl LR Tk *

"Pour n o 1 et feHy(B), P*feH(D) et admet une
unique décomposition P*f= 8§, 4+ R,, ol 5, € H(I") et
R, e Hy(B'); de plus, ||P"f|l, = Max 1Salles 11 Ry |-
Or, si f admet une représentation (i), posons :

S, =P" X Q P, R/ =Pf=5,;
1<is<n oL . ‘
alors S, est un polynéme et R, & H,y(B),” donc il s'agit
de la représentation cherchée de P"f. Or, comme S, est
un polynéme, en appliquant le lemme 4.8.3 on a
1S llo < [[P"Sf]lg = M* ||fllg- En appliquant d’autre
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part le lemme 4.8.4 au polynéme S, , on en déduit, pour
i< || Qullo/M < || f|lg, d’oit la relation (ii).

: _Remal:quons,_de plus que, si f e Hy(B’), dans Punique
décomposition P"f =S8, + R, telle que S,eH(I) et
R, eHy(B'), S, est nécessairement un polynéme de
degré < ng car S,/P* tend vers zéro lorsque |x| — -+ oo,
de plus S,,, —PS, est un polynéme de degré < g, et
il suffit de prouver que " || f—S,/P*||s = || R, ||o/M"* — 0
pour que la suite S,/P" fournisse la série cherchée.

Or f=2f; ol f;eHy(T)), et il suffit de montrer
que ‘chaque f; a une représentation (i). Soit §; un zéro
de P dans T}, alors, pour #eTj, fi(x) = X a, ,/(x—b,)"

nz=1

Notons f, ; = 1s§s a, /(% — b,)*, alors :

= Salle 0,

et de plus P3f,(; = U ;cst un polynéme, donc, i
ol S,,: ; est un polypé@_e et R, ; eHyB’), alors :
| P”(f.:l _f;v. J): = Sn. ' Un, J + R.-.,,, 4

et, d'aprés le lemme 4.8.3, ||R, ,[lo < M*|| £, —

s U M, 4110 i f.:i“'
On en déduit que S, ,/F* converge vers f; uniform’émcgt
sur C, donc f; admet une représentation (i), et f aussi,
ce qui achéve 1a|~ démonstration.

CorOLLAIRE 14.8.6.  — Soit L = K{X,Y} Panneau
complété de K[X, Y] pour la norme « sup des coefficients », P, M,
B, B' et C comme ci-dessus, on suppose de plus que B < A
(anneau de valuation de K) ie. que P eA[X] e¢ M< 1.
Soient be A telque |6 =M, e Q(X,Y) =b—P(X) Y.
Notons 1 I'idéal engendré par Q dans L, L' = L[I et ¢ Pappli-
cation canonique de L sur L', Soit { Papplication de K[X, Y]
dans, R(B' m A) qui ¢ F(X,Y) eK[X, Y] associe :

$(F)(X) = F(X, b/P(X)),
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alors & : e PR
(i) Ker =T nK[X, Y], ||4]| =1, "on note encore ¢
" Punique prolongement continu (4 valeurs dans H(B" 0 A))
de § aL; - & : ‘
(i) soit L, le sous-espace de L, fermeture dans L de Pespace
des polyndmes de la forme : ‘

G(X, ) = Gi(X) + T G(X) Y,

o dgG, <q pour iz 1, alors L=1,6T1 e la
restriction , de § & Ly est un isomorphisme d’eshaces de
Banach; N e ., B B

(ili) soif © =@ o 71, « est un-isomorphisme d’algébres de
Banach de. H(B' n A) sur L', | .

La démonstration de ce corollaire ne présente aucune
difficulté compte tenu des résultats précédents. Nous n’uti-
liserons pas ce résultat et en laissons la démonstration au
lecteur. Il signifie que P'algtbre H(B’ N A) est topologi-
quement de type fini, ainsi que nous l’avions annoncé
en 4.7. 3

Nous tcrminerons ce paragraphe par une remarcque qui
nous sera utile au chapitre 5. Soit f=Q -+ ¢ olt Q est
un polyndéme et g € Hy(B), nous noterons ay(f) le «résidu
de f A linfini », c’est-d-dire la limite, pour & — - oo,
de xg(«); alors, si D(B) désigne le diameétre de B, on a
|a()] < [1/1lo DB). | B

Supposons en effet que B2 0 (ce qu'on peut faire,
car ay(f) est visiblement invariant par translation), alors,
d’apres 4.8.8, |ay(f)| < ||fx]lo < DB Sflo-

CoroLLAIRE 4.8.7. — Soit- feHy(B"), il existe une
constante M(f) telle que, pour tout polyvnﬁme'Q__‘ E '
|ay(Q )] < M) Qo+

En effet, Lo . .- = j
I1FQlls < 11 F1lo 1 Qullo»> - et M(f) = || AlleD(B)

a la propriété annoncée.

e

CHAPITRE 5
Théorémes de rationalité

5.1, INTRODUGTION

Soient K un corps de nombres et fe K[[X]] une
série formelle 2 coefficients dans K. A chaque extension
valuée (i de K correspond un domaine de convergence
de f dans C : si C est le corps des nombres complexes,
la somme de, f définit une fonction analytique sur un
certain disque de C (éventuellement réduit a {0}); de
méme, si C est une extension d’un complété P - adique
de K, f définit une fonction analytique stricte dans un
certain disque de cette extension, De plus les fonctions
ainsi définies par f dans des disques de différents corps C
peuvent étre prolongeables hors de ces disques, soit au
sens habituel dans C, soit comme éléments analytiques au
sens de 4.1, sur un certain domaine de G, lorsque G est

une extension de Q . -

.~ Un des moyens de reconnaitre, parmi les séries for-
melles A coefficients dans K, celles qui sont des fractions
rationnelles, consiste 2 étudier les fonctions analytiques
associées & f dans des extensions valuées de K : si les
domaines ol ces fonctions sont analytiques sont « assez
grands », f est rationnelle. Les théorémes de rationalité
ci-dessous sont de; ce type. Un exemple classique d’un tel
critere est la :

0

' PropostTion, 5. 1.1. — Soit f(X) = E.a,,X” une série
Sformelle & coefficients entiers définissant dans G une fonction méro-
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morphe dans un disque de rayon strictement supérieur & 1, alors f est
une fraction rationnelle, _

Cette proposition apparaitra comme un corollaire
des deux théorémes de rationalité que nous prouverons

- ci-dessous.

Nous donnons d’abord, au § 2, deux critéres purement
algébriques, (Hankel et. Kronecker), .au § 3, le théoréme
de Borel-Dwork qui n’utilise que les notions de fonction
méromorphe sur un disque, sans faire appel a la théorie
du prolongement analytique, et au § 4 le théoréme de
Polya-F. Bertrandias, qui généralise le précédent et utilise
a la fois quelques notions sur le prolongement analytique
et une notion de « grandeur » d’un domaine, plus fine
que la notion de diamétre, & savoir le diamétre transfini,

Le théoréme de Borel-Dwork est un cas particulier du
théoréme de Polya-F. Bertrandias, et la démonstration du
second, que nous donnerons, n’utilise pas le premier : la
preuve du théoréme de Borel-Dwork aurait donc pu étre
omise. Elle a cependant été donnée car, étant apparem-
ment d’un acces plus facile que celle du second théoréme,
elle peut en faciliter la compréhension. '

5.2, CRITERES ALGEBRIQUES, DETERMINANTS

Soit @ = (a,),», une suite d’éléments d’un'corps K,
on appelle pETERMINANT DE HaNKEL de rang n et d’ordre &,
de la suite a, et on note Dk(a) le déterminant [o«],
0<i<hk O0<j<hk ol oy=a,,i.;. Le détermi-
nant Dp(a), aussi noté D"(a), est appelé le n-iéme déter-
minant de Kronecker de la suite @, - : :

ProPOSITION 5.2.1, — Pour que'la série formelle s

FX) = 3 g, X"

soit une fraction rationnelle il faut ot il suffit quilexiste kb

tel
que, -pour n-assez ‘grand, DE(a).= 0

it
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Supposons ‘d’abord que f soit une fraction rationnelle;
solent Q(X) = ¢, + @ X+ v+ + ¢X* un dénomina-
teur def, et P =Qf, alors, pour n>dgP :

i !_ .._gn;anl'i" g;an—l '|‘I .o ‘+‘ g,,anl_{a = 0.
- Dong, pour 2 + k&> dgP, Dk(a) =0.

Pour montrer la réciproque, nous utiliserons une rela-
tion élémentaire sur. les déterminants : la relation de
Sylvester. - ” '

Soit D =1[g,], 0<i<m 0<j<m un détermi-
nant d’ordre m + 1 : c’est un polynéme homogeéne de
degré m - 1_par rapport & I'ensemble des variables a;,
de degré 1 par rapport A chacune d’entre elles. Notons A,;
le cocfficient de a;; dans D, et d le déterminant d = [a,],
1<igsm—1, 1<j<m—1 (d est le déterminant
extrait de D en supprimant les lignes et colonnes extrémes),
alors la relation dc Sylvester s’énonce :

Dd = Aoo Amm = AOm Amo '

Pour la démontrer, on peut considérer le détermi-
nant D' = [b,], o by = Ay, by = A,y et, pour
i#0,m, by,=3y,, (ie 1 pour i=j et 0 sinon). On
yéri_ﬁe ais_ément que :

-DD' =D = D(AgyApm — Aom Am)-

Comme le polynéme D n’est pas nul, la relation de
Sylvester -en résulte. Appliquée aux déterminants de
Ha‘.nlﬁe‘ul d’une sw’tp_ a, elle devient :

Di Dk = Digi Di — (Dizd)? pour k32 ()

Nous supposerons la suite a non stationnaire : si elle
’est, f est, rationnelle, - 3

v

LemME 5.2.2. 5-Soit' a une suite non stationnaire, s’il
existe B et ny’ tels que, pour n > ngy DE(a) = 0, il existe b
ot n, tels que D¥(a) = 0"pour n>ny et Di=(a) # 0 pour
n> nl +11.‘ RGN SN WIS U : . P
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".Nous dirons que £ est.admissible pour. & si..Df =0
pour- # assez.grand., Remarquons que DY = a,, donc 0
n’est pas admissible (¢ non statlonnalre) Par. hypothése,
il existe £ admissible : soit / le plus petit entier admissible
et soit #; le plus petit indice tel que DX = 0 pour n > ;.
Si k=1, on conviendra que D;!=1; on ;vériﬁe=que
la relation (8). est encore vraie pour k> 1 (elle s’écrit
alors DL =a,¢,,,— (8,,.)%. Seit m un indice tel que
Dt = 0 si m> ny + 1, la relation de Sylvester a.pph-
quée an=m—1 :

D}, D = Dih D — (D)%
montre, par récurrence, que Di1=0 pour m’ > m. S’il
en est ainsi, A—1 est admlsS1ble, ce qui est contra1re a
l’hypothése Donc, pour m 3> n, 41, D=1 £ 0, et le
lemme est démontré.

FIN DE LA PREUVE DE LA PROPOSITION, — Supposons a
non stationnaire, et.satisfaisant I'hypothése du lemme,
choisissons % et #; comme dans le lemme, soit (E,) l’équa-
tion linéaire par rapport aux inconnues Yg, ..., Y, :

Yoo, + Y18,y + oo +Y38,5 =0 (E,)

Le systéme d’équations (E,), N+ A< n< N+ 24, a
pour déterminant D} . Pour "N > #,, il admet donc une
solution, mais il est de rang h—1, car D47} est unde
ses mineurs d’ordre 4 et est non nul Donc ce.systéme
admet une solution unique telle que Y, =1 : on voit
ainsi que l'unique solution du systéme correspondant A
N =n,, et satisfaisant Y, =1, est encore solution des
systtmes d’indice N > n,. Si :

QX =X+ Y, X+ +Y,,

fQ est un polyndéme, et f est rationnelle.

Remarquons que nous .avons aussi montré que, si 4
est le plus petit entier admissible, f admet un dénominateur
de degré k, et n’en admet pas de degré moindre.

ittt L 2os O

S __,:"'i':_:::' s
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COROLLAIRE 5.2.8. — Pour -que la série formelle :

fX) = 5 aX"
. : nz2z0

soit une ﬁaazian rationnelle, il fau‘t et il suffit que, pour n assexs
grand, D™(a) = 0. '
Notons A”(a) = (By;, Byiys ++ s Gyyp) € K, alors:
_'[')n ‘3) = - Det EA" a).! An(a)’ vy A:(a))
Si f est une fraction rationnelle, soit :
QX)) =% + X+ ... + X
un dénominateur, de. f; alors, pour z assez grand :
2%AR@) + ¢ Ay_i(a) + ... + g AR_4(a) =0,
et : D*(a) = 0.
Réciproquement, si, pour 2 > n,, D"(¢) =0, on
v01t en apphquant la relation (S) : .
Dn+ 1 Dn-—-l Dn Dn (Dil) z’
que. D? =0 pour n>n Supposons qli on ait montré
que, pour z > ng, et pour p<h Di=0, alors :
' DDy = DI?+2D" (Dh+1) ’

donc D, =0 pour z > n Qn voit ainsi que D? =0,
pour tout'm, et pour n> no : par la proposition 5.2.1,
f est rationnelle.’ - ‘ ,

5.3. LE THEOREME DE BOREL-DWORK

Soit K un corps de nombres, rappelons (cf. 1.8) que
les places de K sont les classes de valeurs absolues équi-
valentes ‘sur K. Les places finies de K sont en bijection
avec les idéaux prcmlels de P'anneau des entiers de K,
on notera P(K) Pensemble de ces idéaux premiers. i
P e P(K), on notera |#]y la valeur absolue B - adique
normalisée associée 2 P. Soient p le nombre premier divi-
sant P et. C, le complété de la cloture algébrique de Q
on notera Gy l'extension de K isomorphe & C,, munie

=TT
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de Punique valeur .absolue. |x|y prolongeant la valeur
absolue P - adique normalisée de K.

De méme, & toute place infinie de K, est associ¢e une
valeur .absolue |x|,, 1<éi<r-s, qui est la valeur
absolue induite par le plongement correspondant de K
dans G muni de la valeur absolue usuelle |z|* = zz. Les
valeurs absolues ainsi normalisées’de K satisfont la formule
du produit : cf. théoréme 1.8.4. :

Nousg noterons désormais. C un corps valué.complet
algébriquement. clos, extension de K, et dont la valeur
absolue induit sur K Pune des valeurs absolues normalisées
ci-dessus : O est donc ou. bien G, ou bien Gy

0

Sormelle & cogfficients «dans: Ci- et - R.> 0. nous. dirons . que Vi
définit une fonction MEROMORPHE -dans le disque de centre O et
de rayon R, si, quel. que soit 1< R, -il:existe un polynéme Q. ,
tel que-la série Q. f converge pour |X| < 7. 4

On vérifie aisément que cette définition est équivalente
aux définitions usuelles, tant dans'le cas complexe que
dans le cas p - adique.

Dfrmirion 5.3. 1. —Soient f(X) = %‘. a, X" une série
T

Tatortvs 5.3.2 (Borel-Dwork) [31]. — Soient K un
corps de rombres et f(X) = X a, X" une, séric formelle d
0

"=
coefficients dans K. $il existe une partie finie Py(K) de P(K)
telle que : : el g
(i) pour tout P ¢ Py(K) et tout n >0, laglp S 1y
(id). pour chacune des r s places, infinies de'K, f dfinit dans G
une fonction méromorphe dans un disque ouyert de’ cénire O
ot de rayon Ry, i=1,...,74s5; " -
(i) pour P e Py(K), f définit dans Gy une Jonction méro-
morphe dans un disque ouvert de centre O et de rayon Rg;
Dt R L T o
(iv) le produit R~:=1-H]-’R§“’ x -~ II: Ry satisfait=R >1;

BERE)

alors f est une fraction rationnelle.
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. Remarquons d’abord que la proposition 5.1.1 est. un
corollaire de:ce théoréme : si f satisfait les hypothéses
de 5.1.1, cn prenant K = Q, la condition (i) est satisfaite
par P;(Q) = 2, la condition:(ii) pour R, = R, la condi-
tion - (iii). est vide, et (iv) estisatisfaite- puisque R > 1,
donc f est rationnelle. -

Le théoréme initial de Borel est exactement la géné-
ralisation :de 5.1.1 obtenue en y remplagant « ayant
dans' G un rayon de convergence strictement supérieur
a 1 » par « qui- définit dans G une fonction méromorphe
dans un disque de centre O et de rayon R > 1 ». Clest
visiblement un cas particulier de 5.3.2. La généralisation
par Dwork ‘du .théoréme de Borel consiste donc & rem-
placer une condition” « locale » (portant sur une seule
place) par une condition « globale » plus faible (portant
sur 'toutes l¢s places).

R

Lemme 5.3.3. — Avec les notations du théordme, et si la
condition (i) est satisfaite, pour tout P e P(K) et pour tous n
et by |DE(a)|p< 1.

En effet, le sous-anneau de K constitué des # tels que
|#|p <:1 contient les a,, donc contient aussi la valeur au
POINt (@, , @41y + - +5 y4y) de tout polyndme & coefficients
entiers, et en particulier D%(a).

" Nous allons i maintenant majorer. la valeur absolue
de DE relative & une place! pour laquelle f définit une
fonction méromorphe dans un disque du corps Ci corres-
pondant : la majoration obtenue, jointe & la condition (iv)
et &4 la formule du produit, permettra de montrer que,
sous les hypothéses du théoréme, il existe & tel que pour n
agsez grand Df (c?) = 0, et de conclure, par le lemme5.2. 1.

. Lemue 5.3.4, — Soit f(X) = §>] a, X" une série entidre
o N =0 :

a caqﬁirz'enu. dans 'C, définissant une furfction méromorphe dans le
disque ouvert de centre O et de rayon R. Soient v <R et Q
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un polynéme. de:degré s tel que Q f converge pour. | Xi|-<.r, et
sott: k> s, alors zl existe M tel que, pour n >0 :: i o

IDI.;I Mb-rm —n(k-—ﬂ)

o b désigne: la borne mfe’neure des ]z] lorsque z parcourt les

zéros de Q..

PREUVE DU THEOR]}.ME 5 3.2. — En admettant: le
lemme ci-dessus; -que nous prouverons ensuite, :-'prouvons
le théoréme. Choisissons desréels 7, pour ii=1, ...,7r +
et ry, P ePy(K), de telle sorte que. 7, < R, Tgp < Ry,
et que le produit 7 = II7" IIry > 1. Notons v un indice
parcourant V ={I1, ..., 7+ s} U P(K). Pour ve V
soit Q) , un polynéme de degré s, satisfaisant « Q.,(0) #0
et fQ, converge dans C, pour |X| <7, », et soit b, la
borne inférieure des z, ol z parcourt les zéros de Q,.
Notons s la borne supérieure des s,, alors, pour %> s,
il existe des constantes M, , telles que :

IL DL < I1 (M, by meory v e) ),
vEY vEV

o  N@) =1 si o=1.

Posons A,(k) = (b, r“"’"v’)m”’,. et A(k) = H A o(R);
alors 11m (A(k))”" = 1/r, donc on peut. cho1s1r k de telle
sorte que A(k) < 1. Fixons un tel &, et soit : A= A(k)
alors, en posant M = H MN‘”’, ona :

TI | Dk [ < A”.;M, avee A<l
vEV .

Compte ‘tenu du lemme 5.3.3 et de la.formule du
produit, D!(g) s O entraine MA® > 1; -donc, pour n
assez grand, D¥(¢) =0, ce qui prouve le théoréme.

PREUVE DU LEMME 5. 3.4, — Nous utiliserons 'inégalité
de Hapamarp. Soit D = [au] un’.déterminant . d’ordre
m 4 1, et soit “A; = (dg;y . ) Gpy) €C™FL On munpit
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Cm+1 de la norme ”X”, qui au vecteur X = (X4)

associe : -
[[X]| =Max|X,] si C=0Cy

et :  ||X||=(X3+... +|X5)*” s C=Q,
alors :

AD|< | A [ Al - - [ Al (H)

Cette inégalité étant triviale lorsque l'un des A, est

nul, il suffit de la prouver pour ||A,l|=1, j=0,.
Dans cecas :

— s C= Cg, les a‘_,, sont tous dans ’anneau de valua-
tion de Cy, donc D aussi, et |D| < 1;

— i C=0C et D # 0, on vérifie que si Uy, ..., U,
est une suite orthonormale construite 3 partir de A,
par le procédé de Schmidt :

D(U,, ...:U,) =13 D(A,, ..., A,) = D.

Reprenant les hypothéses du lemme, nous noteronsa, (/)
la suite des coefficients ' de f, et g=Q f, ol :

QX) =g+ -+ +0.X%

nous noterons aussi. AR(F) = (@(F)s + + o» Gpan(F)).€ KFHL,
Avec ces notations :

Di(a(f)) = Dj = Det (AL(f); Absa(S)s -5 AL(S));
de plus, pour k:l> setmzs : oL
An(8) = 00AR(S) + 6 AL () + o + G AL(S)-

On a donc, pour % > s '
D} = Det (A3(S)s « > Al oma(f)s AL s(8)s - - - AT 14(8))-

Or f (resp. g) définit une fonction analytique bornée
dans le disque |X| < b (resp. |X|< 1), de G, et C est
algébriquement clos, donc, d’aprés les inégalités de Cauchy,
il existe deux constantes L et L’ telles que, pour z > 0,

()] S L6 (resp. | ay(g)] < L'777).
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.On en déduit, pour tous n.et & : .
1A <. {Lzr Max (1,579 si .0 =Cg, |
Lo~o(l+ b2+ .. + 522 s C=0C,

et des inégalités analogues pour A"( ), ot b est remplacé
par r.

11 existe donc deux constantes L, et Ly telles que, pour
tout 7> 0 (& fixé) :

IO < L o AN < i

En appliquant Pinégalité (H) de Hadamard on en
déduit, pour £>s et n> 0 F

ID,:; l;” ] Mb_f" T”:(’_c—’.),

- avec : ’
M — LBL’la—a+1b—-s(s—l)l21;.-—'-'(k—s+1) (k—:3+i2%(2, -

ce qui prouve le lemme.

Ce théoréme a-été utilisé par B. Dwork pour montrer
la rationalité de la fonction zéta’ d’une variété algébrique
définie sur un corps fini (cf. par exemple [32]). Par
diverses réductions, on raméne la démonstratmn de ce
théoréme au probléme suivant : soit : '

F(X,, ..., X,) ek[X,_,..,..,X_,,] :

un polyndme « irréductible », ot & =TF, est le corps a
p éléments. Notons &, 'unique extension de degré s de %,
et N(s) le nombre des solutions de l’équatmn F=0
dans %7, pour lesquelles aucun des X, n’est nul. On consi-
dére la série formelle (& coeflicients ratmnncls)

&(T) = exp{ T N(s) T'/s}-

Comme N(5) < p™, on montre aisément. que cette

série définit ‘dans C une fonction holomorphe pour
| 2| < 1/". On montre également qu’elle est & coefficients
entiers, puis qu’elle définit dans C, une fonction méro-
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morphe dans tout disque de-C, .- Elle sat1sfa1t donc les
hypotheses; ‘du théoréme 5.3.4. avcc : v

K=Q, PQ)=PQ)—p R=1p"

et R, arbitrairement choisi de telle sorte que R, > p",
d’oﬁ sa ‘rationalité, La démonstration originale du théo-
réme 5.3.4 se trouve dans [31].

5.4, 1L.E THEOREME DE POLYA-~F. BERTRANDIAS

Avant de pouvoir énoncer ce théoréme, nous devons
indiquer qu.elquelzs propriétés du diamétre transfini.

5.4.1. Diamétre ‘transfini

Sotent B un. espace méirique, B une partie de E, pour n > 2,
an pose

D,(B) - Sup{ I (s, %)% = i, .-, ) €B"),
¢ d,(B) = (D,(B)e

Alors, £zm d (B) existe, on note d(B) ceite limite et on

Pappelle I DIAMEIRE TRANSFINT de B,

Remarquons que, si B n’est pas borné, D,(B) = + oo,
on convient dans ce cag que d(B) est infini, mais on s mté—
ressera désormais 2 des parties bornées de E.

Si B est borné, soit D(B) son diamétre :

D(B) = Sup{d(x,5)|(%,0) € B*},

alors D,(B) = D(B)% et il est immédiat que, pour 7 > 2,
d,(B) < D(B)*, on a donc d(B) < D(B).

‘On remarque d’autre part que si on remplace la dis-
tance 4 par une distance d’ proportionnelle :

oo di(wy) =rd(x,y), r>0,

e

R e e s

R i W L A T SN e

i

R
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la’ quant1té d,(B) correspondant & d"est rd,(B) : on: peut
donc, quitte a faire:une-homothétie sur les distances, sup-
poser que D(B) < 1. Posons :

gn(xn Y x,,) —‘];-[jd(xi’ xj) = g»(x), ,
- } X =(%, . .,x,) eB"

alors : En+alBrs ooy Hpy)® = by oo kn+1:

Y

ol : hy=gu(x)), X'=(x,...,%,...,%,,,) €B"

Donc
’-(Dh+1(B))" < Dn(B)"H’ .
dy41(B) < (4,(B))**' < d,(B) (D(B))".

Si D(B) < 1, lasuite d,(B) est décroissante et minorée,
donc convergente
 On vérifiera, & titre d’exercice, que, si' B-est un disque
de G ou d’un corps valué non archimédien dont le corps
résiduel est infini, d(B) est le rayon de B.
Les propriétés ci-dessous sont immédiates :
(i) si A =B, d(A) < d(B);
(ii) si A<B etAdcnsa dans B, d(A) = d(B);
(iii) si B est un ensemble fini, d(B) = B3
(iv) si B est un ensemble fini et A borné, d (A U B) = d(A).

Dans le cas ot 'espace métrique I est un corps valué K,
le diameétre transfini admet une ‘définition équlvalente é,
la précédente, et que nous utlhserons ‘

Lemme 5.4.2. — Soit B une pame bornée-du’ corps valué K,
on note P, l’ensemble des polynémes unitaires de degré na aoeﬁi—
cients dans K, e .

Sa(B) = Inf{Sup (|P(»)|) [P e 2.}, _%(3) = (Sn(B)-)II”)

alors 5,(B) —d(B), n — oo.
Si f est une fonction définie sur B et & valeurs dans K
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ou R, nous noterons |[|.f||g = Sup{|f(x)]||» eB} Donc
S (B)-—- Inf{||P||g|P € £ }. . Choisissons : v

= (D1 - 0s0,) €B",
et soit P (x) = (x — _yl) (=), alors
» gﬂ-l-l(x .yl,.yq: ': ,_}’”) = P( ) gn(.yn -,)’ﬂ)-

Etant donné ¢ > 0, on peut choisir ¥ de telle sorte
que g,(») > D,(B) (1 —¢), pour un tel choix de yon a :

, Du(B) (1 =€) ||, ][4 < D, 1(B).

~ Atout e >0 on peut associer P, &2, et satisfaisant
cette inégalité, d’oii Su(B) <'(D, ,1(B)/D,(B))*2. " Or,
quand 7 — co, D, 4 B)/D“(B ' fend vers d(B)%. Ona
donc lim s5,(B) < d( )
D’autre part, on remarque que :

Enl#1s - o o5 %) = | Vo, o0y 2, [5

olt V(x,, ..., %,) est le déterminant de Van der Monde
associé & xy, ..., &,, 'V = [b], b, =", 1<i<n,
l<jg . Soit P eg —1s alors V(#,, ..., x,) est encore
égal au déterminant obtenu en remplagant dans la der-
ni¢re colonne de:V, 47~ par P(x,). En développant cette
derniére expression de V par rapport aux éléments de la
derniére colonne, on voit que V(x, ..., x,) = ZV )

oil, au signe prés, V; est le déterminant de Van der Monde

de (%15 4+ .5 %y 00y #,). Choisissons & = (%, ..., %,) de
telle. sorte que gn(a) =D (B) (1 —eg), ona: .
(1=-5).D,(B) < #*|| B[} D,_, (B),

qﬁel que soit PeZ, _,. On en dédult comme phi.s: haut
- +(8,Li(B))* > D, (B)/n*D, _4(B),
et : ~ lims,(B) > d(B),

d’ott la propositié;n.
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COROLLAIRE 5.4.3. — Soient B une. partie bornée de K,
d(B) son diaméire trangfini; € >0 et r> 1; il existe un
entier n et un polyndme P € &, tels que :

B < {x eK]]P(x)] < (d(B) + )" r}.

En effet, pour n assez grand, 5,(B) < d(B ) + &
S,(B) < (d(B) + £)*; "en choisissant un ‘tel n, il-existe

Ped, tel que ||P||B<rS (B).

Exempra 5.4, 4 — Supposons K non “archimédien et
algébriquement clos, la temniscaTE B = B(P, M) définie
par un polynéme unitaire P de degré ¢=> 1 et une
constante M a un diamétre transfini d(B) = MY¢, En
effet, ||P*||p=M"> Sa(B), donc d(B) < M*, D’autre
part, si Q est un polynome unitaire de degré kg, soit :

Q=Q,+ QP+ ... + QP on de,A,<Y
(cf. 4.8.4), alors :

Q.Io=1 et ”QHB HQHO ”Qk”oMk
donc’ S, ) M’“ et d(B) Mie,

EXERGICE 5.4.5, — Soient A une partle bornée de' K (K non
archimédien ‘et a.lgébnquement clos), P un polynéme ‘unitaire de

degré > 1, et B= P(A) = {P(3)|» ¢ A}. " Alors. d(B)-—d(A)q

Smt B’ un ouvert de P,(C) dont le complémentalre
est borné, on notera Hy(B') 'espace des fonctions holo-
morphes sur B’ nulles 3 Iinfini et continues sur la frontiére
de B’." Nous traitons. au'§ 5.5 les quelques propriétés des
fonctions holomorphes dans C sur le complémentalrc d’une
lemniscate qui nous sont utiles pour-la démonstration du
theoreme c1-deSsous

TutorEME 5.4.6: (Polya-F. Bertrandzas) [30]. — Soient
K un corps de nombres, J (X) = Z a,|X" une série de Laurent

a coefficients dans K. S’il existe une pame ﬁme PI(K) de P(K)
telle que :
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(i) pour P ¢ Py(K) et n:> L |a,|p< 1y - '
(i) pour chacune desiv s places infinies a’e K, frddfinit dans G
une: fonction: prolongeable dans un: domaine connese B, ‘dont
-+ le ‘complémentaire est borné et a un. diamdtre transfini d‘, :
(iii) pour P e Py(K), f définit’dans Cy une fonction prolon-
geable en un élément analytique sur une partie By de C
dont le complémentaire est une partze bomée de diamétre
- fransfing d St

(1v) le produit a’ —'( H dN“’) x (‘!B I dyy) satz.gfazt d< 1
EBK)

alors f est une fmmon _mtzqnnelle. h

Remarquons que le théoréme de Borel-Dwork est un
corollaire de celui-ci, car si' f(X) = E i X" satisfait les

‘hypotheses. du théoréme de Borel-Dwork on vérifie trés
facilement | que g( D) = f(1/X) —a, satisfait les hypo-
theses de 5,4.6 .

Le prmclpe dc démonstranon est tout a falt analoguc
a celui utilisé pour l¢ théoréme de Borel-Dwork, mais ici
nous majorerons les valeurs absolues des détemunants de
Kronecker associés & la suite des coefficients a@,, au lieu
d’utiliser les déterminants de Hankel. Les remarques sui-
vantes vont permettre de ramener la démonstration du
théoréme au cas particulier ol les domaines B, et By sont
des complémentaires de lemniscate.

(1) Soit SB € Pl(K), notons Ty le complémentaire
de B , et soit dy > dy. Tl existe un entier n tel que

< dy. Un tel n étant choisi, il existe P € 2, tel

que T|P||'r < dyt. Alors B'(P, dy") < By, et fy définit
un élémcnt analytique. On voit donc que, sous I'hypo-
theése (iii), quel que soit dy > dy, il existe une lemniscate
de diamétre transfini dy, dans le complémentaire de laquelle
JS est prolongeable en un élément analytique.

(2) De méme, pour une place finie, quel que soit
d; >d;, il existe une lemniscate de diamétre transfini d;
telle que f soit prolongeable en une fonction holomorphe
dans le complémentaire de cette lemniscate.
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Quitte & remplacer les quantitésid, et dy par des
nombres;strictement supérieurs satisfaisant encore la-condi-
tion .(iv), on: peut:.donc supposer:que-les::domaines B,
et ng sont.définis par des:inégalités: polynomlales du typc
B, —{x EGHP x)| > die®y,

LEMME 5.4.7. — Soient C un corps complet pour une valeur
absolue et algébriquement clos (par exemple C = G ou C = Cy)
e f(X)= T a/X" a,eC. Soient PeC[X], g=dgP>1,

k=1
d>0, a B( d?) =B —{xéGl[P (%)| = d°}, si fest
prolongeable en une fonctzon de H (B')
lim |D’°|2”°' < d.

Soit ' T' = {x € G| |P(x) |,='d“}', ‘on sait (par‘4-.8.7si‘G
est non archimédien et 5.5.3 si C = G) qu’il existe une
constante M(f) telle que, pour tout polynome Q:

|a,(fQ)| < M(f) || Q.”r
Soient Py, ..., P, des polynomes un1ta1res, PeZ_,.
Par déﬁmtlon, D =[a,], ol a;=@a;,, 4, 1 = ,l ok
J=1 ...,k Par une combinaison linéaire des colonncs

de Dl, on voit que, si :
PJ(X) = XJI—1 -,-I—ﬁ’ﬂXj—z + ... +P}.4—_—1’
k>~

onaaussi D¥=1[,], i=1,...,kh j=1,...,k En
faisant une combinaison analogue sur les llgnes de D,

on voit que D¥ = [q,(P, P,f)], i=1,..,kj =1, k
Posons p, = [| sllps il ex1ste une constante M( f ) “telle

que |a (P P:ff)l < M(f 1’4?4

Posons S, = Max ( Py -+ s By) si C est nen archimé-
dien et S, = (pi+ ... +p})¥* si C=0C. En appli-
quant I'inégalité de Hadamard, on obtient :

|DEHS)| < M(S)* s - - - £(S)™
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Choisissons P, ..., P, de telle sorte que #, < (¢ +i¢)¥,
pour 2 assez grand (ce qui est possible, cf. 5.4.3). Sup~
posons d’abord d < 1, et notons L une constante (qui
peut ne pas étre la méme d’une mégahté a la suivante);
alors, en choisissant e assez: petit pour que d +¢ < 1,
on a :

5 S-kL, Dy py S L(d A ey,
wo i T |
2/k2 Log IDk(f)| "Lk + Log (d + ¢) -+ (Log &)/k + L.

Lorsque k — - oo, on en déduit lim | D} ¥ < d + e
Si d<1, le lemme ‘est démontré. Or, soit A eK, et
soit. f,\(X) =X f- est. prolongeable en un élément

1.
dc ’H ( = ), oﬁ - B’ cst l’1mage de B’ dans l’homothéuc
de centre O et de rapport /A II est clair que :

: "f D';( fl) ;;xr?':Df(f) LLE d"(%B’) =:ﬁd

on en déduit que si le lemme est vrai pour 4 < 1, il est
vrai pour tout 4> 0.

PR.EUVE DU THEOREME 5.4.6.— Pour x € K notons

|[%]] = H | % 9 an |x|m, le produit de toutes les
€

valeurs absolues normahsécs de . Soit & le produit des
diamétres transfinis figurant dans la condition (iv). Soit
P ¢ Py(K), alors  |D¥(f)|y < 1. Soit.:

=7+ 253 Gard (Py(K)),
choisissons € > 0 de telle: sorte que d(1 + )N < 1. 1l

existe des entiers 'k et-ky (i=1,...,7r 435, ‘,B e P;(K))
tels quc “pour k>E; (resp k> k!B) on a1t

KD < (L + &)
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(resp.  {DE(f) |y < (dp(l-+4€))¥). Smt K- le -maximum
des&; et k alorsyipour B2 Kivs o biin v e
CIDHA < @+ PP < e
: Donc, pour un tel ky DY f) =0, et d’apres le corol-
laire 5.2.3, f est rationnelle.

RemArQuEs, — Les'deux critéres de ‘rationalité que
nous avons prouvés donnent des conditions suffisantes pour
qu’une série (formelle) soit rationnelle. Ces conditions sort
aussi nécessaires ; pu1sque, d’une ‘part; une¢ fraction:ration-
nelle n’ayant qu’un nombre fini de pbles, elle définit une
fonction méromorphe dans tout chsquc, et un élément ana~
lytique dans le complémenta:fe de tout fermé ayant ses
poles comme points intéricurs (on' trouve ‘de tels' fermés
de diamétre transfini aussi pctlt que l’on vcut) d autre
part, les seuls idéaux prcmlers B pour lesquels il existe
des indices 7 -tels ‘que’ |a, | >:1" sont ‘ceux -auxquels
appartient le terme constant (resp. le coefficient du terme
de plus haut degré) d’un polynéme Q tel que: fi= P/Q,
P et Q. étant a coeflicients' dans ’anneau des entiers de K :
il 0’y a qu’un nombre fini de. tels P; et les conditions (i)
des deux théorémes sont satisfaites si f est rationnelle."

Exercice 5.4.8. — Soient p un nombre premier et :
FOO = T X g =f(1X) —1.

(i) Déterminer lcs rayons -de convergence de f dans Q, Cy, Gy,
o
(ii) Ln calculant les déterminants D ( f) pour n et j 'bicn choisis,
montrer que j° n’est pas rationnelle, ' - '
(iii) Soit D= {x€C||x| < 1}, on admettra que si £ est un
ouvert contenant strictement D, d(Q) > 1; en déduire que fn’est pro-
longeable dans aucun ouvert €)', connexe, et contenant strictement D,
(iv) Montrer que, dans C,, il n’existe aucune lemniscate de dia-
métre transfini strictement mférmul a 1, telle que g soit prolongeable
en un élément analytique sur le complémentaire de cette lemniscate.
(v) Soit f(X) = g.oaﬂxm_. on dit que f est lacunaire si, quel
L1} -

que soit & >0, il existe n tel que ay = a4y = ... =ty = 0.
Montrer qu'une telle série n’est pas rationnelle,
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(w) Soit f une série lacunaire & cocficients entiers, montrer que,
s’il existe un nombre premier p tel que le rayon de convergence de.f
dans C,, soit strictement supérieur 4 1, le rayon de convergence de f
dans: Q est strictement inférieur & 1., ‘

& ¢ 5 5 LEMNISGATES DANS ' LE PLAN COMPLEXE
Smt IP =) G[X] Uy polynome un1ta1re dc degré q > 1,
M > ), on note:
‘ BcP“M) w{zecllP(zl M},
B“(P M) ={z G ||P(2)] < M},
B'(P M) —-{z eC | |P(z)| > M}

ey o 3 G(P,.M) — B(R, M) niB'(R, M);

si aucune confusmn h'ést possible:c on abrégera ces notations
en B, BY, B’ et C.

ProrosiTioN 5.5.1. — La lemniscate B(P, M) a au plus
q composanies connexes-B], . . . » BR, h< g, chaque BY contient
un zéro de P et est ﬁmplement connexe. La frontzére G de BY
est une courbe fermée simple, C=Ciu ... vC,.

Montrons que toute "composante connexe de B° contient
un zéro de P : leur nombre est alors majoré par ¢. Si D
est une composantc connexe de B, soit I' un cercle contenu
dans D ': d’aprés le pr1nc1pc ‘du maxlmum, si I(I‘) est
Pintérieur de I'j' on a” !

Max {|P(2)| | # I(I‘)} — Max {|P(s)| | z e T} < M,

donc I(I') CD, et D est simplement connexe. Soit F(D)
la frontiére de D : pour zeF(D), [P(z)] < M (par
continuité), mals, §'il existe z e F(D) tel que '|P(2)] < M,
il existe un voisinage de z contenu dans BO; soit V un tel
voisinage de z, alors VUD % D < B% et D n’est pas
une partie connexe maximale de B?. Donc |P(z)] =M
pour tout 2z € F(D). Enfin P a au moins un zéro dans D,
sinon 1/P" serait~holomorphe dans tout voisinage fermé
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assez’ pet1t de’D: soitiD" un tel- vomnage, alors, d’aprés
le pr1nc1pe du” max1mum, pour: 2eD

UM < [1/B(a)] < Max {| /B ¢ € F(D)) = 1M

alors P serait constant sur D, ce qui est impossible. Soient
donc BY, ..., BY, & < ¢, les composantes connexes. Pour j
fixé, ch01s1ssons un zéro b de P dans BY, notons, pour
0 eR Jo(r) =P(b +18%, et r(0):la borne supérlcurc
des 7' >0 tels que [f(r")] < M pour 0< 7" <7 1l
est clair que 7(8) est une fonction continue de 0 et que
0 —>r(0), 0 [0 27] est un paramétrage de la fron-
tiere C, de By : C, est donc une courbe fermée simple.

Nous noterons C la courbe orientée dans le sens
positif du plan assoméc ?’1 C, (i.e. Porientation est telle

que, pour & eBY, rz(b G) = 1[21‘,1:_[ dz/z~—b = + l)

LEMME 5 5 2. —Soit f(z)
=]

rent a’eﬁmssant une fonmon lwlomorphe a’ans B’ —{oo}, alors 3

1—2z ff a’z.

Soit en effet. T un cerclc orlcnté dans le. sens.. pos1t1f
du plan et contenant B.dans son intérieur. I(l")w_ Alors
S est holomorphe dans le domaine borné B’ n I(T)..et
contmue au bord : AL en résulte a1sément que

f* af a’z—O

Wi
Ghomssons I‘ de’ telle sorte que, pour z I I‘
soit sommable Pour kA B8 = m \

[adzj =0, .

Donc f?f dz = 2zna1 == fﬁ

R ak/z “une sérze de Lau-

f_, dz/z = 2im. |

a’z, d’01‘.1 le lemme

THEOREMES DE RATIONALITE 185

CoROLLAIRE 5.5.3. — Soit f une fonction analytique sur B’
et nulle & Uinfini, il existe une constante M f) telle que, pour tout

pobynbme Q. |a(Qf)] < M(S) || Qllo-

En effet, ’aprés 5.5.2, ,(Q.f) = 1/2ir [, Q(2) A(z) dz.
Soit L la longueur de C, on a, d’aprés l'inégalité de
Cauchy :

[a Q)] < L27 | Q |l || fllo = M(f) | Qllo-

Exeraice 5.5.4. — 1. Déterminer le nombre de composantes
connexes de la lemniscate B°(P, M), o P(2) = s2—1 en fonction
de M.

2. Soient plus généralement P un polyndme unitaire de degré
g= 1 et h(P, M) le nombre des composantes connexes de B®(P, M).
Montrer que la fonction M —>h(P, M) est non croissante, que
Ml_i*m_'_mh(P, M) =1, que 4 est continue par intervalles, et que les

valeurs M; ol elle n'est pas.continue sont les modules des zéros du
polynéme Q () numérateur du discriminant de P(X) ~—.
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convergence (disque de —), 107 ; (in-
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trique), 47.
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