
p-adic L-functions and modular forms

Alexei PANCHISHKIN
Institut Fourier, Université Grenoble-1

B.P.74, 38402 St.�Martin d'Hères, FRANCE

Lectures for the International Summer School and Conference
p-adic Analysis and its Applications

August 31th to September 18th, 2009 (Trieste - ITALY)

September, 2009

Alexei PANCHISHKIN (Grenoble) p-adic L-functions and modular forms ICTP, September,2009 1 / 57



Abstract

1) Congruences and p-adic numbers. Hensel's lemma. The Tate �eld

2) Continuous and p-adic analytic functions. Mahler's criterion. Newton polygons
Zeroes of analytic functions. The Weierstrass preparation theorem and its generalizations.

3) Distributions, measures, and the abstract Kummer congruences.
The Kubota and Leopoldt p-adic L-functions and the Iwasawa algebra

4) Modular forms and L-functions.
Congruences and families of modular forms.

5) Method of canonical projection of modular distributions.
Examples of construction of p-adic L-functions
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Related topics (for discussions, not included in the text of
these materials)

6) Other approaches of constructing p-adic L-functions by
Mazur-Tate-Teitelbaum, J.Coates, P.Colmez, H.Hida ... (using modular
symbols by Manin-Mazur and their generalizations; Euler systems, work of
D.Delbourgo, T.Ochiai, L.Berger, ..., overconvergent modular symbols by
R.Pollack, G.Stevens, H.Darmon, ...)

7) Relations to the Iwasawa Theory

8) Applications of p-adic L-functions to Diophantine geometry

9) Open questions and problems in the theory of p-adic L-functions
(Basic sources: Coates 60th Birthday Volume, Bourbaki talks by P.Colmez,
J.Coates ...)
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Lecture N◦1. p-adic numbers and congruences

Originally p-adic numbers were invented by Hensel as a tool of solving congruences
modulo powers of a prime number p.

Example. p = 7. Solve the congruence x2 ≡ 2 mod 7n.

Solution. If n = 1, put x0 = ±3 then x2
0
≡ 2 mod 7.

If n = 2, put x1 = x0 + 7t1, x0 = 3 then (x0 + 7t1)2 ≡ 2 mod 72 gives:
9 + 6 · 7t1 + 72t2

1
≡ 2 mod 72 ⇒ 9 + 6t1 ≡ 0 mod 7⇒ t1 = 1

⇒ x1 = 3 + 7 · 1 = 10.
If n = 3, put x2 = x1 + 72t2, x1 = 10 then (10 + 72t2)2 ≡ 2 mod 73 gives:
100 + 20 · 72t2 + 74t2

2
≡ 2 mod 73 ⇒ t2 ≡ −2/20 mod 7⇒ t2 ≡ 2 mod 7

⇒ x2 = 3 + 7 · 1 + 2 · 72 = 108.
In this way we obtain a sequence x0, x1, x2, . . . , so that xn ≡ xn+1 mod pn.
This is in strong analogy with approximation of a real number by rationls, for
example:√
2 = 1.414213562373095048801688724 · · ·

= 1 + 4 · 10−1 + 1 · 10−2 + 4 · 10−3 + 2 · 10−4 + · · ·
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p-adic numbers as a completion of rationals

The idea of extending the �eld Q appears in algebraic number theory in
various di�erent guises. For example, the embedding Q ⊂ R often gives
useful necessary conditions for the existence of solutions to Diophantine
equations over Q or Z. The important feature of R is its completeness:
every Cauchy sequence {αn}∞n=1

in R has a limit α (a sequence is called
Cauchy if for any ε > 0 we have |αn − αm| < ε whenever n and m are
greater than some large N = N(ε)). Also, every element of R is the limit
of some Cauchy sequence {αn}∞n=1

with αn ∈ Q.
An analogous construction exists using the p�adic absolute value | · |p of Q:

| · |p : Q→ R≥0 = {x ∈ R |x ≥ 0}
|a/b|p = pordpb−ordpa, |0|p = 0,

where ordpa is the highest power of p dividing the integer a.
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This general construction of �adjoining the limits of Cauchy sequences� to
a �eld k with an absolute value | · | leads to a completion of k . This
completion, often denoted k̂ , is complete, and contains k as a dense
sub�eld with respect to the extended absolute value | · |, [BS85], [Kob80].
As was noted at the end of �2, all absolute values of Q are equivalent
either to the usual Archimedean absolute value, or to the p�adic absolute
value. Thus any completion of Q is either R, or Qp, the �eld of p-adic
numbers, i.e. the completion of the �eld of rational numbers Q with
respect to the p-adic absolute value. Using the embeddings Q ↪→ R and
Q ↪→ Qp (for all primes p) many arithmetical problems can be simpli�ed.
An important example is given by the following Minkowski�Hasse theorem
[BS85], Ch.1. the equation

Q(x1, x2, . . . , xn) = 0, (2.1)

given by a quadratic form Q(x1, x2, . . . , xn) =
∑

i ,j aijxixj , aij ∈ Q has a
non�trivial solution in rational numbers, i� it is non�trivially solvable over
R and over all Qp. There are very e�ective tools for �nding solutions in Qp.
These tools are somewhat analogous to those for R such as the �Newton -
Raphson algorithm�, which in the p�adic case becomes Hensel's lemma.
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The simplest way to de�ne the p�adic numbers is to consider expressions of
the type

α = amp
m + am+1p

m+1 + . . . , (2.2)

where ai ∈ {0, 1, . . . .p − 1} are digits to the base p, and m ∈ Z. It is
convenient to write down α as a sequence of digits, in�nite to the left:

α =

· · · am+1am

m−1 zeros︷ ︸︸ ︷
000 . . . 0(p), if m ≥ 0,

· · · a1a0.a−1 · · · am(p), if m < 0.

These expressions form a �eld, in which algebraic operations are executed
in the same way as for natural numbers n = a0 + a1p + . . . arp

r , written as
sequences of digits to the base p. Consequently, this �eld contains all the
natural numbers and hence all rational numbers.
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Expression of rational numbers as p-adic numbers
For example,

−1 =
p − 1
1− p

= (p− 1) + (p− 1)p + (p− 1)p2 + · · · = · · · (p− 1)(p− 1)(p);

−a0
p − 1

= a0 + a0p + a0p
2 + · · · = · · · a0a0a0(p).

For n ∈ N the expression for −n = n · (−1) of type (2.2) is obtained if we
multiply the above expressions for n and for −1. Generally, for α ∈ Q write
α = c − a

b
, where a, c ∈ Z, b ∈ N, 0 ≤ a < b, i.e. a/b is a proper fraction.

Then by an elementary theorem of Euler, pϕ(b) − 1 = bu, u ∈ N. Hence

−a

b
=

au

pϕ(b) − 1
,

and au < bu = pr − 1, r = ϕ(b). Now let au be written to the base p as
ar−1 · · · a0(p), then the expression of type (2.2) for α is obtained as the
sum of the expression for c ∈ N and

−a

b
= · · · a0

r digits︷ ︸︸ ︷
ar−1 · · · a0

r digits︷ ︸︸ ︷
ar−1 · · · a0(p).
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For example, if p = 5,

9
7

= 2− 5
7

= 2 +
5 · 2232
1− 56

c = 2 a = 5, b = 7,

so that

2232 = 32412(5) = 3 · 54 + 2 · 53 + 4 · 52 + 1 · 5 + 2,

thus
9
7

= · · ·
︷ ︸︸ ︷
324120

︷ ︸︸ ︷
324120324122(5).

It is easy to verify that the completion of Q with respect to the p�adic
metric | · |p can be identi�ed with the described �eld of p�adic expansions
(2.2), where |α|p = pm for α as in (2.2) with am 6= 0 (see Koblitz N.
(1980)).
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It is curious to compare the expansions (2.2) in�nite to the left with the
ordinary expansions of real numbers α ∈ R, in�nite to the right:

α = amam−1 · · · a0.a−1 · · · = am10
m +am−110

m−1+ · · · a0+a−110
−1+ · · · ,

where ai ∈ {0, 1, · · · , 9} are digits, am 6= 0. These expansions to any
natural base lead to the same �eld R. Also, a given α can possess various
expressions of this type, e.g. 2.000 · · · = 1.999 · · · . However, in the p�adic
case the expressions (2.2) are uniquely determined by α. This fact provides
additional comfort when calculating with p�adic numbers.
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Computation with PARI/GP (see [BBBCO])

gp > forprime(p=2,131,print("p="p,",""9/7="9/7+O(p^6)))
p=2,9/7=1 + 2 + 2^2 + 2^3 + 2^5 + O(2^6)
p=3,9/7=3^2 + 3^3 + 2*3^5 + O(3^6)
p=5,9/7=2 + 2*5 + 5^2 + 4*5^3 + 2*5^4 + 3*5^5 + O(5^6)
p=7,9/7=2*7^-1 + 1 + O(7^6)
p=11,9/7=6 + 9*11 + 7*11^2 + 4*11^3 + 9*11^4 + 7*11^5 + O(11^6)
p=13,9/7=5 + 9*13 + 3*13^2 + 9*13^3 + 3*13^4 + 9*13^5 + O(13^6)
p=17,9/7=11 + 14*17 + 4*17^2 + 7*17^3 + 2*17^4 + 12*17^5 + O(17^6)
p=19,9/7=4 + 8*19 + 5*19^2 + 16*19^3 + 10*19^4 + 13*19^5 + O(19^6)
p=23,9/7=21 + 9*23 + 16*23^2 + 19*23^3 + 9*23^4 + 16*23^5 + O(23^6)
p=29,9/7=22 + 20*29 + 20*29^2 + 20*29^3 + 20*29^4 + 20*29^5 + O(29^6)
p=31,9/7=19 + 26*31 + 8*31^2 + 13*31^3 + 4*31^4 + 22*31^5 + O(31^6)
p=37,9/7=33 + 15*37 + 26*37^2 + 31*37^3 + 15*37^4 + 26*37^5 + O(37^6)
p=41,9/7=13 + 29*41 + 11*41^2 + 29*41^3 + 11*41^4 + 29*41^5 + O(41^6)
p=43,9/7=32 + 30*43 + 30*43^2 + 30*43^3 + 30*43^4 + 30*43^5 + O(43^6)
p=47,9/7=8 + 20*47 + 13*47^2 + 40*47^3 + 26*47^4 + 33*47^5 + O(47^6)
p=53,9/7=24 + 45*53 + 37*53^2 + 22*53^3 + 45*53^4 + 37*53^5 + O(53^6)
p=59,9/7=35 + 50*59 + 16*59^2 + 25*59^3 + 8*59^4 + 42*59^5 + O(59^6)
p=61,9/7=10 + 26*61 + 17*61^2 + 52*61^3 + 34*61^4 + 43*61^5 + O(61^6)
p=67,9/7=30 + 57*67 + 47*67^2 + 28*67^3 + 57*67^4 + 47*67^5 + O(67^6)
p=71,9/7=52 + 50*71 + 50*71^2 + 50*71^3 + 50*71^4 + 50*71^5 + O(71^6)
p=73,9/7=43 + 62*73 + 20*73^2 + 31*73^3 + 10*73^4 + 52*73^5 + O(73^6)
p=79,9/7=69 + 33*79 + 56*79^2 + 67*79^3 + 33*79^4 + 56*79^5 + O(79^6)
p=83,9/7=25 + 59*83 + 23*83^2 + 59*83^3 + 23*83^4 + 59*83^5 + O(83^6)
p=89,9/7=14 + 38*89 + 25*89^2 + 76*89^3 + 50*89^4 + 63*89^5 + O(89^6)
p=97,9/7=29 + 69*97 + 27*97^2 + 69*97^3 + 27*97^4 + 69*97^5 + O(97^6)
p=101,9/7=59 + 86*101 + 28*101^2 + 43*101^3 + 14*101^4 + 72*101^5 + O(101^6)
p=103,9/7=16 + 44*103 + 29*103^2 + 88*103^3 + 58*103^4 + 73*103^5 + O(103^6)
p=107,9/7=93 + 45*107 + 76*107^2 + 91*107^3 + 45*107^4 + 76*107^5 + O(107^6)
p=109,9/7=48 + 93*109 + 77*109^2 + 46*109^3 + 93*109^4 + 77*109^5 + O(109^6)
p=113,9/7=82 + 80*113 + 80*113^2 + 80*113^3 + 80*113^4 + 80*113^5 + O(113^6)
p=127,9/7=92 + 90*127 + 90*127^2 + 90*127^3 + 90*127^4 + 90*127^5 + O(127^6)
p=131,9/7=20 + 56*131 + 37*131^2 + 112*131^3 + 74*131^4 + 93*131^5 + O(131^6)
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Topology of p-adic numbers
The �eld Qp is a complete metric space with the topology generated by the
�open discs�:

Ua(r) = {x | |x − a| < r} (x , a ∈ Qp, r > 0)

(or �closed discs� Da(r) = {x | |x − a| ≤ r}). From the topological point of
view, the sets Ua(r) and Da(r) are both open and closed in Qp.
An important topological property of Qp is its local compactness: all discs of
�nite radius are compact. The easiest way to show this is to consider any
sequence {αn}∞n=1

of elements αn ∈ Da(r) and to construct a limit point. Such a
point may be found step�by�step using the p�adic digits (2.2). One knows that
the number of digits �after the point� is bounded on any �nite disc. In particular,
the disc

Zp = D0(1) = {x | |x |p ≤ 1} =
{
x = a0 + a1p + a2p

2 + · · ·
}

is a compact topological ring, whose elements are called p�adic integers. Zp is
the closure of Z in Qp. The ring Zp is local, i.e. it has only one maximal ideal
pZp = U0(1) with residue �eld Zp/pZp = Fp. The set of invertible elements
(units) of Zp is

Z×p = Zp\pZp = {x | |x |p = 1} =
{
x = a0 + a1p + a2p

2 + · · · | a0 6= 0
}
.
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Applications of p�adic Numbers to Solving Congruences.
The �rst appearances of p�adic numbers, in papers by Hensel, were related
to the problem of �nding solutions to congruences modulo pn. An
application of this method by his student H.Hasse to the theory of
quadratic forms has lead to an elegant reformulation of this theory, without
the use of considerations over the residue rings Z/pnZ. These
considerations are tiring because of the zero�divisors in Z/pnZ. From the
above presentation of Zp as the projective limit

lim
←−
n

Z/pnZ

it follows that for f (x1, . . . , xn) ∈ Zp[x1, . . . , xn], the congruences

f (x1, . . . , xn) ≡ 0(mod pn)

are solvable for all n ≥ 1 i� the equation

f (x1, . . . , xn) = 0

is solvable in p�adic integers. Solutions in Zp can be obtained using the
following p�adic version of the �Newton - Raphson algorithm�.
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Theorem (Hensel's Lemma)

Let f (x) ∈ Zp[x ] be a polynomial in one variable x, f ′(x) ∈ Zp[x ] its
formal derivative, and suppose that for some α0 ∈ Zp the initial condition

|f (α0)/f ′(α0)2|p < 1 (2.3)

is satis�ed.
Then there exists a unique α ∈ Zp such that

f (α) = 0, |α− α0| < 1.

We prove this by induction using the sequence of �successive
approximations�:

αn = αn−1 −
f (αn−1)

f ′(αn−1)
.

Taking into account the formal Taylor expansion of f (x) at x = αn−1 one
shows that this sequence is Cauchy, and its limit α has all the desired
properties (cf. [BS85], [Serre70]).
For example, if f (x) = xp−1 − 1, then any α0 ∈ {1, 2, . . . , p − 1} satis�es
the condition |f (α0)|p < 1 At the same time
f ′(α0) = (p − 1)αp−2

0
6≡ 0 mod p, hence the initial condition (2.3) is

satis�ed. The root α coincides then with the uniquely de�ned Teichmüller
representative of α0: α = ω(α0).
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Lecture N◦2. Continuous and analytic functions over a non-Archimedean �eld

Let K be a closed sub�eld of the Tate �eld Cp. For a subset W ⊂ K we
consider continuous functions f : W → Cp. The standard examples of
continuous functions are provided by polynomials, by rational functions (at
points where they are �nite), and also by locally constant functions. If W is
compact then for any continuous function f : W → Cp and for any ε > 0
there exists a polynomial h(x) ∈ Cp[x ] such that |f (x)− h(x)|p < ε for all
x ∈W . If f (W ) ⊂ L for a closed sub�eld L of Cp then h(x) can be chosen
so that h(x) ∈ L[x ] (see [Kob80], [Wash82]).

Interesting examples of continuous p-adic functions are provided by
interpolation of functions, de�ned on certain subsets, such as W = Z or N
with K = Qp. Let f be any function on non-negative integers with values in
Qp or in some (complete) Qp-Banach space. In order to extend f (x) to all
x ∈ Zp we can use the interpolation polynomials(

x

n

)
=

x(x − 1) · · · (x − n + 1)

n!
.

Then we have that
(
x
n

)
is a polynomial of degree n of x , which for x ∈ Z,

x ≥ 0 gives the binomial coe�cient. If x ∈ Zp then x is close (in the p-adic
topology) to a positive integer, hence the value of

(
x
n

)
is also close to an

integer, therefore
(
x
n

)
∈ Zp.
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Mahler's criterion
The classical Mahler's interpolation theorem says that any continuous
function f : Zp → Qp can be written in the form (see [Hi91], [Wash82]):

f (x) =
∞∑
n=0

an

(
x

n

)
, (3.4)

with an → 0 (p-adically) for n→∞. For a function f (x) de�ned for x ∈ Z,
x ≥ 0 one can write formally

f (x) =
∞∑
n=0

an

(
x

n

)
,

where the coe�cients can be founded from the system of linear equations

f (n) =
n∑

m=0

am

(
n

m

)
,

that is

am =
m∑
j=0

(−1)m−j
(
m

j

)
f (j).

Alexei PANCHISHKIN (Grenoble) p-adic L-functions and modular forms ICTP, September,2009 15 / 56

user
Inserted Text
, p 80

user
Inserted Text
, p.53

user
Inserted Text
 K.Mahler, An interpolation series for continuous functions of a p-adic variable, J. für reine und angew. Math., t. 199, 1958, p. 23-34

user
Inserted Text
Amice (Yvette). -  Interpolation p-adique, Bull. Soc. math. France, t. 92, 1964, p. 117-180 (Thèse Sc. math. Paris, 1963)



The series for f (x) is always reduced to a �nite sum for each x ∈ Z, x ≥ 0.
If an → 0 then this series is convergent for all x ∈ Zp. As was noticed
above, the inverse statement is also valid (�Mahler's criterion�). If
convergence of an to zero is so fast that the series de�ning the coe�cients
of the x-expansion of f (x) also converge, then f (x) can be extended to an
analytic function. Unfortunately, for an arbitrary sequence an with an → 0
the attempt to use (3.4) for continuation of f (x) out of the subset Zp in
Cp may fail. However, in the sequel we mostly consider anlytic functions,
that are de�ned as sums of power series.
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Distributions and measures.
Let us consider a commutative associative ring R , an R-module A and a
pro�nite (i.e. compact and totally disconnected) topological space Y . Then
Y is a projective limit of �nite sets:

Y = lim
←−
I

Yi

where I is a (partially ordered) inductive set and for i ≥ j , i , j ∈ I there are
surjective homomorphisms πi ,j : Yi → Yj with the condition
πi ,j ◦ πj ,k = πi ,k for i ≥ j ≥ k . The inductivity of I means that for any
i , j ∈ I there exists k ∈ I with the condition k ≥ i , k ≥ j . By the universal
property we have that for each i ∈ I a unique map πi : Y → Yi is de�ned,
which satis�es the property πi ,j ◦ πi = πj (for each i , j ∈ I ).
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Let Step(Y ,R) be the R-module consisting of all R-valued locally constant
functions φ : Y → R .

De�nition

A distribution on Y with values in a R-module A is a R-linear homomorphism

µ : Step(Y ,R) −→ A.

For ϕ ∈ Step(Y ,R) we use the notations

µ(ϕ) =

∫
Y

ϕdµ =

∫
Y

ϕ(y)dµ(y).

Each distribution µ can be de�ned by a system of functions µ(i) : Yi → A,
satisfying the following �nite-additivity condition

µ(j)(y) =
∑

x∈π−1
i,j (y)

µ(i)(x) (y ∈ Yj , x ∈ Yi ). (4.5)

In order to construct such a system it su�ces to put

µ(i)(x) = µ(δi ,x) ∈ A (x ∈ Yi ),

where δi ,x is the characteritic function of the inverse image π−1i (x) ⊂ Y with
respect to the natural projection Y → Yi . For an arbitrary function
ϕj : Yj → R and i ≥ j we de�ne the functions

ϕi = ϕj ◦ πi ,j , ϕ = ϕj ◦ πj , ϕ ∈ Step(Y ,R), ϕi : Yi

πi,j−→ Yj −→ R.
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A convenient criterion of the fact that a system of functions µ(i) : Yi → A

satis�es the �nite additivity condition (4.5) (and hence is associated to
some distribution) is given by the following condition (compatibility
criterion): for all j ∈ I , and ϕj : Yj → R the value of the sums

µ(ϕ) = µ(i)(ϕi ) =
∑
y∈Yi

ϕi (y)µ(i)(y), (4.6)

is independent of i for all large enough i ≥ j . When using (4.6), it su�ces
to verify the condition (4.6) for some �basic� system of functions. For
example, if

Y = G = lim
←−
i

Gi

is a pro�nite abelian group, and R is a domain containing all roots of unity
of the order dividing the order of Y (which is a �supernatural number�)
then it su�ces to check the condition (4.6) for all characters of �nite order
χ : G → R , since their R ⊗Q -linear span coincides with the whole ring
Step(Y ,R ⊗Q) by the orthogonality properties for characters of a �nite
group (see [Kat], [MSD74]).
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Example: Bernoulli distributions

Let M be a positive integer, f : Z→ C is a periodic function with the
period M (i.e. f (x + M) = f (x), f : Z/MZ→ C). The generalized
Bernoulli number (see [BS85] ) Bk,f is de�ned as k! times the coe�cient
by tk in the expansion in t of the following rational quotient

M−1∑
a=0

f (a)teat

eMt − 1
,

that is,
∞∑
k=0

Bk,f

k!
tk =

M−1∑
a=0

f (a)teat

eMt − 1
. (4.7)
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Now let us consider the pro�nite ring

Y = ZS = lim
←−
M

(Z/MZ)

(S(M) ⊂ S), the projective limit being taken over the set of all positive
integers M with support S(M) in a �xed �nite set S of prime numbers.
Then the periodic function f : Z/MZ→ C with S(M) ⊂ S may be viewed
as an element of Step(Y ,C). We claim that there exists a distribution
Ek : Step(Y ,C)→ C which is uniquely determined by the condition

Ek(f ) = Bk,f for all f ∈ Step(Y ,C). (4.8)

In order to prove the existence of this distribution we use the above
criterion (4.6) and check that for every f ∈ Step(Y ,C) the right hand side
in (4.8) (i.e. Bk,f ) does not depend on the choice of a period M of the
function f . It follows directly from the de�nition (4.7); however we give
here a di�erent proof which is based on an interpretation of the numbers
Bk,f as certain special values of L-functions.
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For a function f : Z/MZ→ C let

L(s, f ) =
∞∑
n=1

f (n)n−s

be the corresponding L-series which is absolutely convergent for all s with
Re(s) > 1 and admits an analytic continuation over all s ∈ C. For this series
we have that

L(1− k , f ) = −
Bk,f

k
. (4.9)

For example, if f ≡ 1 is the constant function with the period M = 1 then we
have that

ζ(1− k) = −Bk

k
,

∞∑
k=0

Bk

k!
tk =

t

et − 1
,

Bk being the Bernoulli number. The formula (4.9) is established by means
of the contour integral discovered by Riemann. formula apparently implies
the desired independence of Bk,f on the choice of M. We note also that if
K ⊂ C is an arbitrary sub�eld, and f (Y ) ⊂ K then we have from the
formula (4.7) that Bk,f ∈ K hence the distribution Ek is a K -valued
distribution on Y .
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Measures
Let R be a topological ring, and C(Y ,R) be the topological module of all
R-valued functions on a pro�nite set Y .

De�nition

A measure on Y with values in the topological R-module A is a continuous
homomorphism of R-modules

µ : C(Y ,R) −→ A.

The restriction of µ to the R-submodule Step(Y ,R) ⊂ C(Y ,R) de�nes a
distribution which we denote by the same letter µ, and the measure µ is
uniquely determined by the corresponding distribution since the R-submodule
Step(Y ,R) is dense in C(Y ,R). The last statement expresses the well known
fact about the uniform continuity of a continuous function over a compact
topological space.
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Now we consider any closed subring R of the Tate �eld Cp, R ⊂ Cp, and let
A be a complete R-module with topology given by a norm | · |A on A

compatible with the norm | · |p on Cp so that the following conditions are
satis�e:
• for x ∈ A the equality |x |A = 0 is equivalent to x = 0,
• for a ∈ R , x ∈ A: |ax |A = |a|p|x |A,
• for all x , y ∈ A: |x + y |A < max(|x |A, |y |A).
Then the fact that a distribution (a system of functions µ(i) : Yi → A) gives
rise to a A-valued measure on Y is equivalent to the condition that the
system µ(i) is bounded, i.e. for some constant B > 0 and for all i ∈ I , x ∈ Yi

the following uniform estimate holds:

|µ(i)(x)|A < B. (4.10)

This criterion is an easy consequence of the non-Archimedean property

|x + y |A ≤ max(|x |A, |y |A)

of the norm | · |A (see [Ma73], [Vi76]). In particular if
A = R = Op = {x ∈ Cp | |x |p ≤ 1} is the subring of integers in the
Tate �eld Cp then the set of Op-valued distributions on Y coincides with
Op-valued measures (in fact, both sets are R-algebras with multiplication
de�ned by convolution.
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Lecture N◦3. The abstract Kummer congruences and the p-adic Mellin

transform
A useful criterion for the existence of a measure with given properties is:

Proposition (The abstract Kummer congruences)

(see [Kat]). Let {fi} be a system of continuous functions fi ∈ C(Y ,Op) in
the ring C(Y ,Op) of all continuous functions on the compact totally
disconnected group Y with values in the ring of integers Op of Cp such
that Cp-linear span of {fi} is dense in C(Y ,Cp). Let also {ai} be any
system of elements ai ∈ Op. Then the existence of an Op-valued measure
µ on Y with the property ∫

Y

fidµ = ai

is equivalent to the following congruences, for an arbitrary choice of
elements bi ∈ Cp almost all of which vanish∑

i

bi fi (y) ∈ pnOp for all y ∈ Y implies
∑
i

biai ∈ pnOp. (4.11)

Remark

Since Cp-measures are characterised as bounded Cp-valued distributions,
every Cp-measures on Y becomes a Op-valued measure after multiplication
by some non-zero constant.
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Proof of proposition 4.1. The necessity is obvious since∑
i

biai =

∫
Y

(pnOp − valued function)dµ =

= pn
∫
Y

(Op − valued function)dµ ∈ pnOp.

In order to prove the su�ciency we need to construct a measure µ from the
numbers ai . For a function f ∈ C(Y ,Op) and a positive integer n there exist
elements bi ∈ Cp such that only a �nite number of bi does not vanish, and

f −
∑
i

bi fi ∈ pnC(Y ,Op),

according to the density of the Cp-span of {fi} in C(Y ,Cp). By the
assumption (4.11) the value

∑
i aibi belongs to Op and is well de�ned

modulo pn (i.e. does not depend on the choice of bi ). Following N.M. Katz
([Kat]), we denote this value by �

∫
Y
fdµ mod pn �. Then we have that the

limit procedure∫
Y

fdµ = lim
n→∞

�
∫
Y

fdµ mod pn � ∈ lim
←−
n

Op/p
nOp = Op,

gives the measure µ.
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Mazur's measure
Let c > 1 be a positive integer coprime to

M0 =
∏
q∈S

q

with S being a �xed set of prime numbers. Using the criterion of the
proposition 4.1 we show that the Q -valued distribution de�ned by the
formula

E c
k (f ) = Ek(f )− ckEk(fc), fc(x) = f (cx), (4.12)

turns out to be a measure where Ek(f ) are de�ned by (4.8),
f ∈ Step(Y ,Qp) and the �eld Q is viewed as a sub�eld of Cp.

De�ne the generelized Bernoulli polynomials B(M)
k,f (X ) as

∞∑
k=0

B
(M)
k,f (X )

tk

k!
=

M−1∑
a=0

f (a)
te(a+X )t

eMt − 1
, (4.13)

and the generalized sums of powers

Sk,f (M) =
M−1∑
a=0

f (a)ak .
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Then the de�nition (4.13) formally implies that

1
k

[B
(M)
k,f (M)− B

(M)
k,f (0)] = Sk−1,f (M), (4.14)

and also we see that

B
(M)
k,f (X ) =

k∑
i=0

(
k

i

)
Bi ,f X

k−i = Bk,f + kBk−1,f X + · · ·+ B0,f X
k . (4.15)

The last identity can be rewritten symbolically as

Bk,f (X ) = (Bf + X )k .

The equality (4.14) enables us to calculate the (generalized) sums of powers in
terms of the (generalized) Bernoulli numbers. In particular this equality implies
that the Bernoulli numbers Bk,f can be obtained by the following p-adic limit
procedure (see [La76]):

Bk,f = lim
n→∞

1
Mpn

Sk,f (Mpn) (a p-adic limit), (4.16)

where f is a Cp-valued function on Y = ZS . Indeed, if we replace M in (4.14)
by Mpn with growing n and let D be the common denominator of all
coe�cients of the polynomial B(M)

k,f (X ). Then we have from (4.15) that

1
k

[
B

(Mpn)
k,f (M)− B

(M)
k,f (0)

]
≡ Bk−1,f (Mpn) (mod

1
kD

p2n). (4.17)

The proof of (4.16) is accomplished by division of (4.17) by Mpn and by
application of the formula (4.14).
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Now we can directly show that the distribution E c
k de�ned by (4.12) are in

fact bounded measures. If we use (4.11) and take the functions {fi} to be all
of the functions in Step(Y ,Op). Let {bi} be a system of elements bi ∈ Cp

such that for all y ∈ Y the congruence∑
i

bi fi (y) ≡ 0 (mod pn) (4.18)

holds. Set f =
∑

i bi fi and assume (without loss of generality) that the
number n is large enough so that for all i with bi 6= 0 the congruence

Bk,fi ≡
1

Mpn
Sk,fi (Mpn) (mod pn) (4.19)

is valid in accordance with (4.16). Then we see that

Bk,f ≡ (Mpn)−1
∑
i

Mpn−1∑
a=0

bi fi (a)ak (mod pn), (4.20)

hence we get by de�nition (4.12):

E c
k (f ) = Bk,f − ckBk,fc (4.21)

≡ (Mpn)−1
∑
i

Mpn−1∑
a=0

bi

[
fi (a)ak − fi (ac)(ac)k

]
(mod pn).
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Let ac ∈ {0, 1, · · · ,Mpn − 1}, such that ac ≡ ac (mod Mpn), then the map
a 7−→ ac is well de�ned and acts as a permutation of the set
{0, 1, · · · ,Mpn − 1}, hence (4.21) is equivalent to the congruence

E c
k (f ) = Bk,f − ckBk,fc ≡

∑
i

akc − (ac)k

Mpn

Mpn−1∑
a=0

bi fi (a)ak (mod pn). (4.22)

Now the assumption (4.17) formally inplies that E c
k (f ) ≡ 0 (mod pn),

completing the proof of the abstact congruences and the construction of
measures E c

k .

Remark

The formula (4.21) also implies that for all f ∈ C(Y ,Cp) the following holds

E c
k (f ) = kE c

1 (xk−1p f ) (4.23)

where xp : Y −→ Cp ∈ C(Y ,Cp) is the composition of the projection
Y −→ Zp and the embedding Zp ↪→ Cp.

Indeed if we put ac = ac + Mpnt for some t ∈ Z then we see that

akc − (ac)k = (ac + Mpnt)k − (ac)k ≡ kMpnt(ac)k−1 (mod (Mpn)2),

and we get that in (4.22):

akc − (ac)k

Mpn
≡ k(ac)k−1

ac − ac

Mpn
(mod Mpn).

The last congruence is equivalent to saying that the abstract Kummer
congruences (4.11) are satis�ed by all functions of the type xk−1p fi for the
measure E c

1
with fi ∈ Step(Y ,Cp) establishing the identity (4.23).
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The domain of de�nition of the non-Archimedean zeta functions

In the classical case the set on which zeta functions are de�ned is the set of
complex numbers C which may be viewed equally as the set of all continuous
characters (more precisely, quasicharacters) via the following isomorphism:

C ∼−→ Homcont(R×+,C×) (4.24)

s 7−→ (y 7−→ y s)

The construction which associates to a function h(y) on R×+ (with certain
growth conditions as y →∞ and y → 0) the following integral

Lh(s) =

∫
R×+

h(y)y s
dy

y

(which converges probably not for all values of s) is called the Mellin transform.
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For example, if ζ(s) =
∑

n≥1 n
−s is the Riemann zeta function, then the

function ζ(s)Γ(s) is the Mellin transform of the function h(y) = 1/(1− e−y ):

ζ(s)Γ(s) =
∞∑
0

1
1− e−y

y s
dy

y
, (4.25)

so that the integral and the series are absolutely convergent for Re(s) > 1. For
an arbitrary function of type

f (z) =
∞∑
n=1

a(n)e2iπnz

with z = x + iy ∈ H in the upper half plane H and with the growth condition
a(n) = O(nc) (c > 0) on its Fourier coe�cients, we see that the zeta function

L(s, f ) =
∞∑
n=1

a(n)n−s ,

essentially coincides with the Mellin transform of f (z), that is

Γ(s)

(2π)s
L(s, f ) =

∫ ∞
0

f (iy)y s
dy

y
. (4.26)
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Both sides of the equality (4.26) converge absolutely for Re(s) > 1 + c .
The identities (4.25) and (4.26) are immediately deduced from the well
known integral representation for the gamma-function

Γ(s) =

∫ ∞
0

e−yy s
dy

y
, (4.27)

where dy
y

is a measure on the group R×+ which is invariant under the group
translations (Haar measure). The integral (4.27) is absolutely convergent
for Re(s) > 0 and it can be interpreted as the integral of the product of an
additive character y 7→ e−y of the group R(+) restricted to R×+, and of the
multiplicative character y 7→ y s , integration is taken with respect to the
Haar measure dy/y on the group R×+.
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In the theory of the non-Archimedean integration one considers the group
Z×S (the group of units of the S-adic completion of the ring of integers Z)
instead of the group R×+, and the Tate �eld Cp = Q̂p (the completion of
an algebraic closure of Qp) instead of the complex �eld C. The domain of
de�nition of the p-adic zeta functions is the p-adic analytic group

XS = Homcont(Z×S ,C
×
p ) = X (Z×S ), (4.28)

where:
Z×S ∼= ⊕q∈SZ×q ,

and the symbol
X (G ) = Homcont(G ,C×p ) (4.29)

denotes the functor of all p-adic characters of a topological group G (see
[Vi76]).
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The analytic structure of XS

Let us consider in detail the structure of the topological group XS . De�ne

Up = {x ∈ Z×p | x ≡ 1 (mod pν)},

where ν = 1 or ν = 2 according as p > 2 or p = 2. Then we have the natural
decomposition

XS = X

(Z/pνZ)× ×
∏
q 6=p

Z×q

× X (Up). (4.30)

The analytic dstructure on X (Up) is de�ned by the following isomorphism (which
is equivalent to a special choice of a local parameter):

ϕ : X (Up)
∼−→ T = {z ∈ C×p | |z − 1|p < 1},

where ϕ(x) = x(1 + pν), 1 + pν being a topoplogical generator of the
multiplicative group Up

∼= Zp. An arbitrary character χ ∈ XS can be uniquely
represented in the form χ = χ0χ1 where χ0 is trivial on the component Up, and
χ1 is trivial on the other component

(Z/pνZ)× ×
∏
q 6=p

Z×q .
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The character χ0 is called the tame component, and χ1 the wild component of
the character χ. We denote by the symbol χ(t) the (wild) character which is
uniquely determined by the condition

χ(t)(1 + pν) = t

with t ∈ Cp, |t|p < 1.
In some cases it is convenient to use another local coordinate s which is
analogous to the classical argument s of the Dirichlet series:

Op −→ XS

s 7−→ χ(s),

where χ(s) is given by χ(s)((1 + pν)α) = (1 + pν)αs = exp(αs log(1 + pν)).
The character χ(s) is de�ned only for such s for which the series exp is
p-adically convergent (i.e. for |s|p < pν−1/(p−1)). In this domain of values
of the argument we have that t = (1 + pν)s − 1. But, for example, for
(1 + t)p

n
= 1 there is certainly no such value of s (because t 6= 1), so that

the s-coordonate parametrizes a smaller neighborhood of the trivial
character than the t-coordinate (which parametrizes all wild characters)
(see [Ma73], [Man76]).
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p-adic analytic functions on XS

Recall that an analytic function F : T −→ Cp

(T = {z ∈ C×p | |z − 1|p < 1}), is de�ned as the sum of a series of the type∑
i≥0 ai (t − 1)i (ai ∈ Cp), which is assumed to be absolutely convergent for all

t ∈ T . The notion of an analytic function is then obviously extended to the
whole group XS by shifts. The function

F (t) =
∞∑
i=0

ai (t − 1)i

is bounded on T i� all its coe�cients ai are universally bounded. This last
fact can be easily deduced for example from the basic properties of the
Newton polygon of the series F (t) (see [Kob80], [Vi76]). If we apply to
these series the Weierstrass preparation theorem (see [Kob80], [Man71]),
we see that in this case the function F has only a �nite number of zeroes
on T (if it is not identically zero).
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In particular, consider the torsion subgroup X tors
S ⊂ XS . This subgroup is

discrete in XS and its elements χ ∈ X tors
S can be obviously identi�ed with

primitive Dirichlet characters χ mod M such that the support
S(χ) = S(M) of the conductor of χ is containded in S . This identi�cation
is provided by a �xed embedding denoted

ip : Q× ↪→ C×p

if we note that each character χ ∈ X tors
S can be factored through some

�nite factor group (Z/MZ)×:

χ : Z×S → (Z/MZ)× → Q×
ip
↪→ C×p ,

and the smallest number M with the above condition is the conductor of
χ ∈ X tors

S .
The symbol xp will denote the composition of the natural projection
Z×S → Z×p and of the natural embedding Z×p → C×p , so that xp ∈ XS and
all integers k can be considered as the characters xkp : y 7−→ yk .
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Let us consider a bounded Cp-analytic function F on XS . The above
statement about zeroes of bounded Cp-analytic functions implies now that
the function F is uniquely determined by its values F (χ0χ), where χ0 is a
�xed character and χ runs through all elements χ ∈ X tors

S with possible
exclusion of a �nite number of characters in each analyticity component of
the decomposition (4.30). This condition is satis�ed, for example, by the
set of characters χ ∈ X tors

S with the S-complete conductor (i.e. such that
S(χ) = S), and even for a smaller set of characters, for example for the set
obtained by imposing the additional assumption that the character χ2 is
not trivial (see [Ma73], [Man76], [Vi76]).

Alexei PANCHISHKIN (Grenoble) p-adic L-functions and modular forms ICTP, September,2009 39 / 56



p-adic Mellin transform
Let µ be a (bounded) Cp-valued measure on Z×S . Then the non-Archimedean
Mellin transform of the measure µ is de�ned by

Lµ(x) = µ(x) =

∫
Z×
S

xdµ, (x ∈ XS), (4.31)

which represents a bounded Cp-analytic function

Lµ : XS −→ Cp. (4.32)

Indeed, the boundedness of the function Lµ is obvious since all characters
x ∈ XS take values in Op and µ also is bounded. The analyticity of this
function expresses a general property of the integral (4.31), namely that it
depends analytically on the parameter x ∈ XS . However, we give below a
pure algebraic proof of this fact which is based on a description of the
Iwasawa algebra. This description will also imply that every bounded
Cp-analytic function on XS is the Mellin transform of a certain measure µ.
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The Iwasawa algebra
Let O be a closed subring in Op = {z ∈ Cp | |z |p ≤ 1},

G = lim
←−
i

Gi , (i ∈ I ),

a pro�nite group. Then the canonical homomorphism Gi

πij←− Gj induces a
homomorphism of the corresponding group rings

O[Gi ]←− O[Gj ].

Then the completed group ring O[[G ]] is de�ned as the projective limit

O[[G ]] = lim
←−
i

O[[Gi ]], (i ∈ I ).

Let us consider also the set Dist(G ,O) of all O-valued distributions on G
which itself is an O-module and a ring with respect to multiplication given
by the convolution of distributions, which is de�ned in terms of families of
functions

µ
(i)
1
, µ

(i)
2

: Gi −→ O,

(see the previous section) as follows:

(µ1 ? µ2)(i)(y) =
∑

y=y1y2

µ
(i)
1

(y1)µ
(i)
2

(y2), (y1, y2 ∈ Gi ) (4.33)

Recall also that the O-valued distributions are identi�ed with O-valued
measures. Now we describe an isomorphism of O-algebras O[[G ]] and
Dist(G ,O). In this case when G = Zp the algebra O[[G ]] is called the
Iwasawa algebra.

Theorem

(a) Under the same notation as above there is the canonical isomorphism
of O-algebras

;Dist(G ,O)
∼−→ O[[G ]]. (4.34)

(b) If G = Zp then there is an isomorphism

O[[G ]]
∼−→ O[[X ]], (4.35)

where O[[X ]] is the ring of formal power series in X over O. The
isomorphism (4.35) depends on a choice of the topological generator of the
group G = Zp.
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We noticed above that the theorem 4 would imply a description of Cp-analytic
bounded functions on XS in terms of measures. Indeed, these functions are
de�ned on analyticity components of the decomposition (4.30) as certain power
series with p-adically bounded coe�cients, that is, power series, whose
coe�cients belong to Op after multiplication by some constant from C×p .
Formulas for coe�cients of these series can be also deduced from the proof of
the theorem. However, we give a more direct computation of these coe�cients
in terms of the corresponding measures. Let us consider the component aUp of
the set Z×S where

a ∈ (Z/pνZ)× ×
∏
q 6=

Z×q ,

and let µa(x) = µ(ax) be the corresponding measure on Up de�ned by
restriction of µ to the subset aUp ⊂ Z×S .
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Consider the isomorphism Up
∼= Zp given by:

y = γx (x ∈ Zp, y ∈ Up),

with some choice of the generator γ of Up (for example, we can take
γ = 1 + pν). Let µ′a be the corresponding measure on Zp. Then this measure
is uniquely determined by values of the integrals∫

Zp

(
x

i

)
dµ′a(x) = ai , (4.36)

with the interpolation polynomials
(
x
i

)
, since the Cp-span of the family{(

x

i

)}
(i ∈ Z, i ≥ 0)

is dense in C(Zp,Op) according to Mahler's interpolation theorem for
continuous functions on Zp). Indeed, from the basic properties of the
interpolation polynomials it follows that∑

i

bi

(
x

i

)
≡ 0 (mod pn) (for all x ∈ Zp) =⇒ bi ≡ 0 (mod pn).

We can now apply the abstract Kummer congruences (see proposition 4.1),
which imply that for arbitrary choice of numbers ai ∈ Op there exists a
measure with the property (4.36).
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Coe�cients of power series and the Iwasawa isomorphism
We state that the Mellin transform Lµa of the measure µa is given by the
power series Fa(t) with coe�cients as in (4.36), that is∫

Up

χ(t)(y)dµ(ay) =
∞∑
i=0

(∫
Zp

(
x

i

)
dµ′a(x)

)
(t − 1)i (4.37)

for all wild characters of the form χ(t), χ(t)(γ) = t, |t − 1|p < 1. It su�ces
to show that (4.37) is valid for all characters of the type y 7−→ ym, where
m is a positive integer. In order to do this we use the binomial expansion

γmx = (1 + (γm − 1))x =
∞∑
i=0

(
x

i

)
(γm − 1)i ,

which implies that∫
up

ymdµ(ay) =

∫
Zp

γmxdµ′a(x) =
∞∑
i=0

(∫
Zp

(
x

i

)
dµ′a(x)

)
(γm − 1)i ,

establishing (4.37).
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Example: Mazur's measure and the non-Archimedean
Kubota-Leopoldt zeta function
Let us �rst consider a positive integer c ∈ Z×S ∩ Z, c > 1 coprime to all primes
in S . Then for each complex number s ∈ C there exists a complex distribution
µcs on GS = Z×S which is uniquely determined by the following condition

µcs (χ) = (1− χ−1(c)c−1−s)LM0(−s, χ), (4.38)

where M0 =
∏

q∈S q. Moreover, the right hand side of (4.38) is holomorphic
for all s ∈ C including s = −1. If s is an integer and s ≥ 0 then according to
criterion of proposition 4.1 the right hand side of (4.38) belongs to the �eld

Q(χ) ⊂ Qab ⊂ Q

generated by values of the character χ.
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Thus we get a distribution with values in Qab. If we now apply to (4.38)
the �xed embedding ip : Q ↪→ Cp we get a Cp-valued distribution
µ(c) = ip(µc

0
) which turns out to be an Op-measure in view of proposition

4.1, and the following equality holds

µ(c)(χx rp) = ip(µcr (χ)).

This identity relates the special values of the Dirichlet L-functions at
di�erent non-positive points. The function

L(x) =
(
1− c−1x(c)−1

)−1
Lµ(c)(x) (x ∈ XS) (4.39)

is well de�ned and it is holomorphic on XS with the exception of a simple
pole at the point x = xp ∈ XS . This function is called the
non-Archimedean zeta-function of Kubota-Leopoldt. The corresponding
measure µ(c) will be called the S-adic Mazur measure.
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Lecture N◦4. Method of canonical projection of modular distributions.

1 Modular forms, L-functions and congruences between modular forms
2 A traditional method of p-adic interpolation. and the method of

canonical projection of modular distributions
3 The use of the Eisenstein series and of the Rankin-Selberg method

The Eisenstein measure by N.M.Katz, . . . Convolutions of Eisenstein
distributions with other distributions

4 Examples of construction of p-adic L-functions
5 Families of modular forms and L-functions.
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Modular forms as a tool in arithmetic
We view modular forms as:
1) q-power series

f =
∞∑
n=0

anq
n ∈ C[[q]] and as

2) holomorphic functions
on the upper half plane
H = {z ∈ C | Im z > 0}

where q = exp(2πiz),
z ∈ H, and de�ne
L-function

L(f , s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)ann
−s

for a Dirichlet character
χ : (Z/NZ)∗ → C∗ (its Mellin transform)

A famous example: the Ramanujan function τ(n)
The function ∆ (of the variable z)
is de�ned by the formal expansion
∆ =

∑∞
n=1

τ(n)qn

= q
∏∞

m=1
(1− qm)24

= q − 24q2 + 252q3 + · · ·
is a cusp form of weight k = 12
for the group Γ = SL2(Z)).

τ(1) = 1, τ(2) = −24,
τ(3) = 252, τ(4) = −1472
τ(m)τ(n) = τ(mn)
for (n,m) = 1,
|τ(p)| ≤ 2p11/2

for all primes p .

Alexei PANCHISHKIN (Grenoble) p-adic L-functions and modular forms ICTP, September,2009 48 / 56



Classical modular forms

are introduced as certain holomorphic functions on the upper half plane
H = {z ∈ C | Im z > 0}, which can be regarded as a homogeneous space
for the group G (R) = GL2(R):

H = GL2(R)/O(2) · Z , (4.40)

where Z = {
(
x
0

0

x

)
|x ∈ R×} is the center of G (R) and O(2) is the

orthogonal group. The group GL+
2

(R) of matrices γ =
(
aγ
cγ

bγ
dγ

)
with

positive determinant acts on H by fractional linear transformations; on
cosets (4.40) this action transforms into the natural action by group shifts.
Let Γ be a subgroup of �nite index in the modular group SL2(Z).
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De�nition of a modular form
A holomorphic function f : H→ C is called a modular form of (integral)
weight k with respect to Γ i� the conditions a) and b) are satis�ed:

a) Automorphy condition

f ((aγz + bγ)/(cγz + dγ)) = (cγz + dγ)k f (z) (4.41)

for all elements γ ∈ Γ;
b) Regularity at cusps: f is regular at cusps z ∈ Q ∪ i∞ (the cusps can
be viewed as �xed points of parabolic elements of Γ); this means that for

each element σ =
(
a
c
b
d

)
∈ SL2(Z) the function (cz + d)−k f

(
az+b
cz+d

)
admits a Fourier expansion over non�negative powers of q1/N = e(z/N)
for a natural number N. One writes traditionally

q = e(z) = exp(2πiz).

A modular form

f (z) =
∞∑
n=0

a(n)e(nz/N)

is called a cusp form if f vanishes at all cusps (i.e. if the above Fourier
expansion contains only positive powers of q1/N), see [La76], [Ma-Pa05]
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The complex vector space of all modular (resp. cusp) forms of weight k with
respect to Γ is denoted by Mk(Γ) (resp. Sk(Γ)).
A basic fact from the theory of modular forms is that the spaces of modular
forms are �nite dimensional. Also, one has Mk(Γ)Ml (Γ) ⊂Mk+l (Γ). The
direct sum

M(Γ) =
∞⊕
k=0

Mk(Γ)

turns out to be a graded algebra over C with a �nite number of generators.
An example of a modular form with respect to SL2(Z) of weight k ≥ 4 is
given by the Eisenstein series

Gk(z) =
∑

m1,m2∈Z

′
(m1 + m2z)−k (4.42)

(prime denoting (m1,m2) 6= (0, 0)). For these series the automorphy
condition (4.41) can be deduced straight from the de�nition. One has
Gk(z) ≡ 0 for odd k and

Gk(z) =
2(2πi)k

(k − 1)!

[
−Bk

2k
+
∞∑
n=1

σk−1(n)e(nz)

]
, (4.43)

where σk−1(n) =
∑

d |n d
k−1 and Bk is the kth Bernoulli number.

The graded algebra M(SL2(Z)) is isomorphic to the polynomial ring of the
(independent) variables G4 and G6.
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Examples
Recall that Bk denote the Bernoullli numbers de�ned by the development

x

ex − 1
=
∞∑
k=0

Bk
xk

k!

(Numerical table:

B0 = 1, B1 = −1
2
, B2 =

1
6
, B3 = B5 = · · · = 0, B4 = − 1

30
, B6 =

1
42
,

B8 = − 5
66
, B12 =

691
2730

B14 = −7
6
, B16 =

3617
510

B18 = −43867
798

, . . . ).

One has

ζ(k) = −(2πi)k

2
,Gk(z) =

(2πi)k

(k − 1)!

[
−Bk

2k
+
∞∑
n=1

σk−1(n)qn

]
.

E4(z) = 1 + 240
∞∑
n=1

σ3(n)qn ∈M4(SL(2,Z)),

E6(z) = 1− 504
∞∑
n=1

σ5(n)qn ∈M6(SL(2,Z)),

E8(z) = 1 + 480
∞∑
n=1

σ7(n)qn ∈M8(SL(2,Z)),

E10(z) = 1− 264
∞∑
n=1

σ9(n)qn ∈M10(SL(2,Z)),

E12(z) = 1 +
65520
691

∞∑
n=1

σ11(n)qn ∈M12(SL(2,Z)),

E14(z) = 1− 24
∞∑
n=1

σ13(n)qn ∈M14(SL(2,Z)).

Proof see in [Serre70].
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Fast computation of the Ramanujan function:
Put hk :=

∞∑
n=1

∑
d |n

dk−1qn =
∞∑
d=1

dk−1qd

1− qd
. The classical fact is that ∆ = (E 3

4
− E 2

6
)/1728

where E4 = 1 + 240h4 and E6 = 1− 504h6.

Computing with PARI-GP see [BBBCO], The PARI/GP number theory system),
http://pari.math.u-bordeaux.fr

hk :=
∞∑
n=1

∑
d |n

dk−1qn =
∞∑
d=1

dk−1qd

1− qd
=⇒

gp > h6=sum(d=1,20,d^5*q^d/(1-q^d)+O(q^20))

gp > h4=sum(d=1,20,d^3*q^d/(1-q^d)+O(q^20)

gp > Delta=((1+240*h4)^3-(1-504*h6)^2)/1728

q - 24*q^2 + 252*q^3 - 1472*q^4 + 4830*q^5 - 6048*q^6 - 16744*q^7

+ 84480*q^8 - 113643*q^9 - 115920*q^10 + 534612*q^11

- 370944*q^12 - 577738*q^13 + 401856*q^14 + 1217160*q^15

+ 987136*q^16 - 6905934*q^17+ 2727432*q^18 + 10661420*q^19

+ O(q^20)
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Congruence of Ramanujan
τ(n) ≡

∑
d |n

d11 mod 691 :

gp > (Delta-h12)/691

%10 = -3*q^2 - 256*q^3 - 6075*q^4 - 70656*q^5 - 525300*q^6

- 2861568*q^7 - 12437115*q^8 - 45414400*q^9

- 144788634*q^10 - 412896000*q^11 - 1075797268*q^12

- 2593575936*q^13 - 5863302600*q^14 - 12517805568*q^15

- 25471460475*q^16 - 49597544448*q^17

- 93053764671*q^18 - 168582124800*q^19 + O(q^20)

More programs of computing τ(n) (see [Sloane])

PROGRAM

(MAGMA) M12:=ModularForms(Gamma0(1), 12); t1:=Basis(M12)[2];

PowerSeries(t1[1], 100); Coefficients($1);

(PARI) a(n)=if(n<1, 0, polcoeff(x*eta(x+x*O(x^n))^24, n))

(PARI) {tau(n)=if(n<1, 0, polcoeff(x*(sum(i=1, (sqrtint(8*n-7)+1)\2,

(-1)^i*(2*i-1)*x^((i^2-i)/2), O(x^n)))^8, n));}

gp > tau(6911)

%3 = -615012709514736031488

gp > ##

*** last result computed in 3,735 ms.
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2 ALEXEI PANCHISHKIN

Let Cp = Q̂p denote the completion of an algebraic closure of the �eld
Qp of p-adic numbers. Fix a positive integer N , a Dirichlet character
ψmodN and consider the commutative pro�nite group

Y = YN,p = lim
←−
m

(Z/NpmZ)∗

and its group X = Homcont(Y,C×p ) of (continuouos) p-adic characters

(this is a Cp-analytic Lie group analogous to Homcont(R×+,C×) ∼= C (by
s 7→ (y 7→ ys)). The group X is isomorphic to a �nite union of discs
U = {z ∈ Cp | |z|p < 1}.
The p-adic L-function L : X → Cp is a meromorphis function on X
coming from a p-adic measure on Y .

1. Traditional method

of constructing these functions is from the special critical values of
complex L-functions (which are often algebraic, after a suitable nor-
malisation). Let us �x an embedding ip : Q ↪→ Cp in order to consider
algebraic numbers as p-adic numbers.

Example 1.1. The Riemann zeta function.

ζ(s) =
∏

l primes

(1− l−s)−1 =
∞∑
n=1

n−s (Re(s) > 1), ζ(1− k) = −Bk

k
,

where Bk are the Bernoulli numbers given by

eBt =
∞∑
n=0

Bnt
n

n!
=

t et

et − 1
.

Put for c > 1 coprime to p

ζ
(c)
(p)(−k) = (1− pk)(1− ck+1)ζ(−k)

Theorem 1.2 (Kummer). For any polynomial h(x) =
∑n

i=0 αi x
i ∈

Zp[x] over Zp such that x ∈ Zp =⇒ h(x) ∈ pmZp one has

n∑
i=0

αi ζ
(c)
(p)(−i) ∈ p

mZp (1.1)

This property expresses the fact that the numbers ζ
(c)
(p)(−k) depend

continuously on k in the p-adic sense:

Corollary 1.3. Let k1, k2 ∈ N∗, k1 ≡ k2 (mod(p− 1)pm−1), then

ζ
(c)
(p)(−k1) ≡ ζ

(c)
(p)(−k2) (modpm)

user
Text Box
see A. A. Panchishkin, A new method of constructing p-adic L-functions associated with modular forms, Moscow Mathematical Journal, 2 (2002), Number 2, 1-16
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Indeed, it su�ces to take h(x) = xk1 − xk2 .

Proof of Theorem 1.1 is implied by the well-known formula:

Sk(N) =
N−1∑
n=1

nk =
1

k + 1
[Bk+1(N)−Bk+1] (1.2)

in which Bk(x) = (x + B)k =
∑k

i=0

(
k
i

)
Bix

k−i is the Bernoulli polyno-
mial.

De�nition 1.4. a) Let A be a normed topological ring containing Zp

as a closed subring and let h be a positive integer. Consider the A-
submodule Ch(Y,A) of all locally polynomial functions of degre < h on
Y (of the variable yp : Y → Z∗p, the canonical projection); in particular,
the A-submodule C1(Y,A) consists of locally constant functions on Y
with values in A. If A = Cp then

∀h > 1 Ch(Y,A) ⊂ Cloc− an(Y,A) = {ϕ : Y → A | ϕ locally analytic} ⊂ C(Y,A),

where C(Y,A) = {ϕ : Y → A | ϕ continuous}.
b) A distribution Φ on Y with values in a normed A-module V is an

A-linear map Φ : C1(Y,A)→ V , ϕ 7→
∫
Y
ϕ dµ.

c) A measure Φ : C1(Y,A)→ V is a bounded distribution: |Φ(ϕ)|p <
C|ϕ|p where C does not depend on φ.
d) Let h ∈ N∗. An h-admissible measure on Y with values in V is

an A-linear map Φ̃ : Ch(Y,A)→ V with the following growth condition:
for all t = 0, 1, . . . , h− 1,∣∣∣∣∫

a+(Npm)

(yp − ap)tdΦ̃

∣∣∣∣
p

= o
(
pm(h−t)) .

for m→∞.

If A = Cp then according to [AV] and [Vi76], such a map Φ̃ can
be uniquely extended to the A-module Cloc− an(Y,A) of locally analytic
functions onY of the parameter yp : Y → Z×p .

Theorem 1.5 (Mazur). There exists a unique (bounded) measure µ(c)

on Z×p with values in Zp such that∫
Z×p
xkdµ(c) = ζ

(c)
(p)(−k), k ≥ 0

Remark. Theorem 1.2 is equivalent to Theorem 1.5 (by integration of
h against µ(c)).

In the present paper we construct p-adic distributions on Y with
values in Cp starting from distributions with values in spaces of modular
forms.
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The p-adic L-function of Kubota-Leopoldt is the meromorphic function
Lp : X → C×p given by

Lp(x) :=

∫
Y
xdµ(c)

1− x(c)c
, x ∈ X (1.3)

(with a single simple pole at x = y−1
p ), and the function (1.3) is

independent of a choice of c: for all Dirichlet characters χ mod pm,

χ : Z×p → Q× ↪→ C×p one has

Lp(χy
k
p) = (1− χ(p)pk)L(−k, χ) ∈ ip(Qab).

In general every distribution on Y with values in Zp de�nes a p-adic
L-function (the non-Archimedian Mellin transform of µ):

Lµ : X → Cp, µ(x) =

∫
Y

x(y) dµ.

If D(s, χ) =
∑

n≥1 χ(n)cnn
−s is an arithmeticaly de�ned complex L-

function twisted with a Dirichlet character χ with the propertyD∗(−k, χ) ∈
Q for an in�nite set of couples k, χ (and with a normalization D∗(s, χ)
obtained by multiplying D(s, χ) with certain elementary factors), one
constructs usualy the corresponding p-adic L-function L = LµD start-
ing from the algebraic special values D∗(−k, χ) in such a way that

LµD(χykp) =

∫
Y

χykp dµD = ip(D∗(−k, χ)),

and the existence of such a measure is equivalent to generalized Kum-
mer congruences for the special values D∗(−k, χ). Formulas for these
values could be quite complicated and one uses various methods in
order to obtain such congruences (like the formulas of type (1.2) in
the proof of the Theorem 1). For modular forms one uses geometric
tools like modular symbols, continuous fractions, the Rankin-Selberg
method etc., (voir [Man73], [Ra52], [Man-Pa], [PLNM]).
We propose a new method which produces a family of p-adic mea-

sures starting from a distribution Φ on Y with values in a suitable
vector space M =

⋃
m≥0M(Npm) of modular forms; this family of

p-adic measures µα,Φ,f is parametrized by non-zero eigenvalues α ∈
Cp 6= 0, of the operator U of Atkin-Lehner onM, and by a primitive
cusp eigenform f with an associated eigenvalue α 6= 0 (on an easy
modi�cation f0 of f as an eigenfunction). One says that a primitive
cusp eigenform f =

∑
n≥1 a(n, f)e(nz) ∈ Sk(Γ0(N), ψ) ⊂ M (where

(e(nz) = exp(2πinz))) is associated to an eigenvalue α if there exists a
cusp form f0 = f0,α =

∑
n≥1 a(n, f0)e(nz) such that f0 | U = αf0 and

f0 | T (`) = a(`)f0 for all prime numbers ` - Np)
In the ordinary case |α|p = 1 a construction of such measures could

be obtained from Hida's idempotent e = limr→∞ U(p)r! (see Hida
[Hi93]) acting on p-adic modular forms; the image of e is contained in
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a subspaceMord ⊂ M of �nite dimension (�the ordinary part ofM�)
which is known to be generated by certain classical modular forms.
One obtains µα,Φ,f = `f (eΦ) for a suitable linear form `f ∈ Mord ∗. In
a more general case when α 6= 0 one could imitate this method using
instead ofMord the primary (characteristic) subspaceMα ⊂ M of U
(which is also of �nite dimension).

2. Distributions with values in modular forms

Let A be an algebraic extension K of Qp or its ring of integers
OK . Let us �x an embedding ip : Q ↪→ Cp and let Mk(Γ1(N);A),
Mk(Γ0(N)ψ;A) be the submodules ofA[[q]] generated by the q-expansions
f =

∑
n≥0 an(f)qn ∈ Mk(Γ1(Npm),Q) of classical modular forms

with algebraic Fourier coe�cients an(f) ∈ Q in i−1
p (A). One puts

M = ∪m≥0M(Npm), where M(Npm) = Mk(Γ1(Npm);A), and S =
∪m≥0S(Npm) the A-submodule of cusp forms.

Examples of distributions with values inM.
Let Φ : C1(Y,Cp)→M be a distribution on Y with values inM.
a) Eisenstein distributions. For a complex number s ∈ C and a, bmodN
put (by analytic continuation):

E`,N(z, s; a, b) =
∑

(cz+ d)−`|cz+ d|−2s (0 6= (c, d) ≡ (a, b) modN) .

Starting from this series , one obtains the following Eisenstein distri-
butions: put s = −r, 0 ≤ r ≤ `− 1,

Er,`,N(a, b) :=
N `−2r−1Γ(`− r)

(−2πi)`−2r(−4πy)r

∑
amodN

e(−ax/N)E`,N(Nz,−r;x, b)

= εr,`,N(a, b) + (4πy)−r
∑

0<dd′,d≡a,d′≡bmodN

sgn d· d`−2r−1W (4πdd′y, `− r,−r)

· e(dd′z) ∈Mr′,`(N), where r′ = max(r, `− r − 1) ,

W (y, `−r,−r) =
r∑
j=0

(−1)j
(
r

j

)
Γ(`− r)

Γ(`− r − j)
yr−j ,

ζ(s; a,N) =
∑
n≥1

n≡a(modN)

n−s ,

εr,`,N(a, b) =
(−4πy)sΓ(`+ s)

Γ(`+ 2s)
δ
( b
N

)
ζ(1− `− 2s; a,N)

∣∣∣
s=−r

+
Γ(`+ 2s− 1)

(4πy)`+s−1Γ(s)
δ
( a
N

)[
ζ(`+ 2s− 1; b,N) + (−1)`+2sζ(`+ 2s− 1;−b,N)

]∣∣∣
s=−r

These series are in general nearly holomorphic modular forms (see Sec-
tion 7) in spacesMr′,`(N

2), where r′ = max(r, `− r− 1) but in certain
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cases they are holomorphic, e.g. ` ≥ 3, r = 0 or r = l − 1) and these
series produce distributions on Y × Y with values inM:

Er,`((a+ (Npm)× (b+ (Npm)) := Er,`,Npm(a, b) ∈Ml(N
2p2m).

b) Partial modular forms. For any f =
∑

n≥0 an(f)qn ∈ Mk(Γ1(Npm)
one puts

Φf (a+ (Npm)) :=
∑
n≥0

n≡a( mod pm)

an(f)qn ∈Mk(Np
2m)

c) Partial theta series (also with a spherical polynomial), see [Hi85].

Remarks. i) For any Dirichlet character χ mod pm viewed as a function
on Y with values in ip(Qab), the integral∫

Y

χ(y) dΦf = Φf (χ) =
∑
n≥0

χ(n)an(f)qn ∈Mk(N
2p2m)

coincides then with the twisted modular form fχ.
ii) The distributions a), b), c) are bounded (after a regularisation of
the constant term in a)) with respect to the p-adic norm on M =
∪pmMk(Γ1(Npm), A) ⊂ A[[q]] given by |g|p = supn |a(n, g)|p for g =∑

n≥0 a(n, g)gn ∈Mk(Γ1(N), A) ).
iii) Starting from distributions a), b), c) one can construct many other
distributions, for example, using the operation of convolution on Y (as
in [Hi85], where the case of the convolution of a theta distribution with
an Eisenstein distribution was considered).

However we need distributions µ with scalar values (in Zp or in Cp)
which we construct starting from distributions Φ with values in M.
This will be done in two steps:
The �rst step is the passage from M to a certain �nite-dimensional
partM◦ ⊂ M; one uses a suitable projector π : M→M◦ such that
one can keep track of denominators when the level of modular forms
grows.
The second step is to apply a suitable linear form to the distribution
π(Φ) in order to obtain the special values of the L-functions as certain
p-adic integrals against the measure π(Φ).

3. First step: projectors on finite dimensional subspaces

The �rst idea would be to use the trace operator

TrNp
m

N f =
∑

γ∈Γ0(Npm)\Γ0(N)

f |k γ.

One obtains after a normalisation a projector

π(f) = [Γ0(N) : Γ0(Npm)]−1TrNp
m

N f

which is well de�ned but which introduces inacceptable denominators.
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The second idea is to use the operator U = Up of Atkin-Lehner
which acts on M and on S by g | U =

∑
n≥0 a(pn, g)qn, where g =∑

n≥0 a(n, g)qn ∈M ⊂ A[[q]], a(n, g) ∈ A.
Let α ∈ Cp be a non-zero eigenvalue of U = Up onM, associated to a

primitive cusp eigenform f =
∑

n≥1 a(n, f)e(nz) ∈ Sk(Γ0(N), ψ) ⊂M.
In the ordinary case |α|p = 1 there exists a p-adic construction of a

projector π given by Hida's idempotent e = limr→∞ U(p)r! acting on p-
adic modular forms, whoses image is in the �nite dimensional subspace
Mord ⊂M (�the ordinary part ofM�). Then one gets µα,Φ,f = `f (eΦ)
with a suitable p-adic linear form `f ∈Mord ∗.

4. A new construction

It provides a rather simple method which attaches to a distribution
Φ on Y with values in a suitable vector space

M = ∪
m≥0
M(Npm)

of modular forms, a family µα,Φ,f of p-adic measures on Y parametrized
by non-zero eigenvalues α associated with primitive cusp eigenforms
f . This construction does not use any p-adic limit procedure and in
fact it uses only standard linear algebra considerations in the �nite
dimensional primary (characteristic) subspace of the eigenvalue α.

De�nition 4.1. a) For an α ∈ A put M(α) = Ker(U − αI) the A-
submodule of M of eigenfunctions of the A-linear operator U (of the
eigenvalue α).
b) Put Mα = ∪n≥1 Ker(U − αI)n the α-primary (characteristic )

A-submodule ofM.
c) PutMα(Npm) =Mα∩M(Npm),M(α)(Npm) =M(α)∩M(Npm).

Proposition 4.2. Let A = Qp. De�ne N0 = Np, then Um(M(N0p
m)) ⊂

M(N0).

Proof follows from a known formula [Se73],

Um = pm(k/2−1)WN0pm TrN0pm

N0
WN0 ,

where g|kWN(z) = (
√
Nz)−kg(−1/Nz) : M(N) → M(N) the main

involution of level N (over the complex numbers).

Proposition 4.3. Let A = Qp and let α be a non-zero element of A;
hence
a) (Uα)m : Mα(N0p

m)
∼−→Mα(N0p

m) is an invertible Qp-linear op-
erator.
b) The Qp-vector subspaceMα(N0p

m) =Mα(N0) is independent of
m.



8 ALEXEI PANCHISHKIN

c) Let πα,m : M(N0p
m) → Mα(N0p

m) the canonical projector onto
the α-primary subspace of U (of the kernel Ker πα,m =

⋂
n≥1 Im(U −

αI)n = ⊕β 6=αMβ(N0p
m)), then the following diagram is commutative

M(N0p
m)

πα,m //

Um

��

Mα(N0p
m)

o(Uα)m

��
M(N0) πα,0

//Mα(N0)

Proof. Due to the reduction theory of endomorphisms in a �nite dimen-
sional subspace over a �eld K, the projector πα,m onto the α-primary
subspace

⋃
n≥1 Ker(U − αI)n has the kernel

⋂
n≥1 Im(U − αI)n and it

can be expressed as a polynomial of U with coe�cients in K, hence
πα,m commutes with U . On the other hand, the restriction of πα,m on
M(N0) coincides with πα,0 :M(N0)→Mα(N0) because its image is⋃

n≥1

Ker(U − αI)n ∩M(N0) =
⋃
n≥1

Ker(U |M(N0) −αI)n,

and the kernel is⋂
n≥1

Im(U − αI)n ∩M(N0) =
⋂
n≥1

Im(U |M(N0) −αI)n.

5. Distributions with values in p-adic modular forms

Let g =
∑

n≥0 a(n, g)gn ∈ Mk(Γ1(N), A) then |g|p = supn |a(n, g)|p
is a well-de�ned p-adic norm on

M = ∪m≥0Mk(Γ1(Npm), A) ⊂ A[[q]].

Let us denote byM the completion ofM in A[[q]] with respect to this
norm. Let V be a normed A-module.

Theorem 5.1. Let α 6= 0 be a non-zero eigenvalue of the operator
U on the A-module M. The α-primary part Φα of a distribution on

Y with values in M is given by
∫
Y
ϕΦα := (Uα)−mπα,0

(( ∫
Y
ϕ dΦ

)
|

Um
)
∈Mα for all ϕ ∈ C1(Y,A) and for all pm su�ciently large so that∫

Y
ϕ dΦ is a �nite linear combination inM(N0p

m)).
Put Φ(a+(Npm)) =

∫
Y
χa+(Npm)dΦ where χa+(Npm) denotes the char-

acteristic function of an open subset a+(Npm) ⊂ Y ; hence there exists
m′ ∈ N such that

Φ(a+ (Npm)) = Φ(χ(a+(Npm))) ∈M(Npm
′+1),

and the α-primary part Φα of Φ is de�ned by

Φα(a+ (Npm)) = (Uα)−m
′
[
πα,0(Φ(a+ (Npm)) | Um′

]
. (5.1)
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6. Main theorems

Let Φ be a bounded distribution with values inM and α an eigen-
value of U onM.

Theorem 6.1. If |α|p = 1 then Φα is a bounded distribution on Y with
values inMα (an A-module of �nite rank).

Theorem 6.2. Suppose that for all m ∈ N∗ and for t = 0, 1, . . . , hκ−1∫
a+(N0pm)

ytp dΦ ∈M(N0p
κm) (with h = [ordp α] + 1) (6.1)

for a suitable non-negative integer κ (the condition of the modularity
of a suitable level). Then there exists an hκ-admissible distribution Φ̃α

on Y with values in Mα such that for all m′ su�ciently large (with
m′ ≥ κm) and for all t = 0, 1, . . . , hκ − 1 one has∫

a+(N0pm)

ytpdΦ̃α = (Uα)−m
′
πα,0

((∫
a+(N0pm)

ytpdΦ

)
| Um′

)
.

Remark. If A = Qp then the condition of the theorem 4 is equivalent to∫
Y
χytpdΦ ∈ M(N0p

mκ) for all Dirichlet characters χmodN0p
m (with

values in A) because∫
a+(N0pm)

yt dΦ =
1

ϕ(N0pm)

∑
χmodN0pm

χ−1(a)

∫
Y

χytp dΦ.

Proof of Theorem 6.1. It su�ces to show that for a constant C > 0
and for all the open subsets of type a + (Npm) ⊂ Y one has |Φα(a +
(Npm))|p ≤ C. By our assumption there exists m′ ∈ N such that

Φ(a+ (Npm)) = Φ(χ(a+(Npm))) ∈M(Npm
′+1),

then the α-primary part Φα of Φ is given by (5.1):

Φα(a+ (Npm)) = (Uα)−m
′
[
πα,0(Φ(a+ (Npm)) | Um′

]
.

On the α-primary subspace Mα ⊂ M one has Uα = αI + Z for
a nilpotent p-integral operator Z: for all g =

∑
n≥0 a(n, g)qn ∈ M,

g | U =
∑

n≥0 a(pn, g)qn, |g | U |p ≤ |g|p and |g | Z|p ≤ |g|p.
Next all the functions Φα(a+(Npm)) = α−m(α(Uα)−1)m [πα,0(Φ(a+ (Npm)) | Um]

are bounded because |α−1|p = 1 and

(α(Uα)−1)m = (α−1Uα)−m = (I + α−1Z)−m =
n−1∑
j=0

(
−m
j

)
α−jZj.

(6.2)
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Proof of Theorem 6.2. Let ordp α > 0 and let h = [ordp α] + 1. Hence
one has to bound∫
a+(N0pm)

(yp−ap)t dΦ̃α = α−mκ(α(Uα)−1)mκ
[
πα,0

(∫
a+(N0pm)

(yp − ap)t dΦ

)
| Uα

]
.

The norms of the operators

(α(Uα)−1)κm = (α−1Uα)−κm =
n−1∑
j=0

(
−κm
j

)
α−jZj

are uniformly bounded by C1 > 0 as n = dimMα does not depend on
m. Hence for all t = 0, 1, . . . , hκ − 1 one has

∣∣∣ ∫
a+(N0pm)

(yp − ap)t dΦ̃α
∣∣∣
p
≤ C1· |α|−mκ

p ·Maxy∈a+(N0pm) |yp − ap|t· |Φ|p

≤ C1·C2|pm|t−ordp α·κ = o(pm(hκ−t)), h > ordp α

as m→∞ (because |Φ|p ≤ C2 and |α|−mp = pm ordp α).

7. Nearly holomorphic p-adic modular forms of type r ≥ 0

Let us specialize us now to the case when A is either an algebraic
extension K of Qp or the ring OK of integers of K. Fix an embedding

ip : Q ↪→ Q̂p = Cp. Let r be a non-negative integer and q, ω two vari-
ables (over the complex numbers q = e(z) = e2πiz, ω = 4πy = 4π Im(z),
z ∈ C). In the ring A[[q]][ω−1] let us consider the A[[q]]-submodules

Pr(A) =
{
g =

∑r
j=0 ω

−jgj with gj =
∑

n≥0 a(j, n, g)qn ∈ A[[q]]
}
. Con-

sider also for any positive integer a the complex vector spaces of nearly

holomorphic functions (see [Hi85]) Qr,a =
{∑r

j=0 Im(4πz)−jgj(z) with

gj =
∑

n≥0 a(j, n, g)e(nz/a)
}
and put Qr = ∪a≥1Qr,a.

Theorem 7.1. a) The A-module Mr,k(Γ1(N), A) ⊂ A[[q1]][ω−1] of
modular forms of type r ≥ 0 and of weight k ≥ 1 for Γ1(N) is generated
by the series g ∈Mr,k with algebraic coe�cients a(j, n, g) ∈ ip(Q) such
that the correspondent complex series (denoted also g)

g = i−1
p (g) =

r∑
j=0

Im(4πz)−j
∑
n≥0

i−1
p (a(j, n, g))e(nz) ∈ Qr,1

satisfy to two conditions: ∀γ ∈ Γ1(N), g|kγ = g and ∀γ ∈ SL2(Z),
g|kγ ∈ Qr.
b) PutMr,k =Mr,k(N, p) = ∪m≥0Mr,k(Np

m), whereMr,k(Np
m) =

Mr,k(Γ1(Npm), A).
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8. Example: real analytic Eisenstein series of weight

` > 0

(see [Ka76])| For s ∈ C and a, bmodN de�ne (as in Section 2) the
Eisenstein series:

E`,N(z, s; a, b) =
∑

(cz+ d)−`|cz+ d|−2s (0 6= (c, d) ≡ (a, b) modN) .

Starting from this series one obtains the following Eisenstein distri-
bution with values in nearly holomorphic forms (for all s = −r with
0 ≤ r ≤ `− 1):

Er,`,N(a, b) :=
N `−2r−1Γ(`− r)

(−2πi)`−2r(−4πy)r

∑
amodN

e(−ax/N)E`,N(Nz,−r;x, b)

= εr,`,N(a, b) + (4πy)−r
∑

0<dd′,d≡a
d′≡bmodN

sgn d· d`−2r−1W (4πdd′y, `− r,−r)

· e(dd′z) ∈Mr′,`(N
2),

(8.1)

where r′ = max(r, `− r − 1),

W (y, `−r,−r) =
r∑
j=0

(−1)j
(
r

j

)
Γ(`− r)

Γ(`− r − j)
yr−j , ζ(s; a,N) =

∑
n≥1

n≡a(modN)

n−s ,

εr,`,N(a, b) =
(−4πy)sΓ(`+ s)

Γ(`+ 2s)
δ
( b
N

)
ζ(1− `− 2s; a,N)

∣∣∣
s=−r

+
Γ(`+ 2s− 1)

(4πy)`+s−1Γ(s)
δ
( a
N

)[
ζ(`+ 2s− 1; b,N) + (−1)`+2sζ(`+ 2s− 1;−b,N)

]∣∣∣
s=−r

9. Distributions with values in nearly holomorphic p-adic
modular forms of type r ≥ 0

Let g =
∑r

j=0 ω
−j∑

n≥0 a(j, n, g)qn ∈Mr,k ⊂ A[[q]][ω−1]. Put |g|p =

supn,j |a(j, n, g)|p. One has a p-adic norm onMr,k.

Let α be an eigenvalue of U onMr,k, g|Um = pm(k/2−1)
∑

u mod pm g|
(

1 u
0 pm

)
=

p−m
∑

umod pm g
(
z+u
pm

)
,

Im
(z + u

pm

)
=

Im z

pm
=⇒ g|Um =

k∑
j=0

ω−jpmj
∑
n≥0

a(j, pmn, g)qn

(an integral operator onMr,k).

De�nition 9.1. a)M(α)
r,k = Ker(U − αI),

b)Mα
r,k =

⋃
n≥1 Ker(U − αI)n,

c)Mα
r,k(Np

m) =Mr,k(Np
m) ∩Mα

r,k.
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Theorem 9.2. a) For allm ≥ 1 the A-moduleMα
r,k(N0p

m) =Mα
r,k(N0)

is of �nite rank and it does not depend on m.
b) The following diagram is commutative (for A = Qp)

Mr,k(N0p
m)

πα,m //

Um

��

Mα
r,k(N0p

m)

o(Uα)m

��
M(N0) πα,0

//Mα
r,k(N0)

(πα,m is the projector onto the α-primary subspace with the kernel⋂
n≥1 Im(U − αI)n ∩Mr,k(N0) (equal to the direct sum of all the other

primary subspaces; πα,m = Rα,m(U) with a suitable polynomial Rα,m ∈
A[x] see Proposition 4.3).

De�nition 9.3. Let α ∈ A be a non-zero eigenvalue of the operator U
on Mr,k and Φ : C1(Y,A) →Mr,k a distribution. The α-primary part
Φα : C1(Y,A)→Mα

r,k of Φ is given by

Φα(ϕ) = U−m
[
πα,0U

m(Φ(ϕ)
]
∈Mα

r,k

for all m su�ciently large (avec Φ(ϕ) ∈Mr,k(N0p
m)).

The de�nition is independent of the choice ofm (assumed su�ciently
large) by Prop. 9.2, b).

Theorem 9.4. Let |α|p = 1 and Φ a bounded distribution with values in
the A-moduleMr,k of p-adic nearly holomorphic modular forms. Then
the distribution Φα de�ned in 9.3 is also bounded.

Proof. It is identical to that of Theorem 6.1 (in which the holomorphic
case was treated).

10. h-admissible distributions.

Let Φj : C1(Y,A) → Mr,k be a family of distributions (non nec-
essarily bounded, j = 0, 1, . . . , r∗, r∗ ≥ 1). For any open subset
a+ (Npm) ⊂ Y put Φj(a+ (Npm)) = Φj(χa+(Npm)).

Theorem 10.1. Let 0 < |α|p < 1 and h = [ordp α] + 1. Suppose that
there exists κ ∈ N∗ such that for all j = 0, 1, . . . , hκ − 1 and for all
m ≥ 1 one has Φj(a + (N0p

m)) ∈ Mr,k(N0p
mκ) (the level condition).

Suppose next that for t = 0, 1, . . . , hκ − 1 and for all a + (Npm) ⊂ Y
one has

|Uκm
t∑

j=0

(
t

j

)
(−ap)t−jΦj(a+ (Npm))|p ≤ C|pm|tp = Cp−mt (10.1)

with a suitable constant C > 0 (the divisibility condition). Then there
exists an hκ-admissible measure Φ̃α : Chκ(Y,A) →Mα

r,k ⊂ Mr,k such

that
∫
a+(N0pm)

yjpdΦ̃α = Φα
j (a+ (N0p

m)) (for j = 0, 1, . . . , hκ − 1).
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Proof. It su�ces to verify the condition of growth (1.1 d)) for Φα
j (a +

(N0p
m)) ∈ Mr,k(N0p

mκ). One has U = αI + Z, Zn = 0 onMα
r,k(N0),

n = rkAMα
r,k(N0p

m;A).
On the other hand by the conditions of the theorem we have∫
a+(N0pm)

(yp − ap)tdΦ̃α =
t∑

j=0

(
t

j

)
(−ap)t−jΦα

j (a+ (N0p
m))

= α−mκαmκ(Uα)−mκ

[
πα,0U

mκ

(
t∑

j=0

(
t

j

)
(−ap)t−jΦj(a+ (N0p

m))

)]
.

The operators α−1(Uα)−mκ =
∑n−1

i=0

(−mκ
i

)
(α−1Z)i are uniformly bounded

by a constant C1 > 0 hence the condition (10.1) implies∣∣∣∣∫
a+(N0pm)

(yp − ap)tdΦ̃α

∣∣∣∣
p

≤ C·C1|α|−mκ
p |pm|tp = o(pm(hκ−t))

when m → ∞ because |α|p = |p|ordp α, ordp α < h, |pm|−κ ordp α
p =

o(pmκh).

11. The second step: application of a suitable linear

form

Let α ∈ Q ⊂ C be a non-zero eigenvalue of U onMr,k(C) associated
with a primitive cusp eigenform f ∈ Sk(Γ0(N), ψ) and let f0 = f0,α be
a corresponding eigenfunction (f0|U = αf0), let us de�ne f 0 = fρ0 |WN0 ,

fρ0 =
∑

n≥1 an(f0)qn, WN0 =
(

0 −1
N0 0

)
.

Proposition 11.1. a) U∗ = W−1
N0
UWN0 in the hermitian vector space

Sr,k(Γ1(N0),C), the adjoint operator with respect to the Petersson scalar
product.
b) One has f 0|U∗ = ᾱf 0, and for all "good" prime numbers l - Np

one has Tlf
0 = al(f)f 0.

c) The linear form `f,α : g 7→ 〈f 0, g〉 on Mr,k(Γ1(N0),C) van-
ishes on Ker πα,0, where πα,0 : Mr,k(Γ1(N0),C) → Mα

r,k(Γ1(N0),C)
(the projector onto the α-primary subspace with the kernel Ker πα,0 =
Im(U − αI)n) hence

〈f 0, g〉 = 〈f 0, πα,0(g)〉.

d) If g ∈M(Npm+1,Q) =M(N0p
m,Q) et α 6= 0, one has

〈f 0, gα〉 = α−m〈f 0, g | Um〉

where

gα = (Uα)−mπα,0(g | Um) ∈Mα(Np)

is the α-primary part of g.
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e) One puts

Lf,α(g) =
〈f 0, α−mg|Um〉N0

〈f 0, f0〉N0

,

hence Lf,α :M(Npm+1; Q)→ Q (the linear form Lf,α surMr,k(Γ1(Np),C)

is de�ned over Q) and there exists a unique A-linear form `f,α ∈
Mα

r,k(N0)∗ such that

i−1
p (`f,α(gα)) =

〈f 0, α−mUm(g)〉N0

〈f 0, f0〉N0

(∀g with coe�cients in i−1
p (A)).

Proof of Proposition 11.1 a) See [Miy], Th. 4.5.5.
b) By de�nition, f 0|U∗ = fρ0 | WNpW

−1
NpUWNp = ᾱfρ0 | WNp = ᾱf 0.

c) For any function

g1 = (U − αI)ng ∈ Ker πα,0 = Im(U − αI)n

one has

〈f 0, g1〉 = 〈f 0, (U − αI)ng〉 = 〈(U∗ − ᾱI)f 0, (U − αI)n−1g〉 = 0

hence for g1 = g − πα,0(g) we get

〈f 0, g〉 = 〈f 0, πα,0(g)+(g−gα)〉 = 〈f 0, πα,0(g)〉+〈f 0, g1〉 = 〈f 0, πα,0(g)〉
d) Let us use directly the equality (U∗)mf 0 = ᾱmf 0 of b):

αm · 〈f 0, gα〉 = 〈(U∗)mf 0, U−mπα,0(g | Um)〉 =

〈f 0, πα,0(g | Um)〉 = 〈f 0, g | Um〉

by c) because g|Um ∈M(Np).
e) Note that Lf,α(f0) = 1, f0 ∈ M(Np; Q); consider the complex

vector space

KerLf,α = 〈f 0〉⊥ = {g ∈M(Np; C) | 〈f 0, g〉 = 0}

which admits a Q-rational basis because it is stable by the action of all
"good" Hecke operators Tl (l - Np):

〈f 0, g〉 = 0 =⇒ 〈f 0, Tlg〉 = 〈T ∗l f 0, g〉 = 0

and one obtains such a basis by the diagonalisation of the action of all
the Tl (a commutative family of normal operators) and e) follows.

12. Relations to the L-functions: convolutions of the
Eisenstein distributions

Let ξmodN be an auxiliary Dirichlet character ξ : Y → A∗,

Y
yp→Z∗p, Y = lim

←
YNpm ,

YNpm = (Z/NpmZ)∗. Consider two Eisenstein distributions
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E0,`,Npm(ξ, b) =
∑

a∈YNpm ξ(a)E0,`(a, b;Np
m) ∈

{
M0,` if ` ≥ 3 or ξ 6= 1

M1,` if ξ = 1, ` = 1, 2,

Er,`,Npm(a) =
∑

b∈YNpm Er,`,Npm(a, b) ∈Mr′,`, r′ = max(r, `− r − 1).

Proposition 12.1. Let χ, ψ : Y → A× be two Dirichlet characters
modNpm,
a) Let f ∈ Sk(N,ψ), k ≥ 2, de�ne

Φj(a)Npm =
∑

y∈YNpm

ψξ(y)E0,k−1−j(ξ, ya)Ej,1+j(y)

(a twisted convolution, j = 0, . . . , k − 2). Hence for any Dirichlet
character χ mod Npm one has

Φj(χ) = E0,k−1−j(ξ, χ)Ej,1+j(ψξχ);

b) the special values of the function Lf (s, χ) =
∑

n≥1 χ(n)an(f)n−s

with a primitive Dirichlet character χ mod Npm (m ≥ 1) admit the
following integral representation

〈f 0,Φj(χ)〉Np =
G(χ)Γ(j + 1)Lf (k − 1, ξ)Lf (j + 1, χ)

(−2πi)j+k
· t,

(where G(χ) is the Gauss sum of χ, t ∈ Q∗ is an explicitly given ele-
mentary constant independent of j and χ);
c) the distributions Φj satisfy the conditions of Theorem 6 and they

produce an h-admissible measure (compare with [Vi76]) which interpo-
lates the normalised critical values

α−mG(χ)Γ(j + 1)Lf (j + 1, χ)Lf (k − 1, ξ)

(−2πi)j+k〈f, f〉
where 〈f, f〉 denotes the normalized Petersson product.

Proof of Proposition 12.1 a) This is a general property of multiplicative
convolutions.
b) Implied from the Rankin-Selberg method for the convolution

D(s, f, g) = LN(2s+ 2− l, ψξχ)
∞∑
n=1

anbnn
−s,

where ξ is an auxiliary non-trivial Dirichlet character ξ and the numbers

bn = σl−1,χ̄,ξ̄(n) =
∑

d|n,d>0

χ̄(d)ξ̄(n/d)dl−1

are Fourier coe�cients of a certain Eisenstein series g =
∑∞

n=0 bn exp(2πinz)
of weight l (and of Dirichlet character χ̄ξ̄) if χξ(−1) = (−1)l so that

Lg(s) =
∞∑
n=1

bnn
−s = L(s− l + 1, χ̄)L(s, ξ̄)
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and we know by Rankin's lemma (see [Ra52], or a general lemma
of Shimura [Shi76], Lemma 1 (generalized Rankin's lemma), see also
[Shi77], [Hi85], [Man-Pa]) that D(s, f, g) can be expressed through
Lf (s − l + 1, χ̄)Lf (s, ξ̄). In order to get the integral representation
of b), we evaluate then the function Lf (s − l + 1, χ̄)Lf (s, ξ̄) at points
s = k − 1, and put l = k − j − 1, where 1 ≤ l ≤ k − 1).
c) One checks coe�cient-by-coe�cient that the distributions Φj sat-

isfy the level condition and the divisibility condition of Theorem 6 with
κ = 2. Then one directly applies Theorem 6 and proposition 11.1 c),
d) in order to obtain the desired h-admissible measure µf,α in the form

µf,α = `f,α(Φ̃α).

13. Application to triple products

Consider the vector space

M :=
⋃
m≥0

Mk(Γ1(Npm))⊗3

and let L(f ⊗ g⊗h, s) be the triple L-function attached to f ⊗ g⊗h ∈
Sk(Γ1(N))⊗3 associated with an ordinary eigenvalue αβγ, hence

f0 ⊗ g0 ⊗ h0 ∈ Sk(Γ1(Np))⊗3

is an eigenfunction of U⊗3 on Sk(Γ1(Np))⊗3, and f 0 ⊗ g0 ⊗ h0 is an
eigenfunction of (U∗)⊗3. Let us use the restriction to the diagonal
Φ = E3

k(z1, z2, z3) ∈ Mk(Γ1(Np))⊗3 of the Siegel-Eisenstein distri-
bution (see [PIsr]) viewed as a formal Fourier series. One obtains a
distribution on Y 3 with values inM.
Put

lf⊗g⊗h,αβγ(Φ) := ip

(
〈f 0 ⊗ g0 ⊗ h0,Φαβγ〉
〈f 0, f0〉〈g0, g0〉〈h0, h0〉

)
Theorem 13.1. (a work in progress with Siegfried Böcherer)| The dis-
tribution lf⊗g⊗h,αβγ(Φ) on Y 3 with values in M is bounded and the
integrals lf⊗g⊗h,αβγ(Φ)(χ1 ⊗ χ2 ⊗ χ3) on the characters χ1 ⊗ χ2 ⊗ χ3

coincide with the special values L∗(fχ1⊗gχ2⊗hχ3 , s0), where the normal-
isation of L∗ involves Gauss sums, Petersson scalar products , powers
of π, αβγ.

Proof. The existence of lf⊗g⊗h,αβγ(Φ) follows from the existence of Φ
using Theorem 3, and the equality is implied by the integral formula
of Garrett-Harris [GaHa], see also [LBP], [PTr].
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On p-adic families of L-functions

Introduction

A motivation: why study L-values attached to modular
forms?

A popular proceedure in number theory is the following:

Construct a generating
function f =

∑∞
n=0 anq

n

∈ C[[q]] of an arithmetical
function n 7→ an,
for example an = p(n)

 

Compute f via
modular forms,
for example
∞∑
n=0

p(n)qn

= (∆/q)−1/24

 
A number
(solution)

Example 1 [Chand70]:
(Hardy-Ramanujan)

↑ ↑

p(n) =
eπ
√
2/3(n−1/24)

4
√
3λ2n

+O(eπ
√
2/3(n−1/24)/λ3n),

λn =
√
n − 1/24,

Good bases,
�nite dimensions,
many relations
and identities

Values
of L-functions,
periods,
congruences, . . .

Other examples: Birch and Swinnerton-Dyer conjecture, . . . L-values
attached to modular forms
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On p-adic families of L-functions

Statement of the problem of Coleman-Mazur

Statement of the problem of Coleman-Mazur
This talk is about the paper [PaTV] by A.P., Two variable p-adic L
functions attached to eigenfamilies of positive slope, Invent. Math. v. 154,
N3 (2003), pp. 551 - 615, and about some further developments.

The Tate �eld Cp

Fix a prime p, and let Cp = Q̂p

be the Tate �eld
(the completion of the �eld
of p-adic numbers)

We �x an embedding
ip : Q→ Cp, and view
algebraic numbers as
p-adic numbers via ip.

A primitive cusp eigenform f
f = fk =

∑
n≥1

anq
n ∈ Sk(Γ0(N), ψ),

(where q = e(z) = exp(2πiz),
Im (z) > 0)

a primitive cusp eigenform
f = fk of weight k ≥ 2
for Γ0(N) with a
Dirichlet character ψ (mod N).

3
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Statement of the problem of Coleman-Mazur

The special values of the L-function attached to f at
s = 1, · · · , k − 1:

Lf (s, χ) =
∑
n≥1

χ(n)ann
−s ,

(χ are Dirichlet characters)

where 1− apX + ψ(p)pk−1X 2

= (1− αpX )(1− α′pX )
is the Hecke polynomial
αp and α′p are called
the Satake parameters of f

Periods of f Following a known theorem of Shimura [Sh59] and Manin
[Ma73], there exist two non-zero complex constants c+(f ), c−(f ) ∈ C×
(the periods of f ) such that for all s = 1, · · · , k − 1 and for all Dirichlet
characters χ of �xed parity, (−1)k−sχ(−1) = ±1, the normalized special
values are algebraic numbers:

L∗(f , s, χ) =
(2iπ)−sΓ(s)Lf (s, χ)

c±(f )
∈ Q. (2.1)

4



On p-adic families of L-functions

Statement of the problem of Coleman-Mazur

A family of slope σ > 0 of cusp eigenforms fk of weight
k ≥ 2 containing f

k 7→ fk =
∞∑
n=1

an(k)qn

∈ Q[[q]] ⊂ Cp[[q]]

1) the Fourier coe�cients an(k) of fk
and the Satake p-parameter αp(k)
are given by certain
p-adic analytic functions k 7→ an(k)
for (n, p) = 1
2) the slope is constant and positive:
ord(αp(k)) = σ > 0

A model example of a p-adic family (not cusp and σ = 0): Eisenstein series

an =
∑
d |n

dk−1, fk = Ek

the Fourier coe�cients an(k)
and one of the Satake p-parameters
αp(k) = 1
are p-adic analytic functions,
and ordp(αp(k)) = ordp(1) = 0

5



On p-adic families of L-functions

Statement of the problem of Coleman-Mazur

The existence of families of slope σ > 0: R.Coleman,
[CoPB]

He gave an example with
p = 7, f = ∆, k = 12
a7 = τ(7) = −7 · 2392, σ = 1,

and a program in PARI for computing
such families is contained in [CST98]
(see also the Web-page of W.Stein,
http://modular.fas.harvard.edu/ )

The Problem, see [Co-Ma] R. Coleman, B. Mazur, The eigencurve.
Galois representations in arithmetic algebraic geometry, (Durham,
1996), London Math. Soc. Lecture Note Ser., 254, at p.6

Given a p-adic analytic family k 7→ fk =
∞∑
n=1

an(k)qn ∈ Q[[q]] of positive

slope σ > 0, to construct a two-variable p-adic L-function interpolating
L∗(fk , s, χ) on (s, k).

6
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Statement of the problem of Coleman-Mazur

Known cases:

• One-variable case
(k = k is �xed, σ > 0),

treated in [Am-Ve] by Y. Amice, J. Vélu,
in [Vi76] by M.M. Vi²ik, and in
[MTT] by
B. Mazur; J. Tate; J. Teitelbaum

• σ = 0 (H.Hida)
(�ordinary families�)

(see in [Hi93])

• Special values of L-functions
attached to families fk
of Yu.I. Manin and M. M.Vishik,

[Ma-Vi] : fk =
∑

a⊂OK

λk−1(a)qNa

and of N.M.Katz, [Kat]),
which are are certain
ordinary families

they correspond to powers of a
grössen-character λ
of an imaginary quadratic �eld K
at a splitting prime p,
(resp. to grössencharacters
of type A0

of the idèle class group A∗K/K ∗
(in the sense of Weil [We56],)
of a CM-�eld K .

7
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Statement of the problem of Coleman-Mazur

Motivation comes from the conjecture of Birch and
Swinnerton-Dyer, see in [Colm03]

For a cusp eigenform f = f2, corresponding to an elliptic curve E by Wiles [Wi], we
consider a family containing f .

One can try to approach k = 2, s = 1
from the other direction, taking k → 2 ,
instead of s → 1, this leads to a formula
linking the derivative over s at s = 1
of the p-adic L-function with the
derivative over k at k = 2
of the p-adic analytic function
αp(k), see in [CST98]:

L′p,f (1) = Lp(f )Lp,f (1)

with Lp(f ) = −2dαp(k)

dk

∣∣
k=2 The validity of this formula

needs the existence of
our two variable L-function!

8
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Statement of the problem of Coleman-Mazur

Our method
is a combination of the Rankin-Selberg method, the theory of p-adic integration
with values in p-adic Banach algebras A and the spectral theory of Atkin's
U-operator: U = Up : A[[q]]→ A[[q]] de�ned by:

U

∑
n≥1

anq
n

 =
∑
n≥1

apnq
n ∈ A[[q]].

Here A = A(B) is a certain p-adic Banach algebra of functions on an open
analytic subspace B ⊂ X of the weight space X = Homcont(Y ,C∗p). This is an
analytic space over Cp, which consists of all continuous characters of the
pro�nite group Y ∼= (Z/NZ)∗ × Z∗p.
The classical analogue of the weight space is the whole complex plane

C = Homcont(R∗+,C∗), s 7→ (y 7→ y s).

The weights k correspond to certain points in B ⊂ X . Any series
f =

∑
n≥1 anq

n ∈ A[[q] produces a family of q-expansions{
fk = evk(f ) =

∑
n≥1

evk(an)qn ∈ Cp[[q]]
}
, which can be classical modular forms

in Q[[q]].9
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Statement of the problem of Coleman-Mazur

1) We construct �rst an analytic function Lµ : X → A = A(B) as the Mellin
transform

Lµ(x) =

∫
Y

x(y) dµ(y) (where x ∈ X = Homcont(Y ,C∗p), x = x(y)),

µ is a certain measure with values in A, on the pro�nite group Y .
2) For each s ∈ B ⊂ X , there is the evaluation homomorphism

evs : A(B)→ Cp; we obtain Lµ(x , s) by evaluation of an A-valued
integral:

Lµ(x , s) = evs(Lµ(x)) = evs

(∫
Y

xdµ

)
(x ∈ X , Lµ(x) ∈ A).

This gives a p-adic analytic L-function in two variables
(x , s) ∈ X ×B ⊂ X × X :

(x , s) 7−→ Lµ(x , s).

3) We check an equality relating the algebraic numbers L∗fk (s, χ)
(s = 1, · · · , k − 1) with the values Lµ(x , k) at certain points x ∈ X (more
precisely, at x = χ · ykp ).

10
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p-adic integration and the p-adic weight space

p-adic integration and the p-adic weight space
Consider the group
Y = lim

←−
v

(Z/NpvZ)× ∼= (Z/NZ)× × Z×p

and the group of p-adic characters
X = XN = Homcont(Y ,C×p ) 3 χ, ynp ,
where
χ mod NpvZ : (Z/NpvZ)× → C×p
yp : Y → Z×p

( a pro�nite group with
a projection yp : Y → Z×p )

(the p-adic weight space,
which is a Cp-analytic group)
(a Dirichlet character)
(the canonical projection,
a p-adic character of Y )

The analytic structure on X = XN = Homcont(Y ,C×p ) over Cp is given by the
decomposition:

X
∼→ Hom((Z/NpZ)×,C×p )×Homcont(Γ,C×p )

where Y ∼= (Z/NpZ)× × Γ, Γ = (1 + pZp)×, is a procyclic group of generator
γ = 1 + p, and we see that X is a �nite cover of the p-adic unit disc:

X →→Homcont(Γ,C×p )
∼→ U =

{t ∈ Cp | |t − 1|p < 1} ∼= {χt : γ 7→ t | t ∈ U}.
11



On p-adic families of L-functions

p-adic integration and the p-adic weight space

Distributions with values in Banach modules: notation

(k , ψ) = ykpψ ∈ X

A

V
C(Y ,A)
∪
Cloc−const(Y ,A)

is a point in the weight space X = Homcont(Y ,C×p )
(we write simply k for (k , ψ))

(a p-adic Banach algebra)
(an A-module)
(the A-Banach algebra
of continuous functions on Y )
(the A-algebra
of locally constant functions on Y )

De�nition
a) A distribution D on Y with values in V is an A-linear form

D : Cloc−const(Y ,A)→ V , ϕ 7→ D(ϕ) =

∫
Y

ϕdD.

b) A measure µ on Y with values in V is a continuous A-linear form

µ : C(Y ,A)→ V , ϕ 7→
∫
Y

ϕdµ.

The integral
∫
Y

ϕdµ can be de�ned for any continuous function ϕ, and any

bounded distribution µ, using the Riemann sums.12



On p-adic families of L-functions

p-adic integration and the p-adic weight space

Admissible measures of Amice-Vélu
A more delicate notion of an h-admissible measure was introduced in
[Am-Ve] by Y. Amice, J. Vélu (see also [MTT], [Vi76]):

De�nition
a) For h ∈ N, h ≥ 1 let Ph(Y ,A) denote the A-module of locally
polynomial functions of degree < h of the variable
yp : Y → Z×p ↪→ A×; in particular,

P1(Y ,A) = Cloc−const(Y ,A)

(the A-submodule of locally constant functions). Let also denote
Cloc−an(Y ,A) the A-module of locally analytic functions, so that

P1(Y ,A) ⊂ Ph(Y ,A) ⊂ Cloc−an(Y ,A) ⊂ C(Y ,A).

13



On p-adic families of L-functions

p-adic integration and the p-adic weight space

Admissible measures of Amice-Vélu (continued)
b) Let V be a normed A-module with the norm | · |p,V . For a given
positive integer h an h-admissible measure on Y with values in V is an
A-module homomorphism

Φ̃ : Ph(Y ,A)→ V

such that for �xed a ∈ Y and for v →∞ the following growth
condition is satis�ed:∣∣∣∣∣

∫
a+(Npv )

(yp − ap)h
′
dΦ̃

∣∣∣∣∣
p,V

= o(p−v(h′−h)) (3.2)

for all h′ = 0, 1, . . . , h − 1, ap := yp(a)

The condition (3.2) allows to integrate only the locally-analytic
functions: there exists a unique extension of Φ̃ to Cloc−an(Y ,A)→ V
(via the embedding Ph(Y ,A) ⊂ Cloc−an(Y ,A)). The integral is
de�ned using generalized Riemann sums: take the beginning of the
Taylor expansion of a locally-analytic function φ ∈ Cloc−an(Y ,A) (of
order h − 1) instead of just values of a function φ.14



On p-adic families of L-functions

p-adic integration and the p-adic weight space

The p-adic Mellin transform and two variable p-adic analytic
functions

Any h-admissible measure µ̃ on Y with values in a p-adic Banach
algebra A can be caracterized by the logarithmic growth o(logh(·))
of its Mellin transform Lµ̃(x) (see [Am-Ve], [Vi76], [HaH]):

Lµ̃ : X → A, de�ned by Lµ̃(x) =

∫
Y

x(y)d µ̃(y),

where x ∈ X , Lµ̃(x) ∈ A, X ⊂ Cloc−an(Y ,A)×

Key property of h-admissible measures µ̃: its Mellin transform Lµ̃ is
analytic with values in A.

Then we obtain the function Lµ(x , s) by evaluation at (s, ψ): this is
a p-adic analytic function in two variables (x , s) ∈ X ×B ⊂ X ×X :

Lµ̃(x , s) = evs(Lµ̃) (x ∈ X , Lµ̃(x) ∈ A).
15



On p-adic families of L-functions

p-adic integration and the p-adic weight space

Example ([Am-Ve], [MTT], [Vi76])

For a primitive cusp eigenform f = fk =
∑

n≥1 anq
n ∈ Sk(Γ0(N), ψ) of

weight k ≥ 2 for Γ0(N) with a Dirichlet character ψ and positive slope
σ = ordp(α) de�ne the integer h = [σ] + 1 (where σ < k − 1, and
1− apX + ψ(p)pk−1X 2 = (1− αpX )(1− α′pX ) as above).
Then there exists an h-admissible Cp-valued measure µ̃ = µ̃α,f (y) on Y
such that for all couples (j , χ) with 0 ≤ j ≤ k − 2, and for any nontrivial
primitive Dirichlet character χ mod pv satisfying χξ(−1) = (−1)k−1−j ,
there is the following equality (in Cp):∫

Y

χ(y) y jp d µ̃ = ip

(
pvjG (χ)

αv
L∗f (1 + j , χ̄)

) (
= Lµ̃(χ y jp)

)
, (3.3)

where G (χ) is the Gauss sum of the character χ mod pv , and L∗f (1 + j , χ̄)
is given by a choice of periods (2.1). In other words, the complex L-values
(3.3) attached to f coincide with the values Lµ̃(χ y jp) of the p-adic Mellin
transform of µ̃.

16



On p-adic families of L-functions

Coleman's families

Coleman's families: notation
The proof of the existence of families of slope σ > 0 by R.Coleman, [CoPB], uses the
following ideas: let us consider

[K : Qp] <∞

A = AK (B)

� a �nite extension of Qp contaning
all the Fourier coe�cients
ip(an) of f
� the K -Banach algebra
of rigid-analytic functions

evk : A→ K

M(N; A)†

=
⋃
v≥1

M(Npv , ψ; A)†

⊂ A[[q]]

� the evaluation map
de�ned for all (k , ψ) ∈ B

(a neigbourhood around (k , ψ) ∈ X ).

� a Banach A-module of overconvergent
families of modular forms:
this module is generated by some
g =

∑∞
n=0 bnq

n ∈ A[[q]]
such that evk(g) ∈ K [[q]]
are classical cusp eigenforms for all k
with (k , ψ) in a neighbourhood
B of (k , ψ) ∈ X .

17



On p-adic families of L-functions

Coleman's families

Coleman proved:

• The operator U acts as
a completely continuous operator
on each A-submodule M(Npv ; A)†

⊂ A[[q]] (i.e. U is a limit
of �nite-dimensional operators)

=⇒ there exists
the Fredholm determinant
PU(T )
= det(Id − T · U) ∈ A[[T ]]

• there is a version
of the Riesz theory:
for any inverse root α ∈ A∗

of PU(T ) there exists
an eigenfunction g , Ug = αg

such that evk(g) ∈ K [[q]]
are classical cusp eigenforms
for all k such that (k , ψ)
is in a neigbourhood
B around (k , ψ) ∈ X
(see in [CoPB])

18



On p-adic families of L-functions

Coleman's families

De�nition
a) A function g ∈M(Npv ; A)† ⊂ A[[q]] is called Coleman's family if
Ug = αg, and the functions evk(g) ∈ K [[q]] are cusp eigenforms for all
k such that (k , ψ) is in a neigbourhood B around (k , ψ) in the p-adic
weight space X , and ordp(α(k)) = σ > 0 is constant and positive,
where α(k) = evk(α) ∈ K ∩ ip(Q)
b) Let fk ∈ Q[[q]] denote the primitive cusp eigenform attached to
evk(g) ∈ K [[q]]. Then the family {fk} of classical primitive cusp forms
is also called Coleman's family.

Remark
Hida's families correspond to σ = 0, they were constructed in [Hi86]
(see also [Hi93]).
There exist analogues of Hida's families in the Siegel modular case.
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On p-adic families of L-functions

Main results

Recall that by [Ra52], [Za77] and [Sh77], the numbers

Lf (1 + j , χ̄)Lf (k − 1, ξ̄)

πk+r 〈fk , fk〉Np
are algebraic for all j ∈ Z with 0 ≤ j ≤ k − 2,

χξ(−1) = (−1)k−1−j (here 〈fk , fk〉Np denotes the Petersson scalar product.

Main Theorem
Consider a nonzero analytic function α = α(s) ∈ A× de�ned in a neigbourhood
B of (k , ψ) ∈ X, and consider Coleman's family

f =

{
fk =

∞∑
n=1

an(k)qn
}
∈ A[[q]]

with coe�cients in the algebra A = A(B), where α ∈ A× is the corresponding
eigenvalue of U. Suppose that the slope ordp(α) = σ > 0 is �xed for all
α = α(k) with (k , ψ) in B, and de�ne the integer h = [σ] + 1.
Then there exists an h-admissible measure µ̃ = µα,f with values in A on the
group Y , determind by the following property:
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On p-adic families of L-functions

Main results

Main theorem (continued)

for all couples (j , χ) with 0 ≤ j ≤ k − 2, k > 2σ + 2, any primitive
Dirichlet character χ mod pv satisfying χξ(−1) = (−1)k−1−j , the
following equality holds:

evk

(∫
Y

χ(y) y jp d µ̃

)
= ip

(
Rk ·

pvjG (χ)

αp(k)v
L∗fk (1 + j , χ̄),

)
(5.4)

where G (χ) is the Gauss sums of χ mod pv , and Rk ∈ Q× is an
elementary factor coming from an explicit choice of periods c±(fk).
The choice of periods: �x two Dirichlet characters ξ mod p of
di�erent parity then

c±(fk) =
(−2iπ)k−1〈fk , fk〉Np

Γ(k − 1)Lfk (k − 1, ξ̄)
, where ξ(−1) = ±(−1)k−1. (5.5)
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On p-adic families of L-functions

Main results

A key ingredient in our construction
is the use of a linear form

`α(k) : Mk(Np, ψ,Q)→ Q,

such that α(k) ∈ Q×, `α(k)(Uph) = α`α(k)(h) for all h ∈Mk(Np, ψ,Q), and
1− apX + ψ(p)pk−1X 2 = (1− α(k)X )(1− α(k)′X ) for a primitive cusp

eigenform f =
∞∑
n=1

anq
n ∈ Sk(Γ0(N), ψ,Q) of weight k ≥ 2 for Γ0(N) with a

Dirichlet character ψ (mod N). One can de�ne such linear form by

`α : h 7−→ 〈f
0, h〉

〈f 0, f0〉
, where

f0 is an eigenfunction of Up: f0|Up = α(k)f0, and
f 0 is the corresponding eigenfunction of U∗p : f

0|U∗p = α(k)f 0,
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On p-adic families of L-functions

Main results

Eigenfunctions of Up and of U∗p .

Functions f0 and f 0

Recall that for any primitive cusp eigenform f =
∑∞

n=1 an(f )qn,
there is an eigenfunction of U = Up with the eigenvalue

α = α
(1)
p ∈ Q (U(f0) = αf0) given by

f0 =
∑
n≥1

anq
n−α′

∑
n≥1

anq
pn =

∑
n≥1

a(f0, n)qn ∈ Sk(Γ0(Np), ψ,Q), and

f 0 = f ρ0

∣∣∣
k

(
0 −1
Np 0

)
, f ρ0 =

∑
n≥1

a(f0, n)qn ∈ Sk(Γ0(Np), ψ,Q)

is an eigenfunction of the adjoint operator U∗p , is explicitely
computed in [Go-Ro].
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On p-adic families of L-functions

Main results

Eigenfunctions of Up and of U∗p .

The answer to the question of Coleman�Mazur
is given by the function (5.6) of the following theorem:

Theorem
Under the assumptions and notations of Theorem 5.2 there exists a
unique p-adic analytic function on X ×B (of two variables x , s),

Lα,f (·1, ·2, ξ, f ) : X ×B→ Cp (5.6)

such that
i) for any �xed (s, ψ) ∈ B, the function Lα,f (x , s; ξ, f ) of the variable
x is Cp-analytic and has the logarithmic growth o(logh(x)),
ii) for each couple (χ, j) with 0 ≤ j ≤ k − 2, k > 2σ + 2 and any
primitive Dirichlet character χ mod pv ∈ X tors with values in K×

satisfying v ≥ 2, χξ(−1) = (−1)k−1−j , the special value
L(χy jp, k ; ξ, fk) is given by the image under ip of the algebraic number

Rk ·
pvjG (χ)

αp(k)v
L∗fk (1 + j , χ̄), where G (χ) is the Gauss sums of χ mod pv ,

and Rk ∈ Q× is an elementary factor given by the explicit choice of
periods c±(fk), as in (5.5).
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On p-adic families of L-functions

Construction of the admissible measure µ̃

Construction of the admissible measure µ̃
Recall the De�nition 3.2: an h-admissible measure on a pro�nite group
Y with values in an A-module V is an A-module homomorphism

µ̃ : Ph(Y ,A)→ V ,

satisfying a certain growth condition (3.2).
This means that µ̃ is given by a sequence {µj} of certain distributions
on Y , in such a way that for j = 0, 1, · · · , h − 1 and for all compact
open subsets U ⊂ Y one has∫

U

y jpd µ̃ = µj(U). (6.7)
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On p-adic families of L-functions

Construction of the admissible measure µ̃

Recall: the growth condition (3.2)
is needed in order to de�ne an h-admissible measure µ̃ out of a
sequence {µj} of distributions on Y , in such a way that∫

U

y jpd µ̃ = µj(U)

for j = 0, 1, · · · , h − 1 and for all compact open subsets U ⊂ Y .
This condition has the form: for t = 0, 1, · · · , h − 1∣∣∣∣∣

∫
a+(Npv )

(yp − ap)td µ̃

∣∣∣∣∣
p

(6.8)

=

∣∣∣∣∣∣
t∑

j=0

(
t
j

)
(−ap)t−jµj(a + (Npv ))

∣∣∣∣∣∣
p

= o(pv(h−t)) for v →∞.

In this condition the elements µj(a + (Npv )) belong to a p-adic
Banach algebra A.26



On p-adic families of L-functions

Construction of the admissible measure µ̃

We construct the sequence µj out of products of Eisenstein series:

µj = `α(πα(Φj)), (j = 0, 1, · · · , h − 1), h = [σ] + 1.

I Φj is a sequence of modular distributions on Y with values in a
certain A-module M = MN(ψ; A) of modular forms with
coe�cients in A (it has in�nite rank):

MN(ψ; A) :=
⋃
v≥0

M(Npv , ψ; A),

(our modular forms Φj(χ) are products of certain families of
classical Eisenstein series in A[[q]])

I πα is the canonical projector onto the characteristic A-submodule

Mα = Mα(A) of Atkin's operator U
(∑

n≥0 bnq
n
)

=
∑

n≥0 bpnq
n

(Key point: the A-module Mα(A) is locally free of �nite rank)
I `α ∈ HomA(Mα,A) is a A-linear form (given by the Petersson

scalar product with h ∈Mα, as in Section 3: h 7−→ 〈f
0, h〉

〈f 0, f0〉
,

normalized by the equality `α(g) = 1 for Coleman's eigenfunction
g = f0 ∈Mα.
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On p-adic families of L-functions

Construction of the admissible measure µ̃

Main congruence: criterion of admissibility

Theorem
Let 0 < |α|p < 1 and suppose that the following conditions are
satis�ed: for all r = 0, 1, · · ·, h − 1 with h = [ordpα] + 1, and v ≥ 1,

Φr (a + (Npv )) ∈M(Npv )† (the level condition) (6.9)

and the following p-adic congruence holds: for all t = 0, 1, · · ·, h − 1

Uv
t∑

r=0

(
t
r

)
(−ap)t−rΦr (a + (Npv )) ≡ 0 mod pvt (6.10)

(the divisibility condition)

Consider the linear form Φ̃α(δa+(Npv )y
r
p) := πα(Φr (a + (Npv )) (de�ned

on local monomials of degree r = 0, 1, · · ·, h − 1).
Then Φ̃α is an h-admissible measure: Φ̃α : Ph(Y ,Q)→Mα ⊂M
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On p-adic families of L-functions

Construction of the admissible measure µ̃

Proof uses the commutative diagram:

M(Npv+1, ψ; A)†
πα,v−→ Mα(Npv+1, ψ; A)†

Uv
y yo Uv

M(Np, ψ; A)† −→
πα,0

Mα(Np, ψ; A)† = Mα(Npv+1, ψ; A)†.

The existence of the projectors πα,v comes from Coleman's Theorem
A.4.3 [CoPB].
On the right: Mα(Npv+1, ψ; A)† does not depend on v (a version of
Hida's Control Theorem), and U acts on the locally free A-module
Mα(Npv+1,A)† via the matrix:

α · · · · · · ∗
0 α · · · ∗

0 0
. . . · · ·

0 0 · · · α

 where α ∈ A×

=⇒ Uv is an isomorphism over Frac(A),
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On p-adic families of L-functions

Construction of the admissible measure µ̃

One controls the denominators
of the modular forms of all levels v by the relation:

πα,v (h) = U−vπα,0(Uvh) =: πα(h) (6.11)

The equality (6.11) can be used as the de�nition of πα. The growth
condition (3.2) for πα(Φr ) is deduced from the congruences (6.10) between
modular forms, using the relation (6.11).

Recall: then we obtain the function Lµ(x , s) by evaluation at (s, ψ): this is
a p-adic analytic function in two variables (x , s) ∈ X ×B ⊂ X × X :

Lµ̃(x , s) = evs(Lµ̃) (x ∈ X , Lµ̃(x) ∈ A).
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On p-adic families of L-functions

Modular Eisenstein distributions Φj

Modular Eisenstein distributions Φj

Consider again two auxiliary Dirichlet characters ξ mod p, ξ(−1) = ±1,
and use the method of Rankin-Selberg for the convolution

D(s, f , g) =LN(2s + 2− k − l , ψξχ)
∞∑
n=1

anbnn
−s , where (7.12)

bn =σl−1,χ̄,ξ̄(n) =
∑

d |n,d>0

χ̄(d)ξ̄(n/d)d l−1,

are the Fourier coe�cients of an Eisenstein series g =
∑∞

n=0 bnq
n of

weight l (and of Dirichlet character χ̄ξ̄) if χξ(−1) = (−1)l , so that

Lg (s) =
∞∑
n=1

bnn
−s = L(s − l + 1, χ̄)L(s, ξ̄).
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Modular Eisenstein distributions Φj

Rankin's lemma (cf. [Ra52]) gives
D(s, f , g) = LN(2s + 2− k − l , ψξχ)

∞∑
n=1

anbnn
−s (7.13)

= Lf (s − l + 1, χ̄)Lf (s, ξ̄),

and evaluation at s = k − 1 is expressed through the Rankin-Selberg
integral of f with the product of two Eisenstein series of weights
k − 1− j and 1 + j :

〈f ,Ek−1−j(ξ, χ)E1+j(ψξχ)〉Npv .

One de�nes the modular distributions Φj on the group
Y = lim

←−
v

(Z/NpvZ)× in such a way that the modular form

Φj(χ) ∈ A[[q]] is the product of these Eisenstein series with variable
coe�cients in A:

evk(Φj(χ)) := (−1)jEk−1−j(ξ, χ)E1+j(ψξχ) =: Φj ,k(χ).
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Modular Eisenstein distributions Φj

Main congruence
Explicitely, the Fourier coe�cients of Φj (for j = 0, . . . , k − 2) are given by

Φj(a + (Npv )) (7.14)

=
∑

b mod Npv

ψξ(b)
∞∑
n≥0

∑
n1+n2=n

Aj(n1, ab)Bj(n2, b)qn ∈ A[[q]], where

Aj(n1, ab)(k) =
∑
d1|n1

(n1/d1)≡ab mod Npv

ξ(d1)sgn (d1)dk−2−j
1 (7.15)

Bj(n2, b)(k) =
∑
d2|n2

d2≡b mod Npv

sgn (d2)(n2/d2)j for n2 > 0.

(Note that the last series has constant coe�cients). One veri�es
coe�cient-by-coe�cient that the consructed modular distributions Φj

satisfy the level condition and the divisibility condition (6.9), (6.10):
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Modular Eisenstein distributions Φj

Main congruence (continued)
Uv

t∑
j=0

(
t
j

)
(−ap)t−jΦj(a + (Npv )) (7.16)

=
t∑

j=0

(
t
j

)
(−ap)t−j

∞∑
n≥0

∑
n1+n2=pvn

(−1)jAj(n1, ab)Bj(n2, b)qn

?≡0(modptv ).

Let us �x n1 et n2 with n1 + n2 = pvn, d1|n1 and d2|n2 with
(n1/d1) ≡ ab mod Npv et d2 ≡ b mod Npv , and write only the terms
which depend on j :

t∑
j=0

(
t
j

)
(−a)t−j(−1)jdk−2−j

1

(
n2
d2

)j

= dk−2
1

(
−a −

(
n2
d1d2

))t

(7.17)

≡ dk−2
1 d−t2

(
−ad2 +

(
n1
d1

))t

≡ 0 mod pvt .

The congruence (7.17) is then satis�ed because p - d2 and

−a −
(

n2
d1d2

)
≡ modpv .
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Algebraic A-linear form `α : Mα(A)† → A
Let us describe a linear form `α on the locally free module
MN(ψ; A)α = πα(MN(ψ; A)) of �nite rank.

Let use a basis {g i} of Mα(A)† over the �eld of fractions Frac(A), such
that g1 = g is �xed Coleman's eigenvector as above, and g i are
eigenfunctions of all Hecke operators Tl , (l - Np).
De�ne `α(h) = x1, where h =

∑
i xig

i , x ∈ A

(the �rst coordinate of h ∈Mα(A)†. An explicit evaluation in terms of the
Peterson product shows:

evk(`α(h)) = `α(k)(hk), where hk = evk(h) ∈Mk(N, ψ).

The R.H.S. can be computed for classical modular forms hk through the
(normalized) Petersson scalar product, moreover, `α(g) = 1.
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Proof of Main Theorem

Proof of Main Theorem

Take the admissible measure µ̃α := `α,f (Φ̃α), with Φ̃α constructed
by the admissibility criterium of Theorem 6.1 out of products of
Eisenstein series Φj and the linear form `α,f (the Petersson product
over A). Let us compute the integrals

evk

(∫
Y

χy jp d µ̃α,f

)
= evk(`α(πα(Φj(χ))) = (9.18)

evk(`α(U−vπα,0U
vΦj(χ)))

= `α(k)(πα(k)Φj ,k(χ)) = α(k)−v
〈f 0k ,UvΦj ,k(χ)〉
〈f 0k , (fk)0〉

for primitive Dirichlet characters χ mod pv , using the relation
(6.11): πα(h) = U−vπα,0(Uvh), where
Φj ,k = evk(Φj) = (−1)jEk−1−j(ξ, χ)E1+j(ψξχ).
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Proof of Main Theorem

Proof of Main Theorem (continued)
The value of the p-adic integral (9.18) can be computed using the
Rankin�Selberg convolution:

Lfk (s − l + 1, χ̄)Lfk (s, ξ̄) = LN(2s + 2− k − l , ψξχ)
∞∑
n=1

an(k)bnn
−s ,

(9.19)
where bn = σl−1,χ̄,ξ̄(n) =

∑
d |n,d>0 χ̄(d)ξ̄(n/d)d l−1, are the

Fourier coe�cients of an Eisenstein series g =
∑∞

n=0 bnq
n of

weight l with character χ̄ξ̄) (if χξ(−1) = (−1)l ).
Put s = k − 1, l = k − 1− j , j = 0, · · · k − 2 with k > 2 + j , into
(9.19):

Lfk (1 + j , χ̄)Lfk (k − 1, ξ̄) = LN(1 + j , ψξχ)
∞∑
n=1

an(k)bnn
−k+1.
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Proof of Main Theorem (continued)

Using this equality, the R.H.S. of (9.18): is then computed using
the Rankin�Selberg integral in the form:

evk(`α(πα(Φj(χ))) = tk ·
pνjG (χ)

α(k)ν
L∗fk (1 + j , χ̄),

where c±(fk) =
(−2iπ)k−1〈fk , fk〉

Γ(k − 1)Lfk (k − 1, ξ)
,

G (χ) denotes the Gauss sum of the character χ mod pv , and
tk ∈ Q× is an explicit elementary constant. Then one applies
directly theorem 6.1 (the admissibility criterion) with κ = 1, and
the congruences (7.16) in order to obtain the required h-admissibles
measures µ̃ = µf ,α in the form µf ,α = `f ,α(Φ̃α) (given by the
sequence of the distributions Φα

j = πα(Φj)).
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Conclusion

After having an admissible measure Φ̃α with values in modular
forms over the algebra A, we then construct the required
h-admissibles measures µ̃ = µ̃f ,α in the form µ̃f ,α = `α(Φ̃α), as
explained above.

Indeed, we obtain the function in question Lµ(x , s) by evaluation at
s = (s, ψ) ∈ B: this is a p-adic analytic function in two variables
(x , s) ∈ X ×B ⊂ X × X :

Lµ̃(x , s) := evs(Lµ̃)(x) (x ∈ X , s ∈ B, Lµ̃(x) ∈ A).

Here A = A(B) denote again the Banach algebra A and B is an
a�noid neighbourhood around s = (s, ψ) ∈ B (with a given
Dirichlet character ψ mod N).
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A further development: Garrett's triple products
Our data: three primitive cusp eigenforms

fj(z) =
∞∑
n=1

an,jq
n ∈ Skj (Nj , ψj), (j = 1, 2, 3) (10.20)

of weights k1, k2, k3, of conductors N1,N2,N3, and of nebentypus
characters ψj mod Nj , N := LCM(N1,N2,N3).

Let p be a prime, p - N. We view fj ∈ Q[[q]]
ip
↪→ Cp[[q]] via a �xed

embedding Q
ip
↪→ Cp, Cp = Q̂p is Tate's �eld.

Let χ denote a variable Dirichlet character mod Npv , v ≥ 0.
We view kj as a variable weight in the weight space
X = XNpv = Homcont(Y ,C∗p), Y = (Z/NZ)∗ × Z∗p 3 (y0, yp).
The space X is a p-adic analytic space �rst used in Serre's [Se2] Formes
modulaires et fonctions zêta p-adiques. Denote by (k , χ) ∈ X the
homomorphism (y0, yp) 7→ χ(y0)χ(yp mod pv )ykp . We write simply kj for
the couple (kj , ψj) ∈ X .
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Some further developments

A four variable p-adic L function
attached to Garrett's triple product of three Coleman's families

kj 7→

{
fj ,kj =

∞∑
n=1

an,j(k j)q
n

}

of cusp eigenforms of three constant slopes σj = ordp(α
(1)
p,j (kj)) ≥ 0 where

α
(1)
p,j (kj), α

(2)
p,j (kj) are the Satake parameters given as inverse roots of the

Hecke p�polynomial
1− ap,jX − ψj(p)pkj−1X 2 = (1− α(1)

p,j (p)X )(1− α(2)
p,j (p)X ).

We assume that ordp(α
(1)
p,j (kj)) ≤ ordp(α

(2)
p,j (kj)).

This extends a previous result: (see [PaTV], where a two variable p-adic
L-function was constructed interpolating on all k a function
(k , s) 7→ L∗(fk , s, χ) (s = 1, · · · , k − 1) for such a family.
We use the theory of p-adic integration with values in spaces of nearly
holomorphic modular forms (in the sense of Shimura, see [Sh2000]).
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Some further developments

Generalities on triple products
The triple product with a Dirichlet character χ is de�ned as the following
complex L-function (an Euler product of degree eight):

L(f1 ⊗ f2 ⊗ f3, s, χ) =
∏
p-N

L((f1 ⊗ f2 ⊗ f3)p, χ(p)p−s), (10.21)

where L((f1 ⊗ f2 ⊗ f3)p,X )−1 = (10.22)

det

(
18 − X

(
α

(1)
p,1

0
0
α

(2)
p,1

)
⊗

(
α

(1)
p,2

0
0
α

(2)
p,2

)
⊗

(
α

(1)
p,3

0
0
α

(2)
p,3

))
=
∏
η

(1− α(η(1))
p,1 α

(η(2))
p,2 α

(η(3))
p,3 X )

= (1− α(1)
p,1α

(1)
p,2α

(1)
p,3X )(1− α(1)

p,1α
(1)
p,2α

(2)
p,3X )·. . .·(1− α(2)

p,1α
(2)
p,2α

(2)
p,3X ),

product taken over all 8 maps η : {1, 2, 3} → {1, 2}.
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Some further developments

Critical values and functional equation

We use the corresponding normalized L function (see [De79], [Co],
[Co-PeRi]), which has the form:

Λ(f1 ⊗ f2 ⊗ f3, s, χ) = (10.23)

ΓC(s)ΓC(s − k3 + 1)ΓC(s − k2 + 1)ΓC(s − k1 + 1)L(f1 ⊗ f2 ⊗ f3, s, χ),

where ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s).
The Gamma-factor determines the critical values
s = k1, · · · , k2 + k3 − 2 of Λ(s), which we explicitely evaluate (like

in the classical formula ζ(2) =
π2

6
). A functional equation of Λ(s)

has the form:
s 7→ k1 + k2 + k3 − 2− s.
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Some further developments

Statement of the problem
Given three p-adic analytic families fj of slope σj ≥ 0, to construct a
four-variable p-adic L-function attached to Garrett's triple product of these
families

We show that this function interpolates the special values

(s, k1, k2, k2) 7−→ Λ(f1,k1 ⊗ f2,k2 ⊗ f3,k3 , s, χ)

at critical points s = k1, · · · , k2 + k3 − 2 for balanced weights
k1 ≤ k2 + k3 − 2; we prove that these values are algebraic numbers afters
dividing by certain �periods�.

However, our construction uses directly modular forms, and not the
L-values in question.
A comparison of special values of two functions is done after the
construction.
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Introduction.


Ce travail est consacré à l'étude de certaines bases normales d'espaces
de Banach p-adiques constitués de fonctions continues ou analytiques.


On sait [15] que toute fonction à valeurs p-adiques, continue sur


l'anneau Zp des entiers p-adiques est la somme d'une série V CM 1,
^^0


uniformément convergente sur Zp. Les coefficients de cette série se
calculent par interpolation à partir des valeurs prises par la fonction
sur la suite des entiers naturels. Nous généralisons ici ce résultat : les
ensembles de définition des fonctions étudiées sont des compacts suffi-
samment réguliers, les suites permettant l'interpolation des fonctions
continues sont les suites que nous appelons très bien réparties.


Le chapitre 1 rassemble des résultats valables dans des espaces
métriques compacts totalement discontinus dont la métrique satisfait
à une condition de régularité [condition (D) du paragraphe 1]. Ces résul-
tats s'appliquent à une famille très large de compacts d'un corps local :
on obtient alors, d'une part les propriétés d'interpolation des fonctions
continues qui font l'objet du chapitre II, d'autre part des bases normales
des espaces de fonctions analytiques que nous construisons au chapitre III.


Les théorèmes 2 et 3 du chapitre III permettent de caractériser les
fonctions localement analytiques parmi les fonctions continues et de
déterminer à l'aide de la série d'interpolation le plus petit rayon de
convergence des séries de Taylor d'une fonction localement analytique (').


(*) Thèse Se. math., Paris, 1963.
(1) Une partie de ces résultats figure dans [l], [2] et [3].







INTERPOLATION/)-ADIQUE. 119


Enfin, au chapitre IV, nous appliquons certains des résultats précé-
dents à l'interpolation des sommes de séries de Laurent et à des prolon-
gements continus de l'exponentielle.


NOTATIONS :
p est un nombre premier, Qp le complété p-adique du corps Q des


nombres rationnels, et Z/, est l'anneau de valuation de Qp;
K désigne un corps local à valuation discrète, A est l'anneau de valua-


tion de K et m l'idéal maximal de A. Le corps des reste Ï = A / m est
fini; q == p ' ' est son cardinal. De plus, K est complet.


Nous notons v (x) (resp. [ x |) la valuation (resp. valeur absolue) d'un
élément x de K. Si K est de caractéristique o, v prolonge la valuation
normalisée de Q/, : v (p) = i et [ x == p-^,


CHAPITRE I.


Suites très bien réparties.


1. Systèmes projectifs réguliers.


l.i. Définitions.


Considérons un système projectif dénombrable d'ensembles finis cons-
titué par :


(à) une suite d'ensembles finis (Mn)nçN',
(b) des applications ^k,n de Mn dans M^ définies pour k < n et telles


que pour k < n < m, on ait


^k,m= ^k,n°^n,m'


Soient M la limite projective de ce système et pr/c la projection cano-
nique de M dans Mk.


La limite projective des topologies discrètes des Mn munit M d'une
structure d'espace compact totalement discontinu métrisable (ultra-
métrique).


Soit ocçM : les ensembles


V^(a)=pr^(pr^(a))


forment un système fondamental de voisinages ouverts et fermés de a.
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DÉFINITION. — Nous dirons que les données (à) et (b) définissent un
système projectif régulier 51 elles satisfont aux conditions suivantes :


PR 0. Mo est réduit à un élément;
PR 1. Les projections cp^ sont surjectiues;
PR 2. Il existe une suite d'entiers naturels g,^i, définis pour n^i


et tels que, quel que soit aeM^_i, on ait
Card{cp^(a)}==^.


La condition PR 0 n'est introduite que pour la commodité des notations.
La condition PR 1 restreint les ensembles Mn à leur partie « efficace »
dans la définition de M : le système { Mn, ^k,n { est, en efîet, équivalent
au système


M'^=prn(M),
?^ = ̂ k,n \ M\,


qui satisfait à PR 1.
Nous allons montrer comment PR 2 caractérise certains aspects de


la structure de M. Soit v(x, y) la fonction à valeurs entières, définie
sur MX M par


y { u ( x , y ) = s u p { k \ U k ( x ) = U k ( y ) } si x ^ y ,
{ V (X, X) = + oo.


Cette « ualuation » satisfait à l'inégalité ultramétrique :
v(x, z)^mî(u(x, y), v (y, z)).


Soient co un nombre réel, o < ûo < i, et
d^(x, y)=co^),


la distance d^ induit la topologie naturelle de M, et les voisinages V^(a)
définis plus haut sont les boules


d^(x, a)^ûo^.


On déduit immédiatement de PR 2 la propriété :
(D) Pour À-^I, il existe un entier q^i tel que toute boule y/-i(a)


soit réunion disjointe de qjç boules VA (a;) (i = i» . . . » ^).
DÉFINITION. — Soit M un ensemble muni d'une fonction à valeurs


entières définie sur MX M, notée u(x, y) et satisfaisant, quels que soient x, y
et z dans M a :


v(x, y) == u(y, x)
v(x, y) =+oo <=> y == x
u(x, z) ̂  inf (v(x, y), u(y, z)).


Nous dirons que la fonction v est une valuation sur M, ou que M est
value par v.
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II est immédiat qu'étant donné a), o < co < i, la fonction


d^(x,y)=^^


est une distance ultramétrique sur M. De plus, si M est compact pour
la topologie définie par cette distance, toute boule V^(a) = { x [ v(x, a) ̂  k }
est, quel que soit k ̂  o, réunion finie de boules Vk+i (p). Nous dirons
alors que M est un compact value.


Soit M un compact value, tel que les boules associées à la valuation v
satisfassent à la propriété (D). Nous lui associerons :


— la relation d'équivalence TT/:, définie pour k ̂  o, par


xuky <=> V/c(x)== Vk(y);


— le quotient Mk de M par TT/:, et la projection canonique pr/c de M
sur Mk;


— l'application cp^ de Mn sur Mk, définie pour k < n par
?^(°0 = Pi^ (pr;,1 (a)) pour a e M^.


Le système (Mn, ^k,n) est alors un système projectif régulier, que nous
associerons canoniquement à la valuation y, et dont la limite projective
est isomorphe à M.


DÉFINITION. — Nous appellerons compact value régulier, un compact
value dont les boules satisfont à la condition (D).


1.2. Exemples.


1.2.1. Soient Ai, . . . , An, ... des ensembles finis non vides et qn le
cardinal de An.


Les produits Mn= Ai x ... X An (Mo réduit à un élément), munis des
projections canoniques de Mn sur M^ définies pour k < n par


(x,, ..., Xn) -> (x^ ..., Xk) (xi e A,),


forment un système projectif régulier.
Réciproquement, tout système projectif régulier est isomorphe à un tel


système.


1.2.2. Soit (Gn, ^n,k) un système projectif de groupes finis, c'est-
à-dire un système de données (a) et (b) satisfaisant de plus à :


(c) Gn est un groupe et ^n,k un homomorphisme de groupes.
Supposons que ce système satisfasse à PR 0 et PR 1, ce qui est


loisible, quitte à le remplacer par un système équivalent. Alors il satis-
fait à PR 2.


En effet, le noyau Hn de ^n-i,n est un sous-groupe distingué de Gn,
donc chaque ̂ ^n (a) est une classe module Hn et a Card Hn = qn éléments.
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Réciproquement, soit G un groupe compact totalement discon-
tinu muni d'une distance d invariante par translation à gauche. Les
boules de centre l'élément neutre sont des sous-groupes de G,
H() == G D Hi 3 ... 3 H.n 3 . . . , et G s'identifie canoniquement à la
limite projective des espaces homogènes GIHn, dont on vérifie aisément
qu'ils forment un système projectif régulier. On peut ici associer à la
distance d une valuation canonique, en choisissant pour les sous-groupes Hn
toutes les boules centrées à l'élément neutre, et en ordonnant la suite Hn
par inclusion stricte : avec ces conventions, un groupe compact totalement
discontinu muni d'une distance invariante à gauche est un compact
value régulier.


1.2.3. Soit a une suite de nombres entiers positifs,
0. == (ûi, Û2, . . . . dn, . . .) (â?,^l).


Soient bo== i, bn== fli . .. a-n, et An l'anneau Z/^Z.
Les anneaux An munis des homomorphismes canoniques cp/^ de An


sur A/-, définis, pour k < n, par l'isomorphisme
A^A^.+i. . .CLnAn,


forment un système projectif régulier d'anneaux. La limite projective Z^
de ce système est un anneau topologique compact dans lequel Z est dense
(cf. par exemple [9]).


En particulier, si p == (p, p, . . . , p, ...), l'anneau Zp est l'anneau des
entiers p-adiques.


De plus, comme il résulte de 1.2. i, un compact value régulier, auxquels
sont associés les entiers qi, . . . , qn, . . . , est homéomorphe à l'anneau Z,/,
où a == (^i, . . . , qn, ...).


1.2.4. Soient K un corps local et a == { ai, . . . , ay } un système de
représentants de t == A/m.


A une suite (Pi)i^i, de parties non vides de a, on peut associer le
compact M :


M=^[a;==^a,7rS a,€P^,
( ^-o )


Le système projectif « naturel » de M induit par la structure canonique
de limite projective de K est alors un système projectif régulier. Nous
indiquerons au paragraphe 2.4 comment nous normaliserons le système
projectif associé à un tel compact. En particulier, l'anneau de valua-
tion A (ou une boule quelconque de K) sont de tels compacts pour
lesquels qn== q pour n ̂ i.


La circonférence unité U de K, ensemble des éléments inversibles
de A : U == •{ x \ x | == i {• est aussi un tel compact pour lequel


qi == q -— i et qn = q pour n ̂  2.
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1.3. Mesure.


Soit M un compact value régulier. Les mesures .̂ définies sur Mk par


^))=^
forment un système projectif de mesures [5] qui définit sur M une forme


linéaire telle que |m(V^(a)) == — • En particulier, si M est un groupe,
^ est sa mesure de Haar.


Soit e(M) l'espace des fonctions continues sur M et à valeurs complexes
muni de la norme de la convergence uniforme : p. définit sur e (M) une
mesure de norme i.


2. Suites très bien réparties.


Dans ce paragraphe, ainsi qu'aux paragraphes 4 et 5 de ce chapitre,
M est un compact value régulier de valuation u, qi, ..., Qn sont les entiers
définis par la condition (D), Nn== q i . . . qn, ^ est la mesure ci-dessus
définie; enfin, (Mn, ^k,n) est le système projectif régulier canoniquement
associé à u.


2.i. Définitions.


Soit u une suite à valeurs dans un ensemble X. Nous noterons iii la
valeur u(i) de la suite u au point i e N et Sn(u) l'ensemble des n premières
valeurs de u


Sn(u) == { UQ, Ui, . . ., Un-i } [So(u) =0].


DÉFINITION F. — Soient F un ensemble fini, N son cardinal, u une
suite à valeurs dans F. Pour xç.F et n^i, posons


\>u(x, n)=Csird{u~l(x)r^[o, . . . ,n—i]j .


Nous dirons que u est bien répartie dans F si, quels que soient xç.F
et n ̂  i,


v (x, n) ̂  M ( pcirtie entière de „. ) •


DÉFINITION BRh. — Soient M un compact value régulier et h un
entier ̂  i : une suite u à valeurs dans M est bien répartie d'ordre h
dans M si, pour i ̂  h, pTi o u est bien répartie dans Mi.


DÉFINITION TBR. — Une suite u à valeurs dans M y est très bien
répartie si elle est bien répartie d'ordre h, quel que soit A^i .
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Pour <xçM, k^i et 72^1, nous poserons


^(a, 72, k) = Card { u-1 ( V^ (a)) n [ o, n—i]}


(si u est injectif, on a aussi


^.(a, n, À:) = Card { V^a)n &z(u) } ).


En général, une seule suite u interviendra : nous écrirons Sn et v (a, 72, /c)
pour Sn(u) et v^(a, 72, A).


PROPOSITION 1. — La suite il est bien répartie d'ordre h dans M si et
seulement si elle satisfait à Vune des quatre conditions équivalentes ci-dessous :


BRhI. — Quels que soient n^i et ï^k^h,


sup i v (a, 72, k) — inf i v (a, 72, k ) } ̂  i.
OLÇM Ot.ç,M


BRh 2. — Quels que soient a e M, m ̂  i e^ i^k^h,


V (a, 722NÀ, A-) =772.


BRh 3. — Quels que soient a e M, 72 ̂  i et i ̂  TC ̂  h,


.(a,n,A)^[^].


BRh 4. — Çue/5 ^> soie72< aeM,72^i e^ î^k^_h,


, ,. ^ r 7 7 — i l .
v(a,72,7c)^l-^- +i.


Remarquons tout d'abord que v(a, 72, A:) = Vp^ou (pr^(a), 72) : l'équi-
valence de la définition BRh et de la condition BRh 3 en résulte immé-
diatement.


Nous allons montrer que 2~j,^ :>2, ce qui démontrera la propo-
sition.


2^o. Soient 72^.1, k^h et 772= ,r- -=>3 — — [ J\k J
Alors 772 Nk^n < (m + i } N k ; donc, quel que soit aeM,


v (a, 772A^, k) ̂  v (a, 72, k) ̂  v (a, (772 + i) NA, k).


Or, v(a, 772N^, k) == m et v(a, (772 + i)A^, Â') = 772 + i, d'où


[^]^(a,n,^z+[^}


ce qui démontre 1 et 3.
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1 ==> 4. Soient n ̂  i et k^h, et soit i- = inf v (a, n, /c), alors
V.Ç.M


supv(o<;, n, À-)^Ç + i.
açM


Soient ai, ..., a^ des représentants de M/c :


A^
^v(a,, n, k)=n.
i=l


Donc
N,£^:n^N,(Ç+i)


^fë]^+-
Si „- == —,7— ? la condition 4 est satisfaite. Sinon, n = m N^


L^J L A/^ J
on a ^ = m : alors snp v(a, n, fc) = m + i entraîne


a eM


A^


^v(a,, n, k)^m + i + (N^—i)m =n + i,
z==l


ce qui est absurde. Donc 4 est démontré.


3 ==> 2. En effet, d'après 3, v(cc, mN/c, k)^m, ce qui entraîne»
comme nous venons de le montrer, v(a, mN/,, k) = m.


4=>2. En efîet, d'après 4, v(oc, mNk, k) ̂ m et s'il existe un a,
tel que v(a;, mNk, k)^m—i, on obtient


Nk


n ==Vv(a,, n, k)^m—i +m(A^—i) === n — i ,
i'=i


ce qui est absurde.


COROLLAIRE 1. — Une suite a est bien répartie d'ordre h dans M si et
seulement si, pour m ̂  o, chacune des suites u^ : n —-> UmN^+n satisfait à
Fune des conditions BRh 1, 2, 3, 4.


En efîet, si u est bien répartie d'ordre h,


N/Vu(<x, mNh, k) = m—^ pour k^h,


N/^u^ ;(a, n, k) = ^<(a, mNh+ n, k)—m.—-







Ï2Ô Y. AMICE.


Or, - - = — — - { — — m — ? ce qui montre que u^ satisfait aux


conditions BRh 1, 2, 3, 4.
Réciproquement, u^ == u.
REMARQUE. — Compte tenu de la notation ^n introduite au para-


graphe 2.2, la proposition 3 admet l'énoncé équivalent suivant :
Une suite u est bien répartie d'ordre k dans M si et seulement si,


pour m^o, la suite finie Um== {u,nN^, . . . » u^+ï)Nk-i} satisfait à c^.
On en déduit aisément le critère de très bonne répartition suivant :
COROLLAIRE 2. — Une suite u est très bien répartie dans M si et seulement


si, quels que soient m ̂  o et k ̂  i, l'ensemble des valeurs Un, oùn == j + mNk,
o ̂ j < N/c forme un système de représentants de M/,.


2.2. Construction de suites très bien réparties.


Désormais, nous supposons que M n'est pas fini (et conservons les
notations du paragraphe 2).


Étant donnée une suite finie Sn== {Uo, Ui, ...,Un-i}, nous dirons
qu'elle satisfait à ^n si


i ̂ j ̂  n ]| r • ~i r • ~i
^ } - [^]^.(a,^)^.+[^j.<^) ' { ̂ i ;- => IxH^^' —— • • ' "I


y.ç.M


II est clair qu'une suite u est très bien répartie si et seulement si Sn (u)
satisfait à ^n quel que soit n^i.


PROPOSITION 2. — Soit Sn == {"o, .. . , Un-i } satisfaisant à ^n .*
pour que Sn+i == SnU { U n } satisfase à ^n+i il faut et il suffit que,
pour k^ î ,


.(^,n,Jc)==[^].


Cette condition est nécessaire : soit en effet A-^i,


^+1 =^ v(Un,n+I,k)^I+^n+^^~l l


Or, ^(Un, n, k) == v ( u , n + i, k) —i, d'où


v(Un,n,k)==^^'


Réciproquement, supposons que, pour A-^i, on ait


v (Un, n, k) == \ -n •(Un,n,k)==^^
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Fixons k, et soit a e M :
( ^(a, n, k) si a^ V^(Un),


i I+ [^1 si a€EV^("")î
^(a, n +i, Â-)== < r n


.alors :


— ou bien ^ = n donc quel que soit a € M,


["^]^»(.,"+.,*)^.+[^]
b ^+1 est satisfaite;et ^n+i est satisfaite:


— ou bien —„:— == i + -, ; dans ce cas on a encore, quel que
soit aeM,


r(a, n +i, A-)^ (", n+ 1,^)^1 +[^].


Montrons qu'on a aussi


^n+i./O^"^1-]^.


Soient aj, . . . , a^ des représentants de M/,, et supposons par exemple
que Une. V/:(ai). Alors


^(a j , n, fe) == m — i ,
donc


A^


^^ (a,, n. A-) =n — (m — i) == m (Nk— i).
;=2


Or, pour tout i, v (a;, n, /c) ̂  m, donc, pour 1 = 2 , . . . , N/:,
v (a;, n, Â-) :== m == v (a,, n + i, /c)


et
^ (ai, n + i» k) = m.


c. Q. F. D.
PROPOSITION 3. — Soit Sn == {Uo, Ui, . . . , Un-i} satisfaisant à ^n,


et posons
/i—i


Vn(x) ==^U(X, Ui).


i=o


Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Vn(x) = inf Vn(y)',


y CM


/"\ / \ x^ r n i(u)^)=^[^J;
À-^l
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(iii) pour tout k^i, v (x, n, k) = n ;


(iv) la suite Sn^ { x ] satisfait à ^n+i-
De plus, V ensemble En des éléments x satisfaisant à Vune de ces propriétés


est ouvert et compact, et si n == Ho + HiNi +... + ^N7,4-..., o ̂  ni <^+i»


^•)-n(-^)-
/=0


L'équivalence de (iii) et (iv) a fait l'objet de la proposition 2 et n'est
citée ici que pour mémoire.


L'équivalence de (ii) et (iii) résulte de ^n par l'intermédiaire de la
remarque suivante :


Le nombre des indices j ̂  n — i tels que v (x, u/) == k est
v (x, n, k) — v(x, n, k + i), donc


^(tr) == ̂ k (v (^ ri, k)—v (x, n, k + i)) = ̂ v (x, n, k).
k=l k=l


Alors


^ =^ u,,(x) ̂  V 7^1 q11^ ^ue solt :Ï;€M»
Â:^l


et


Vn(x) = ̂  \^j\ <=> q1161 q116 soit k ̂ I' v (>r» n» Â>)== Uv' F
X:^l


L'équivalence de (i) et (iii) résultera du fait que


inf^(y)=V J- L
rçM -—— U^J


k^l


ce que nous allons montrer en étudiant l'ensemble En des éléments x
satisfaisant à (iii).


Soit h défini par N/.^n^Nh+i, alors


n = no + ni Ni +... + n^N/, (o ̂  n^ < ̂ +1).


Quel que soit aeM,


[^]^(a,n,,)^+[^],


donc, parmi les Ni disques disjoints Vi(a;) recouvrant M, il y en a no


qui contiennent i + ^- points de Sn et Ni—Ho qui en contiennent ^- •







INTERPOLATION /)-ADIQUE. 129


L'ensemble êi,n= \x v(x, n, i) = ^- est réunion de Ni—no
disques Vi(a;) dont chacun contient


ni + ^2 ̂ 2 + • • • 4- ^/^2... ̂  points de Sn.


ï i , <^= ̂  v ( ,̂ n, h) = „- pour tout


Alors, ê/,+i^= ê^ pour k^h + i et


Soif, pour ^^i, êk,n== \ x v (x, n, h) =\ n-\ pour tout h^k .
( L ^ ' ^ J )


£'n = /^ ^ ,̂71 == ^A+I,?!.


/-^l


Soit j ̂  h, et supposons que êy^ soit réunion disjointe de
(qi—rio)(qî—rii).. .(q/—n/_i) disques Vy(a)


dont chacun contient


— == ny + n/+i^/+i +.. .+n/^y+i.. .ç/, points de S^


(ce qui est vrai pour j = i), alors pour aeê/^. Y/(a) est réunion de
q/+ï boules V/+i(a;) parmi lesquelles


— n/ contiennent i + AT P0111^ de Sn, et
L^y J


— q/+i— n/ en contiennent n = n;+i + ny+2 + • • • + ^M/+2.. .^.
Donc Vy(a)nê;+i^, est réunion disjointe de ç/+i—n/ boules V/+i(^i),


quel que soit a e êy^,,, ce qui montre que En = ê/i+i,n est réunion de
(qi—Ho).. .(<7/H-i—n/0 disques VA+I (a;); c'est donc un ensemble ouvert
et compact, dont la mesure est


^)-ri(x--"-).
A-M.\ qi+i/
7=0


En particulier. En n'est pas vide, ce qui montre l'équivalence de (i)
et (iii),


COROLLAIRE 1. — Pour que u soit très bien répartie dans M, il faut
et il suffit que pour n^i,


^)=2;f^].
À^I


COROLLAIRE 2. — Pour que u soit très bien répartie dans M, il faut
et il suffit que pour n^i,


Un(lln) == inf Vn(x).
xç:M
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PROPOSITION 3 bis. — Si pour tout j ^ N / , on a


a^-i[A}
k=l


alors S^i, satisfait à ^y^.
Supposons, que S^ ne satisfasse pas ̂  : il existe alors n e f i N/1


.reM et kç[i,h] tels que ""


(I) .(x,n,k)<[^Y


Soit no le plus petit des n ainsi définis, et soit Â-o le plus petit entier têt
qu'il existe x satisfaisant à (i) pour n = no. Alors n, est un multiple
<I.N,,,inon,["^]»[^j.t


«(l,n.,t)<[^] -» .(.t,n.-,,t)<[" l̂'],


Ho ne serait donc pas minimal.
Alors, pour j< Â-o et quel que soit xçM,


x^.,^]-^,
ce qui entraîne que


v(x,n,J)=^


De plus, il existe x^ç V/^o) et tel que


•^(.ri,no,/co+i)^| ^ t
L A'^+i J


sinon, on aurait en sommant sur les disques V/^ recouvrant V/,,(xo)


^ > . (.ro, no, k,) ̂  (q^) Ç i + f ̂ -J V


ce qui est absurde.
Finalement, il existe donc ^_^_, € Vk-i (^=^-1), . . . , x, € V, (x,) et


tel que v (^-/,-i, /îo, j) soit :


— égal à ^ pour j < ko;


— strictement inférieur à -rh pour j == ko;


— inférieur ou égal à -̂ °- pour j ̂  ko.


Alors ^(y/,_/,_i)<^ ^ , et la proposition est démontrée.
/•==1
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REMARQUES.


1. Une suite très bien répartie est injective.
2. Soit S^= {"o, . . . , UA^_I } satisfaisant à ̂ . : 5^ est un système


de représentants de Mk. Réciproquement, tout système de représentants
de Mk peut être indexé de façon à constituer une suite S^ satisfaisant
à .̂v,.


3. Soit h ̂  i : la condition (iii), pour n == N/,, se réduit à : il


existe j < Nh, tel que v (x, u/) = h. L'ensemble £'v^ est de mesure i — —'— •
Qh+l


4. Étant donnés Xo et z/o distincts, on peut construire une suite
très bien répartie u telle que :


— "o= î/o;
— il existe n, avec Un = yo ;
— î ^ j ^ r i — i =^ u (a-o, u/) < u (Xo, t/o).


Soient, en effet, k = u (:To, yo) et 5^= {Xo, Ui, . . . , u^_,} satisfaisant
à ̂ . Alors i/o € EN^, d'après la remarque 3, S^^ == {Xo, Uo, ..., NA-^, i/o) j
satisfaisant à P^+i, et pour j^n—i,


U (Xo, Uy) ̂  k —— î < U (Xo, I/o) = À".


5. Soient plus généralement Sn == {Uo, ..., u^-i} satisfaisant à ^n
et ^i, . . . , Xs, ... des éléments de M deux à deux distincts n'appar-
tenant pas à Sn, on peut alors construire une suite très bien répartie u
telle que :


—— Sn= Sn(ll);


— il existe i'i< 12 <• . .< i.ç<... , avec u(i'y) = x / . Soient, en efïet,


ki = sup v (xi, Uj) et X == { x ^ .... Xo, ... j.
7 ̂  ̂  — l


On peut construire Un, u/,+i, .. . ;> u^y ^ de telle sorte que


SN^=[UO, ...,u^_J


satisfasse à ^A-^ et SN^ n X = 0, car X étant de mesure nulle, pour
n^j^N/,_i, on a ^(E^)^o et l'on peut choisir u / ç E / et Uy^X.


Alors ^i€£A^, d'après la remarque 3, et l'on peut prendre i \=N/^ .
La démonstration se poursuit par récurrence sur s.


En particulier, étant donnée une suite injective u, on peut construire
une suite u très bien répartie telle que u soit une suite extraite de u.


6. Soit S une partie dense de M : on peut construire une suite très
bien répartie dans M, à valeurs dans «S.







l32 Y. AMICE.


2.3. Exemples de suites très bien réparties.


2.3.1. — L a suite des entiers naturels est très bien répartie dans
Vanneau Za construit dans l'exemple 1.2.3. En particulier, la suite des
entiers naturels est très bien répartie dans l'anneau "Lp des entiers
p-adiques.


2.3.2. — Reprenant les notations de 1.2.4, supposons de plus qu'il
existe une infinité d'indices i tels que CardP;> i et que chaque Pi
soit indexé :


^=|^...^-^;.


Soit n = no + niNi +.. . + UhN/, +... (o^n/, < q/^) : la suite


n^->Un=7^:i^Oi^7:i,=7r^c
i^o


est très bien répartie dans M comme on le voit immédiatement en appli-
quant le corollaire 2 de la proposition 3.


2.3.3. — Soient (Mn : 9^) et (M^, 9'̂ ) deux systèmes projectifs
réguliers.


Posons
Rn=MnXM'^


^k,n=(^k,n, q4,n).


Le système (Rn, ^k,n) est un système projectif régulier auquel sont
associés les entiers rn== qnq'n'


La limite projective R de ce système est canoniquement isomorphe au
produit MX M' des limites projectives de Mn et M',,.


Soient u et u' deux suites très bien réparties dans M et M'.
Pour n ̂  o, posons


n = Ho + nj ri +... + n / i F i . . . r/, (o ̂  ni < r,+i),
, ( o ^- mi< q,,ni == mi + qinii, avec { — '


( o^m; <g;,
m(n) == mo + m,q, +... + zn/^i ... ç/,.
m'(n) = m'o + m\ q\ +... + m^q\ ... q'^,


Alors, la suite u à valeur dans R définie par


V(n)=(Um[n}, Um'w)


est très bien répartie dans R : nous poserons u == (u, u').


2.3.4. — Soient K une extension non ramifiée de Qp, s le degré de K
et A l'anneau de valuation de K. A est isomorphe à Z^. Utilisons la
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construction précédente à partir de la suite des entiers naturels :
soit (ç»)j, . . . , c*).s) une base du Z^-module A et posons, pour n^o,


n=^n^. (o^n,<p)
î^O


et, pourj=o, ..., s—i,
m/(n)=^n/+.^P^.


^0
71—1


La suite n —^V7ny(n)ojy+i est très bien répartie dans A.
/•==0


2.3.5. — Soit G un groupe profini (compact totalement discontinu
métrisable). Supposons que G soit monogène (ou monothétique, cf. [7]) :
il existe un générateur a de G, tel que le groupe cyclique engendré par a
soit dense dans G.


A une suite décroissante de sous-groupes ouverts Hi, dont l'inter-
section est réduite à l'élément neutre, on peut associer biunivoquement
un système projectif régulier de groupes cycliques GIHi== Gi, dont G
est la limite projective, ce qui munit G d'une structure de compact
value régulier. Chaque Gi est engendré par l'image de a, et il est immé-
diat que la suite n —> a.11 est très bien répartie dans G.


Donc n —> a71 est très bien répartie dans G pour toute valuation inva-
riante de G.


En particulier, soient K un corps local et açK, notons (a) l'adhérence
du groupe cyclique (a^nez-


Si [ a | -^-1, (a) est discret.
Si a = i , (a) est un compact régulier de K (cf. définition, § 2.4)


et n —-> a7' y est très bien répartie, donc :
Soit cf.ç.K, pour qu'il existe un compact M de K dans lequel a^ soit


équirépartie, il faut et il suffit que [ a | == i. Alors M est un compact régulier
de K (éventuellement discret si a est d'ordre fini dans K*) et n —> a^ y est
très bien répartie.


Soit aeQ^(p^2) :
(a) pour que n — ^ a " soit très bien répartie dans i+pZp il faut et il


suffit que P(a — i) = i ;
(b) pour que n —> a^ soit très bien répartie dans la circonférence unité


U = Zp—pZp de Qp, il faut et il suffit que :
- ( Z V— a soit un générateur de ( . — . ) ? et


_ y(a^-1—i) =i.
BULL. SOC. MATH. — T. 92, PASO. 2. 9
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2.4. Énoncés particuliers aux corps locaux.


DÉFINITION. — Soient K un corps local et M un compact de K, dont
le diamètre est inférieur ou égal à i, nous dirons que M est un compact
régulier de K si la ualuation à valeurs entières,


u(x, u) = —^u(u—x)v u / y(7r) w /


induite sur M par la ualuation de K satisfait à la condition (D).
Il est naturel de dire qu'un compact de diamètre supérieur à i est un


compact régulier de K si ses homothétiques de diamètre i sont des
compacts réguliers de K. Cependant, pour éviter d'alourdir les notations,
nous nous restreindrons dans le chapitre II à des compacts de diamètre
inférieur ou égal à i, et dans le chapitre III à ceux de diamètre i, la
traduction des énoncés en diamètre quelconque étant immédiate.


Dans ce paragraphe, M est donc un compact régulier de K, au sens
de la définition donnée ci-dessus. Nous supposerons de plus que M
n'est pas discret.


A une suite u à valeurs dans M, nous associerons la suite des poly-
nômes P^(X), définis pour n^o par


P.(X) = (X — u,) (X — uQ ... (X — u,_i).


Si u est injective, nous définirons de même


^ (X-«o)(X-^)...(X-^_Q ̂  P.(X)
^v / {Un—— Uo) {Un—— Ui) . . . {Un—— Un-î) Pn(Un)


Avec ces notations, la fonction Vn{x) définie plus haut est


Vn{x)=^v(Pn{X)\


Les lemmes ci-dessous, qui seront utilisés ultérieurement, sont la tra-
duction de la proposition 3 et de ses corollaires 1 et 2, en termes de
polynômes et valeurs absolues :


LEMME 1. — Soit Sn== {Uo, . . . , Un-i\ satisfaisant à ^n, alors


SMp\Pn(x)\==\n\\ où ^-2l^1-
XÇ.M — — L ^ J


Â:^l


LEMME 2. — Soit Sn == {Uo, . . . , Un-i} satisfaisant à ̂ n, alors Sn u [ Un}
satisfait à ^n+i si et seulement si


Pn(Un)\ = SU? Pn(x)\.x e M
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LEMME 3. — Pour que u soit très bien répartie dans M, il faut et il
suffit que, pour n ̂  o,


sup \Qn(x)\==i.
x € M


II existe une réciproque au lemme 3, que J.-P. SERRE m'a signalée
dans le cas des coefficients binomiaux (§ 7, exemple) : elle ne sera pas
utilisée ultérieurement, en voici cependant une démonstration sommaire.


Soient £î le complété de la fermeture algébrique de Q,, M un compact
régulier d'une extension finie K de Q/,, et u une suite très bien répartie
dans M, alors


•j xç. Q. [ | Q^(x) | ̂  i pour tout n ̂  o | = M.


Le lemme 3 permet d'affirmer que M est contenu dans l'ensemble
ci-dessus défini. Soit XG.Q, x^M; posons p = sup v(x—y), p est fini.


Soit A = i n f { n e N [ p < n v(-n)}. Alors
A't-i


v(P^(xy)=^u(x-u,),
. 7=0
donc


/h—ï \


^.(WW 2 ^)^)+ 2 p-
V=l \P(^-^=^(7T) // ^-^)>(/Z-1)P(7:)


Or, pour k^h—i,


v ^r^t r N / l 1^ -A^J-LA^J'P(a--^.)=:^(7î) •- -J L A - + J J


et


2 P^P.
^(a:— i i j ) > ( A — 1 ) ^ ( 7 1 )


D'où
h-l


v(P^(x))^W+p-((h-,)^),
k=l


soit


^^(^^^[^J^^^+p-^^x^p^^vj).
\ ""^ ^- /


Alors [ QN),(X) | > i, ce qui démontre la propriété.
De plus, les polynômes Qn ont la propriété suivante :
LEMME 4. — Soit u très bien répartie dans M et soit n < N/,, alors


xçV,(a) =^ \Qn(x)—Q^a)\<i.
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En effet, si ] Qn(à) \ = i, açEn, donc


.(a,n,/0=[^]-o.


Alors, pour x e VA (a), [ a ;—a |^ |7 r | . | a—uy | , quel que soi t j<n, et
X——Uj


a—Uf i -- ^ .


Donc, ^ n ' ) —i ^ | TT |, ce qui, avec | Ç,,(a) | == i, donneQn(a)
Qn(x)——Qn(a)\ <I.


Si Qn(a) 1 < i, il n'existe aucun xç Vh(a) et tel que | Qn(x) \ = i, car la
première partie de la démonstration entraînerait [ Qn(a) \ == i. Donc pour
tout xç. VA (a),


| Qn(x) | < i, et aussi | Qn(x) — Qn(a) \ < i.
D'où le lemme.


3. Isométries de M.
DÉFINITION. — Soit M un compact value régulier : une isométrie


de M est une application g de M dans lui-même telle que, quels que soient x
et y dans M,


u(g(x), g(y)) == u(x, y).


Une isométrie est une bijection : en effet, si ai, . . . , a^ sont des repré-
sentants de Mk, g(v.i) (i = i, ..., Nk) sont aussi des représentants
de M/,, donc g induit une permutation de M/,, ceci quel que soit k, et g
est bijective.


L'ensemble G des isométries de M est un sous-groupe du groupe des
permutations de M.


Soient i l'application identique et g ç. G, posons
v(g, i) == sup(u(g(x)), x).


x Ç.M


Ceci définit sur G une valuation qui induit la topologie de la conver-
gence uniforme, et G est un compact value régulier : explicitons le
système projectif régulier associé.


Soit Gn le groupe des permutations de M.
Si geG et pTn(x) =-- pr^(y), pTn(g(x)) == pr/^Q/)), donc g définit une


permutation gn de Mn : soit ^n l'homomorphisme g—^^n(g) == Qn de G
dans Gn.


Posons
Gn=^n(G) et P^^^0^1;


alors le système (Gn, ^k,n) est le système projectif régulier associé au
groupe value G.
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Les groupes Gn sont d'ailleurs caractérisés par les propriétés suivantes :
— Go= So;
— soit vçQn :


VÇ:Gn <==^ P^-l,^0^0?^1-!,^^^^-!.


Dans le cas où Mn est un produit A i X . . . x A ^ (exemple 1.2.1),
le groupe Gn est le produit complet des groupes symétriques de A i . . .An
(cf, par exemple, [12], [13] et [14]).


Nous allons montrer que les suites très bien réparties permettent de
caractériser les isométries de M.


PROPOSITION 4. — Soient U l'ensemble des suites très bien réparties
dans M et g une application de M dans lui-même. Alors


gçG <=» { uç. U=>gouç. U}.


Si gç. G, il est clair que g o U^U.
Réciproquement, d'après le corollaire 1, proposition 3,


uç.U <=» Un(Un)==^ XM P0111* n^1-
X-^l


Soient gçM,
n—1


u e U, u' = g o U et v'n (x) = ̂  v (x, Uy).
/=0


Nous allons montrer que si g^ G, on peut construire uç U de telle sorte
que g o u = u'^. U.


Soit, pour xçM,
A^=={y\ v(g(x), g(y)) ̂  u(x, y)}.


Si g^G, il existe Xo tel que A.^ soit non vide. Soit yoçA^ et tel que
v{x^ yo) == k = inf u(xo, y).


.re^


On peut construire (remarque 4, § 2. s) une suite u € 17 et telle que
"0=î/0,


u^ == Xo,
v(x^ u/) < u(xo, yo) pour i^j < Nk.


Alors, pour i ̂ j < Nk, Uj ̂  A^. Donc
A^-i ^fc-i


^u(g(xo), g(Uj)) ==^v(xo, u/).
/=i /=i


Donc v'Nk{gW)^-UN^\ et u'==gou^U.
C. Q. F. D.
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4. Approximation des intégrales.


4. i. Notations.
Soient E une partie de M et u une suite à valeurs dans M, posons


vE(n) == Gard ; u-^n ( o, n —i ( }


[alors ^(a)(n) = ^(a, n, k)].


Équirépartition. — Nous dirons qu'une suite u est équirépartie
dans M si elle satisfait à l'une des conditions équivalentes suivantes :


Ei : Pour tout fermé E dont la frontière est de mesure nulle,
lim ^(n)/n == p-(E).


^->+00


Ë2 : Pour toute f€.C(M) (espace des fonctions continues sur M à
valeurs complexes)


lim (-^f(u,)}=^
n ->. + oo \ II -<—— /


La démonstration classique de l'équivalence de Ey et £2 dans un groupe
compact (cf., par exemple, [7]) reste valable ici. On peut d'ailleurs aussi
utiliser un isomorphisme de M sur un anneau Za.


Modules de continuité. — Soit cp une application décroissante de N
dans R^, tendant vers zéro à l'infini. Nous noterons Aç l'ensemble des
fonctions de e(M) admettant le module de continuité cp :


A^={fçe(M)\u(x,y)^k <=> \f(x)—f(y) ^{k}\.


Enfin, pour toute fç.C(M) et tout n^i, nous poserons


S^^ziS^)-^^nZiîW)
/-==0


4.2. Approximation.
PROPOSITION 5. — Une suite u est très bien répartie dans M si, et


seulement si, quel que soit le module de continuité 9,
feA^)
^i => ^(f,nN,)-^(f) ^(/c).
n ^ i )


Soit u très bien répartie : l'ensemble SnNi,(u) est réunion disjointe
de n systèmes de représentants de M/c. Soient Si, ..., Sn ces systèmes et
soit fi(x) la fonction constante par morceaux, définie pour i == i, ..., n, par


f, (x) = f(iij) pour x e Vk ("/) et Uj e &.
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Si feAç, [/'(a;)—/'; (rc) [ ̂  çp (Â-), quel que soit xçM, donc


^)-^)1^?W.
Or


i39


2tf,"N,)=- 2(-2>^ - 2>w) •n\^ j N,^ /w/


V=i\ ;/,e^
D'où


^(/;nN,)-^(0 ̂  ^(^.)_^)) ^cp(^).


Réciproquement, soit u une suite satisfaisant aux inégalités d'approxi-
mation de l'énoncé et soit Â:^:[ fixé.


Posons
cp (n) == i pour n < k,
cp(n) = o pour n^k;


l'ensemble Aç associé à ce module de continuité cp contient, quel que
soit açM, la fonction caractéristique %a de VA: (a). Or,


^(^,nW)=-^-.(a,nN,-,^)nN,
et


^to)=^-^


l'hypothèse d'approximation entraîne donc


^.(a,nN,,/c)—^ ^cp(^)=o,


soit
v (a, n M, A:) == n, quels que soient a e M, n ̂  i et Je ̂  i ;


autrement dit, u est très bien répartie dans M.


CHAPITRE II.


Interpolation des fonctions continues.


5. Propriétés de certains espaces de Banach.
Soit E un espace de Banach sur K, c'est-à-dire un espace vectoriel sur K,


norme, ultramétrique et complet; nous supposerons parfois que la norme
sur E satisfait à la condition :


(N) y e E, y ̂  o ==> il existe ^ e K tel que [ Ày | = i ;
( [ y \ désigne la norme d'un élément y de £').
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On dit qu'une famille (e^çr d'éléments de E est une base normale
(ou orthonormale) de E si elle satisfait à :


(B) Tout y ç E est, de façon unique, somme d'une série


y =2^^
ici


où y i ç K , \yi\->o quand i-^+oo, et \y\ =sup[^[ .


On sait qu'un espace satisfaisant à la condition (N) admet au moins
une base normale ([8], [16], cf. par exemple [22]).


Étant donné un espace E satisfaisant à (N), nous poserons


E^=^xç.E\\x\^ï\,


E==EolnEo.


Si x e Eo, nous noterons x son image dans E.
On sait ([22], lemme 1) qu'alors, pour qu'une famille (e^çi soit une


base normale de E, il faut et il suffit qu'elle satisfasse à la condition (Q)
(quotient) :


(Q) 10 VieJ, c.eEo;
20 (fi)iç.i est une base (algébrique) du î-espace vectoriel È.


Exemples.


1. Soient X un espace topologique compact et C(X, K) l'espace
des fonctions continues sur X et à valeurs dans K, muni de la norme de
la convergence uniforme : e(X, K) est un espace de Banach sur K
satisfaisant à la condition (N).


L'espace <°(X, K) associé est l'espace des fonctions continues sur X
et à valeurs dans ï, c'est-à-dire des fonctions localement constantes
sur X et à valeurs dans Ï.


2. Soient E un espace de Banach sur K, X un espace topologique
compact, et e(X, E) l'espace des fonctions continues sur X à valeurs
dans E, muni de la norme de la convergence uniforme : C(X, E) est un
espace de Banach sur K; de plus, il satisfait à (N) si £ y satisfait.


3. Les espaces de fonctions analytiques que nous étudierons au
chapitre III sont également de ce type.


Dans ce chapitre, nous étudions des espaces C(X, E), où X est un
produit fini de compacts réguliers de K et £ un espace de Banach sur K
[ne satisfaisant pas nécessairement à (N)].


Le paragraphe 6 est consacré aux espaces C(M, K), où M est un
compact régulier de K : au paragraphe 7 les énoncés sont généralisés au
cas des espaces e(X, E), grâce aux propriétés générales ci-dessous.
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Nous noterons E ^ ) F le produit tensoriel complété (ou topologique)
de deux espaces de Banach sur K, tel qu'il est défini dans ([22], § 4),


Nous aurons essentiellement à utiliser les propriétés suivantes de E (g) F y
qui se déduisent immédiatement de la proposition 6 de [22] :


PTT 1. — Soient E et F deux espaces de Banach sur K, F satisfaisant
à (N).


Soit (f/);çj une base normale de F, alors tout élément z ç E ( ^ ) F est,
de façon unique, somme d'une série


Z--=^Xj^fj.


J ' ç - J


PTT 2. — Soient E et F deux espaces de Banach sur K satisfaisant, ^\. \
à (N), (ei)içi et (fj)jç.j des bases normales de E et F. Alors (e; nijçixj
est une base normale de E ( ^ ) F , qui satisfait donc à la condition (N)>


CONSÉQUENCE : Avec les hypothèses de PTT 2, soit (û^/)^ç7x,/
une famille de scalaires, |a;,y|->o quand (i,j)->+°°. L'élément


^, a;,/^(^) fj associé admet, d'après PTT 1, deux représentationsz ==
(i,f)efx-f


z=^XjÇQfj et ^=^e,(g)^.
J Ç . - 1 iç.1


Ces trois représentations de z sont liées par les relations


^=^1^,7^ et y,=.^aijfj,
iç.i /e.^


avec
[ Xj | == sup 1 a,, j \ et yi == sup a,, y.


i e i )' e J


PROPOSITION 6. — Soient X un espace compact, E un espace de Banach
sur K, (^i)içi une base normale de e(X, K).


(à) Toute fç.€(X, E) s'écrit de façon unique comme somme d'une série,


f==\^^i€i, où CiçE, ei\—^o quand i—^oc,
ici


[f|=suç|e,|.


(b) L'application cp^c-^e de e(X,K)^E dans e(X, E) définit
un isomorphisme canonique de C(X, E), avec e(X, K)<^) E.


(a) f(x) est compact, donc f peut être uniformément approchée par
des applications à valeurs dans un sous-espace de dimension finie de E,
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Or, soit En un sous-espace de E de dimension finie, on sait [19], qu'il
est somme directe (avec sa norme) de sous-espace de dimension i,
donc (a) y est vraie. L'existence de la série en résulte, l'unicité est une
conséquence de l'égalité


\f\ ==sup|c, | .


(b) II est clair que ^ (^) e -> cp e est un homomorphisme, (à) et PTT 1
montrent que c'est un isomorphisme.


COROLLAIRE 1. — Toute famille (^i)içj satisfaisant aux conditions (a)
de la proposition 6 pour un espace E de dimension au moins égale à i
est une base normale de e(X, K).


Il suffit, en effet, de choisir un élément açE, de telle sorte que Ka
soit un facteur direct de E, et d'identifier e(X, K) avec e(X, Ka)
muni de la norme fa \ /] a |.


COROLLAIRE 2. — Soient X et Y deux espaces compacts, E == e(X, K)
et F == e(Y, K), et soient (a^e/ et ((3/)/e^ des bases normales de E et F
respectivement, alors la famille (^i^j)^j)ç.i^j est une base normale
de e(XxY,K).


On sait en efïet, [4], que C(XxY, K) = e(X, C(Y, K)). Donc,
d'après la proposition 6,


C(X x Y, K) - e(X, K) ex) C(Y, K),


ce qui donne le corollaire, en appliquant PTT 2.
Réciproquement, on voit facilement que deux familles ^i)içi et (^/)/çj


d'éléments de E et F, telles que (^i^j)i,jç.ixj soit une base normale
de C(XxY, K), et qu'il existe ioël etjoêJ, avec |aJ^i et |(3/J^i,
sont des bases normales de E et F respectivement.


6. Interpolation sur un compact régulier d'un corps local.


6.1. Notations.
Soit M un compact régulier d'un corps local K : dans ce paragraphe,


nous noterons E l'espace C(M, K).
Étant donnée une suite injective u à valeurs dans M, nous associerons


à toute fonction f définie sur M et à valeurs dans K la suite fn(X) de
ses polynômes d'interpolation sur u, définie par


fn(X)çK[X,}
(i) dgfn^n,


fn (Hj) == f(iij) pour j == o, . . . , n.
La suite u est supposée injective, de façon à ce que ces conditions défi-
nissent effectivement les polynômes fn.
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Les polynômes fn s'expriment par les formules usuelles (Newton).


/.(X)=^Ç,(X),


ou
,./y. (X——^) . . . (X——^_Q Pn(X) . . , - .Ç/î(X) = -————/——-—————/ == v / (notations du § 2.2.4).


(Un——Uo)...(Un——Un_î) Pn(llk) ' /


Les coefficients a/c se calculent par exemple en remarquant que la
formule d'interpolation de Lagrange s'écrit


( n \


f /y\ _ Y /'("A) \ p ^
^x)- ^(ï-^p^^)^^^


À-==0 /


ce qui donne, en identifiant les valeurs des termes de plus haut degré,


--(ip^) "•<•'•)•
\7=0 /


Nous dirons que la suite u est une suite d'interpolation pour les fonctions
continues sur M à valeurs entières si :


(SI) i° quelle que soit fçE, f-^ fn \ -> o quand n -> + oo ;
2° \f\^î=>\fn\^i pour n^o.


Lorsque i ° est satisfaite, la série ^, a.n Qn (x) converge uniformément
n^O


sur M, autrement dit : toute fonction continue sur M y est limite uniforme
de la suite de ses polynômes d'interpolation sur u.


La condition 2° exprime que les polynômes d'interpolation d'une fonc-
tion à valeurs entières sont eux-mêmes à valeurs entières; de plus, si elle
est satisfaite, les polynômes (Qn)n^o constituent une base du A-module
des polynômes à valeurs entières.


6.2. Un théorème d'interpolation.


Théorème 1. — Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) u est une suite d'interpolation pour les fonctions continues sur M


et à valeurs entières (condition SI);
(6) | (^| == i pour tout n^o;
(c) u est très bien répartie dans M;
(d) (Qn)nçvs est une base normale de E = e(M, K).


(d) ==^ (a) à peu près trivialement.
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Soit, en effet, f==^ cinQn la décomposition de f sur la base Qn, et soit
n^O


^


/•,:(X)=^;^^.
À-=0


On a Çn(Uy) == o pour j <n, donc, pourj^n,
7


/'("/)-S^^^"^^)-
À-=0


Le polynôme f^ satisfait aux conditions (i) et il est le polynôme/^ d'inter-
polation de f défini par ces conditions.


Alors, \dn \->o =>\f—fn\-> o, et la condition SI, i° est satisfaite,
De plus,


|/'|=SUp[û,[ ^ \fn\^\f\,
n €N


donc la condition SI, 2° est satisfaite.
(à) =>(&). En effet, Qn(Un) == i, donc \Qn\^ï. Soit n fixé ^o


et soit 9 la fonction caractéristique d'un disque de centre Un ne conte-
nant aucun Uj tel que j < n : cp est continue, et son (n + i)-ième poly-
nôme d'interpolation est 9,,(X) == Qn(X). La condition SI, 2° entraîne
donc | Qn\-=î.


(b)==>(c). En effet, le lemme 3 (chap. I, § 2.2.4) peut s'énoncer
« (b)<==>(c) )>.


(c)=>(d). Nous allons montrer que (Qn)neïf satisfait à la condi-
tion (Ç).


Soit Eu le sous-espace de E constitué des fonctions à valeurs dans I,
constantes sur toute boule Y/, : E est réunion des £/„ comme il résulte
des remarques faites au paragraphe 5, exemple 1.


Soient o^, ..., a^ des représentants de M/, et soit ̂  la fonction
caractéristique de VA (a,) : Cc^).=i,...,^ est une base de £'/,.


De plus, si u est très bien répartie, Uo, . . . , u^^, sont des représentants
de Mh, et l'on peut choisir a;== Ui-i.


Avec ces notations, on a le lemme suivant :


LEMME 5. — (Q,i)i=o,...,Nh-i estune base de E^ et, pour i = o, ..., Nh—i,
NH-I


Qi=Ïi,h+ ̂  ft(U/-i).^.


7=i+l


II résulte immédiatement du lemme 5 que (Qn)nçN satisfait à la condi-
tion (<?).
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De plus, il suffit de montrer les égalités du lemme 5, pour en déduire
que (Qi)i=o,Nh-ï est une base de Eh, puisqu'on effet, la matrice à coeffi-
cients dans ï représentant les Qi sur la base X;,A de Eh est alors une
matrice triangulaire dont la diagonale est constituée d'éléments égaux
à ï. Or le lemme 4 du chapitre 1 (§ 2.2.4) montre que, pour n < N/(,
Qn est dans Eh, donc


Nh-i


Qi= ^j ft(U/-l).X/,^
7=:0


de plus, pourj^i, ();(Uy-i) == o, ce qui démontre le lemme et achève
la démonstration du théorème 1.


COROLLAIRE 1. — Soient u une suite très bien répartie dans le compact
régulier M du corps local K et E un espace de Banach sur K. Toute fonc-
tion fçe(M, E) admet une décomposition unique :


, V» „ < .n/v\ (x—"o). ..(X—i^-i)f=Z.anQn, ou Qn(X)='-——-^——'-_——-—^
-—• (Un—— Uo) . . . {Un—— Un—ï)
n'^0


an e E et ] an \ -> o quand n->oc ; de plus, f = sup an\.
nçN


II suffit en efîet d'appliquer le (a) de la proposition 6 à la base
normale (Qn)ne\ de C(M, K).


COROLLAIRE 2. — Avec les hypothèses du corollaire 1, soit f une fonction
définie sur (Un)nçN et à valeurs dans E; posons


k


-^(ip^)
\ /=o /


P^l(Uy
/=o


Pour que f soit prolongeable en une fonction continue sur M et à valeurs
dans E, il faut et il suffit que \ âk \ -> o quand k -^oo.


On peut déduire de ces résultats des énoncés sur les « polynômes à
valeurs entières » dans un corps de nombres analogues à ceux
de [10], [17], [18] : nous ne les donnons pas ici, car ils sont sensiblement
équivalents aux résultats cités, et d'un caractère algébrique assez
étranger à ce travail.


7. Application aux fonctions de plusieurs variables.


Soit R==KiXKîX...x Ks, où le corps des restes î; de Ki a p ' l éléments,
et soit K une extension finie commune de Ki, ..., Ks. Un compact M
de jR sera dit régulier si


M^ATx.. . XM",
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où M1 est un compact régulier de Ki (M1 est donc aussi un compact
régulier de K).


Soient u1 une suite injective à valeurs dans Mi et (Ç;,)/ieN les poly-
nômes associés à u1.


Si n = (ni, . . . , n,) e N^ et x = (Xi, ..., Xs) € M, nous poserons


Qn(x)=Q^)^.Q^(x^


Avec ces notations, on a la proposition suivante :
PROPOSITION 7. — Pour que (Qr^nç^ soit une base normale de C(M, K),


il faut et il suffit que pour i = i, . . . , s, u1 soit très bien répartie dans M1.
Pour s = i, la proposition 7 est l'équivalence « (c) <==> (d) » du


théorème 1.
De plus, quelles que soient les suites injectives u1, on a pour i = i, . . . , s


et n ̂  o, [ Ç;J ̂  i : le corollaire 2 de la proposition 6, avec sa réci-
proque, donne donc la proposition 7 par récurrence sur s. On en déduit
immédiatement le corollaire suivant :


COROLLAIRE 1. — Soient (u1), i == i, . . . , s des suites très bien réparties
dans les compacts réguliers M1 des corps locaux Ki, et E un espace de
Banach sur une extension finie commune K des Ki. Toute fonction continue
f^€(M^y.... xM% £') admet une décomposition unique :


f==^cinQn(x), où n ==(nj,..., Us), x=(Xï, ..., Xs)
nç-S5


et


o r^-TT ^—u^'"(x—<-^ ^VnW -H ̂ __^ ^ (^__^_^


1=1
a,z e E et an \ -> o quand n ->oo ; de plus, \ f\ = sup an .


nç.^


COROLLAIRE 2. — Avec les hypothèses du corollaire 1, soit f une fonction
s


définie suri | ^(N) et à valeurs dans E; posons
i=i


n\ ris


a _p /„ \ p (r, \V y f(ul, ••• ,u;D
a,^...,n.- P,,A^). . . Pn.(Un.)^ . - • ̂  P'^(u^. . . P,,^W.)


7i=o 7,=0


Pour que f soit prolongeable en une fonction continue sur M1 x . . . xM'
et à valeurs dans E, il faut et il suffit que \an,,...,n,\—^o quand
(ni, . . . , n . )—+ oo.


Le corollaire 2 sera démontré si nous prouvons que les coefficients
an,,...,n, associés à une fonction continue par le corollaire 1 sont donnés
par la formule du corollaire 2.
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Pour s = i, nous l'avons déjà montré, la démonstration par récurrence
sur s se fait immédiatement par le même procédé.


Exemple. — Comme nous l'avons déjà remarqué, la suite des entiers
naturels est très bien répartie dans Zp : les polynômes Qn associés sont
les coefficients binomiaux


( x\ _ x ( x — i ) . . . (x—n + i)


Les « coefficients d'interpolation » a.n d'une fonction f définie sur les
entiers naturels sont


=2;(-)-î w.^=^{——ï
k=0


car ici, Pn (u,i) = n ! et P'n +1 (uy) = j ! (— i y1-/ (n —j) !. On retrouve
donc les théorèmes 1 et 2 de [15] comme cas particulier du théorème 1.


Plus généralement, soient (comme en 2.3.4) K une extension non
ramifiée de Qp, s ==[K; Qp], A l'anneau de valuation de K et coi, . . . , Ws
une « base d'entiers » de A, c'est-à-dire une base du Z^-module A.


Tout xç.A s'écrit donc de façon unique


X = X i ^ i - { - . . .+Xs^s, OÙ XiÇZp.


Appliquons les résultats du paragraphe 7 à A == Z^, avec la suite
des entiers naturels comme suite u1 dans chaque Z/,. On obtient immé-
diatement :


Soit x = Xi^i +... + ^s^s la décomposition d'un entier x de K sur la
base ûji, . . . , € 1 ) 5 de A. Toute fonction f continue sur A et à valeurs dans
un espace de Banach E sur K admet une décomposition unique


r / \ V f x^ \ l x^f(x)= ^ ^•..".U---^,
(ni, ...,ris)^0


telle que
—^...^^E, [ an,,...,n,\-^o quand (nj, ...,n.ç)-^oo


f\ = sup [c^,...,^,
(/îi, ...,^,)€N^


Tîi


v^ v^ / \ • / ^i \ / ^ <^==S•••2(-I)'-/(}:)•••0;)^içl)l+•••+^^-^,...,^== ^. ... ^(—i)^7 . ) . . . ( .' i r(h^i+...+7.co,-— A" \Ji
fi=0 À=O


[où n —j = ni +... + n.—(ji 4-... +J\s)].
Remarquons que la série ci-dessus n'est pas la série d'interpolation


sur la « suite très bien répartie produit » définie au paragraphe 2.3.4,
dont l'expression est sensiblement moins simple.
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CHAPITRE III.


Fonctions analytiques.


8. Fonctions analytiques : définitions et notations.


Soient aç. K et R > o, nous noterons Da,R (ou D) le disque de centre a
et de rayon R


D=\xçK\\x—a\^R\.


Nous supposerons toujours R choisi de telle sorte qu'il existe peX,
avec [ p [ === R.


Définition AS. — Une fonction f^e(D, K) est strictement analytique
sur D s'il existe une série entière


f a ( X ) € K [ [ X ] } 0,


convergente pour \X ^R, et telle que pour xçD,


f^)=fa(x—d).


Nous noterons A(D) l'espace des fonctions strictement analytiques
sur D. Soit fç.A(D) et soit


^(X)=^X-/p-
AZ^O


la série de Taylor de f au point a : On --> o quand n -^oo et l'application


f-^\f\ ==sup|^[
71^0


définit une norme sur A(D) (norme de la convergence uniforme sur le
disque de centre a et de rayon R de la clôture algébrique de K) satis-


faisant à la condition (N). Les fonctions x -> ( x Y constituent une base
\ p 7


normale « naturelle » de cet espace.


Définition AL. — Soit M une partie de K, une fonction fe€(M, K)
est localement analytique sur M si :


quel que soit xçM, il existe un disque D^3x et de rayon non nul tel
que la restriction de f à D^r\M soit prolongeable en une fonction analytique
stricte sur D^,


(2) Rappelons que ^[[X]] désigne l'anneau des séries entières formelles à coeffi-
cients dans K.
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Supposons que M soit un compact, et soit f localement analytique
sur M; l'ensemble des Dx, où x parcourt M constitue un recouvrement
ouvert de M dont on peut extraire un recouvrement fini ( D^, ..., D^c l.
Soit Ri le rayon de D^, posons


|7r |^= inf (A);
i=ï,...,N


f est alors prolongeable en une fonction strictement analytique sur tout
disque de rayon [ TT [A rencontrant M.


Définition ALh. — Soit M un compact de K : une fonction localement
analytique sur M est analytique d'ordre h sur M si, quel que soit x
dans M, on peut choisir un disque Dx associé à x par la définition AL,
dont le rayon soit au moins égal à \7:\h Nous noterons Ah(M) l'espace des
fonctions analytiques d'ordre h sur M.


REMARQUES :
— Toute fonction localement analytique sur M (compact) y est


analytique d'au moins un ordre ïio. L'ensemble des fonctions localement


analytiques sur M est U A^(M), hi pouvant être choisi arbitrairement
A^ÂI


puisque
A^ÂI


A,(M)cA/^(M).


— Une fonction strictement analytique sur un disque D de rayon n \^
y est analytique de tous ordres h ̂  ho,


DÉFINITION Ch. — Un compact M de K est cerclé d'ordre h s'il est
réunion de disques de rayon n [\


Soit M un compact de K et soit Mh le plus petit compact cerclé
d'ordre h contenant M : Mh est la réunion des disques de rayon [ T: [A


rencontrant M.
Si f ç. A h (M), f admet au moins un prolongement f e Ak(Mh) (en général


ce prolongement n'est pas unique).


PROPOSITION 8. — Si M n'a pas de points isolés, la restriction f -> f
ci-dessus définie est une bijection de A/, (M) sur A/, (M/,).


Nous avons déjà remarqué que cette restriction est surjective. Il reste
à montrer que le prolongement f->f est unique, c'est-à-dire que
f = o => f = o.


Soit D un disque de rayon | TT [A rencontrant M : Card (D c\M) n'est
pas fini, donc si f = o, f a une infinité de zéros dans D. Or on


BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 2 10
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sait ([20], [21]) qu'une fonction non nulle strictement analytique sur un
disque fermé n'y a qu'un nombre fini de zéros, d'où la proposition (3).


Nous supposerons dans ce paragraphe et au paragraphe 9 que h est
un entier fixé et M un compact cerclé d'ordre h : ces résultats seront
appliqués à un compact régulier non discret, qui est sans points isolés,
et les espaces A h (M) et Ah(Mh) sont alors isomorphes, la norme sur Ah (M)
étant définie par cet isomorphisme et la définition ci-dessous.


DÉFINITION : NORME DE A A (M). — Soient M un compact cerclé
d'ordre h, Di, ..., DN des disques disjoints de rayon \ TT |71 recouvrant M.
A feAh(M) nous associerons :


— fiî==f\Di, et \f\i la norme de fi dans A (A);
— [ f\ == sup [ f\i, qui sera la norme de f dans A/,(M). Ceci munit A/,(M)


d'une structure d'espace de Banach satisfaisant à la condition (N).
A'


A/,(M) s'identifie algébriquement à la somme directe VA(D/)
;==i


et la norme ci-dessus définie est la norme naturelle d'une somme directe
d'espaces de Banach.,


Lorsque exceptionnellement plusieurs espaces Ah(M) correspondante
des valeurs différentes de h interviendront, nous noterons \f\k la norme
de A/, (M).


9. Bases d'un espace A/,(M). Interpolation.
M désigne dans ce paragraphe un compact régulier de K, cerclé d'ordre h


(h est fixé), et de diamètre i. Cette dernière convention est destinée à
alléger les notations : on passe au diamètre quelconque par homothétie.


Les entiers No==i, ..., Nh. sont associés à la valuation


v{x,y)==-^v(y—x)


induite sur M par la valuation de K (4).
Ce paragraphe est essentiellement consacré à la démonstration du
Théorème 2. — Soit u une suite à valeurs dans un compact M défini


comme ci-dessus. Posons
Pn(X) = (X —— Uo) . . . (X —— Un-i).


(3) h étant fixé, la conclusion de la proposition reste vraie en supposant seulement
que M n'a pas de points « isolés d'ordre A », c'est-à-dire que tout disque de rayon à | TT [h


rencontrant M le rencontre en une infinité de points.
(4) Lorsque M sera seulement régulier de diamètre i, au paragraphe 10, les


entiers N},, ..., Ny associés à M seraient aussi ceux associés à M^, ce qui permet
de faire ici sans inconvénient l'hypothèse « cerclé d'ordre h ».







INTERPOLATION JO-ADIQUE. l5l


(a) Pour qu'il existe des constantes Sn telles que (PnlSn)n^o soit une base
normale de A/, (M), il faut et il suffit que u soit bien répartie d'ordre h
dans M;


h


(b) Alors Sn\=\n\^ où ^n-^-^ |-
Â:=l


La démonstration nécessite plusieurs lemmes, et de nombreuses
notations : nous appellerons E l'espace A/, (M).


Nous noterons o^, ..., a^ des représentants de M^M, etûi, ..., ÛA^
les disques de centres a; et de rayon [ TT [A : Di= VA^).


Si fe E, f, est la restriction de f à A, f est l'image de f dans É et /\
la restriction de f à D, c'est-à-dire l'image de fi dans A (A). L'indice i
désigne toujours un entier compris entre i et N/,.


Le lemme 6 fournit une base « naturelle » de £", et des sous-
espaces Eo, ..., Em, ... dont E est réunion.


Les lemmes 7 et 8 donnent des évaluations des normes \.Pn\ et \Pn\i
compte tenu de la répartition de u.


Les lemmes 9 et 10 permettent d'affirmer qu'« il suffit que u soit bien
répartie d'ordre h », les lemmes 11, 12 et 13 montrent que cette condition
est nécessaire.


LEMME 6. — Soient (')Cm,i(x))m^o les fonctions
i:=l,...,Nh


! (x—aA7^ . -
/ \ —i— si xçDi,


^n,i(x)= \ ̂  )


o si X^DI.


Alors (^m,i)m^o est une base normale de E.
î=i,...,yvh


En effet, i étant fixé, (')Cm,i)m^.o est une base normale de l'image cano-
NH


nique de A (A) dans la somme directe E=VA(D/).
7=1


Nous noterons Em le sous-espace de É engendré par (•^k,i)i=i,...,N^
/-"==0, .. ., 771


Alors Em est de dimension (m + i) NA sur À', Ém+i 3 Ëm, et È = \ ) Em.
771^0


LEMME 7. — Soit Pn(X) = (X—Uo). . . (X—Un-i) , associé à une
suite u :


h


| Pn i == | 7T \kn'i, OÙ ^i = ̂  V (a,, H, k).


k=l
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Posons P,, (a, + TT^ Y) == V a, Y^ On a, par définition, | Pn \i = sup [ a/ ,,[^|,= sup [ a /
/==0,. ..,71


et l'on sait ([17] ou [18]) que


sup \aj\ ==sup Va^ ,
—o. - . . . n v<=/<y ^"yea 7=0


où cl désigne l'anneau de valuation du complété de la fermeture algé-
brique de K. Par conséquent,


\Pn\i= SU? \Pn(x)\.
xç^i+r^ 0.


Or, pour x ç. a;•-}- T:h cl,


1.1 l^——"/^ n |^-Uy|=|7T \
].r—t<y|>7t/, [a;—î/y[>7^


OÙ
^=1


^=^À:(v(a,, n, ;c)—v(a,, n. À: + i))
Â-=I


(les indices j des Uj sont dans [ o, ..., n — i ]).
Donc


Pn\i=\^\K^ SU? n (•I;-".)xça.t-t-^Oi, \
«/e^(ai),


7</î


Or le corps résiduel de cl est infini : on peut donc choisir x de telle
sorte que


rrea;+ TT^CI,
u/ € V7' (a,) => y (a; — uy) == h v (TT).


Donc


SUp TT (X——Uj) = TTl^^^»^ et \Pn\i==\7^:\^+^^'n'h\
x^i+^CL •M-•M-


u,ç.T-\W
/<"-


ce qui démontre le lemme.


NOTATIONS. — Nous associerons à la suite u :
— les entiers |^=infÀ^;;


— les polynômes Rn(X) = TT-^P^(X).
Alors, par définition des Rn et compte tenu du lemme 7, on a


l^l-i,
| -R/î [;• === I <=> ^n,i = ̂ /î.
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LEMME 8 :


| Rn \i•= î => dg(R^) = y (a,, n, h).
En effet, soit


^po=2 Tk
-X—a.V


k=0


Alors [ Rn i=i<=> sup Th =i. Soit m = ^(a,, n, h) : m est le'nombre
/=0, ...,n ' ~


n


des zéros de V ^ Y^ situés dans cz.
Â-=0


Le lemme s'en déduit en considérant le polygone de Newton de ce
polynôme, ou ce qui revient au même, en remarquant qu'il existe^deux
polynômes


S (Y) = so + s, Y +... + s,n-y Y7"-1 + Y'- € A [Y]
et


T(Y)=t,+7TT,(Y), où \to\==i et Ti(Y)eA[Y],


et tels que


S^-^TO-


II suffit alors d'effectuer le produit ST pour constater que [ r , / z [ = = i
et j > m=> F J \ < î, ce qui démontre le lemme.


LEMME 9. — Soit u bien répartie d'ordre h dans M; alors, pour m ̂  o :
(a) n <(m + î) N/,=> ~îîn e E,n;


h


v 1w..=2[^];
k=l


(c) {Rn}n<:(m+i)Nn est une base de E,n.


Démontrons le lemme par récurrence sur M.
Pour m = o, nous considérons des valeurs de n < Nh.
Or, si u est bien répartie d'ordre h, S^ satisfait à la condition ̂ . Donc


^f/iv^n'A))=2[^]=inf(sy(a•'n'/c))'\^-=i / î v=i /
puisque l'ensemble En construit dans la proposition 3 est alors réunion
de disques de rayon | TT [\
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n


Donc, pour n <N/,, ̂ =^ -̂ - . De plus, pour n <N/,, il existe i


tel que ^ (a;, n, A) = o, et


^(a;, n, h) > o =» ^-> ^.n, donc J?^= o,


ce qui démontre (a).
Il reste à montrer que Ro, ..., R^n-i constituent une base de £o :


soit ij la permutation de [i, .... Nh] définie par A^Uy-i.
La matrice exprimant ^Ro,... ,J^-i sur les %o,z, rangés dans


l'ordre fi, fa, ..., i^n est triangulaire et a des unités sur la diagonale, car


1 ̂ /("/) 1 = 1 ̂ y 1 et | Pj{iik) | < | P/[ pour k <j.


Ce qui achève de démontrer le lemme pour m = o.
Cas général. — Nous dirons^que N / z éléments de Em sont une « base


supplémentaire à Em-i » si la réunion de ces éléments et d'une base
de Em-i est une base de Em'


Posons RmNh+j = R^IÏmNH (j = o, .... N/.—i) et notons ^7, À^,, ...
les constantes attachées aux polynômes RJ- : les polynômes R'J- sont
associés à la suite u^, u ̂ (j) = u,^+7, dont on sait (corollaire 2 de
la proposition 3) qu'elle est bien répartie d'ordre h.


Donc les RJ- sont dans £'o, ils en constituent une base, et
h.h


w)_v 1 _L
Nk_


^m)_yr_7 l .^ -^LNJ
À:==l


D'autre part, quel que soit i et pour k^h,


v(a;, mNh, k)==m—j


donc, quel que soit i,
h h


-, Vrr.Nh ^[mNh~\^^.=^m^=^^-^-J=^^.
-N.-^L N,


Â-=l Â-==l


Donc, pour n=mNk+j, o^j <Nh, et J^/i,


.(a^n.^^m^+^^j,^),


A h


>...=2;-"^"-S[s;}
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De plus, quel que soit i,


v(a;, mNh, h) =m,


donc RmNh^Em et RmNk,i est de degré m quel que soit i.
Alors, pour n<(m+i)Nh, ^n est le produit de R^^Ërn par


un élément de Eo, c'est-à-dire une fonction constante sur les disques A,
donc RnçEm.


De plus, en remarquant que Xm,/X^o^= ^/X^jX011 ^,7=0 s1 i^J
et i si i ==j), on voit que les composantes des Rn(mNh^n <(m + i)N/,)
sur les ^,n^ forment, comme celles des RJ- une matrice triangulaire dont
la diagonale est constituée d'unités (car RmNj, a toutes ses composantes
non nulles sur les ^rn,i) : les fonctions (RmNh, . . . » ^m+i)^-i) forment
donc une « base supplémentaire à Em-i », ce qui démontre le lemme par
récurrence sur m.


LEMME 10. — Si u est bien répartie d'ordre h dans M, les polynômes
h


P,(^)=7T-^P,(X), OÙ ^=2[]^]


forment une base normale de E.
En effet, cela résulte immédiatement du Içmme 9 et de la condition (Q).


LEMME 11. — Soit (Sn)n^o une suite de polynômes tels que


dgSn=n, Sn=l-Xn+....
Sn


Si (Sn)n^o est une base normale de E, alors
h


j^l=l^|\ où ^=2j[^}
h=l


En effet, soit (Rn)n^o la base normale de E associée à une suite u bien
répartie d'ordre h.


Posons Rn= —X^.. . , alors [ r^| == | TT |̂ . Soit (a;,/)^o la matrice
^n /^O


exprimant (Sn)n^o sur la base (Rn)n^o : elle est triangulaire et doit être
à coefficients entiers et inversible pour que (Sn)n^o soit une base normale,
donc pour n ̂  o, | an,n | = i, d'où.


\Sn\ = IrJ = \71:\\
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LEMME 12. — Pour qu'il existe des constantes Sn telles que (PnlSn)n^Q
soit une base normale de E, il est nécessaire que, quel que soit n ̂  o,


|P»|=M-S où ^=i[^].
k=l


Soit, en effet, |P , [= |7r[^, où ^=inf^; si &,=(P,/5.),^o est
une base normale, Sn ] = i, donc nécessairement


\Sn\=\Pn\=\n ^, Or Pn(X)=Xn+...,


et l'on obtient le lemme 12 en appliquant le lemme 11.


LEMME 13. — Un polynôme de degré < N / z a même norme dans A/, (M)
que dans C (M, K).


Soit, en effet, u une suite bien répartie d'ordre h, Qn et Rn les polynômes
associés : pour n < Nh,


h +xi r n ~\ v^ r n i i-Sfô] °2 [;?;]= ̂ 't^-»-»,=
^=l l - ^ Â:=l


Donc J?^== s^Ç^, où £n est une unité. Soit alors P un polynôme de
degré < N / ,


Nh-l Nh-1


P=^^=^ b,Q,,
Â-==0 y==0


et
| P [/, == sup [ a k , | P |e = sup | 6y |


A /


[où \P\Q désigne la norme de P dans e(M, K)], or c^==-1-^., d'où
le lemme.


LEMME 14. — Pour çu'on ai7, quel que soit n ̂  o,
ĥ


n
NkP,[=|7T\ ^C ^=2[^-1.


il faut que u soit bien répartie d'ordre h.
Nous allons montrer le lemme par récurrence sur l'entier m = \ n •


LA^J
Soit d'abord m = o, alors o^n <Nh. Donc, d'après le lemme 13,
il est nécessaire que pour n < N/i, on ait


.•ï^-ifô^ïfô}
Â-=l k=l
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D'après la proposition 3 bis, ceci entraîne que S^={iio, . . . ,u^-ii
satisfait à ^A^. Soit maintenant m > o, posons, comme au lemme 9,
n=mNh+j, o^j <Nh et P^P^xP^ où P^ est le « poly-
nôme P/ » associé à la suite u^ : j —>mNh+j. Alors quel que soit a;,


h h


^v(^,mN^k)=m^^
k=l k=l


donc
/<


^=;"2^+À^'•
Â-=l


et l'on doit avoir
h


infÀ^=^[^] pour o^j<N,;


nous venons de montrer que ceci entraîne {u^, . . . , u%Li ( satisfait
à ^Nh- Ceci étant vrai quel que soit m, u est bien répartie d'ordre h et
le lemme est démontré.


Le théorème est donc démontré, en voici trois corollaires :
COROLLAIRE 1. — Soient u une suite à valeurs dans M et


P, (X) = (X — uo)... (X — Un-,).


Pour h^ï, soit Rn,h(X) == —Pn. un polynôme proportionnel à Pn ayant
Sn,h


une norme égale à i dans A/i(M) :
(a) « u est bien répartie d'ordre ho dans M » < = = » < ( pour tout h^ho,


(Rn,h)n^o est une base normale de A/,(M) »;
(b) « u est très bien répartie dans M ))<=>(.R^)^() est une base normale


de Aji(M), quel que soit h^o;
(c) si u est bien répartie d'ordre h dans M, on a


h


^,/.)=^)^[—].
À-=l


COROLLAIRE 2. — Soient u une suite très bien répartie dans M et (an)n^o
une suite de scalaires : la série'^ c^P^(X) représente une fonction analytique


71^0


d'ordre h sur M si et seulement si
h


u(an)+u(7:)^ -̂ ->+°o quand n->+oo.
k=l
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COROLLAIRE 3. — Soit M un compact régulier de K, alors, pour h^o;
(a) L'injection canonique de Ah(M) dans Ak+i(M) est complètement


continue;
(b) L'injection canonique de A/, (M) dans e(M, K) est complètement


continue.
En efîet, reprenons les notations du corollaire 1 et soient (Rn,h)n^o


et (Rn+i,h)n^o les bases normales de Ah(M) et A/<+i(M) associées à une
suite u très bien répartie dans M : la matrice représentant l'opérateur


d'injection sur ces bases est diagonale et les coefficients û/z,/i== -n—^- de
Sn,h


cette diagonale tendent vers zéro quand n tend vers l'infini, d'où le (a).
De plus, l'injection de Ah(M) dans C(M, K) se factorise en


Ak(M)->A^(M)->e(M, K),


la seconde injection ci-dessus est évidemment continue, le produit est
donc complètement continu, d'où le (6).


10. Rayon de convergence.


Soit /*une fonction localement analytique sur M : à tout xçM, asso-
cions le rayon de convergence ^x(f) de la série de Taylor de f en x.
M étant compact,


P(f)= inî 9^f)
XÇ.M


est non nul, comme nous l'avons remarqué au paragraphe 8.
Le corollaire 2 du théorème 2 nous permet, étant donnée une fonc-


tion continue ydont on connaît la série d'interpolation sur une suite très
bien répartie u, de déterminer le plus petit entier h tel que f soit analy-
tique d'ordre h sur M, c'est-à-dire l'entier h tel que


M^-^pO^M^
Nous allons maintenant préciser la valeur de p (f) à l'aide de cette même
série d'interpolation. De plus, nous pourrons dire si les séries de Taylor
de f convergent ou non sur les circonférences ] x — y \ = p pour x € M
et ye^. Il nous faut pour cela fixer quelques notations :


Définitions. — Soit f(X)==^.anXn une série entière et soit p son
n'^0


rayon de convergence, nous appellerons « rayon d'analyticité de f »
Vun des couples :


— (p, +) (aussi noté p^) si l a ^ p ^ — o ;
— (p, —) (aussi noté p~) sinon.
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[Si p est une puissance rationnelle de p, le rayon d'analyticité (p, +)
correspond à la convergence dans un « disque fermé » de rayon p de la
fermeture algébrique et (p, —) à la convergence dans le « disque ouvert ».
Si p n'est pas une puissance rationnelle de p, la circonférence x \ == p
de la fermeture algébrique est vide, et la distinction entre p4' et p~ ne
correspond plus à un domaine de convergence : elle précise cependant
l'ordre de croissance des | an\.]


Les couples ( p , £ ) e J ? x [ + , — ] sont ordonnés de façon évidente :
(p, e)^(^, s^ si p^p ' ou s^£/ lorsque p = p^


Si a est un nombre réel, et (p, s) un couple, nous noterons ac(p, s)
si (a, +)^(P, 0.


Soit f une fonction localement analytique sur le compact M, et soient p.r
le rayon de convergence de la série de Taylor f^. de f en xçM et (p.r, £.r) son
rayon d'analyticité. Alors, nous dirons que :


p^(f) == inf pa: est le rayon de convergence de f sur M et que
xç,M


(pM, 0 (f) == inf (px, £.r) est le rayon d'analyticité de f sur M,
xçM


Théorème 3. — Soit u une suite très bien répartie dans un compact
régulier M de K. A une suite de scalaires (ân)n^o nous associerons la série


f(X) =^anPn(X), OÙ Pn(X)=(X——U,) . . . (X —— Un-.).


n^Q


Posons
7k = — + . . . + — (0-0=0); o- == lim 07,


^Vl ^ » A A->-4-oo


(éventuellement o- = 4- oo) ef Y == lim v n) (éventuellement y = — oo).


(a) La série f définit une fonction localement analytique sur M
si et seulement si


Y+^î^^o (ï>—oo 5i o-== + oo).


(b) y + v(n)^> o => fç.Ak(M).
(c) y + v(^) o-/, < o ==> f^.Ak(M).
(d) Si y + u(^)^> o, soit ho rentier défini par


Y + y(^) ̂ o^: o > y + u(71) ̂ o-i (ho == o si y ̂  o).
Posons


m==N^+u(7:)^),
alors


pOT^I^xlpl-^p
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est le rayon de convergence de f et son rayon d'analyticité est


p+ siu(an)—n-(-^+cc quand n-^+oc,
p~ sinon.


(a), (b) et (c) se déduisent immédiatement des corollaires précédents
car, si


h


^=U(an)+u(7:)^[^.],


k=l


nous savons, d'après le corollaire 2 du théorème 1, que


fç.Ak(M) <=> cp/^-^+oo quand n-^+oo.
Or,


h


(n-i)^-A^r^-l^n^,
Â-=i


Donc
fç.Ak{M) <=> n^u(n)+u(an)-^+oo,


ce qui donne (a), (b) et (c).
Soient K' une extension finie de K et TT' son uniformisante : M est un


compact régulier de K' et si /"est localement analytique sur M, il existe h'
tel que f soit analytique d'ordre h sur le compact M/,,, cerclé d'ordre h'
défini par M dans JT. Nous désignerons provisoirement par Ak{M)K
l'espace Ah (M) défini au paragraphe 8 : c'est l'espace des fonctions dont
le rayon d'analyticité sur M est supérieur ou égal à [ TT [A.


Plus précisément, si h, est défini comme en (d) dans l'énoncé,


(|^o-l,__):,(p,^(^( ^o,+)


et f est analytique d'ordre hf sur JT si et seulement si


(p^M/^d^T, +).
Soit Tîo le plus petit ordre d'analyticité de f dans M relativement à K


IT: [^o-^ [Tr^^ 7ï'P0.
Posons


a == [ TT' /^ [ TT [-A : i ̂  a < | n [-'.


Notons | [ / la norme d'un élément de Ak'(M)^ : on a, d'après le
lemme 7,


û ^ :


IP.I^a^/^oJx |P,|,
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donc, fç.Ah'(M)K équivaut à
V{dn) + (U(7:)^+ (h'.uW——h.uÇT:))-^ -^+00.


l^ho


Soit, en posant m = N^(y + v(n) cr/J,


et
feA^M) ^ -+^^o


Î1!̂ 0 => ^^W-
Soit encore,


!( l^\+)c(p,£M/)}
oga + m) n + (v(an) —HY) N/,,-̂  + oo L.Log p


sup 1 a [ ( [ TT l^oa, +) c (p, ^M(f) } = p \-m,
D'où


soit
^==\T:\h\p\-m ^ g ^_ (_ ^ y(^)——ny-.4-o0,


ce qui démontre (d).
Appliquons le théorème 3 au cas où M = Z/,, K = Q/, et Un = n,


nous obtenons le corollaire 1 et le corollaire 2.


COROLLAIRE 1. — Soit (an)n^o une suite de nombres de Qp et soit


(i) /•(X)=:^.n!(^).
71^0


(d) La série (i) représente une fonction continue sur Zp si et seule-
ment si


v(dn) + y(n!)-^+ °° quand n-^+oo.


(6) La série (i) représente une fonction localement analytique sur Zp
si et seulement si


lun1'^-———.— n p — i


(c) La série (i) représente une fonction analytique d'ordre h sur Zp si
et seulement si


l;(a")+^(I-^)^+oo•
(d) Soit h le plus petit entier tel que


^,(!^+£^(,_Ç))
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soit positif ou nul, alors le rayon de convergence de f est


9(f)=\P\h-mh=pnlh-^


et son rayon d'analyticité est :


—(p}^-hVsiu(an)—n]lmv(a^->+^;


—(p'^-7')- sinon.


Il suffit, en effet, de remarquer qu'ici N / , = p7',


f fA=P+•••+^=P^( I-^) et —p-^7-


COROLLAIRE 2. — Soit (bn)n^o une suite de nombres de Qp tendant
vers zéro lorsque n -> + oo, et soit


r / \ V L fx\^)=i4j
n'^0


la fonction continue sur Zp associée.
(a) La fonction f est localement analytique sur Zp si et seulement si


linA)>o.n


(b) La fonction f est analytique d'ordre h sur Z/, si et seulement si


v(bn)—v[ -^ î ) - > + o o quand n-^+oo.


(c) Soit h le plus petit entier tel que


""^•(""•T-^)--
alors


Ptf)-?7^-'
et le rayon d'analyticité de f est


(pm^-hy si y^—nlim^^-^+oo quand n-^+oo


et
çpmh-h^- sinon.


COROLLAIRE 3. — Soit (bn)n^o une suite de nombres de Qp tendant


vers zéro lorsque n->+oo, et soit f(x)=^bn[x) la fonction continue
n^o


associée.
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(a) f est localement analytique sur Z^ si et seulement si
__ i
lim| bn\71 <i .


(6) f est analytique d'ordre h sur Zp si et seulement sit-/^ - o.


(c) Soit h le plus petit entier tel que f soit analytique d'ordre h alors


?"•


p(f)=[p^Xi/ l imj ^/[^]î ( (â).


11. Une base particulière.


Soient ao, ..., a^_i une suite finie satisfaisant à ̂ ^ : la suite définie par


Ui = a, pour i < N/;,
Ui == Ui _ Nh pour i ̂  N / ,


est très bien répartie d'ordre h dans M.
En reprenant les notations du théorème 2, la base normale de Ah(M)


(Rn)n^o associé à u satisfait à la relation


Ri+Nh^ RNhRi9


Notons R le polynôme J?^ et soit n = mN/, + r, o^r < N/<, on a
alors


Rn^R-Rr.


De plus, nous avons montré au lemme 13 que des polynômes de degré
strictement inférieur à N/z ont même norme dans e(M, K) que
dans Ah(M).


Notons | /" |e la norme de fçe(M, K) dans e(M, K), et | g \h la norme
de gç.Ah(M) dans Ah(M).


On a alors la proposition suivante :
PROPOSITION 9. — Soit { (XQ, . . . ,a^} satisfaisant à ^^, posons


R(X)=n ^(X—ao)...(X—a^_0,
ou


^=N.(^+...+^).


(5) Ce résultat est analogue à celui de [11] que J. HILY a montré par des méthodes
tout à fait différentes.
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Toute fonction fç.Ah(M) admet une représentation unique de la forme


f=^f^,
m^O


OÙ :


(a) f,n est un polynôme de degré inférieur ou égal à N/,— i ;
(b) | fh \ == SUp | f,n \h --= SUp [ fm \e ;


m ̂  0 m ̂  0
k


(c) De plus, si Fk^^fmR111 et si g^f^i) désigne la dérivée m^ de g
m=o


au point a;, on a, pour m^o,


M^) = (f^^-F^^IP^


En effet, (a) et (b) sont des applications immédiates du théorème 2
et du lemme 13.


Remarquons qu'une série convergente dans A/, (M) peut y être « dérivée
terme à terme » puisque, si fç.Ah(M), \ f'\h^ \ f\h et que, par conséquent,
si Fk est une suite telle que | f—Fk\h->o quand k —^+00, il en est
de même pour [ f 1 — F ' ^ / z .


Or, il est immédiat que pour q < m, (R^^ (a;) = o, donc f— F/c est
nulle aux points a,, ainsi que ses k premières dérivées, en particulier on a


/•(^(a,) = F^\ (a,) + (f^)W(^),
or


(f^R^^^f^)^^,
d'où le (c).


4- 30


COROLLAIRE 1. — Soient f^(X) ==^am,i'——-^î i == o, ..., N/,—i,
?n=0


les séries de Taylor d'une fonction fçAk(M) aux points a;.
On a, avec les notations de la proposition 9,


Nh-i


f^(X)==^b^kRk(X),*=(i
où


h l a' ^v^^-^'^Ab,^ = ̂  fl.., (^) t ^ R^)(R'(^ ) •


\ 7=0 /


Cette formule résulte immédiatement de l'interpolation des valeurs fm (<^)
données au (c) de la proposition 9.







INTERPOLATION ^-ADIQUE. l65


12. Fonctions analytiques de plusieurs variables.


12 . i . Notations.


Nous utiliserons des notations classiques analogues à celles de ([20], § 9).
X = (Xi, ..., X.) est un ensemble de s indéterminées.
—îC[[X]] est l'anneau des séries formelles entières à s indéterminées et


à coefficients dans K.
Soient


a =(ch, . . . , a^ç.K8,
J?=(J?i, . . . .^eR,


choisi de telle sorte que pour tout f, il existe p,€K, avec |p,| = Ri.
Le disque (ou polydisque) D de centre a et de rayon R est


D= [x==(x,, ^.,x,)çKS \Xi-a.i\^Ri, 1 = 1 , . . . ,s j .


— R^R <==> Ri^R,, 1=1, . . . ,s;
— R < R' <=^ Ri< jR;, 1=1, ..., s et il existe l'o tel que R^ < R'^;
— n = (ni, ..., n^eN" et Xn désigne le monôme Xï1 ... Xf.


Si R = (J?i, ..., jR,.) et p,eK et est tel que [ p , [ = R, nous noterons
X^Xi X
p -- pi ' " p. *


Alors l'espace A (û) des fonctions strictement analytiques sur D s'iden-
tifie aux fonctions sommes, pour XçD, des séries


, y fx—ay , , ,
/ == ̂  CLn \ ————— 1 , OU 1 dn. \ -> 0 quand H -> 00 ,


^€N^


qu'on munit de la norme
/•-.[/•[= sup |^|.


TlêN^


Ceci étant posé, les espaces Ah (M) (où M = Mi x ... xM.ç), se défi-
nissent exactement comme pour une variable, h désignant évidemment
un multi-indice (hi, ..., hs).


Alors
Ah{M) - A^(Mi) (g) A^(MQ (g).. .̂ ) A/,, (M..),


comme il résulte immédiatement de PTT 1 et 2.


Étant données s suites u1 à valeurs dans M;, nous noterons u = (u;,..., u5)
l'application de N5 dans M


n=(ni, ...,n,)-4^, .... u )̂.
BULL. SOC. MATH. — T. 92, PASC. 2. 11
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Nous supposerons que M est régulier et nous dirons que u est bien
répartie d'ordre h dans M si u1 est bien répartie d'ordre hi dans M;.


Nous noterons Pn(X) = Pn,(Xi) ... P^(X.).


12.2. Théorème 2 ^i5. — 5'oi7 u. == (u1, ..., u') pour qu'il existe des
/ p \


constantes Sn^K et telles que ( —n ) soit une base normale de A/i (M)
\ Sn /nÇi'S!fs


il faut et il suffit que u soit bien répartie d'ordre h dans M.
Alors


sj=i7r\ où ^ , , = y / y r - ^2- i v rn l 1•"•]-. l ̂ IMJ
z==l \ki=l


Ce théorème se déduit du théorème 2 moyennant les remarques
suivantes :


— La condition est suffisante, car


A,(M) ~ A^(Mi) (g).. .(g) A/JM.)


et l'on applique PTT2;


— La condition est nécessaire, car la suite ( I È } définie par\ ^ A ^ o p


P\ == Pn,^, où n, j,= (o, ..., o, k, o, ..., o)
et


s1/, = 5^ ̂  (/c étant la i10"^ composante de n;^)


est nécessairement une base normale de A/^(M;) qui s'identifie au sous-
espace


A,•= i ̂ ... (g) A^(MQ (g)... (g) i de A/,(M).


12.3. Fonctions analytiques à valeurs dans un espace de Banach.


Soit E un espace de Banach [satisfaisant ou non à la condition (N)]
et soit E [[X]] l'espace vectoriel des séries entières formelles à coeffi-
cients dans E, [X = (Xi, . . . , X.,), s fixé],


Soient Do le disque de centre 0 et de rayon i = (i, . . . , i) et E (Do)
l'espace des fonctions strictement analytiques sur Do à valeurs dans £',
c'est-à-dire des fonctions qui sont somme sur D d'une série appartenant
à £[[X]] et convergeant sur D.


Alors E(Do) = E (g) A[Do), d'après PTT 1.
Supposons que E soit de dimension au moins égale à i.
Pour xçE, x = o, posons


^-ÈÏ^ et v(o)=+x•
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Avec ces conventions, les théorèmes 2, 3 et 2 bis et les corollaires 1 et 2
restent valables, leur démonstration commune se réduisant à l'identi-
fication de En(M), espace des fonctions analytiques d'ordre h sur M
et à valeurs dans E, avec £'(g)A/,(M). Il est clair que chaque fois que
le terme « base normale de A h (M) )) intervient, il faut le remplacer par
« tel que toute f^En (M) soit de façon unique, etc. » comme en PTT 1.


CHAPITRE IV.


Applications.


13. Sommes de séries de Laurent.


Dans tout ce paragraphe U désigne la circonférence unité de Qp
et p un nombre premier différent de 2.


Nous avons montré (§ 2.3.5) qu'étant donné açî/, la suite n->a^
est très bien répartie dans U à la condition nécessaire et suffisante que


— a soit un générateur de (Z/(p))*;
— v (a^°- -1—i) == i.


Nous désignerons ici par a un élément satisfaisant à ces conditions.
Il résulte immédiatement du théorème 1 que toute fonction continue
sur U peut être représentée de façon unique comme somme d'une série


(i) f(x)=^b^-x)^-^...^
x\ / x \


X) 1 —— - . . . 1 —— -——— 5a / \ a^"1 /
n^O


OÙ


\bn(ï—cfn)(î—^-l) ... (i—a)|-^o.


Parmi les fonctions continues sur U, le théorème 3 nous permet de
caractériser celles qui sont localement analytiques et de déterminer leur
rayon d'analyticité.


Nous allons caractériser les séries (i) dont la somme est développable
en série de Laurent convergente sur U : une condition nécessaire pour
une telle fonction est d'avoir un rayon d'analyticité i"", autrement dit,


lim^^o.— n


La proposition 10 nous fournira cette caractérisation.


13. i. Définitions.


Soit G l'anneau des séries formelles restreintes, à coefficients dans Qp
(on passe aux espaces de Banach des séries à coefficients dans un espace
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de Banach, par produit tensoriel topologique) : £ est l'anneau des séries


f(X)=^^X",^
n^Z


où \dn\->o quand n -> oo, muni de la norme


\f\ == sup |^[
"es


qui en fait un espace de Banach sur Qp, satisfaisant à la condition (N).
Soit fç.^, /'définit une fonction continue sur U


^CInX-;x-> 7,a/^;


on a donc une injection canonique de ^ dans C(U, Qp), soit L l'image
de G par cette injection.


Si fç.L, nous noterons :
\f\L la norme de l'image réciproque de f dans ^\
\f\Q la norme de f dans C(U, Qp).


L'espace £ est somme directe des deux espaces


X'4- == { f(X) ç^ |^=o pour n < o j ,
^~ == { f(X) e £ \ dn = o pour n ̂  o j .


Nous noterons L4- (resp. L-) l'image de ^+ (resp. ^~) dans C(U)
et si f^L, nous poserons


f==f++f-, où f+çL+ et /•-(=L-,


cette décomposition étant d'ailleurs unique.


13.2. Proposition 10. — Soit (an)n^i une suite tendant vers zéro,
nous lui associerons les fonctions


(o ^)=21' /W<=L-,
71^1


(2) cp(a;)=^^^^——^^, cp(a-)ee(U,Q/,).
71^1


AZors :
(a) La série d'interpolation de f sur la suite en.71 est


(3) W-S^)(-"-)(-I)...(-F;>
k^Q
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(b) La correspondance entre f et cp définie par ces formules est un iso-
morphisme isométrique de Lr sur e(U, Qp).


Nous allons d'abord montrer que les formules (i) et (2) définissent un
isomorphisme isométrique de L~ sur e(U, Qp) : il suffit pour cela de
montrer que l'ensemble des polynômes


A / \ (̂  — a) . . . (a: — a71-1) , .^^^^T-IY-^O^ <n^I)
est une base normale de e(U, Qp) : en effet, s'il en est ainsi, les appli-
cations f-> (an)n^o [resp. cp -> (û^)n^o] sont des isomorphismes isométriques
de L~ [resp. C(U, Qp)} sur l'espace des suites tendant vers zéro.


Or, les polynômes (An(x)lx)n^i constituent la base normale de C(U, Qp)
associée à la suite Un == ^n+l (visiblement très bien répartie dans U) ;
de plus, dans e(U, Qp), la multiplication par la fonction « x->x » est
un isomorphisme isométrique de e(U, Qp) sur lui-même, et transforme
une base normale en base normale. Il reste donc à montrer que f et 9
sont liées par la formule (3).


Soient (dn,k)n^o, les coefficients définis par
Â-^l


I ^ / î / \( ^ ( x \


x^^dn)k(ï-x\ï-^)''\ï-^)'
n^o


(3) sera démontré si nous prouvons que, quelle que soit la suite (a/fc)^i
tendant vers zéro, et quel que soit n < i,


^(o^S^^-
À-^i


Or ceci résulte de ce que dn,k= A/c ( —^ ) ? ce qui se voit par exemple en
remarquant que l'identité


^- I=( I-a;)('--•••+^) P0111- /^1'


entraîne que


dn,l== -dn-l,l Oî^l)»


dn,k== ^dn-l,k+dn,k-i (n^î, Â-^2),


ce qui avec do,k==î pour tout A'^i, détermine les coefficients dn,k :


or il est immédiat que dn,k=Ak(-1^) satisfait à ces relations, ce qui
démontre la proposition.







170 Y. AMICE.


COROLLAIRE 1. — Pour que la fonction


r/ \ V L / \ / rc\ / x \
f(x)==^bn(z-X)^-^)...^-^)


n^O


appartienne à L~, il faut et il suffit qu'il existe une fonction continue
cpee(U, Q^) telle que ^œ-
Alors les coefficients de la série de Laurent dont f est la somme


f(x) =^a-„rr-7^


n^l


sont définis par
, , Y» (x—ac)...(x—o^-1)


^^-^^(z-a)...;!-^)'
n^O


COROLLAIRE 2. — Pour que la fonction


te)=y^(i-^fi-î^...fi x
f(x)=^bn(.-X)Çl-1


appartienne à L, il faut et il suffit qu'il existe une fonction continue
?e <?([/, Q/,) telle que


6 n — c p ( — ) ->o quand n—^+oc.


En effet, si co est associée à f~ par la proposition 9, les coefficients


^— ? ( ^n ) ^^ associés à f+, donc tendent vers zéro.
Nous savons caractériser les fonctions de L+; cependant, la propriété


suivante fournit une correspondance entre fonctions de I^ assez analogue
à l'isomorphisme de L- sur e défini par la proposition 10.


PROPOSITION 11. — Soient (an)n^o une suite tendant vers zéro,
f(x) ==V^^ la fonction de L+ associée, et (bn)n^o la suite des coefficients


n^O


d'interpolation de f
f(x)^^-x).-^...(.-^\


La fonction ^(x)çL+ associée à la suite (bn)n^o9


^(X) ̂ ^bnX11
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a pour série d'interpolation sur la suite —^ :


^(x)==^an(î—x)(i—ax) ... (i—a^-^).
n^O


La correspondance fo ̂  ainsi définie est un isomorphisme isométrique
de L+ sur lui-même,


Cette proposition se démontre par un calcul très élémentaire :
si (Cn,k)k^o sont les coefficients définis par


/ î^O


X'l='^Cn,k(I——X)... ( l——^r) '


Â^O


alors on montre par récurrence que


(o^—i) ... (o^—o^-1)
cn)k= --(7-a)...(i-^)


II en résulte que |c^|^i, puisque c'est, à une puissance de a près,
la valeur en un point de U du polynôme Qk associé à la suite a7'.


On a donc


bk = ̂  Cn, k On = Zj Cn,k On


n^O n^k
et


/ n \
^^)=^^-=^^^c.,^^


Â-^O n^O \Â-=0 /
avec


n


^c,^==(i—:c)(i—a^) ... (ï—a^x),
k=0


d'où la proposition.


14. Limites uniformes de séries de Laurent.


Étant donnée une série d'interpolation


(i) ^)=^^_,.)^-^\..(i_^),
71^0


nous venons de montrer que bn= ^ [ -1,,)? où îpec3(î7, Q/,) équivaut
à fçL~\ En particulier,


fçL- => sup\bn\=\^\e=\f\L.
ra^o
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Réciproquement, quelles sont les fonctions données par la série (i) et
telles que | bn \ soit borné ?


PROPOSITION 12. — Soit Lo la boule unité de L : Lo= { feL j f\L^i \
et soit Lo son adhérence dans e (U, Qp), c'est-à-dire r ensemble des fonctions
continues sur U qui y sont limites uniformes de sommes de séries de Laurent.


Une fonction f donnée par la série (i) appartient à Lo si et seulement si


sup| bn\^i.
n^o


COROLLAIRE. — Toute fonction de Lo a sur U un rayon d'analyticité
au moins égal à i-,


Notons LÎ (resp. L-,) la boule unité de L4- (resp. L-) et L^ (resp. L-,)
l'adhérence dans e de L^ (resp. L^).


LEMME 15. — Si la fonction f donnée par (i) appartient à Z^, alors


sup | bn\^ i.
72^0


Soit f donnée par (i) et soit (fk) une suite d'éléments ;de |L .̂ Notons c^
la fonction continue associée à fk par la proposition 10.


Alors


^)-2^(^)(—)--(-'^)-
Si /'eLo, on peut choisir la suite fk de telle sorte que \f—fi,\e->o
quand k -> + oo. Or,


[/•—/•,^=^pj^^—cp^^(i_^)...(i—a)


Pour un indice n fixé, on a donc bn — c .̂ ( -î- ̂  -> o Or
\^7|


1?^1<°== \fk\L^î, donc ? ^ ( — ) ^i, et ainsi [ bn ^-1.
\ a^ / —


Réciproquement, soit f donné "par (î) lavée sup|^[^i. On peut
71^0


choisir une suite de fonctions ^/c(x)çe(U, Qp) et telle que


—l^le^i ;


— cf3^ ( o^ / == ^/ P0111^ J == 0) • • • » ^ ? P^ exemple, en prenant pour cp^
une fonction constante par morceaux, ou un polynôme.
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Soit fk(x)eL~, associée à ^ par la proposition 10 :


^)=^cpJ^)(i-a:)...(i-^T^


On a alors


i;3


f-/-^== sup (&»- <PA ( ̂  ) (i - "") • • • (i - a)
TÎ^O \ /


=sup (^-<p^-)(i-a")...(i-^)l'-<?^ a"
7?:̂


soit
/ •—Al t / ^K 1 —^)- -^ 1 — 3 1 ) ! -


Donc l/ '—Alu^0 ' et /'eLï•


LEMME 16. — •LÎ == -LÏ-
Soit, en effet, fk une suite d'éléments de LÎ,


A^) =2 ̂ '»-*(I—E) • • • (I- ̂  ) '
7^0


où ^/,,/.-^ o quand n -> 4- oo et


sup| ̂ ,/:| ̂  I/ 'Â:]/.^1-
72^0


Supposons que cette suite converge dans e vers une fonction f 6 e (U, Q/,),
alors


f^)=^bn(l'-X)...^-^


n^O


et, exactement comme au lemme 15,


\^—bn^\->o quand/c-^+^ donc s u p l ^ ^ i .
7i^0


Réciproquement, si sup | bn \ ̂  i, soit


/ a; \
fn(x)^b,(i-x)...^-^)^


À-^0


alors f.eLî et \f—fn\->o quand n->+ oo.
Nous allons résumer ci-dessous les renseignements que nous avons


obtenus sur une fonction continue sur U, donnée par sa série d'inter-
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polation, en remarquant que les constantes associées à un compact M
qui interviennent dans le théorème 3 sont ici


T / • = = A + • • • + ^
^ i , i_, i _ p f i \


P——l • P(P——I) ~ ^ • • • 1 ~ p^(p——l) -(p__i)^1 -pi.)'


^(p^TF-


PROPOSITION 13. — Soit (bn)n^o une suite et soit


^)=^-,)(^)...(,_^V
7^0


(a) fçe(U,Q,)^ ] ^ ( ^—i ) . . . ( a—i ) [ - ^o ;
(6) f eL^ ̂  | 6/, [ -^ o, aZor5 [ /•[z = sup | 6, | ;


n^o


(c) ^=9^^oùcpee([7,Q^ ̂  feL-, alors \f\L=\^\e;


(d) u(bn)^o^ / •ç=Lo;


(e) lim —v—' > — —p—^ <=^ y localement analytique sur U;


(f) Soit-(=]Imu^t) >— ^ et soit h défini par


-(7::^(I-^)^ï<-(p^(I-p^


Posons m == (p—OP^Ï + / ^ ^(p7 '—i), ^ ra^on de convergence
de f sur U est p = p - ^ p ' 1 1 et son rayon d9 analyticité est :


p^-si u(bn) +ny-^+ ^ ;
p" sinon.


De plus, si nous notons 01^-(U) l'espace des fonctions ayant un rayon
d'analyticité au moins égal à i~, nous avons les injections canoniques
suivantes, celles dont on sait qu'elles sont complètement continues
sont notées « ce » :


A,(U)=L^


yL^a,-(U)-^A,(U)-ÏA^U)^e(u,Q,)./ ^ > i
L-/
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15. Logarithme.


Comme au paragraphe 14, nous nous plaçons dans Qp, où p y^ 2.
Soit a une unité de Zp : cherchons à définir sur la circonférence unité U
de Q/, un logarithme à base a, c'est-à-dire une fonction La (x) satisfaisant à


{ L^x)çe(U,Qp),
— \( La (a^) = n quel que soit n ̂  o


PROPOSITION 14. — Le5 conditions L définissent le logarithme à base a
si ^ seulement si (a^)^^o ̂  ^rès 6ien répartie dans U, alors


/ \ r / \ V 1 / \ / r l ; \ / r l ' ^(i) La(:r)=^-^^(i-^i-^...(^-^.
Tî^l


P/us généralement, si ae[7, a^-"1^! ^ 51 (a) est l'adhérence du groupe
cyclique engendré par a, la série (i) converge dans <s((a), Q^,) et définit
la représentation continue Ly. du groupe multiplicatif (a) sur le groupe
additif Z/, telle que La (a) == i.


Montrons d'abord que, quel que soit ae[7, a^-^i, la série (i) est
telle que


La«)=n,
c'est-à-dire que


n


V Œf^1 (i — a^-1) ... (i — a72-^1) = n, pour n ̂  i.
z-=i


Pour n = i, on a évidemment ——— == i ; de plus,


n n—l


I^o-3"-1)--^1-0'"-^1)-^^^1-^-"""2)--^1-""^
/•=! ^-=1


/ z — 1


^Y^-/^_^-i)(i—a^+1) +(i—a^-1) ... ( i—a) =i.
À-=:I


La fonction définie sur (^%^o par La (a") = n a donc comme coeffi-
cients d'interpolation sur cette suite, avec les notations du corollaire 2
du théorème 1 (§ 6. s)


^=(1—^-1) ... (i—a).
Donc


y(a/0^ —L- et l^l-^o.
L P ~ ï J
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Or nous avons montré au paragraphe 2.3.5 que o^ est très bien répartie
dans (a) : ceci démontre que la série (i) converge dans <°((o), Qp), sa
somme définissant évidemment la représentation continue de (a) sur Zp
puisque c'est une fonction continue représentant le semi-groupe (a^^o
sur N.


En particulier, soit Ç une racine (p — i)-ième de l'unité : pour tout a
tel que Ce (a), on a nécessairement


^ga (0 = o, puisque (p — i ) Loga (S) == Loga ( i ) == o.


De plus, toute représentation continue cp de U sur Z/^ est telle que
l'ensemble ^(o) soit [l'ensemble des racines 'de l'équation X^-1 == i :
cherchons à prolonger à U le logarithme usuel, défini sur i + pZp par


LogX=^(-I)-(X^I)
Tî^l


On sait que ce logarithme est tel que


Log(exp p) = Log ( ̂  p- \ = p.
\ 71^0


Soit Ç une racine primitive (p — i)-ième de i et soit ao = Ç exp p :
la fonction Ly.,(x) définie ci-dessus satisfait ^alors pour tout xç. i + p Z/, à


^ao(;r)-Logrr,


Puisqu'elle satisfait à cette relation sur l'ensemble { ^ ~ i ] ' l } „ ^ q m
est dense dans i + P^p- De plus, tout prolongement continu sur U de
la fonction Log;r est de ce type, et nous avons le corollaire :


COROLLAIRE 1. — Tout prolongement continu sur U de la représentation
de î + pZp sur pZp définie par la série logarithme est une fonction


1 T / \ V / \ / x \ / x \ i, L a , ( a ; ) = ^ ( i — ^ ) i — , . . . i — — — ^ - — — - ,
P — \ ao/ \ • G^Q / î — y . Q


n^l


et une telle série [définit un prolongement du logarithme si ao==rexpp,
où Ç est une racine primitive (p—ï)-ième de î.


Remarquons qu'un tel logarithme a, d'après le (/) de la proposition 14,
un rayon d'analyticité i~ comme on peut s'y attendre compte tenu des
propriétés de translation du logarithme.


16. Exponentielle.


16.i. Fonction a\


Soit a une unité de ^ (complété de la clôture algébrique de Q/,) :
cherchons à prolonger en une fonction continue sur Zp l'application n -> a^.







INTERPOLATION 7?-ADIQUE. ^nj


Si une telle fonction o^ existe, on a nécessairement


V l x \ , ,a = , ̂  avec ^ \->o


et


-^(-^(î)^^--1)'-^=2/—I
/:^o v /


Donc une fonction continue a^ sur Zp existe si et seulement si
v (a — i) > o. En appliquant le corollaire 2 du théorème 3 nous obtenons
la proposition :


PROPOSITION 15. — Pour que l'application n—^^ de Zp dans ^ soit
prolongeable en une fonction o^ continue sur Zp, il faut et il suffit que
v (o^—i) > o, on a alors


^)^=y(a-i)-f^V
(b) a ' est localement analytique sur Zp ;


(c) Si h est le plus petit entier tel que(c) Si h est le plus petit entier tel que p (a—i)^———, le rayon


d'analyticité de a^ sur Zp est (p771-^), où m = p^ u (a — i) — —]—.


On retrouve ici le résultat classique sur les unités distinguées : a1' est


analytique stricte sur Zp si y ( a — i ) > ———(c/-., par exemple, [6]).


(Remarquons que a n'est pas supposé algébrique sur Qp.)


16.2. Prolongement de l'exponentielle à Qp.


Si l'on choisit pour a la valeur ao== expp, la fonction a^ ci-dessus
définie coïncide avec exp px, où exp x est défini pour xç.pZp par


v^ x71


^P^inT


Nous cherchons à construire une fonction continue sur Qp, prolon-
geant l'exponentielle ci-dessus et qui définisse une représentation multi-
plicative dans ^ du groupe additif de Qp.


Nous allons construire une suite de fonctions (9).)^ à valeurs dans ^2
telles que


I cpxest continue sur la boule 5x=p l-ÀZ^;


((S)\ ?0^ = expx pour XÇ•BQ ^P^P^
9A|Bx-i=9),__i ;
?^ + y) = ̂ \(x) ̂ (y).
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Il est clair que si une telle suite est définie, la fonction 9 définie
sur Qp par cp ] B\ == c^, est un prolongement de la représentation expo-
nentielle; d'autre part, tout prolongement cp de la représentation expo-
nentielle définit canoniquement une suite : cp^ == cp [ B\.


Une condition nécessaire pour que (^) satisfasse à (€>) est que, quel
que soit ^^i, on ait
A [^(P1^)]^?).--^?2-^.


Toute suite (9))-^o satisfaisant à (<!>) est donc telle que la suite des
nombres


e\ == ̂ \(p1-^, satisfasse à Co = expp et e!{ = e>_i.


Réciproquement, si (e/^o désigne une suite de nombres distincts et
tels que


êo = expp,
<=^-i,


P71 . / x Ialors e{ = e, et u(e,— i) = .[car l'équation ( i+X)^=e, est une


équation d'Eisenstein]. Soit K\ l'extension de Qp par e\ : K\ est tota-
lement ramifiée sur Qp et [K\ : Qp] == p^.


SixçB\, x = p^y, où yeZp et les conditions (<!>) imposent
?x (rr) = eî,


où e{ est la fonction définie à la proposition 15.
De plus, e{ a sur Z^ le rayon d'analyticité (p7"^ ))", où


soit
^ P ^ — — — — — — — — — — — — — ! 'P' P—i P—i


JTÎA— ^ == i — ^ —
P — i


le rayon d'analyticité de ^\ sur B,. est donc
/ ().-i)+(i_)._-l_)\- / --L\-
\P v ^-1^ =^p ^-^ ,


comme on pouvait aussi le remarquer compte tenu de la construction
de ̂  « par translation ». Nous résumerons cette construction par la


PROPOSITION 16. — Soit Qp=K, cK,c ... cl2 une suite d'extensions
de Qp telles que K\ soit engendrée (sur Qp) par une racine e\ de V équation
Xp/'== exp p. La série


r)Â-l:^;\
n )


^(x)=^(e,-i)^P' '?AW=


71^:0
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définit une représentation continue de la boule B\= p^Zp de Qp dans i^,
/ i \-


cpA prolonge l'exponentielle et cp\ adme/ le rayon d'analyticité \p P ~ 1 )
sur B\.


Soit cp la représentation de Qp définie par une suite K\\ cherchons
maintenant à caractériser les sous groupes fermés ^(Qp) de i^, associés
à différentes suites K\.


Soit d'abord V\=^\(B\): V\ est un sous-groupe ouvert et fermé
de K\. Notons m), l'idéal maximal de l'anneau de valuation A), de K\ :
iîtA= (e\—i) A),. Alors V).c i +m\, mais VA 7^ i +rrn comme on le voit


par exemple en prenant l'image de V), dans i + —^ '


Quel que soit ae i -}-pZp, l'équation X^ = a a une racine dans V\ :
en effet, si Log a =p, pepZ^,, p-^^çB\ et


^(p-^3)^=cpo(P)=a.


De plus, la seule racine de l'équation X^ == a qui soit dans i + m),
est dans VA.


Donc V\ est exactement le sous-groupe de i + m), constitué des
racines pMème des éléments de U.


Un sous-groupe multiplicatif V de î2* est l'image de Qp par une appli-
cation exponentielle si et seulement si :


(a) quels que soient QHÇ.U et ^^i, V équation X^' == a a dans V une
racine et une seule;


(b) quel que soit yç. V, v (y—i) > o et il existe un entier n tel
que y^eQp.


Nous venons en effet de montrer que si cp est une application expo-
nentielle de Qp dans i2, ^(Qp) satisfait à ces conditions.


Réciproquement, si Y satisfait aux conditions ci-dessus, on peut
construire une suite cp), et une suite K\, comme à la proposition 16,
en choisissant pour e\ la racine de l'équation X^ == expp qui est dans Y.
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