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CHAPITRE PREMIER 

CONGRUENCES 

Ce chapitre est consacre a la theorie des congruences et a ses applications 
aux equations. Remarquons que si !'equation 

(1) 

oil F est un polynome a coefficients entiers, a une solution en nombres 
entiers, alors la congruence 

F(xi, ... , Xn) == 0 (mod m) (2) 

a une solution pour tout entier m. Pour chaque m, !'ensemble des classes 
residuelles modulo m est fini et par suite la congruence (2) s'etudie direc· 
tement. On obtient ainsi des conditions necessaires pour que !'equation (1) 
soit resoluble en nombres entiers. 

L'etude de la suffisance eventuelle de ces conditions est tres difficile. 
L'affirmation : « une equation est resoluble si et seulement si pour chaque 
entier la congruence correspondante est resoluble » n'est pas vraie dans le 
cas general (cf. par exemple, exercice 4), mais est vraie pour plusieurs classes 
particulieres d'equations. Dans ce chapitre, nous demontrerons ce resultat 
dans le cas ou F est une forme quadratique, apres avoir ajoute 1 'hypothese 
supplementaire (manifestement necessaire) que !'equation (1) a une solution 
en nombres reels (si F est une forme, alors, par solution de F = 0, on 
entend solution non nulle). 

La notion essentielle que nous etudierons tout d'abord dans ce chapitre 
est celle de nombre p-adique; nous appliquerons ensuite cette notion a la 
theorie des congruences. On sait, d 'apres la theorie elementaire des nombres, 

que, si m p~1 
••• p~r (pb ... , Pr etant des facteurs premiers distincts), 

la resolution de la congruence (2) est equivalente a la resolution des 
congruences 

F(x1, ••• , x) 0 (mod Pi') 
BOIU!VITCH 
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pour tout i = 1, 2, ... , r. Ainsi, la resolubilite de la congruence (2) pour 
tout entier m est equivalente a la resolubilite de ces congruences modulo 
toutes les puissances des nombres premiers. Dans la suite, nous fixerons le 
nombre premier p et nous etudierons les congruences 

F(xb ... , Xn) == 0 (mod pk) (3) 

pour toutes les valeurs entieres de k. En liaison avec ce probleme, Hensel 
a introduit, pour chaque nombre premier p, un nouveau type de nombres 
appeles par lui nombres p-adiques et a demontre que la resolubilite des 
congruences (3) pour tout entier k est equivalente a la resolubilite de !'equa
tion (1) dans !'ensemble des nombres p-adiques. Par suite, la resolubilite 
des congruences (2) pour tout entier m est equivalente a la resolubilite de 
!'equation (1) dans les ensembles de nombres p-adiques pour les nombres 
p premiers. 

En utilisant la notion de nombre p-adique, on peut done donner la forme 
suivante au theoreme mentionne ci-dessus (ce chapitre est consacre a la 
demonstration de ce resultat) : si F(xb ... , Xn) est une forme quadratique 
a coefficients entiers, !'equation (1) est resoluble en nombres entiers si et 
seulement si elle est resoluble en nombres reels et en nombres p-adiques, 
pour tout p. 

Dans la formulation de ce theoreme, appele le theoreme de Minkowski
Hasse, et dans beaucoup d'autres questions, les nombres p-adiques figurent 
sur le meme plan que les nombres reels. De meme que les nombres reels 
interviennent de maniere naturelle dans l'etude des limites de nombres 
rationnels, les nombres p-adiques jouent un role analogue dans les questions 
liees a la division suivant les puissances successives du nombre premier p. 
Cette analogie entre les nombres p-adiques et les nombres reels sera precisee 
en montrant que les nombres p-adiques, tout comme les nombres reels, 
peuvent etre obtenus par completion a partir des nombres rationnels (pour 
d'autres metriques que la valeur absolue usuelle). 

Faisons une derniere remarque : si F est une forme, la resolubilite en 
nombres entiers de !'equation (I) est bien entendu equivalente a !'existence 
d 'une solution formee de nombres rationnels; ainsi, dans le theoreme de 
Minkowski-Hasse, on peut parler de la resolubilite en nombres rationnels au 
lieu de la resolubilite en nombres entiers. Cette remarque evidente prend toute 
sa signification dans le resultat suivant : si F est un polynome quelconque 
de degre 2, le theoreme correspondant donne des conditions de resolubilite 
de !'equation (1) en nombres rationnels et non pas en nombres entiers. Par 
suite, dans l'etude des equations du deuxieme degre nous ne nous limiterons 
pas a l'etude des solutions en nombres entiers mais examinerons egalement 
les solutions en nombres rationnels. 

CONGRUENCES 3 

EXERCICES 

1. Montrer que !'equation 1sx2 - 7y2 = 9 n'a pas de solutions en nombres 
entiers. jc. 1 ; ·, J. 1r·.~- 17', 1117;, a~ . 

2. Montrer que l'equation. 5.x3 t .11y8 + 13za =_0 n'a ~as d'autre .~olution en 
nombres entiers que la solution tnviale x = 0, Y - 0, z - 0. ·· · , . 

3. nemontrer que les nombres entiers de la f ?rme sn. T;+ 7 ne peuvent pas s Ccrire 
comme somme de trois carres de nombres entters. u- ' -r 

4. Utilisant les proprietes du symbole de Legendre, demontrer que la congruence 

(x2 - 13)(x2 - 17)(x2 - 221) = 0 (mod m) 

est resoluble pour tout entier m. Remarquer cependant qu'!l est evidentbque l'etq.ua
tion (x2 _ l3) (x2 _ 17) (x2 _ 221) = o n'a pas de solution en nom res en 1ers~ 

5 Demontrer que !'equation lineaire a1X1 + .. · + OnXn = b, o~ ab · • ., 
0

m 
sont des entiers, est resoluble en nombres entiers si et ~u1ement s1 la congruence 
correspondante modu1o m est resoluble pour tout entier m: . . 

6. Demontrer le meme resultat pour un systeme d 'equations linearres a coeffi-

cients entiers. 

§ 1. - CONGRUENCES 
MODULO UN NOMBRE PREMffiR 

1) Equivalence des polynomes 

Rappelons tout d'abord quelques proprietes des congruences modulo un 
nombre premier. Comme on le sait, les classes resid~elles modulo~ formen~ 

fi · • .1..1.1.ments qui sera constamment des1gne dans la smte par F P, un corps m a p c c . • 
chaque congruence modulo p s 'interprete comme une egalite dans ce corps. 
Tousles resultats de ce paragraphe et du suivant sont valables n?n.seulement 
pour le corps F,, mais plus generalement pour tout corps fimf tl suffit de 
remplacer a chaque fois le nombre p par le nombre q = p"' d elements de 
ce corps Nous nous limiterons cependant a l'etude des corps F, et c'est 
seuleme~t pour donner un contre-exemple apres le theoreme 3 que nous 
devrons faire appel a un corps fini qui ne soit pas de ce type. 

Les corps residuels modulo un nombre premier. (et pl~s ~eneralement tout 
corps fini) possedent une serie de ~:oprietes . qm les dtsti~guent des corps 
usuels de l'algebre elementaire. VolCl la plus 1mportante d entre elles, dont 
nous aurons souvent besoin : deux polynomes qui prennent .des valeurs 
egales pour toutes les valeurs des variables n 'ont pas necessairement des 
coefficients egaux. Ainsi, d'apres le petit theoreme de Fermat, les poly
nomes xP et x prennent des valeurs egales quand x parcourt tout le corps F p 
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mais leurs coefficients ne sont pas egaux ( ce phenomene se produit dans tout 
corps fini : si ix1, ... , ixq sont tous les elements de ce corps, le polynome 
(x ix1) • • • (x - ixq} a coefficients non nuls prend seulement la valeur 0 
quand x parcourt tout le corps fini considere). 

Nous ecrirons 

F(x1, ... , Xn) G(x1, ... , Xn) (mod p) 

et nous dirons que les polynomes F et G sont congrus si leurs coefficients 
correspondants sont congrus modulo p. Si maintenant nous avons 

pour tous les systemes de valeurs Cu ••• , Cm nous ecrirons F ,..._ G et nous 
dirons que les polynomes F et G sont equivalents. 11 est clair que si F == G, 
alors F f"-.J G, mais l'exemple des polynomes x et xP montre que la reciproque 
n 'est pas vraie en general. 

Puisque les deux congruences F == 0 (mod p) et G :=:= 0 (mod p} ont les 
memes solutions si F ,..._ G, i1 est naturel pour etudier une congruence de 
remplacer le polynome considere par un polynome equivalent plus simple. 
Precisons cette question. 

Si une inconnue x, figure dans le polynome F avec un exposant superieur 

a p, alors, utilisant !'equivalence xf X; qui resulte du theoreme de Fer

mat, nous pouvons remplacer xf par x1 dans F. Puisque les equivalences 
s 'additionnent et se multiplient terme a terme, on obtient facilement ainsi 
un polynome equivalent a F et de degre en x1 strictement plus petit. On 
peut alors repeter ce processus jusqu'a obtention d'un polynome equiva
lent a F dont le degre par rapport a chaque variable est strictement inferieur 
a p. Un tel polynome sera dit reduit. II est clair que par le remplacement 

de xf par X; le degre total de F (par rapport a }'ensemble des variables) 
diminue; nous obtenons ainsi le resultat suivant. 

THEoREMB 1. - Tout polynome F est equivalent a un polynome reduit F* 
dont le degre total est inf erieur OU ega/ au degre total de F. 

Montrons maintenant que le polynome reduit equivalent a un polynome 
donne est unique. 

THOOREMB 2. - Deux polynomes reduits qui sont equivalents sont congrus. 

Ce theoreme se demontre par recurrence sur le nombre de variables, 
exactement comme le theoreme rappele ci-dessus sur l 'identite des poly
nomes. Bien entendu, il suffi.t de montrer que si F est un polynome reduit 
equivalent a 0, alors F =' 0 (mod p). 

Considerons tout d'abord le cas n = 1. Si le degre de x est inferieur a p 
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et F(c) 0 (mod p) pour tout c, alors Faun nombre ~e racines supe::. 
a degre et cela n'est possible que si tousles coefficients de F so~t 

'bslon i' e F == 0 (mod p). Soit maintenant n ~ 2; nous ecnrons F 
s1 es par p, . · 
sous la forme 

) A (x X ) + A1(x1, • , ., Xn-i)Xn + • • • 
F(xu • .. , Xn = o 1' ... , n-l ) p-1 + Ap-i(X1' , •• , Xn-l Xn • 

Considerons un systeme arbitraire de valeurs X1 = Ci, ••• ' Xn-1 

posons 

Ainsi 
p-1 

Cn-1 et 

F(c C X) = Oo + 01Xn + • · · + Op-iXn ' 
1, ••• , n-b 

nous avons obtenu un polynome d'une seule variable Xn qui est eq~iva-
et " 0 . F O Mais le theoreme est demontre pour les polynomes 
lent u puisque f"-.J • Ai · 
d'une variable et par suite ce polynome est congru a 0. ns1 

Ao(C1t ... ' Cn-J 0 (mod p) 

Ap1(~1t ••. ' Cn-1) 0 (mod p), 

. A ,_, 0 (puisque cb ... 'Cn-1 sont arbitraires). Puisque 
I e Ao f"-.J 0, · · · ' P-1 L..t 't 1 rs par · · " A A de (n 1) variables sont rc:;uUl s, a 0 ' 
les polynomes o, ••• , p-1 
hypothese de recurrence, on a 

Ao 0 (modp), ... , Ap-1 ===0 (modp), 

d'ou F ;;; o (mod p). 

2) Theoremes sur le nombre de solutions des congruences 

Donnons deja quelques consequences des theoremes 1 et 2. 

F( \ - o (modp) a une solution 
THEOREME 3. - Si la congruence xb · · ·, Xn1 =: , . 

et si le degre total du polynome F est strictement infer~eur au nombre n des 
variables, a/ors cette congruence a au moins deux solutions. 

DEMONSTRATION. - Supposons que le polynome F(xb ... , Xn) de degre r 

ait une solution unique 

Xi ;;; 01 (mod p ), ... , Xn ::== On (mod p ). 
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P~sa11t H(xi, ... , xn) 1 -: F(~1, · · ·' xn)P-1
, nous avons, d'apres Ies hypo

theses faites sur F et le pet1t theoreme de Fermat 
' 

H(x X ) = { 1 si X1 ai, ... , Xn == an (mod p) 
b • • ., n - ) 

t 0 sinon. 

S~t II* le poll'._Dilme r6duit l!quivalent au polynilme II (cf. thc!orCme J); 
H . prend les m~mes vale.urs que H. Mais il est facile, par ailleurs, de cons
tr~rre un polynome redu1t prenant les memes valeurs que H · c'est le p ly-
oo~ ' o 

n 

fJ(1 - (x1 - a,y-1
). 

i=l 

D'apres le theoreme 2, nous aurons done 

n 

H* == fJ(1 - (x; a1)P-1
) (mod p) 

i=l 
{l) 

et, d'apres le theoreme I, le degre de H* est inferieur au degre d H · 
infer· ' (p 1) 1 e ' 1. e. 

1eur a r - , a ors que son degre, d'apres (I), est egal a n(p _ 1). 
II en resulte n(p - 1) ~ r(p - 1), ce qui contredit l'hypothese r < n. 

COROLLAIRE (theoreme de Chevalley). - Si F(x
1

, ••• , Xn) est une forme 
de degre strictement inferieur a n, la congruence 

(modp) 
a une solution non nu/le. 

L'existence de cette solution resulte du theoreme 3 puisque cette 
congruence admet trivialement la solution nulle. 

, Montrons qu'il est impossible d'ameliorer l'inegalite r < n dans le theo
reme de Chevalley; nous construirons a cet effet pour tout entier n une 
forme F(xi, .•. , Xn) de degre n telle que la congruence 

F(xi, .•. , Xn) 0 (mod p) 
(2) 

.n'ait. que la solution nulle. Nous utiliserons le fait que, pour tout n ~ 1, 

II e~iste un ~orps fini I; a pn elements contenant F P comme sous-corps 
(vou append1ce, §. 3, theoreme 2); soit ooi, .•. , oon une base du corps I; sur 
le corps FP. Cons1derons les combinaisons lineaires x oo + + x '·' ou' 

l l • • • n'Uln , 
Xi, · · ·, Xn prennent des valeurs quelconques dans FP. La norme 

N.E!F/X1Ct>1 + • · • + XnCt>n) = <p(xb ••. , Xn) 

est une forme de degre n en xi, ... , Xn, a coefficients dans FP. Par definition 
de la norme N{oc) d'un element tX X16>1 + ... + XnCt>n (x1 E Fp) (cf. appen-
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dice§ 2, 2)), on a N(oc) = 0 si et seulement si oc = 0, i.e. X1 ... = Xn = 0. 
Ainsi, la forme <p est telle que I' equation <p(xh ... , Xn) = 0 admet seulement 
la solution nulle dans le corps FP. Rempla~ons maintenant chaque coeffi
cient de Ia forme <p, qui est une classe residuelle modulo p, par un represen
tant de cette classe. Nous obtenons ainsi une forme F(xb ... ' Xn) a coeffi
cients entiers, de degre n a n variables telle que la congruence (2) n 'ait que 
la solution nulle. 

Le theoreme 3 est un cas particulier du resultat suivant. 

THEOREME 4 (theoreme de Warning). - Si le degre du polynome F(xb ... , Xn) 
est strictement inferieur a n, le nombre de solutions de la congruence 

F(xh .•. , Xn) 0 (modp) 

est divisible par p. 

DEMONSTRATION. - Supposons que la congruence consideree ait s solu

tions A,= (a~>, ... , a~~' i = 1, ... , s. Posons, cette fois encore, H = 1 - pP-1• 
II est clair que 

~ 1 si X A, (modp) 

H(X) = ? o dans les autres cas; 
i=l, ... ,s, 

ici, X = (xh .•. , xn) Qes congruences entre vecteurs a coordonnees entieres 
signifient que Ies composantes correspondantes de ces vecteurs verifient la 
congruence). Pour A = (ah ... , an), formons le polynome 

II est clair que 

Posons 

n 

DA(xh ... , Xn) TI (1 - (xi - ai)P-1
). 

j=l 

l l si X ==A (modp) 
D (X) = 

A 0 sinon. 

(3) 

(4) 

H*(xh ... , Xn) = DA/x1, ... , Xn) + ... + DA/xh · · ·' Xn)· (5) 

La congruence ( 4) montre que H* prend les memes valeurs que H pour toutes 
les valeurs des variables x1, ... , Xm i. e. H ,....., H*. Puisque chacun des poly
nomes DA. est reduit, H* est aussi reduit; il resulte alors des theoremes 1 et 2 

' 
que le degre de H* est inferieur au degre de H, lui-meme strictement infe-
rieur a n(p 1). Mais dans chaque DA,, il ya un seul terme de degre n (p-l), 

c'est le terme (- l)n (x1 ... xn)P-1• Puisque le degre de H* est strictement 
inferieur a n(p - 1), la somme de tousles termes de degre p - 1 est nulle, 
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ce qui exige s == 0 (mod p). Ceci termine la demonstration du theoreme 4. 
Le ... theoreme 3 resulte du theoreme 4 : sip~ 2, s #: o et s == o (mod p) 

entrament s ~ 2. 

3) Les formes quadratiques modulo un nombre premier 

Appliquons les resultats precedents aux formes quadratiques. Le theo
reme suivant est une consequence immediate du theoreme de Chevalley. 

THEOREME 5. - Soit f (xb ... ' Xn) une forme quadratique a coefficients 
entiers. Si n ~ 3, la congruence 

f (xb ... , Xn) == 0 (mod p) 

a une solution non nu/le. 
Le cas des formes quadratiques a une seule variable ne presente guere 

d'interet (si a =I= 0 (mod p), la congruence ax3 == O (mod p) a seulement la 
solution nulle ). 

Considerons le cas des formes quadratiques a deux variables. Nous suppo
serons P #: 2 (pour n = 2, p = 2, ii est facile d'etudier directement toutes 
les formes quadratiques possibles). La forme peut al ors s 'ecrire 

f(x, y) = ax2 + 'lbxy + cy•. 

Nous designerons par d son determinant ac - b3
• 

THEOREME 6. - La congruence 

f(x, y) == 0 (modp) (p #: 2) (6) 

a une solution non nu/le si et seulement si - d est ou bien divisible par p ou bien 
est un residu quadratique modulo p. 

DEMONSTRATION. - II est clair que pour des formes f et Ji. equivalentes 
sur le corps FP (voir appendice § 1, 1)), les congruences (6) ont simultanement 
une solution non nulle ou pas de solution non nulle. Puisque dans le pas
sage d 'une forme a une forme equivalente, son determinant est multiplie 
par le carre d'un element non nul du corps Fp, nous pouvons, dans la demons
tration du theoreme 6, remplaeer la forme f par une autre qui lui soit equi
valente. Chaque forme est equivalente a une forme diagonale (appendice § 1, 
theoreme 3); par suite, nous pouvons supposer que 

f= ax•+ cy•, d=ac. 
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Si a== O ou c = 0 (mod p), le theoreme est evident. Si maintenant ac 0 
(mod p) et si la congruence (6) a une solution non nulle (xo, Yo), alors, 

de la congruence 

ax!+ cy! == 0 (mod p) 

nous tirons 

(
cy0)

2 

- ac == Xo (modp) 

(la fraction w =~(mod p) designe le resultat de la division dans le corps FP, 
v 

i. e. la solution de la congruence vw ~ u (mod p)). Ainsi ( ~ d) = 1. Reci· 

proquement, si ( Pd) = 1 et - ac == u• (mod p), nous pouvons prendre 

(xo, Yo) = (u, a). 

EXERCICES 

1. Determiner le polynome reduit equivalent modulo p en monome xk. 
2. Construire une f orme cubique F(xb x2, Xs) telle que la congruence 

(mod 2) 

n'admette que la solution nulle. 
3. Avec. les notations de la demonstration du theoreme de Warning, .montrer 

que, pour p =f:= 2, les composantes des solutions Ai (i = 1, •.. , s) verifient les 

congruences 
, , 
'2 ail) = ... = '2J.~> = O (mod p). 
t=l i=l 

4. Generalisant le theoreme 4 et l'exercice 3, montrer, avec. ces notations, que 
l 'on a les congruences 

, , 
'2<a?>)k== ... = '2<a~>)ksO (modp) 
f=l i=l 

pour k = O, 1, •.. , p - 2. 
5. Demontrer que si F

1
(x1 , ••• , Xn), ••• , Fm(xb ••. , Xn) sont des _polynl>mes 

a coefficients entiers de degres r b ••• , rm tels que r 1 + . . . + rm < n et Sl le systeme 
des congruences 

:1(~1, .' •• ~ x~) - 0 (mod p) l 
Fm(X1, •••• Xn) a 0 (modp) 

a au moins une solution, alors il en a au moins deux. 

(7) 
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6. Avec les hypotheses de l'exercice 5, montrer que le nombre de solutions du 
systeme (7) est divisible par p. 

7. Montrer que si fest une forme quadratique sur le corps FP de rang ~ 2 
et a =/= 0 (mod p ), al ors la congruence 

f a (modp) 
est resoluble. 

8. Utilisant les theoremes 2 et 3 de l'appendice, montrer que deux formes qua
dratiques non singulieres sur le corps FP(p ::f=. 2) sont equivalentes si et seulement 
si le produit de leurs determinants est un carre. 

9. Definir le groupe des classes de Witt de formes quadratiques sur le corps 
Fp(P ::f=. 2) (cf. exercice 5 du§ 1 de l'appendice). 

10. Montrer que le nombre de solutions non nulles de la congruence/(x, y) = O 
(modp), oil/est une forme quadratique de determinant d 0 (modp), est egal a 

(p - 1)(1 + (~ d)). 
11. Utilisant le theoreme 7 du § 1 de l'appendice, montrer que si f (xb ... , xn) 

est une ~orme quadratique de determinant d =/= 0 (mod p), p ::f=. 2, alors le nombre 
de solutions non nulles de la congruence f(xb •.. , xn) = O (mod p) est egal a 

pour n pair 

pn- 1 
- 1 pour n impair 

12. Avec les hypotheses de l'exercice 11, trouver le nombre de solutions de la 
congruence 

f(xb ... , Xn) a (modp). 

§ 2. - SOMMES TRIGONOMETRIQUES 

1) Congruences et sommes trigonometriques 

Dans ce paragraphe, nous considererons encore les congruences modulo 
un nombre premier, mais d 'un point de vue different. Les theoremes du § 1 
donnent des resultats sur le nombre de solutions d 'une congruence en liaison 
avec le degre et le nombre de variables du polynome. lei, c'est la grandeur 
du nombre premier p qui joue un role essentiel. 

Nous avons dit au debut de ce chapitre que pour que }'equation 

F(xb ... , Xn) = 0 

soit resoluble en nombres entiers, ii est necessaire que les congruences 
F == 0 (mod m) soient resolubles pour tous les entiers m; en fait, on a vu 
qu 'il suffisait de considerer les cas ou m est une puissance de nombre premier. 
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Nous allons voir que pour une classe tres importante de polynomes, les 
congruences F == 0 (mod p) sont automatiquement resolubles pour tout 
entier p assez grand. 

DEFINITION. - Un polynome F(xb ... , Xn) a coefficients rationnels est 
dit absolument irreductible s'il n'est decomposable en produit de polynomes 
non triviaux dans aucune extension du corps des nombres rationnels. 

Le th6oreme fondamental est le suivant : 

TufoR.EME A. - Si F(xb •.. , Xn) est un polynome absolument irreductible 
a coefficients entiers, a/ors la congurence 

(modp) (1) 

est resoluble pour tout nombre premier p superieur a un certain nombre ( depen
dant du polynome F). 

On a un resultat analogue pour les solutions non nulles d 'un polynome 
homogene F et pour les systemes de congruences (pour des notions appro
priees d'irreductibilite absolue). 

Le theoreme A est trivial pour n 1 (tout polynome a une variable de 
degre superieur a 1 se decompose dans le corps des nombres complexes et 
le theoreme est trivial pour les polynomes du premier degre). Pour n = 2 
deja, la demonstration utilise des methodes plus profondes de geometrie 
algebrique. Dans le cas n 2, le theoreme A a ete obtenu par A. Weil 
(A. Weil, Sur les courbes algebriques et les varietes qui s'en deduisent, 
Act. Sci. Ind., 1041, Paris, Hermann, 1948). Des variantes de cette demons
tration figurent dans les travaux de S. Lang (S. Lang, Abelian varieties, 
Interscience Tracts, n° 7, New York, 1959) et A. Mattuck et J. Tate (On 
the inequality of Castelnuovo-Severi, Abh. Math. Sem. Univ. Hamb., 1958, 
B. 22, H. 3-4, 295-299). 

Le passage den 2 au cas general s'effectue beaucoup plus simplement. 
C'est fait dans les travaux de L. B. Nisnevitch (Sur le nombre de points des 
varietes algebriques dans les corps premiers finis, Dok!. A. N. URSS, 1954, 
99, n° 1, 17-20) et de S. Lang et A. Weil (Number of points of variety in 
finite fields, Am. J. Math., 1954, 76, n° 4, 819-827). 

Les ouvrages ci-dessus demontrent en fait plus que le theoreme A; ainsi, 
on montre que si on fixe le polynome F, le nombre N(p) de solutions de la 
congruence (I) tend vers l 'infini quand le nombre premier p tend vers 
l 'infini. Plus precisement encore, on a evalue la rapidite de croissance du 
nombre N(p ). La formulation exacte de ce resultat est la suivante : 

THEOREME B. - Le nombre N(F, p) de solutions de la congruence ( 1) satisf ait 
a l'inegalite 

I N(F, p)- pn-1 j < C(F)pn-1-!, 

la constante C(F) dependant seulement du polynome F et non de p. 
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L'unique procede de demonstration actuellement connu du theoreme A 
est de le deduire du theoreme B. Nous ne pourrons pas donner ici de demons
tration des theoremes A et B car i1 faut des outils algebriques beaucoup 
plus elabores que ceux dont nous disposons dans ce livre. Cependant, nous 
exposerons une methode qui permet de demontrer ces theoremes dans des 
cas particuliers; nous choisirons ici un de ces cas particuliers. 

Tout repose sur le fait qu'on peut representer le nombre de solutions de 
I' equation (1) comme somme de certaines racines piemes de l 'unite. Les 

1 

sommes de ce type sont dites trigonometriques. 
Posons quelques notations. Sif(x) ouf(x1, ••• , Xn) est une fonction a 

valeurs complexes dont les valeurs dependent seulement des classes resi
duelles des nombres xb ... , Xn modulo p, nous designerons par 

Li<x) OU 

x 

les sommes etendues a toutes les valeurs X OU Xb ••• , Xn d 'un systeme 
complet de residus modulo p et par 

x 

la somme etendue a toutes les valeurs x d 'un systeme reduit de residus. 
Soit ~ une racine primitive pieme de 1 :fixee. On voit alors facilement que 

"''\ ~ p si y == 0 (mod p) 
~ xy= ( 0 si y¢0 (modp). 

x 

(2) 

Ces egalites vont nous permettre d'obtenir une expression tres simple du 
nombre de solutions de la congruence (1). 

Considerons la somme 

S = L L ~xF(x1• .. ·•"n) • 

"1• .. . ,xn x 

Siles valeurs xb ... , Xn constituent une solution de la congruence (1), on a, 
en accord avec (2), 

L ~xF(x1• .... "n) = p ; 

x 

si maintenant F(xb ... , xn) =¢:: 0 (mod p), on a, toujours d'apres (2), 

L ~xF(x1,. .. • xn) = 0. 

:Jr 
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Ainsi S=Np, en designant par N le nombre de solutions de la congruence (1). 
:Enonyons ce resultat sous forme d'un theoreme : 

THEOREME 1. - Le nombre N de solutions de la congruence (1) est donne 

par 

N = ~ L ~xF(x1• ... ,xn), (3) 

x,x1, .. . ,xn 

Separons les pn termes de la somme (3) tels que x == 0 mod p; chacun de 
ces termes est egal a 1 et on a done 

N = pn-1 +; L' L ~xF(x1,. .. ,xn) (4) 

X "l• • . .,Xn 

:Ecrite ainsi, la formule donnant N suggere le theoreme B. Il suffit seulement 
de demontrer (mais toute la difficulte est la !) que quand p croit, la somme 
des termes restants croit plus lentement que son terme principal. 

2) Sommes de puissances 

Nous appliquerons les resultats qui precedent au cas ou le polynome F 
est de la forme 

a.=]EO (modp). 
l 

Nous supposerons n > 3 puisque pour n = 1 ou n = 2 le nombre de solu
tions de la congruence F == 0 (mod p) se calcule trivialement. 

En accord avec la formule ( 4), le nombre de solutions de la congruence 

0 (modp) 

est donne par la formule 

1 ~' ""' x(a xr1 + ... +a xrn) 
N = pn-1 + p ~ L ~ 1 1 n n , 

qui peut aussi s'ecrire 

X Xl, •• • ,Xn 

1 ~,nn ~ a xri 
N = pn-1 + p L ~ ~ i i. 

x i=l x1 

Cette formule nous conduit a l'etude des sommes de la forme 

(a¢0 (modp)); 
v 

(5) 
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ii est facile de verifier que 

2 ~ay = 2 m(x)~ax, (6) 
y x 

en designant par m(x) le nombre de solutions en y de la congruence 

yr== x (mod p). 

II est clair que m(O) = 1; nous allons calculer m(x) pour x ¢:. O (mod p). 
Soit g une racine primitive modulo p; alors 

x == gk (mod p), (7) 

l'exposant k etant defini de maniere unique modulo p - 1. Posant y == K: 
(mod p), la congruence yr== x (mod p) est equivalente A la congruence 

ru k (mod (p - 1)). (8) 

D'apres la theorie generale des congruences du premier degre, la 
congruence (8) a d = (r,p-1) solutions en u ou n'a aucune solution suivant 
que k est divisible par d ou pas. Par suite, 

m(x) = ~ d si k == 0 (mod d) 
( 0 si k 0 (mod d). 

(9) 

Donnons une autre evaluation plus utilisable du nombre m(x). Soit e 
une racine primitive d'ordre d de 1 et definissons pour tous les nombres 
entiers x relativement premiers a p des fonctions Xs (s = 0, 1, ... ' p - 1) 
en posant 

(10) 

ou k verifie la congruence (7) (d'apres l'egalite eP-1 = 1, la valeur e.k8 ne 
depend pas du choix de k). Si k == 0 (mod d), alors eks = 1 pour tout 
s = 0, 1, .. ., d - 1 et par suite la somme 

est egale a d. Si maintenant k 0 (mod d) alors ek :/-:- 1 et par suite 

d-1 

~ 
fled-I 

eks=--=0. 
ek- I 

a-=O 
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Rapprochant ce resultat des egalites (9), nous obtenons (pour x non divisible 

par p) la formule 
d-1 

m(x) = ,Lx.s(x) 
s=O 

L'expression donnee plus haut pour m(x) permet d'ecrire l'egalite (6) 

sous la forme 

(11) 

Les fonctions Xs introduits ci-dessus possedent, c'est clair, la propriete 

Xs(xy) = x.s(x)x.s(y) (12) 

et s'appellent les caracteres multiplicatifs modulo p. Etendons-les a tousles 
entiers x en posant x.s(x) = 0 si x est divisible par p. II est clair que, pour 
cette definition, la propriete (12) est conservee. Le caractere xo(n) dont la 
valeur pour px est egale a 1 s'appelle le caractere unite. 

Separons dans la somme (11) les termes qui correspondent au caractere 

unite Xo· Puisque 

x x 

l'egalite (11) peut s'ecrire sous la forme 

(13) 

y .r=l x 

(ici on peut considerer que x parcourt un systeme complet de residus 
modulo p, puisque x.s(x) = 0 pour x == 0 (mod p)). 

Soient x un des caracteres Xa et a un nombre entier. L'expression 

,Lx(x)~ax 
x 

s'appelle somme de Gauss et se designe par "'aW· 
Les formules (5) et (13) nous permettent de formuler le theoreme suivant. 

TnooR.EME 2. - Le nombre N de solutions de la congruence 

(14) 
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est donne par la formule 
n d;-1 

N = pn-l + J, 2'112 Ta;x{x;,8), (15) 
x i=l a-=1 

dans laquel/e di = (r;, p - 1), /es caracteres li,a etant de.finis par l'egalite (10) 
avec d = d;. 

Remarquons que si un des d1 est egal a 1, i. e. si ri relativement premier 
avec p - 1, alors dans la formule (15) la somme interieure correspondante 
sera nulle (comme somme indexee par !'ensemble vide) et par suite dans ce " 
cas on a la formule N = pn-1

• Cela est d'ailleurs clair directement puisque 
pour chaque choix des valeurs X1, ... , X;-b X;+i, ••• , Xn ii existe une 
valeur x; et une seule pour laquelle la congruence (14) est satisfaite. 

Le theoreme 2 prend tout son sens grace au fait que le module de la somme 
de Gauss peut etre calcule exactement. Nous montrerons dans le point ·' 
suivant que 

J Ta(x.) I= VP pour a 0 (modp) et x =fa Xo 

(cf. aussi exercice 8). 

Voyons ce que donne le theoreme (2) en utilisant ce resultat. II resulte 
de la formule (15) que 

n d;-1 

IN - pn-l I~;, 2'1121 Ta;xCxi,s) I 
x i=l a=l 

1 n 1 n n , 

= - (p - 1) TI <di - 1)p2 = (p - l)pi-l Il<d; - 1). · 
p i=l i=l 

Nous obtenons ainsi le theoreme. 

THEOREME 3. - Le nombre N de solutions de Ia congruence 

a1X~1 
••• + anx:n == 0 (mod p) 

pour tous /esp premiers ne divisant pas ab ... ' an satisfait a l'inegalite 

n 

JN - pn-11 ~ C(p - l)pi-1 (16) 
avec 

d; = (r;, p - 1 ). 

Pour n ~ 3, on peut obtenir le theoreme B, pour les polynomes de la forme 
consideree, a partir du theoreme 3. En effet 

n 1 

l N -pn-11 ~ Cp2 < Cpn-1-2 

UNIVERSJT(~ DE GRENOBLE I 
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Remarquons, en passant, que l'inegali~EllM.t(llle-l Dt:tU& a\QlS.(jibtWi.ES 

pour n > 3 est plus precise que l'inegalite du tffflffrru:Br· FOURIER 

Remarque. - Pour demontrer le theoreme 3, ii suffirait, d'apres (S), de 

connaitre une estimation du module de la somme 2 ~ax". On peut obtenir 

une telle estimation plus rapidement, sans utiliser les sommes de Gauss 
(voir exercices 9 a 12 dus a H. M. Korobof). Nous exposons foi la demons
tration avec les sommes de Gauss car les sommes de Gauss ontdenombreuses 
autres applications en theorie des nombres. 

3) Module des sommes de Gauss 

Considerons l'ensemble :F de toutes les fonctions/(x) a valeurs complexes 
definies pour x entier rationnel et telles que/(x) ==f(y) six== y (mod p). 
Puisque chaque fonction f (x) e :F est de:finie par ses valeurs sur un systeme 
complet de residus modulo p, alors :F est un espace vectoriel de dimension p 
sur le corps des nombres complexes. Introduisons sur :Fun produit scalaire 
hermitien en posant 

1 "'\:' -
(f, g) p L./(x)g(x) 

x 

Une simple verification montre que, pour ce produit scalaire, les p fonctions 

fa(x) =~-ax (a residu modp) 

forment une base orthonormale dans :F. En effet, d'apres (2), 

(f.,f.·) = J, 2 ~(•'-o)x = j ~ 
x 

pour 

pour 

Les fonctions (17) qui possedent la propriete 

Ja(x + y) = fa(x)fa(y) 

a== a' (mod p) 

a a' (modp). 

(17) 

sont appelees des caracteres additifs modulo p. Cherchons les coordonnees 
d 'un caractere multiplicatif x dans la base (17). Soit 

x= 2(1.ala· (18) 
a 

Alo rs 

(19) 

llO.REVJTCH 2 
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Nous voyons ainsi que les sommes de Gauss "t'a(x) (a~ pres) sont les coor

donnees du caractere multiplicatif x dans la base des caracteres additifs fa· 
Pour obtenir une importante relation entre les coordonnees oca (et par 

suite entre les sommes de Gauss "t'a(x)), multiplions l'egalite 

x<x) = L a.afa(x) (20) ' 

a 

par x.c, oil c 0 (mod p), et rempla~ons l'indice de sommation a par ac : 

x(cx) = Lx(c)a.acfac(X) = Lx(c)a.acfa(cx). 
a a 

Comparant ceci avec (20), nous obtenons 

a.a= x(c)a.ac. (21) * 
i 

Supposant ici a= 1 et remarquant que I x(c) I = 1, nous trouvons 

pour c =¢= 0 (mod p). (22) 

Supposons maintenant que le caractere x est distinct du caractere unite Xo· : 

Alors on peut choisir le nombre c (relativement premier avec p) tel que'1 

x(c) i= 1 et l'egalite (21) pour a= 0 donne 

a.o 0. 

Demontrons maintenant le resultat annonce dormant le module de la Somme;' 
de Gauss. 

THEOREME 4. - Si x est un caractere multiplicatif modulo p, different du 
caractere unite Xo et a un nombre entier relativement premier avec p, a/ors 

DEMONSTRATION. - Considerons dans l'espace :F le produit scalaire (x, x). 

Puisque I x(x) I = 1 pour x 0 (mod p), alors 

1"'"' - p-1 
(x, x) = - /> _x(x)x(x) = -- . p........., p 

x 

D'autre part, en utilisant l'expression (18) et en tenant compte de (22) et (23) 
nous trouvons 

a 
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La reunion de ces deux resultats nous donne l'egalite 

(c=to (modp)), 

d'oil le resultat, d'apres la formule (19). 

EXERCICES 

1. Montrer que le theon~me A n 'est pas vrai pour les solutions non nulles 
du polynome F = x 2 + y 2 mais que, par contre, le theoreme B est vrai pour le 
polynome F x 2 - y 2• Bien entendu, ces polynomes ne sont pas absolument 
irreductibles. 

2. Soit cp(x) une fonction definie pour tousles nombres entiers x premiers avec p 
et prenant des valeurs complexes differentes de zero. Montrer que si <p(x) ip(y) 
pour x y (mod p) et <p(xy) <p(x)<p(y), alors cette fonction coincide avec une 
des fonctions Xs(x) = 11:.ks, e etant une racine primitive (p - 1)-eme de 1 (k est 
defini par la congruence (7)). 

3. Demontrer que toute fonction/ (x) de la variable entiere x a valeurs complexes 
non nulles qui depend seulement de la classe residuelle de x modulo p et telle 
que f(x + y) f(x)f(y) est de la forme f (x) ~tx, oil t est un certain entier 
et ~ une racine d' ordre p de 1. 

4. Soit p =/: 2. Demontrer que le caractere x = x.i defini par l'egalite (10) pour 
d = 2 (et s = 1) coincide avec le symbole de Legendre : 

x(x) (~) 
(ce caractere est appele le caractere quadratique modulo p). 

5. Supposons ab =f=. 0 (mod p) et soit x le caractere quadratique modulo p =/: 2. 
Demontrer la relation 

(-ab) 't'a(x}rb(x) = P P 

Pour les deux sommes de Gauss 't'a(x) et 't'b(x). 

6. Avec les memes notations, demontrer que 

th?· Resoudre les exercices 10, 11 et 12 du paragraphe precedent en utilisant le 
eoreme 2 et les resultats des exercices 5 et 6. 

( 8. Soient x un caractere multiplicatif modulo p, different du caractere Xo et a O 
tnod P ). Montrer que 

I -r:a<v 12 = 't'a<V-r:-;,GJ P ; 

en deduire une nouvelle demonstration du theoreme 4. 



20 THEORIE DES NOMBRES 

9. Soient f(x) un polynome a coefficients entiers et ~ une racine primitive 

d'ordre m de 1. On pose Sa= 2 ~aft.x>, Demontrer que l'on a 

xmodm 

2 ISal 2 =m 2 N(c)2, 
amodm cmodm 

en designant par N(c) le nombre de solutions de la congruence f (x) 

10. Soit ~ une racine primitive d'ordre p premier de 1 et posons Ta 

x 
Demontrer que 

2f I Ta 12 =p(p- l)(d- 1), 

a 

avec d = (r, p - 1 ). 
11. Avec les memes notations, montre\ que les sommes Ta, a O (mod p) · 

sont decomposables en d groupes de P d sommes egales entre elles. 

ce resultat et celui de l'exercice 1, en deduire que 

I Ta I< dyp, a 0 (modp). 

12. Remarquant que ,L'Ta = 0, obtenir pour Ta !'estimation meilleure 

a 

I Ta I~ (d- l)yp, a 0 (modp) 

(D'ap:es la formule (5), cette estimation nous donne une autre demonstration; 
du theoreme 3). 

13. Montrer que la congruence 

3x3 + 4y3 + 5z3 0 (mod p). 

a une solution non nulle pour tout p premier. 

§ 3. - LES NOMBRES p-ADIQUES 

1) Les nombtes entiets p-adiques 

Passons maintenant aux congruences modulo une puissance d 'un nombre ·: 
premier. Etudions un exemple. Soit la congruence 

x 2 2 (mod ?n). 

Pour n = 1, cette congruence a deux solutions : 

Xo = 3 (mod 7). (1) .. 
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Soit roaintenant n = 2. De 

x 2 == 2 (mod 72
), 

(2) 

resulte x 2 2 (mod 7) et par suite on peut chercher les solutions de la 
congruence.(2) SOUS la forme Xo + 7tb Xo etant Un des nombres definis par 
la congruence (1). Nous rechercherons les solutions de la forme x1 = 3 + 7t1 

(les solutions de la forme - 3 + 1t1 s'etudient de la meme maniere). Portant 

cette expression de X1 dans (2), nous obtenons 

(3 + 7t1)8 == 2 (mod 72
) 

9+6.1t1+121~ == 2 (mod 72
) 

1 + 611 == 0 (mod 7) 

t1 1 (mod 7). 

D'ou la solution X1 == 3 + 7 .1 (mod 72
). 

De meme, pour n 3, on pose Xa = X1 + 721a et a partir de la congruence 

(3 + 7 7212)2 2 (mod 73
) 

on obtient t2 == 2 (mod 7), i. e. 

x2 == 3 + 7.1+72 .2 (mod 73
). 

II est facile de voir que ce procede s'etend indefiniment. On obtient ainsi 

une suite 
(3) 

qui possede les proprietes : 

Xo == 3 (mod 7) 

Xn Xn-1 (mod ?n) 

x! ==2 

Le procede de construction de la suite (3) rappelle le procede d'extraction 

de la racine carree de 2. En effet, le calcul de y2 consiste en la construction 
d'une suite de nombres rationnels rb r2, ... , rm ... dont les carres sont aussi 
Proches que l'on desire de 2, par exemple 

I r! - 2 I < 1 ~n • 
Ici on t 't · d b · 

2 
' cons rm une smte e nom res entlers x0, xb ••• , Xm ••• pour lesquels 

Xn - 2 est divisible par 7n+i. Cette analogie sera plus claire si nous conve
nons que deux nombres sont proches (plus exactement p-proches, p etant 
un nombre premier) quand leur difference est divisible par une puissance 
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de p suffisamment grande. On pourra dire alors que les carres des nombres 
de la suite (3) sont, quand n croit, aussi 7-proches que l'on veut de 2. 

La construction de la suite { r n } definit le nombre reel y2. On peut . 
dire que la suite (3) definit ;egalement un nombre oc d 'une « nouvelle • 
nature » et tel, par suite, que oc2 = 2. 

Attirons !'attention du lecteur sur le fait suivant. Si une suite de nombres, 

rationnels { r~ } est telle que I r n - r~ I < -1- pour tout n alors sa limite 1.· IOn ' ' 
sera encore y2. Nous supposerons done egalement qu'une suite { x~} telle: 

que Xn == x~ (mod 7n+i) definit le meme « nouveau nombre » oc (pour cette 

nouvelle suite { x~ }, i1 est evident que l'on a aussi x~2 2 (mod 7n+i)' 

et x~ x~- 1 (mod 7 )). 
Ces remarques nous conduisent a la definition suivante. 

DEFINITION. - Soit p un nombre premier quelconque. Une suite de nombre 
entiers 

tels que 

Xn == Xn-1 (mod pn) 

deft.nit un nouvel objet appe!e nombre entier p-adique. Par definition di 

suites { Xn } et { x~ } definiront le meme nombre entier p-adique si et seule, 
ment si Xn == x~ (mod Pn+i) pour tout n ~ 0. 

Nous exprimerons le fait que la suite { Xn} 
p-adique oc par le symbole : 

{Xn} ~ OC. 

Nous designerons par ZP !'ensemble de tousles nombres entiers p-adiques. 
Pour les distinguer des nombres entiers p-adiques, les nombres entiers habi., 
tuels seront appeles entiers rationnels. ' 

A chaque nombre entier rationnel x, nous associerons le nombre enti 
p-adique defini par la suite { x, x, ... , x, ... } et nous designerons par 
meme lettre x ce nombre entier p-adique. Deux entiers rationnels x et y di , 
tincts definissent deux entiers p-adiques distincts. En effet, leur egali 

1 

comme entiers p-adiques entraine, pour tout n, la congruence x ==y (mod pn · 
ce qui exige x = y. Par suite, nous pourrons considerer }'ensemble Z d8'! 
entiers rationnels comme un sous-ensemble de l'ensemble Zp des nomb~. 
entiers p-adiques. l 

Pour concretiser plus clairement l'ensemble Zp, donnons un procede po 
choisir une suite standard dans !'ensemble de toutes les suites definissan 
un nombre entier p-adique donne. 
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Soit un nombre entier p-adique defini par une suite { Xn }. Designons 

- le plus petit nombre positif ou nul congru a Xn modulo pn+i : 
parXn 

La congruence (5) montre que 

Xn == Xn == Xn+l == Xn+i (mod pn) ; 

(5) 

(6) 

ainsi, la suite { Xn } definit un nombre entier p-adique, qui est le ~eme que 
celui defini par la suite { Xn } . U ne suite dont to us les termes satisfont aux 
conditions (4) et (6) sera dite canonique. Ainsi, chaque entier p-adique est 

defini par une suite canonique. 
II est facile de voir que deux suites canoniques differentes definissent des 

entiers p-adiques differents. En effet, si deux suites canoniques { Xn } et { Yn } 
definissent le meme entier p-adique, alors, d'apres les congruences 

Xn == Yn (mod pn+l) 

et les conditions 0 ~ Xn < pn+i, 0 ~ Yn < pn+i, on a Xn = Yn pour tout 
n ~ 0. Ainsi, les nombres entiers p-adiques sont en correspondance biuni
voque avec les suites canoniques. La condition ( 4) entraine que 

et, puisque 0 ~ Xn+i <-pnH, on a 0 ~ an+i < p; toute suite canonique est 

done de la forme 

{ ao, ao + a1p, ao + aip + ll<Jp2
, ••• }, 

avec 0 ~ ai < p. II est evident que, reciproquement," toute suite de cette 
forme est une suite canonique definissant un nombre entier p-adique. 11 est 
facile de demontrer a partir de la que !'ensemble des suites canoniques et 
par consequent !'ensemble des entiers p-adiques, ont la puissance du continu. 

2) L'anneau des nombres enders p-adiques 

DEFINITION. - On appelle somme et produit de deux nombres entiers 
P·adiques oc et~ definis par !es suites { Xn} et { Yn} !es nombres entiers p-adi
ques de.finis respectivement par !es suites { Xn + Yn} et { XnYn }. 

Pour que cette definition ait un sens, i1 faut montrer que les suites { xn+ Yn} 
et { XnYn} definissent des nombres entiers p-adiques et que ces nombres 
dependent seulement de oc et ~ et non du choix des suites qui les definissent. 



24 THEORIE DES NOMBRES 

La demonstration de ces proprietes est triviale et nous l 'omettrons. 
Il est clair a partir de ces definitions que pour ces operations, les entiers ; 

p-adiques forment un anneau commutatif contenant comme sous-anneau . 
l'anneau Z des entiers rationnels. 

La notion de divisibilite se definit ici comme dans tout anneau (voir· 
appendice § 4-1)) : IX est divisible par ~ s'il existe un entier p-adique y tel' 
que IX= ~y. Pour etudier les proprietes de divisibilite, il est important de 

I 

connaitre les en tiers p-adiques qui admettent un inverse; ces nombres seroni 
appeles diviseurs de l 'unite, ou unites. Nous les appellerons aussi unite 
p-adiques. 

THEOREME 1. - Un nombre entier p-adique IX defini par une suite { x0, Xi, ••• · 

Xm ••• } est une unite si et seulement si x0 =/= 0 (mod p). 
•, 

DEMONSTRATION. - Supposons que IX est une unite. Il existe alors u 
entier p-adique ~ tel que IX~ = 1. Si ~ est defini par la suite { Yn }, la condf' 
tion IX~ = 1 signifie que 

XnYn === 1 (mod pn+1
). 

En particulier XoYo === 1 (mod p), d'ou Xo 0 (mod p). Reciproquemen 
supposons x0 =/= 0 (mod p). Il resulte facilement de (4) que 

Xn == Xn-1 == .•. === X0 (mod p) 

d 'oil Xn =/= 0 (mod p ). Par suite, pour tout n, on peut trouver y n tel que 1 
congruence (7) soit verifiee. Puisque Xn == Xn-1 (mod pn) et XnYn == Xn-iYn-. 

(mod pn), alors Yn === Yn-1 (mod Pn)· Cela signifie que la suite { Yn } defi 
un nombre entier p-adique ~'qui est !'inverse de IX d'apres (7). 

Ce theoreme entraine qu 'un nombre entier rationnel a, considere co 
un element de 1 'anneau ZP, est une unite si et seulement si a =/= 0 (mod p 
Si cette condition est remplie, alors a-1 E Zp; ii en resulte que tout enti 
rationnel b est divisible par a dans Zp, i. e. tout nombre rationnel de 

forme boil a et b sont entiers et a 1=- 0 (mod p) appartient a ZP. Les nomb~ · 
a ~ 

rationnels de cette forme sont appeles p-entiers. Ils forment un anneau 
maniere evidente. On peut formuler ainsi ce resultat :· 

CoROLLAIRE. - L 'anneau ZP des nombres entiers p-adiques contient UJt,. 
sous-anneau isomorphe a I' anneau des nombres rationnels p-entiers. 

THOOREME 2. - Tout entier p-adique IX different de 0 s' ecrit de manih~ 
unique sous la f orme 

IX= p"'e 

ou e est une unite de I' anneau Zp. 
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TRA
TION - Si IX est une unite, alors (8) est satisfait pour m = 0. 

DEMONS • • .c • 0 ( d ) 
que { x } -ii- IX et que IX n'est pas une umtc, 1. e. Xo mo P • 

~w~m n • 
• .J_ o les congruences Xn == 0 (mod pn+i) ne peuvent pas avo1r 

PuJ.sque IX -r ' . • 
. r tout n · soit m le plus petlt ent1er tel que : 

beu pou ' 

Xm =/= 0 (mod pm+i). (9) 

Pours~ 0, 
Xm+a == Xm-1==0 

Xm+a • D 1 nee et par suite le nombre Ys = pm est un entter. e a congrue 

il resulte que 

Ya== Ys-1 (mod p") 

• Xm =±= O 
pour tout s ~ O. La suite {Ya} definit done e: E Zp. Puisque Yo = Pm r 

(mod p), il resulte alors du theoreme 1 que e: est une unite. Enfin, la 
congruence pmys = Xm+s == Xs (mod p8+1) entraine que pme: = IX, i. e. on a 
la decomposition (8). 

.{ • • k 
Supposons maintenant que IX admette une autre dccompos1t1on ix = P Yj 

avec k ~ 0 et "l une unite. Si { Zs} -ii- 'fJ, alors 

(10) 

pour touts~ O et, d'apres le theoreme 1, tousles Ys et z, ne sont pas divi
sibles par p puisque e: et "l sont des unites. Faisant s = m dans la 
congruence (10), on obtient 

pm Ym === pkzm =/= 0 (mod pm+ 1
), 

d'ou l'inegalite k ~ m. Par symetrie, on a de meme m ~ k, i. e. k = m. 
Rempla~ons s par s + m dans la congruence (10) et simplifions par pm. 

Nous obtenons 

Ym+s == Zm+s (mod p"+i), 

~:' puisque Ym+s == y, (mod p8+1) et Zm+s ==Zs (mod ps+i) d'apres (4), on a 
ten, pour tout s ~ O, 

ce . 
qui montre que e: = "l· 
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COROLLAIRE 1. - Un nombre entier p-adique ex defini par une suite { x,. ' 
est divisible par pk si et seulement six,, == 0 (mod p"+ 1) pour tout 

n = 0, 1, ... , k - 1. 

En effet, l'exposant m dans (8) a ete defini comme le plus petit enti 
pour lequel on a (9). 

COROLLAIRE 2. -L'anneau ZP n'a pas de diviseur de zero. 

En effet, si ex -:/: 0 et ~ -:/: 0, alors on a les representations ex = pme ' 
~ pk7J, e et 7J etant des unites {e et 7J ont done des inverses e-1 et 7)-l da 
l'anneau Zp). Si ex~ 0, alors, multipliant l'egalite pm+ke7J = o par e,-17J . 

nous obtiendrions pm+k 0, ce qui est impossible. 

DEFINITION. - Le nombre m qui figure dans la decomposition (8) d' 
nombre entier p-adique ex different de zero s'appelle la valuation p-adique · 
ex et se designe par vp(ex). 

Si le nombre premier p est fixe sans ambiguite, on appellera simplem · 
ce nombre la valuation de ex et on le designera par v(ex). Pour que la fo 
tion v(ex) soit definie pour tous les nombres entiers p-adiques, nous po 
rons v(O) = oo (cette definition formelle est justifiee par le fait que O 
divisible par des puissances de p arbitrairement grandes). 

Une demonstration immediate donne les proprietes suivantes de la val 
tion: 

v(ex~) v{ex) + v(~) 
v(ex + ~);;::min (v(ex), v(~)) 

v(ex ~) min (v(ex), v(~)), si v(ex) :/: (~). 

Les proprietes de divisibilite des nombres entiers p-adiques s'exprim .J 

tres simplement au moyen de la valuation. En particulier, on obtient fa 
lement, a partir du theoreme 3 : 

COROLLAIRE 3. - Un nombre entier p-adique ex est divisible par ~ si et s 
ment si v(ex) ~ v(~). 

Ainsi, l'arithmetique de l'anneau ZP est tres simple. II ya un seul elem 
premier (a un element associe pres), c'est le nombre p. Tout element de 
different de 0 est caracterise par sa valuation et son unite. 

En conclusion, nous etudierons les congruences dans l'anneau ZP. 
congruence est definie ici comme pour les nombres entiers et plus gener 
ment pour tout anneau (cf. appendice § 4-1)) : ex == ~ (mod y) signifie q 
ex - ~ est divisible par y. Si y = pne, e etant une unite, alors la congruen 
modulo y est equivalente a la congruence modulo pn. Par suite, on pe 
se limiter a !'examen des congruences modulo p". . 
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THEOREME 3. - Tout nombre entier p-adique est congru a un nombre entier 
. nel modulo p". Deux nombres entiers rationnels sont congrus modulo p" 

~~ ' dans /'anneau Zp si et seulement s'i/s sont congrus modulo p" dans I anneau Z. 

DEMONSTRATION. - Pour demontrer la premiere affirmation, etablissons 
que si cx est un nombre entier p-adique et { x,, } une suite de nombres entiers 

rationnels qui le definit, alors 
(14) 

Puisque x,,_1 est defini par la suite { x,,_1, x,,_1, ••• }, une suite definissant 
(/. - Xn-1 est { Xo - Xn-1' X1 Xn-1' ••• }. Appliquons a l'entier p-adique 
cx _ x,,_

1 
le corollaire 1 du theoreme 2. Nous voyons que la congruence (14) 

equivaut aux congruences 

Xn - Xn-1 0 (modpk+i), k = 0, 1, ... , n - 1, 

dont Ia verification decoule de la condition (4) de la definition des entiers 

p-adiques. 
Demontrons maintenant que pour deux entiers rationnels x et y, la 

congruence modulo p" dans ZP equivaut a la congruence modulo pn dans Z. 
Posons 

x-y=pma, a"=/=. 0 (mod p) (15) 

(on suppose x :/: y). La congruence 

x == y (mod p"). (16) 

dans l'anneau Z est equivalente a n ~ m. D'autre part (15) est la repre
sentation {8) du nombre x - y puisque a est une unite p-adique. Par suite 
vp(x - y) met la condition n ~ m peut s'ecrire sous la forme vp(x-y)~n, 
ce qui est equivalent a la congruence (16) dans Zp puisque v(p") n (cf. corol
laire 3 du theoreme 2). 

COROLLAIRE. 

ega/ a pn. 
Le nombre des classes residuel/es modulo p" dans ZP est 

3) Fractions p-adiques 

Puisque l'anneau ZP est sans diviseur de zero (corollaire 2 du theoreme 2), 
on peut l'inclure dans un corps en utilisant la construction du corps des 
fractions d'un domaine d'integrite. lei, cette construction nous conduit 

a etudier les fractions de la forme ?'OU ex est un entier p-adique quelconque 

~t k ~ 0. La fraction est ici simplement un symbole commode pour designer 
a Paire (ex, pk). 
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oc : 
DEFINITION. - Le symbolefractionnaire k' oc E zp, k > 0 definit un nombt'i 

p ' 
fractionnaire p-adique ou, plus simplement, un nombre p-adique. Deux fra 

oc ~ : 
tions jk et pm definissent le meme nombre p-adique si ocpm = ~pk dans ~ ' 

Nous designerons par QP !'ensemble de tous les nombres p-adiques. · 

Tout nombre entier p-adique definit un element~ = ,::._ de QP. 11 est cl 
1 po 

que des nombres entiers p-adiques differents definissent des nombr 
p-adiques differents de QP. Par suite, nous pouvons considerer Zp com 

~ 

un sous-ensemble de !'ensemble QP. . 
Les operations dans QP sont definies par les regles : 

oc ~ ocpm + ~pk 
j)k +pm= pk+m 

oc oc~ 
j)k • pm =pk+ m • 

Une verification triviale montre que le resultat des operations ci-des 
ne depend pas du choix des fractions qui definissent les elements co '. 
pondants de QP et que QP est un corps pour ces operations, le corps 
nombres p-adiques. II est evident que la caracteristique du corps QP est n 

1 

et par suite il contient le corps des nombres rationnels. 

THEoREME 4. - Tout nombre p-adique ; '# 0 est representable de mani 
unique sous la for me 

; =pme, 

ou m est un entier rationnel et e une unite de ZP. 

oc 
DEMONSTRATION. - Soit; = k' oc E ZP. D'apres le theoreme 2, a;= 

p 
l > 0, ou e est une unite de l'anneau Zp. Ainsi ; = pme avec m = l ·, 
L'unicite de la representation (17) decoule de !'affirmation correspon 
pour les nombres entiers p-adiques demontree dans le theoreme 2. 

La notion de valuation introduite ci-dessus se generalise facilement 
nombres p-adiques. Nous poserons 

.,,p(;) = m, 

ou m est l'exposant dans la representation (17). On verifie facilement que 
proprietes (11), (12) et (13) sont encore valables dans le corps QP. II 
clair que le nombre p-adique ~ est un nombre entier p-adique si et seulem , 

si "p(~) > 0. 
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4) Convergence dans le corps des nombres p-adiques 

Dans le sous-paragraphe 1), nous avons attire !'attention sur l'analogie 
· existe entre les nombres entiers p-adiques et les nombres reels : les uns 

qui fi · d · d b · 1 t les autres sont de ms par es smtes e nom res ratlonne s. 
e Puisque chaque nombre reel est, comme on le sait, la limite ·de toute 
uite de nombres rationnels qui le definit, i1 est intuitif de penser qu'il en 

s di . d sera de meme pour les nombres p-a ques pour une notion e convergence 
appropriee. Pour definir la limite d'une suite de nombres reels, on s'appuie 
essentiellement sur la notion de proximite : deux nombres reels ou ration
nels sont consideres comme proches si la valeur absolue de leur difference 
est suffisamment petite. Pour definir la convergence dans le corps des nom
bres p-adiques, il faut done definir la notion de nombres p-adiques proches. 

Dans l 'exemple du debut de ce paragraphe, nous avons deja parle de la 
p-proximite de deux nombres entiers rationnels x et y en entendant par la 
que la difference x - y est divisible par des puissances de p suffisamment 
grandes. Ainsi, apparait une nouvelle analogie entre les nombres reels et 
p-adiques pour la notion de proximite. Si on utilise la notion de p-valuation "P' 
il est clair que la p-proximite de x et y sera caracterisee par la valeur du 
nombre "P(x - y). Cela signifie que deux nombres p-adiques quelconques; 
et l) (non necessairement entiers) doivent etre consideres comme proches 
si la valeur "P(x - y) est suffisamment grande. En d'autres termes, les 
nombres p-adiques << petits >> sont caracterises par de grandes valeurs de 
leurs valuations. 

Apres ces remarques preparatoires, passons a une definition precise. 

DEFINITION. - Une suite 

{ ;n } { ;o, ;b • · · ' ;m · • · } 
de nombres p-adiques est dite convergente vers un nombre p-adique ; (ce que 
nous noterons lim ;n = ; ou { ;n } ~ ;) si 

n-+co 

lim "p(;n - ;) oo. 
n-+co 

On peut donner a la definition ci-dessus un aspect moins surprenant en 
~~nsiderant, au lieu de l'exposant "P defini sur le corps QP, une autre fonc-
1!~n, ~ valeurs reelles positives, qui tend vers 0 lorsque l'exposant tend vers 

P
1nfint. Par exemple, choisissant un nombre reel p tel que 0 < p < 1, 
osons 

si 
si 

(18) 
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DEFINITION. -Lafonction <pp(~),~ E Qp, definie laformule (18) s'appe 
une metrique p-adique. La valeur du nombre cpp(~) s'appelle la grandeur 
nombre p-adique ~ pour cette metrique. 

Comme pour la valuation, nous dirons frequemment que la fonction 
est une metrique et nous la designerons par cp. 

11 resulte facilement des proprietes (11) et (12) de l'exposant que 
metrique possede les proprietes : 

cp( ~ 'YJ) cp( ~) cp( 'YJ) 

cp(~ + 'YJ) ~ max(cp(~), cp('YJ)). 

Cette derniere inegalite entraine d'ailleurs 

cp(~ + 'YJ) ~ cp(~) + cp('YJ). 

Les proprietes (19) et (21) et la propriete cp(~) > O pour ~ =F O mon 
que la notion de metrique introduite ci-dessus pour les nombres p-adiq · 
est analogue a la notion de valeur absolue sur le corps des nombres r 
(ou de module sur le corps des nombres complexes). 

A l'aide de la metrique <pp, la definition de la convergence dans le corps 
devient : la suite { ~n }, ~n e QP, converge vers le nombre p-adique ~ si1 

lim cpp(~n - ~) = 0. 
n-+CO 

On peut facilement formuler et demontrer pour le corps QP les theore . 
habituels de !'analyse sur les limites des suites. Montrons par exemple 

si { ~n} ~ ~et ~ =F 0, alors l L ! ~ ~. Tout d'abord, a partir d'un ce 

rang, i. e. n ~ n0, nous aurons v(~n - ~) > v(~), d'ou, d'apres (13), 

en particulier v(~n) =F oo, i.e. ~n =F 0 et par suite~ a un sens pour tout n';;JI.·~: 
De plus, 

v ( ~ - ~) = v(~ - ~n) - v(~n) - v(~) = v(~n - ~) - 2v(~) -?o- 00 

pour n ~ oo, ce qui demontre notre affirmation. 

THEOREME 5. - Si le nombre entier p-adique IX est dejini par une suite { x~ 
de nombres entiers rationnels, a/ors cette suite converge vers IX. Tout no . 
p-adique ; est limite d'une suite de nombres rationnels. 
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E oNSTRATION. -De la congruence (14) resulte que vp(Xn - a)~ n + 1. 
D M·te v(x ~ix)~ oo pour n ~ oo, done Xn ~ix. Considerons mainte-

Par SUl n 

t Une fraction p-adique ~ = ; . Puisque 
nan p 

v(;.- ~) = v(x•pk ") = v(xn - oc)- k-+ oo 
pour n ~ oo, ~est la limite de la suite de nombres rationnels ~? ~· 

De toute suite bornee de nombres reels on peut toujours, comme on le 
sait, extraire une sous-suite convergente. On a une propriete analogue pour 

Jes nombres p-adiques. 

DEFINITION. - Une suite { ~n} de nombres p-adiques est dite bornee si 
toutes /es valeurs cpp(~n) sont bornees superieurement ou, ce qui revient au 
mime, si tous /es nombres vp(~n) sont bornes inferieurement. 

THEOREME 6. - De toute suite bornee de nombres p-adiques (en particulier, 
de toute suite de nombres entiers p-adiques) on peut extraire une sous-suite 

convergente. 

DEMONSTRATION. - Demontrons tout d 'abord le theoreme pour une 
suite { IXn} de nombres entiers p-adiques. Puisque dans l'anneau ZP le noinbre 
de classes residuelles modulo p est fini (corollaire du theoreme 3), il existe 
dans la suite ixn une infinite de termes congrus modulo p a un meme nombre 

entier rationnel x0 • Extrayant tous ces termes, nous obtenons une suite j ix~1> { 
dont tous les termes satisfont a la congruence . 

ix~1> == x0 (mod p). 

De la meme maniere, on extrait de la suite ix~1> une suite 1X~2> telle que 

ix~2> == x 1 (mod p 2), 

ou X1 est un certain nombre entier rationnel. Continuant ce processus inde

finiment, nous obtenons pour tout k une suite ~ oc~k> ; qui est une sous-suite 

de la SUite precedente ~ IX~k-l) ~ et dont }es termeS Verifient la Congruence 

oc~k) Xk-1 (mod pk) 

Po~r un certain entier rationnel xk-i· Puisque Xk == ix~k+i) (mod pk+i) et 

PUtsque la suite ~ ix~k+i) ~ est extraite de la suite { IX~k> ;, alors 
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pour tout k ~ 1. La suite { x } definit par suite un certain nombre e 

p-adique ex. Formons maintenant la « suite diagonale » ~ cx~n) j. II est 

que c'est une sous-suite extraite de la suite cxn; montrons que f cx~n) ~ 
En effet, d'apres (14), nous avons : ex == Xn- 1 (mod p"); d'autre part 

(n) _ ( d n) 
1Xn = Xn-1 mo p 

et par suite cx~n) ==ex (mod pn), i. e. v(cx~n) - ex) ~ n. Ainsi v(cx~n) - ex) 
• ~ (n) j 

pour n ~ oo, 1. e. t cxn s ~ ex. 

Demontrons le theoreme dans le cas general. Si pour une suite de n'' 
bres p-adiques { ~n } on a v(~n) ~ - k (k etant un entier rationnel), 
pour cxn = ~n?', on aura v(cxn) ~ 0 et IXn est un nombre entier p-adi 
D'apres ce qui precede, on peut extraire de la suite { cxn} de nombres en' 
p-adiques une suite convergente { cxn; }. Mais alors, la suite { ~n,} = { cxn -

est une sous-suite convergente de { ~n }. Ceci termine la demonstratio .. 

Les nombres p-adiques verifient egalement le critere de Cauchy 
suite 

est convergente si et seulement si 

lim v(~m - ~n) = 00. 
m,n-+oo 

La necessite de cette condition est claire. Pour demontrer la s 
remarquons tout d'abord que (23) entraine que la suite (22) est bo, 
En effet, la condition (23) entraine !'existence d'un n0 tel que v(~m - ~,J , 
pour tout m ~no. Mais alors, d'apres la propriete (12), pour tout m ;ill 
on a l 'inegalite 

ainsi (22) est bornee. D'apres le tbeoreme 6, on peut extraire de (22) 
sous-suite { ~n; } convergente vers un certain nombre ~- Soit M un no " 

quelconque, arbitrairement grand; d'apres (23) et la definition de la con:' 
gence, ii existe un entier naturel N tel que v(~m - ~n) ~ M pour m, n " 
et v(~n; - ~) ~ M pour n ~ N. Par suite 

v(~m - ~)~min (v(~m - ~n), v(~n1 - ~)) ~ M 

pour tout m ~ N. Par suite, lim v(~ - ~) = oo, i. e. la suite 
m-+OO 

convergente. 
On peut donner une forme plus forte au critere de convergence dans 
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d 
s nombres p-adiques. Si la suite (22) satisfait a la condition (23), 

corps e 
il est clair que 

(24) 
n-+OO 

M trons maintenant que la condition (24) entraine (23). En effet, si 

(
r:on _ r: ) ~ M pour tout n ~ N, d'apres (12), l'egalite 

V c.:.n+l ~n 

m-1 

~ - ~n = L<~i+i - ~1), m > n ~N, 

i=n 

entraine 
v(~m - ~n) ~ min v(~; + 1 - ~;) ~ M, 

i=n •.. . , m-1 

i. e. v(Em - ~n) ~ oo pour m, n ~ oo. Ainsi, on a : 

THEoREME 7. - Pour qu'une suite { ~n} de nombres p-adiques soit conver

gente, ilfaut et ii suffit que 

lim v(~n + 1 - ~n) = 00. 
n-+OO 

Vexistence d'une notion de convergence dans le corps QP nous permet 
de parler de fonctions p-adiques continues d'une variable p-adique. Une 
fonction F(~) sera dite continue pour ~ = ~o si pour toute suite { ~n } 

convergente vers ~o, la suite des valeurs { F(~n) } converge vers F(~0). La 
definition pour des fonctions de plusieurs variables est analogue. De meme 
que dans l'analyse reelle, on demontre facilement les theoremes usuels sur 
les operations arithmetiques appliquees aux fonctions p-adiques continues. 
En Particulier, il est facile de verifier que tout polynome d'un nombre 
quel~nque de variables a coefficients p-adiques est une fonction p-adique 
continue. Nous utiliserons par la suite ce resultat simple (§ 5, 1)). 

Pour terminer, donnons quelques resultats sur les series p-adiques. 

DEFINinoN. - Si la suite des sommes partielles 

d'une serie 

00 

L IX; = <Xe + IX1 + · · . + IXn + ... , (25) 
i=O 

a terrnes - . . 
aerie P ad1ques, converge vers un nombre p-ad1que ex, on dit que cette 

converge et que sa somme est egale a ex. 
ao..vrrca 

3 
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Le theoreme 7 entraine immediatement le critere suivant de converge 
des series. 

THEOREME 8. - Pour que la serie (25) soit convergente, ii faut et ii s 
que son terme general tende vers zero, i. e. que v(exn) ---* oo pour n ---* oo. 

11 est clair que l'on peut additionner, soustraire et multiplier par 
1 

nombre p-adique constant des series p-adiques. 

THEoREME 9. - La convergence et la somme d'une serie ne changent ! 

si on permute l'ordre des termes. 

Nous laissons au lecteur la demonstration tres simple de ce theor 
On montre dans les cours classiques d'analyse dans le domaine reel 

la propriete exprimee par le theoreme 9 caracterise les series absol 
convergentes. Ainsi, toutes les series p-adiques convergentes sont cc ab . 
ment convergentes ». 11 en resulte facilement que dans le corps des no ' 
p-adiques on peut multiplier les series convergentes selon les regles usu 
de !'analyse classique. 

Si le nombre entier p-adique oc est defini par la suite canonique 

(cf. § 1), 

alors, en accord avec le theoreme 5, ii est egal a la somme de la serie co ,, 
gente 

ao + a1P + a2p2 + ... + anpn + .. . 
0 < an < p - 1 (n = 0, 1. ... ). 

Puisque des suites canoniques differentes definissent des nombres e 
p-adiques differents, la representation de oc comme somme d 'une se ·· .. 
type (26) est unique. Reciproquement, il est evident que toute seri' 
type (26) converge vers un certain nombre entier p-adique. 

La representation des nombres entiers p-adiques par des series du~; 
rappelle l'ecriture des nombres reels sous forme de fractions dee· ' 
infinies. 

Si on considere plus generalement la serie 

bo + b1p + ... + bnpn + ... 
oil les b; sont des entiers rationnels quelconques, ii est clair qu'elle con;: 
vers un certain entier p-adique ex (puisque v(bnpn) > n). Pour obte , 
representation du nombre ex comme somme d 'une serie du type (26), if 
remplacer successivement chaque coefficient bn par le reste de sa di · 
par p, en faisant rentrer le quotient partiel obtenu dans le terme sui 
Cette remarque est tres importante pour effectuer des operations dans 1 
neau Zp, car en ajoutant, soustrayant ou multipliant des series (26) sui 
les regles usuelles de l'analyse on obtient des series du type (27). 
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lte facilement du theoreme 1 qu 'un entier p-adique represente 
11 resu mme de la serie (26) est une unite de ZP si et seulement si a -:/:- 0. 

coll1Ille so , . 
. th,(oreme 4 cela nous donne le resultat smvant 

Reun1 au c ' 

TJIEOREME 10. - Tout nombre p-adique ~-:/:- 0 s'ecrit de maniere unique 

sous la forme 
(28) 

avec 
m=vp(~), 1 <ao<P I, O<an<p- I (n= I, 2, ... ). 

EXERCICES 

1. Posant Xn = 1 + p + . . . + pn-t, montrer que dans le corps des nombres 

p-adiques, la suite { Xn} converge vers ~ p. 

2. Soient p =fa 2 et c un residu quadratique modulo p. Montrer qu'il existe 
deux nombres p-adiques distincts dont les carres sont egaux a c. 

3. Soit c un entier rationnel non divisible par p. Montrer que la suite { cPn } 

est convergente dans le corps QP' Soit y la limite de cette suite; montrer que 

y c (modp) et 

4. Utilisant l'exercice precedent, montrer que le polynOme tP-1 1 se decom-
pose en facteurs lineaires dans le corps Qr 

S. Dans le corps des nombres p-adiques, ecrire le nombre - 1 comme somme 
d·une serie du type (26). 

6. Dans le corps des nombres 5-adiques, ecrire le nombre 
d'une sene du type (26). 

2 
3 comme somme 

le 7. Pour P =f:. 2, montrer qu'il n'existe pas d'autre racine pieme de 1 que 1 dans 
corps des nombres p-adiques. 

ne~· Dans le corps QP, montrer que, dans la representation d 'un nombre ration
d' * 0 ~mme somme d'une serie (28), les coefficients sont periodiques (a partir l>O: kcertam rang). Reciproquement, toute serie du type (28) telle que am+k = ak 

~ ko (m > 0) a pour somme un nombre rationnel. 

d·~our.~~ polr°:omes sur le corps des nombres p-adiques, demontrer le test 
COeffi .ucti Ilit~ d Eisenstein : le polynome/ (x) aoXn + aixn-1 + ... +an a 
tous f:nts entiers p-adiques est irreductible si, a0 n'etant pas divisible par p et 
divisibl autres coefficients etant divisibles par p, le terme constant an n'est pas 

e par p2. 

lO. Montre ''l · nornbres ~ qu 1 existe des extensions finies de degre quelconque du corps des 
P-adiques. 

11. De 
et Q ne montrer, que pour des nombres premiers p et q distincts, les corps QP 
isorn6rphsont pas isomorphes. Demontrer egalement qu'aucun des corps QP n'est 

12 e au corps des nombres reels. 
I·i~t~m( ~ntrer que le seul automorphisme du corps des nombres p-adiques est 

c est egalement vrai pour le corps des nombres reels). 
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§ 4. - CARACTERISATION AXIOMATIQUE 
DU CORPS DES NOMBRES p-ADIQUES 

Le corps des nombres p-adiques est un des instruments fondamentawc:'-, 
la theorie des nombres. Les paragraphes suivants de ce chapitre ser · 
consacres a quelques applications. Cependant, nous nous ecarterons ic.: 
l'esprit fondamental de ce chapitre en situant les corps de nombres p-adiq' 
dans la theorie generale des corps. . 

1) Les corps metriques 

Nous avons deja souligne l'analogie qui existe entre les nombresp-adi' 
et les nombres reels. Nous exposerons ici une axiomatique des corps 
ques qui comprend ces deux exemples comme cas particuliers. Cette meth

1

' 

dans le cas particulier des nombres reels, coincide avec la method' 
construction des nombres reels a partir des suites de Cauchy, due a C 

L'extension de la methode de Cantor a d'autres corps repose s ' 
remarques suivarites. La notion essentielle ici est celle de convergence d. 
suite de nombres rationnels. Cette notion s'appuie elle-meme sur la no 
de valeur absolue (on dit qu 'une suite de nombres rationnels { r n } con · 
vers un nombre rationnel r si la valeur absolue I rn - r I tend vers '

1 

Remarquons que l 'on utilise ici seulement des proprietes simples de la ·i 

absolue. Par suite, si on suppose !'existence sur un corps k d'une fon 
a valeurs reelles possedant les memes proprietes fondamentales que la ''I 

absolue, on peut definir dans k une notion de convergence et, en applicf 
la methode de Cantor, construire un nouveau corps. ·1' 

DEFINITION. - Soit k un corps. Une fonction cp definie sur /es ele ' 
du corps k et a valeurs reel/es s'appel/e une metrique si elle possede les1' 
prietes suivantes ·· 

cp(ix) > 0 pour ix ¥= 0, cp(O) = O; 

cp(ix + ~) ~ rp(ix) + cp(~); 
cp(ix~) = cp(ix) cp(~). 

Un corps k muni d'une metrique s'appelle un corps metrique (et est p , 
designe par (k, cp )). De cette definition decoulent facilement les prop · 
suivantes : 

cp(± 1) = 1 ; 

cp(- ix) = cp(ix) ; 
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cp(ix - ~) ~ cp(ix) + cp(~) ; 
cp(ix ± ~) ~ I cp(ix) - cp(~) I ; 

I'(~)=:~;~ (~ # 0). 

Donnons des exemples de metriques 

1 o la valeur absolue dans le corps des nombres rationnels; 
20 la valeur absolue dans le corps des nombres reels; 
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30 le module dans le corps des nombres complexes; 
40 la metrique p-adique rpp, definie au § 3-4), sur le corps QP des nombres 

p-adiques; 
50 la fonction rp(ix) definie sur un corps quelconque k par les conditions 

cp(O) = 0, y(ix) = 1 si ix "I= 0. 

Une telle metrique est <lite triviale. 

Si on considere la restriction au corps Q des rationnels de la metrique tp P 

definie sur QP, on obtient une nouvelle metrique sur Q. Cette metrique, 
que nous designerons encore par cpp, s'appelle metrique p-adique du corps Q. 

Sa valeur sur un nombre rationnel x = p"p<x> E (a et b non divisible par p) 

est donnee par 

(1) 

.ou P est un nombre reel fixe satisfaisant a la condition O < p < 1. Nous 
verrons ci-dessous que la construction de Cantor appliquee au corps des 
nombres rationnels muni de la metrique p-adique (au lieu de la valeur 
absolue) nous conduit au corps QP des nombres p-adiques. 

Dans tout corps metrique (k, cp ), on peut definir une notion de conver
&ence : une suite { ixn} d'elements de k est <lite convergente vers un ele
:cn{t «Ek si cp(ixn - ix) -+ 0 pour n -+ oo. On dit encore que ix est la limite 

«n} et on ecrit 

OU ix= lim ixn. 
n-+<X> 

de ~EFINITION. - Une suite { ixn} d'e/ements d'un corps metrique k est dite 
auchy pour l , . . 

n a metrzque m Sl m(ixn - ix ) -+ 0 pour n m -+ 00 
est clai . r r m ' • 

alors d' r, qu~. toute smte convergente est de Cauchy. En effet, si { ixn} -+ix, 
' apres 1 megalite 

cp( «n - ixm) = cp( ixn - ix + ix - ixm) ~ cp( ixn - ix) + cp( ixm - ix), 

'P(«n - ixm) -+ 0 (car cp(ixn - ix) -+ 0 et cp(ixm - ix) -+ 0). 
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La reciproque n'est pas vraie pour tousles corps metriques; elle est 
pour le corps reel et pour les corps p-adiques, d'apres le critere de 
chy {§ 3, 4)), mais n'est pas vraie pour le corps des rationnels muni d 
valeur absolue OU d'une metrique p-adique. 

DEFINITION. - Un corps metrique est dit comp/et si toute suite de C 
est convergente. 

La methode de Cantor consiste a plonger le corps non complet! 
nombre rationnels (en prenant la valeur absolue comme metrique) d ' 
corps complet des nombres rationnels. On montre qu 'un tel plongeme 
possible pour tout corps metrique, en transcrivant presque litteraleme 
construction introduite par Cantor. 

Fixons la terminologie suivante. On dira qu 'un corps metrique C 
est un sous-corps d'un corps metrique (ki, <t>1) si k c ki et si qi(x) = 
pour x Ek. De plus, un sous-ensemble d'un corps k sera dit partout 
dans k si tout element de k est limite d'une suite d'elements de ce 
ensemble. On a alors le theoreme 1. 

THEoREME 1. - Pour tout corps metrique k, ii existe un corps "?e 
comp/et k contenant k comme sous-corps partout dense. 

Pour enoncer le theoreme suivant, nous avons encore besoin 
definition. 

DEFINITION. - Soient (ki, qi1) et (k2, qi2) deux corps metriques isomo 
entre eux. Un isomorphisme er : k1 ~ k 2 est dit bicontinu ou topo/ogi 
pour toute suite { (J.n } d' elements de ki convergente vers (/..pour la metr. 
la suite cr(cxn) converge vers cr(cx) pour la metrique <t>2 et reciproquement.,:;1

• 

THEoREME 2. - Le corps k introduit dans le theoreme I est defini de 
unique, a un isomorphisme topo/ogique pres /aissant fixe /es etemen 
corps k. 

DEFINITION. - Le corps k, dont /'existence et l'unicite sont etabli · 
/es theoremes I et 2 s' appelle le complete du corps k. 

II est clair que le corps des nombres reels est le complete du co 
nombres rationnels Q, muni de la valeur absolue comme metrique. 
munit le corps des nombres rationnels de la metrique p-adique (1), al 
complete de ce corps metrique est le corps QP des nombres p-adiq 
effet, d'apres la deuxieme partie du theoreme 5 du§ 3, Q est partout , 
dans QP et le critere de convergence de Cauchy (theoreme 7, § 3) m 
que QP est complet. Nous avons ainsi obtenu une nouvelle definition axio. 
tique du corps des nombres p-adiques. 

Le corps des nombres p-adiques est le complete du corps des no 
rationne/s muni de la metrique p-adique (1). 
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, 
1 

demonstration rapide des theoremes 1 et 2, en omettant les 
ons a a · 1 · d Pass . oduisent textuellement les ra1sonnements c ass1ques u 

passages qui repr 

cas reel. 
ON ou THEOREME 1. - Nous dirons que deux suites de Cau-

DEMONSTRA TI . 1 . 
{ } d'elements du corps metrique (k, qi) sont eqwva entes SI 

by { Xn} et Yn - l d 
c . _ } tend vers zero. Nous designerons park l'ensemb e e 
1 swte { Xn Yn l . 
a 1 s d'equivalence de suites de Cauchy pour cette re ation. 

toutes les c asse . - . 
d la maniere suivante des operations dans k : s1 (/.. et ~ sont 

vefinissons e 
1 et { x } E ex { y } E ~ alors nous appellerons somme (resp. 

deUX C asses n ' n 
od 't) des classes ex et ~ la classe de la suite { Xn + Yn } (resp. { XnYn }). 

pr Ulf: •1 de demontrer que { Xn + Yn} et { XnYn} sont effectivement des 
nestac1e . d · {} 
suites de Cauchy et que leurs classes ne dependent pas du cho1x es swtes Xn 

et { y. } dans les classes ex et ~- _ . 
Une verification evidente montre que k est ~n anneau avec umte; la 

dasse nulle et la classe unite sont les classes des swtes (0, 0, ... ) et (1, 1, 1, ... ). 

D6montrons que k est un corps. Si (/.. est une classe diff erente de zero 
et { x,.} e (I., alors il est facile de voir que tous les Xn sont di~erents de ze~o 
· l partir d'un certain rang (par exemple pour n ~ no). Cons1derons la suite 

{y.} definie par 

Yn= ~ ~ 
? Xn 

pour 

pour 

n <no 

On v6rifie facilement que { Yn } est une suite de Cauchy et que sa classe est 
l'inverse de la classe ex. 

Definissons maintenant une metrique sur le corps f. Remarquons pour 
cela que, comme il est facile de le verifier, si { Xn } est une suite de Cauchy 
d'616ments du corps k, alors { qi{xn) } est une suite de Cauchy de nombres 
r6els, done est convergente vers uncertain nombre reel qui ne depend que 
de la classe d'equivalence de { Xn }. Nous poserons qi{cx) = lim qi(xn) si (/.. 

n-+-oo 

est la classe contenant la suite { Xn } • II est facile de verifier que la fonction qi 

ainsi definie est une metrique et par suite (k, qi) est un corps metrique. 

Associons a tout element a du corps k la classe contenant la 

Sui~ {a, a, ... }. Nous obtenons une application de k dans k qui realise 
un isomorphisme conservant la metrique du corps metrique k sur un sous-

COrps ~u corps k:. Nous ne distinguerons pas un element de k de son image 
danski - l' k t de ' · e. nous considererons que k c k. II est c air que est partou 

al llSe dans IC. En effet, si (/..est une classe contenant la suite de Cauchy { Xn }, 
, ors {x,.} ~ (/.., 
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Il nous reste a demontrer que le corps k est complet. Soit (f.n une sui 

de Cauchy d'elements du corps k. Puisque (f.n est limite d'une suite d'el · 

ments du corps k, il existe un element Xn Ek tel que <p((f.n - Xn) < !. 
n 

La suite { (f.n } etant de Cauchy, la suite { Xn } d'elements du corps k l'e 
aussi. Soit (f. la classe de la suite { Xn }. On verifie alors facilement q 
{ (f.n } -+ (f., ce qui termine la demonstration. 

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. - Soient k et k1 deux corps comple' 
contenant k comme sous-corps partout dense. Montrons qu'il existe u 

correspondance biunivoque entre les corps k: et ki, en laissant le soin a' 
lecteur de verifier que cette correspondance est un isomorphism 
metrique. 

Soit (f. un element du corps k. Par hypothese, il existe une suite { Xn 

d'elements du corps k telle que { Xn} -+ (f.. Puisque la suite { Xn} est conver' 
gente, c'est une suite de Cauchy et cette propriete est conservee si nous l, 

considerons comme une suite d'elements du corps k1• Ce corps etant comple 

cette suite est convergente dans k1 vers une limite que nous designeron 
par (f.1· 11 est facile de verifier que si { Yn} est une autre suite d'elements de 

convergente vers (f. dans k alors la limite de { Yn } dans le corps f 1 est encor 

le meme element (f.1· Ainsi, !'element (f.1 du corps k1 est defini sans ambigui 

par !'element (f. du corps k. La correspondance (f.-+ (f.1 est ainsi un isomo 
phis me. 

2) Les metriques du corps des nombres rationnels 

On se propose ici de montrer que les seules metriques possibles sur 
corps Q des nombres rationnels sont la metrique usuelle .et les metriqu 
p-adiques (pour p entier premier quelconque). 

La definition de la metrique p-adique <pp sur le corps Q fait interve · 
le choix d'un nombre reel p auquel on impose seulement les conditio 

I, 

O < p < 1 (cf. egalites (1) et (18) du § 3). Ainsi, il existe une infinite d', 
metriques associees au meme nombre premier p, mais toutes ces metriqu 
definissent la meme notion de convergence sur Q et par suite les complete 
pour toutes ces metriques coincident et sont tous egaux au corps Qp de 
nombres p-adiques. 

Montrons que, de meme, pour tout choix de (f. reel tel que 0 < (f. ~ 1, la I 
fonction 

<p(x) =Ix llX 
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, . d s R En effet il est clair q ue cp satisfait aux condi-
t une metnque u corp . ' I I I I =f:. 0. alors 

e~ io t 30 de definition d 'une metrique. Soit x ~ Y ' x ' 
uons e 

\x+Y 1· =Ix\• I 1 +H.;; I x1·(1 +1m 
.;; Ix 1·( I+ 

1 
~I) .;; Ix 1·( I+ 1 ~ n = \ x 1· \ y 1·, 

. la condition 2° est satisfaite. . .. . 
i. ~'a res (2) la convergence dans Q definie par cette metnque comcide 

l
p conve;gence pour la valeur absolue et par suite les completes pour 

avec a , 1 
toutes ces metriques sont le corps des nombres ree s. 

, ..... ~ 3 (th,(oreme d'Ostrowski). - Les metriques du type (2) et les 
THEO.ru::.ME t; I ' · non 
, triques p-adiques pour tout entier premier p sont Jes seu es metriques 

me . l 
triviales du corps Q des nombres ratzonne s. 

Sol•t m une metrique non triviale du corps des nom-
DEMONSTRATION. - T • • • 

bres rationnels. Deux cas sont possibles : ou bien ti existe au moms ~n 
entier naturel a > 1 tel que cp(a) > 1 ou b~en <p(n) ~ .1 pour tout entier 
naturel. Considerons tout d'abord le premier cas. Pmsque 

i:p(n) = i:p{l + 1 + ... + 1) ~ <p(l) + ... + <p{l) = n 
(3) 

on peut poser 
(4) 

~(a)= aix 

oil le nombre reel (f. est tel que 0 < (f. ~ 1. . . 
Decomposons tout entier naturel N suivant les pu1ssances de a • 

N = Xo + Xia + . . . Xk-1ak-1 

avec 

0 ~ Xt ~a - 1 (0 ~ i ~ k - 1), Xk-1 ~ 1. 

Par suite, on a pour N l'inegalite 

ak-1 ~N < ak. 

D'apres les proprietes de la metrique et les formules (3) et (4) nous obtenons 

cp(N) ~ <p(Xo) + <p(X1) cp(a) + ... + <p(Xk-1) tp(a)k-1 

~ (a - 1) (1 + <P- + · · · + (fk-I'Ja.) 

0kix _ 1 ( l) akix _(a - 1) t:P-·lfk-1)a. 
(a- 1) t:P-- < a- t:P-- - t:P--1 

(a- l)t:P- Nix= CNa: 
~ t:P--1 ' 
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i. e. 
q>(N) < CNcx, 

la constante C etant independante de N. Rempla~ant N par Nm dans cette, 
inegalite, nous obtenons, pour tout m, 

d'ou 

Faisant tendre m vers l 'infini, nous obtenons l 'inegalite 

Posons maintenant N = ak - b, avec 0 < b ~ ak - ak-1
• D'apres 

nous avons 

D'apres ce qu'on a vu, 

d'ou 

<p{N) ;;;. ~ - (ak - t1<-•r = ( t - ( t -1) ")~ = c,~ > c,N•, 

ou la constante C1 est independante de N. Soit de nouveau m un entier 
naturel quelconque. En rempla~ant N par Nm dans la derniere inegalite 
nous obtenons 

d'ou 

et par suite, pour m -'>- oo, on a 

q>(N) ~ Ncx. 

La reunion de (5) et (6) nous montre que q>(N) Ncx pour tout entier natu-, 

rel N. Soit maintenant x = ± ~: un nombre rationnel quelconque =F 0 

{N1 et N2 sont des entiers naturels). Alors 

N~ 

N~ 

Ainsi, nous avons demontre que si q>(cx.) > 1 pour au moins un entier natu
rel a, alors la metrique q> est de la forme (2). 
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passons maintenant a l'etude du cas 

q>(n) ~ 1 
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(7) 

pour tout entier naturel n. 
Si nous avians q>(p) 1 pour tout nombre premier p, alors, d'apres la pro-

priete 3°, nous aurions aussi q>(n) = 1 pour tout entier naturel; cela contredit 
la non-trivialite de la metrique cp. Ainsi, il existe un p premier tel que cp(p) < 1. 
supposons que pour un autre nombre premier q, q =F p, on ait q>(q) < 1 
et choisissons des entiers k et I tels qu' on ait les inegalites 

1 
q>(p)k < 2' 

1 
q>(q)l < 2· 

Puisque pk et q1 sont premiers entre eux, il existe des entiers rationnels u 
et v tels que upk + vq1 = 1. D'apres (7), nous avons q>(u) ~ 1 et q>(v) ~ 1, 

d'ou 

1 
1 1 

cp{l) = q>(upk + vqfJ ~ q>(u)cp(p)k + cp(v)q>(q)l < 2 + 2. 

La contradiction obtenue montre qu'il n'existe qu'un nombre premier p 
tel que 

q>(p) p < 1. 

Puisque cp(q) = 1 pour tous les autres nombres premiers, il est clair que 

qi(a) = 1 pour tout entier a relativement premier avec p. Soit x = pm E un 

nombre rationnel non nul (a et b premiers a p). Alors 

q>(x) = q>(pm) :~~~ = cp(p)m = pm. 

Ainsi, dans ce cas, la metrique cp coincide avec la metrique p-adique (1). 
Ceci termine la demonstration du theoreme 3. 

EXERCICES 

.1: Montrer que sur un corps fini, ii existe une metrique et une seule (la metrique 
tnv1ale). 

1 
2. Deux metriques <p et~ sur un corps k sont dites equivalentes si elles definissent 

a meme notion de convergence sur k, i. e. si les conditions <p(Xn x) -'lo- O et 
~(xn - x) -'lo- 0 sont equivalentes. Demontrer que <p et ~ sont equivalentes si et 
seulement si les conditions <p(x) < 1 et ~(x) < 1 (x Ek) sont equivalentes. 

3. Demontrer que si <p et qi sont des metriques equivalentes d'un corps k, 
alors il existe un nombre reel 8 tel que <p(x) = (qi(x))B pour tout x Ek. 

4. Une metrique <p sur un corps k est dite non archimedienne si elle verifie 
la condition suivante, plus forte que la condition 2° de 1) : 

2o <p(cx + fj) ~ max (<p(cx), <p(fj)) 
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(si cette condition n'est pas realisee, la metrique IP est dite archimedienne). Montre 
qu'une metrique IP est non archimedienne si et seulement si IP(x) ~ l pour tou 
entier naturel n (plus precisement, pour tout multiple naturel de !'element uni 
du corps k). :; 

5. Montrer que toute metrique d'un corps de caracreristique p =F 0 est no 
archimedienne. 

6. Soit k0 un corps et k = k0(t) le corps des fractions rationnelles sur k. Tou 
element U Ek, U =f::. 0, peut s'ecrire SOUS la forme , 

u tmf(t) (/(0) =F 0 g(O) =F 0) 
g(t) ' 

oil f et g sont des polynomes. Montrer que la fonction 

1P(U) = pm (0 < p < 1), 1P(O) = 0 

est une metrique sur le corps k. 

7. Demontrer que le complete du corps k = k0(t) pour la metrique (8) est i 
morphe au corps des series formelles generalisees k0 { t} forme par toutes 1 
series formelles du type . 

n=m 

avec les operations habituelles sur les series. 

§ 5. - CONGRUENCES 
ET NOMBRES ENTIERS ·p-ADIQUES 

I) Congruences et equations dans l'anneau Zp 

Au debut du § 3, nous avons etudie la resolution de la congruence x 11 

(mod 7n) pour n I, 2, ... et cela nous a conduit a la notion de nomb 
entier p-adique. Cela ·suggere un important lien entre les nombres p-adiq 
et les congruences. 

THEoREME 1. - Soit F(xi. ••• , Xn) un polynome a coefficients entiers ratio 
nels. Les congruences 

sont resolubles pour tout entier k ~ I si et seulement si I' equation 

F(xi. ... , Xn) = 0 

est resoluble dans /' anneau des nombres entiers p-adiques. 
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DEMONSTRATION. Supposons que I' equation (2) ait une solution oci, ••• , ocn 
dans les nombres entiers p-adiques. Pour tout k, ii existe alors des nombres 

. . I <k> <k> I entters rat10nne s Xi , •.• , Xn , te s que 

- (k) ( k - (k) ( d k oci =Xi modp ), ... , OCn = Xn mo p ). (3) 

II en resulte que 

F( (k) (k)) 
Xi ' ..• 'Xn 

i. e. (xik>, ... , x~k>) est une solution de la congruence (1). 
Supposons maintenant que la congruence (I) a une solution (xik), ... , x~k>) 

pour tout k. Extrayons de la suite des nombres entiers rationnels { xik> } une 
sous-suite p-adiquement convergente (theoreme 6, § 3). Extrayons de nou-

veau une sous-suite convergente de la suite ! x~k;) f ; en repetant n fois ce 

processus, nous obtenons une sous-suite { Ii. /2, • • • } de la suite des entiers 

telle que chacune des suites { x~11>, xY•>, •.. }, soit p-adiquement conver
gente. Posons 

Montrons que (oci. ••• , ocn) est une solution de la congruence (2). Puisque 
le polynome F(xi. .•• , Xn) est une fonction continue, alors 

D'autre part, d'apres la construction de la suite, 

d'ou 

lim F(x~1m), ••. , x~m)) = 0. 
m-+co 

Ainsi F( oci. ••. , ocn) 0 et le theoreme I est demontre. 
Considerons maintenant le cas oil F(xi. ••. , xn) est une forme a coeffi

cients entiers rationnels et supposons que I' equation F(xi. .•. , Xn) = 0 a 

une solution non nulle (;xb ... , iin) ~fans les nombres entiers p-adiques. 

Posons m min (vp(;,), ... , vp(iin)). Alors les rx; s'ecrivent sous la forme 

(i = I, .. ., n) 

tous les oc; etant entiers et l'un au moins d'entre eux n'etant pas divisible 
Par p. 11 est evident que (<Xi, ••• , i:xn) est encore une solution de l 'equa-
tio F( ) 0 Le b ( <k> <k)) • c. • d' n Xi. ... , Xn = . s nom res Xi , ... , Xn sat1s1rusant aux con 1-
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tions (3) donnent, comme nous l'avons vu, une solution de la congruence (I 
et l'un d'entre eux n'est pas divisible par p. 

Supposons que, reciproquement, la congruence (1) pour F homogene 

pour tout k une solution (xik>, ... , x~k>) telle qu 'au moins un des no 

bres x~k> ne soit pas divisible par p. II est clair qu'il existe un indice i = 
tel que le nombre x1~> ne soit pas divisible par p pour une infinite de valeu 
de m. Par suite, nous pouvons choisir la suite { Ii, /2, • • • } de telle so 

qu'aucun des xVm) ne soit divisible par p. Mais alors, l 'egalite oc10 = lim x~1 

o m-.oo • 

entraine que oc10 n'est pas divisible par p d'ou oc10 =/: 0. On a done demont 
le theoreme suivant. 

THEoREME 2. - So it F(xb ... , Xn) une f orme a coefficients entiers ratio 
nels. Pour que l' equation F(xb ... , Xn) = 0 ait une solution non trivia/e d 
I' anneau ZP, ii f aut et ii suffit que, pour tout entier m, la congruence 

ait une solution dont une au mo ins des composantes n 'est pas divisible par 

II est evident qu 'on peut aussi considerer dans les theoremes 1 et 2 
polynomes a coefficients entiers p-adiques. 

2) Sur la resolubilite de certaines congruences 

Le theoreme 1, demontre dans le point precedent, ramene la question 
la resolubilite de !'equation (2) dans les nombres entiersp-adiques a la resol 
bilite de la suite infinie des congruences (1). La question de savoir s'il s 
d'examiner seulement un nombre fini de ces congruences est, dans le 
general, assez compliquee. Nous nous bornerons ici a examiner un 
particulier. 

TuEoR.EME 3. - Soient F(xi, ... , xn) un polynome a coefficients ent' 
p-adiques et (yi, ... , Yn) des nombres entiers p-adiques tels que /'on ait, p 
un certain i (1 ~ i ~ n) : 

F(yb ... , Yn) 0 (mod p 28 +i), 

~F (yb ... , Yn) == 0 (mod p3) 
vX; 

~F (yb ... , Yn) =/:= 0 (mod p 8+i) 
vX; 
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(o etant un entier nature/). A/ors, ii existe des entiers p-adiques eb ..• , en tels 
que 

et 

e1 Y1 (mod p8+i), ... , en == Yn (mod p8+1). 

DEMONSTRATION. Considerons le polynome 

f (x) F(y1, . ·.,Yi-bx, Yi+i, ... , Yn). 

Pour demontrer le theoreme, i1 suffit d'etablir !'existence d'un nombre 
entier p-adique oc tel que /(oc) = 0 et oc y1 (mod p 8 +i) (si on trouve un 
tel oc, alors on peut poser e1 y1 pour j =/: i et e1 oc). Posant Yi= y, 
construisons par recurrence une suite 

de nombres p-adiques congrus a a modulo p8+ 1 et tels que 

f(ocm) == 0 (mod p28+i+m) 

(3') 

(4) 

pour tout m ~ 0. Pour m = 0, on peut prendre oc0 y; supposons que pour 
un certain m ~ 1 on ait construit des nombres oc0 , ••• , <T.m-i satisfaisant aux 
conditions ci-dessus et tels, en particulier, que <T.m_1 == y (mod pB+i) et 
I (<T.m-1) == 0 (mod p 2B+m). Ordonnons le polynome f(x) suivant les puis-
sances de x <T.m-l : 

f (x) ~o Mx - <T.m-1) + Mx <T.m-1)2 + . . . (~; E Zp). 

Par hypothese de recurrence, ~o = /(ocm_1) = p 2a+mA, A etant un entier 
p-adique. De plus, puisque <T.m-1 == y (mod p8+i), alors ~1 = f'(ocm_1) = pBB 
ou le nombre BE ZP n'est pas divisible par p. Posant x = cxm-l + ~pm+a, 
on a 

/(<T.m-l ~pm+B) = p 2Hm(A + B~) + ~2p28Hm~2 + ... 
Posons maintenant ~ ~o E ZP tel que A+ B~o == 0 (mod p) (puisque 
B 0 (mod p), la congruence A+ B~ == 0 (mod p) est resoluble). Remar
quant que k'8 + km ~ 23 + 1 + m pour k ~ 2, nous obtenons 

f (ocm-1 ~opm+B) 0 (mod p 2Hl+m). 

Nous pourrons alors poser ocm = ocm-l + ~0pm+a. Puisque m a~ a+ 1, 
al?rs <T.m == y (mod p 8 +1). Par construction, vp(ocm - CXm-1) ~ m +a et par 
;uite la suite (3') trouvee est convergente; nous designerons sa limite par oc. 

I est evident que IX == y (mod p 8+1). II resulte alors de (4) que lim /(ocm)=O; 
d' m~oo 

autre part, d'apres la continuite du polynome, lim f (1Xm) = f (<T.), d'ou 
m-.ao 

f(<T.)=0. 
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COROLLAIRE. Soient F(xb ... ' Xn) un polynome a coefficients entie 
p-adiques et 'Yb ... , 'Yn des entiers p-adiques tels que, pour uncertaini(l ~ i ~ 
on ait 

F(yb ... , 'Yn) == 0 (mod p) 

F~hi, ... , 'Yn):¢=0 (modp); 

a/ors ii existe des entiers p-adiques ab ... ' an tels que 

et 

al 'Y1 (mod p), ... ' an 'Yn (mod p). 

Ainsi, toute solution cb ... , Cn de la congruence F(xb ... , xn) O (mod 
peut etre prolongee en une solution de I 'equation F(xi, ... , xn) = O da 
l'anneau ZP, sauf, peut-etre, celles pour lesquelles on a simultanement 

F~.(7, ... , c.) = 0 (mod p) { 

Fxn(cb ... , Cn) = 0 (mod p) ) 

Ce dernier resultat a une importante application a la question dont no 
avons parle au debut du § 2. Nous avons vu que la resolubilite de I · 
congruence 

F(xb ... , Xn) == 0 (mod m) 

pour tout entier m est liee a la satisfaction d 'une infinite de condition 
Dans le cas d'un module premier, les theoremes A et B, formules au deb ' 
du§ 2-1) nous permettent de ramener ces conditions·a un nombre fini ' 
verifications. Nous pouvons enoncer un resultat pour les entiers quelconques: 
comme nous l 'avons deja remarque, ii suffit de considerer des modules q 
sont des puissances de nombres premiers et pour des modules de Ia forme 
(k = 1, 2, ... ), la resolubilite des congruences (1) est equivalente, d'apr 
le theoreme 1 a la resolubilite de !'equation F 0 dans l'anneau ZP d~ 
nombres entiers p-adiques. 

En s'appuyant sur les theoremes A et B formules (mais non demontres · 
dans le § 2-1) et sur le theoreme 3 de ce paragraphe, nous pouvons etablir 
le resultat suivant. 

THEoREME C. Si F(x1, ... , xp) est un polynome absolument irreductible , 
a coefficients entiers rationnels, a/ors /'equation F(x1, ... ' Xn) = 0 est reso- :. 
luble dans I' anneau ZP des nombres entiers p-adiques pour tout nombre pre
mier p plus grand qu'un certain nombre ne dependant que du polynome F. 
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par suite, pour tous les nombres premiers p, sauf un nombre fini, la 

(5) 

st resoluble pour tous les entiers k. 
e Le tbeoreme C reduit ainsi la question de la resolubilite de toutes les 

ngruences (5) a la question de la resolubilite de !'equation F = 0 dans 
co . 'e di l'anneau ZP pour seulement un nombre fini d'entlers p. Nous n tu ero~s 

as ici Ia resolubilite de !'equation F = 0 dans l'anneau ZP (cela sera fait, 
~ans le cas d 'un polynome de deuxieme degre au § 6). 

Donnons une idee de la demonstration du theoreme 6. En utilisant la 
valeur du nombre de solutions de la congruence (2), § 2, exprimee par le 
tbeoreme B, montrons que le nombre de solutions de cette congruence pour p 
assez grand est superieur au nombre de solutions du systeme de congruences 

F(x11 ••• , Xn) == 0 (mod p) l 
F~n(x1, ••• , Xn) 0 (mod p) 

(6) 

II nous faut pour cela obtenir une nouvelle estimation du nombre de 
solutions d 'une congruence. 

LEMME. - Si aucun des coefficients du polynome F(xb ... , Xn) n 'est divi
sible par p, a/ors le nombre N(p) de solutions de la congruence 

F(x1, ••• , Xn) 0 (mod p) (7) 

satisfait a l'inegalite 

N(p) ~ Lpn-1, (8) 

dans lequel la Constante L est egale au degre total du polynome F. 

Demontrons le lemme par recurrence sur n. Pour n = 1, ii resulte du fait 
que le nombre de racines, dans le corps FP, d'un polynome non nul ne peut 
pas depasser son degre. 

Si n > 1 nous considererons F(xb ... , xn) comme un polynome de 
Xi, ••• , Xn~i dont les coefficients sont des polynomes de Xn. Designons par 
f (xn) le plus grand commun diviseur de ces coefficients modulo p. Alors 

F(xb ... , Xn) == f (xn)F1(Xb ... , Xn) (mod p) 

et par suite le polynome F1(xb ... , xn_1, a) n'est congru identiquement a 
zero modulo p pour aucune valeur de a. Soient I et Li les degres des poly
nomes /et F1. II est clair quef et F1 peuvent etre choisis tels que l + L1 ~ L. 
Evaluons maintenant le nombre de solutions (c1, ... , en) de la congruence (7) 

BORBVITCH 4 
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et portons notre attention sur la valeur de Xn dans cette solution. Considero 
tout d'abord les solutions telles que 

f (en) == 0 (mod p). 

Si la congruence (9) est satisfaite, la congruence (7) est automatiqueme · 
satisfaite pour tout ci, ... , Cn-i· Puisque le nombre de valeurs de en modulo 
satisfaisant a la condition (9) ne depasse pas L, le nombre de valeurs de 
congruence (7) pour lesquelles on a (9) ne depasse pas Lpn-1. Considero . 
maintenant les solutions (ci, ... , en) telles quef(cn) 0 (mod p). II est cl 
que toutes ces solutions satisfont a la congruence F1(xi, ... , Xn) == 0 (mod P: 
Puisque F1(Xi, ... ' Xn-1' Cn) n'est pas identiquement congru a 0 modulo 
alors, par hypothese de recurrence, le nombre N(p, en) de solutions de I 
congruence F(xi, ... , Xn-b en) == 0 (mod p) satisfait a l'inegalite 

Puisque en peut prendre au plus p valeurs, le nombre des solutions cons 
derees ne depasse pas L1pn-1. Ainsi, le nombre de toutes les solutions de 
congruence (7) ne depasse pas /pn- 1 + L1pn-1 ~ Lpn-1, c. q. f. d. 

DEMONSTRATION DU THEOREME C. - Nous pouvons supposer q 
le polynome F depend eff ectivement de la variable Xn. Considerons 
comme un polynome de Xn dont les coefficients sont des polynomes 
Xi, ... , Xn-i· L'irreductibilite absolue de F entraine alors que le disc 
minant Dx/xb ... , Xn-1) du polynome F considere comme polynome de 

n 'est pas un polynome de Xi, ... , Xn-i identiquement nul, car sinon F ser " 
divisible par le carre d 'un certain polynome. Considerons les nombr 
premiers p qui ne <;J.ivisent pas tous les coefficients de Dx/Xi, ... , Xn-

et evaluons dans ce cas, le nombre Ni(p) de solutions de systeme d. 
congruences (6). Si (ci, ... , en) est une solution du systeme (6), alors 
est une racine commune modulo p des polynomes 

d'ou 
Dx (ci, ... , Cn-1) == 0 (mod p). n 

D'apres le lemme, le nombre de systemes (c1, ... , cn-1) qui satisfont a 
cette congruence ne depasse pas K1pn-2, K1 etant une constante dependant 
seulement du polynome F. Pour Ci, ... , Cn-1 donnes la valeur en est definiei. 
par la congruence 

F(c1, ••• , Cn-1' Xn) 0 (mod p) 
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et par suite le nombre de ces valeurs ne D~p~sr1J~i 1~· deg~i W-z tJu ~~fy~S 
00me F par rapport a la variable Xn. Ainsi le n6!li!Bk! ~llj) d'~b'lt\~6& du 

5ysteme (6) ne depasse pas Kpn-2, avec K = mK1. Demontrons maintenant 
que le nombre N(p) de solutions de la congruence (7), pour p assez grand, 
est superieur au nombre Ni(p) de solutions du systeme (6). En effet, il 
resulte du theoreme B que 

N(p) > pn-1 - Cpn-1-l, 

et nous venons de demontrer que N1(p) < Kpn-2• Par suite, 

N(p) Ni(p) > pn-1 - Cpn-1-i - Kpn-2 = pn-2(p - Cpl - K), 

et cela entraine N(p) > Ni(p) pour p assez grand. Ainsi, pour p assez grand, 
la congruence F == 0 (mod p) a une solution Yb ••• , Yn telle que 

3F 
~(y1, .•. ,yn)=¢=0(modp). 
vXn 

D'apres le corollaire du theoreme 3, il en resulte que !'equation F Oest 
resoluble dans l'anneau ZP pour tout p assez grand. 

EXERCICES 

1. Demontrer que si m et p sont premiers entre eux, toute unite p-adique e 
telle que e 1 (modp) est une puissance mieme dans QP. 

2. Soit m = pBmo, (m0, p) = 1 et soit e une unite p-adique telle que e = 1 
(mod p8+1). Montrer que e est une puissance mieme dans QP' 

3. Demontrer que, pour p :::/= 2, la resolubilite de la congruence exxP ~ (modp2) 

Par des entiers p-adiques ex et ~ non divisibles par p entraine la resolubilite de 
l 'equation cxx p ~ dans le corps Qp. 

4. Soit la forme G = e1xf + ... + e~!, dont les coefficients sont des unites 
P-adiques p =I= 2). Montrer que si la congruence G == 0 (mod p2) a une solution 
telle que la valeur de l'une au moins des inconnues ne soit pas divisible par p, 
alors !'equation G 0 a une solution non nulle dans le corps QP. 

5. Considerons une forme G = ex1xf + . . . + exnx! dont les coefficients sont des 
nombres entiers p-adiques non divisibles par pP. 

Demontrer que !'equation G = 0 a une solution non nulle dans le corps Q • p 
~1 la congruence G 0 (mod pPH) a une solution telle que toutes les valeurs des 
inconnues ne soient pas divisibles par p. 

(Dans le cas p =I= 2, il suffit que la congruence G = 0 (mod pP+ 1) so it resoluble). 

. 6. Considerons une forme quadratique F = ex1x~ + . . . + ex~! dont les coeffi
cients sont des en tiers p-adiques (p =I= 2) non divisibles par p 2• Demontrer que si 
~a congruence F == 0 (mod p2

) a une solution telle que toutes les valeurs des 
inconnues ne soient pas divisibles par p, alors !'equation F O a une solution, 
non nulle dans QP. 
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7. Soit la forme F (/.1x;_' + ... + (l.nX:' oil les a.; sont des entiers p-adiqu · 
non nuls; posons r = vp(m), s max (vp(a.1), ••• , vp(a.n)) et N = 2(r + s) + 
Montrer que l 'equation F 0 a une solution non nulle dans le corps QP si 
seulement si la congruence F == 0 (mod pN) a une solution telle que la valeur 
l 'une au moins des inconnues ne soit pas divisible par p. 

8. Montrer que la forme 3x3 + 4y3 + 5z3 represente zero dans le corps 
pour tout p (cf. exercice 13 du § 2). 

9. Soit F(xh ... , xn) un polynome a coefficients entiers p-adiques et d 
gnons par Cm le nombre de solutions de la congruence F(xb ... , Xn) = 0 (mod 

co 

La serie ip(t) = ·2_/mtm est appelee la serie de Poincare du polynome F et 

m=O 
conjecture que sa somme est une fonction rationnelle de t. Trouver la serie 
Poincare du polynome F e:1xi + . . . + e:nx! oil les e:1 sont des unites p-adiq 
et verifier que la fonction <p(t) est rationnelle. 

10. Trouver la serie de Poincare d 'un polynome F(xi. ... ' Xn) a coefficie 
entiers qui possede la propriete suivante : pour toute solution de la congru 

F 0 (modp), il existe uncertain indice i (i = 1, 2, ... , n) tel que (}F 

11. Determiner la serie de Poincare du polynome F(x, y) x2 - ya. 

§ 6. - FORMES QUADRATIQUES 
A COEFFICIBNTS p-ADIQUES 

Dans ce paragraphe et le suivant, nous appliquerons la theorie des no 
bres p-adiques a la representation des nombres rationnels et p-adiques 
des formes quadratiques. Nous aurons besoin des resultats algebriques 
les formes quadratiques exposes dans le § 1 de l 'appendice. 

1) Les carres dans le corps des nombres p-adiques 

Pour etudier les formes quadratiques sur un corps, i1 est important . 
savoir quels elements du corps sont des carres. C'est pourquoi nous co 
cerons par l'etude des carres dans le corps QP des nombres p-adiques.;1 

Nous savons (theoreme 4, § 3) que tout nombre p-adique ex# 0 s' :· 
de maniere unique ex = pme, ou e est une unite p-adique (i. e. une 
dans l'anneau ZP des entiers p-adiques). Si ex est le carre d'un nom , 

p-adique y = p/'e0 , alors m = 2k et e e!. Par suite, i1 est necessaire 
connaitre quelles sont les unites de ZP qui sont des carres. 

THEOREME 1. Soit p # 2. Pour qu'une unite p-adique 

e = c0 + c1p + c2p 2 (0 ~ C; < p, Co # 0) 

so it un carre, ii f aut et ii suffit que le nombre co so it un residu quadratiq 

modulo p. 
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DEMONSTRATION. - Si e = 1)2 et 1l == b (mod p) (b entier rationnel), 
aiors c0 == b2 (mod p ). Reciproquement, si co == b2 (mod p ), alors, consid6-
rant le polynome F(x) x 2 - e, nous obtenons : F(b) == 0 (mod p) et 

F'(b) = 2b =/=. 0 (mod p). 

D'apres le corollaire du theoreme 3 du§ 5, ii existe 1l e ZP tel que F('YJ) = 0 
et 1J b (mod p). Ainsi e = 1J2 et le theoreme est demontre. 

CoROLLAIRE 1. - Pour p # 2, toute unite p-adique congrue a 1 mod p 

est un carre dans Qp. 

COROLLAIRE 2. Pour p # 2, l'indice (Q: : Q:2
) du sous-groupe Q:2 

des 
carres dans le groupe multiplicatif du corps des nombres p-adiques est egal a 4. 

En effet, si une unite e n 'est pas un carre, al ors le rapport de deux des 
nombres 1, e, p, pe n'est jamais un carre dans le corps QP. De plus, tout 
nombre p-adique different de 0 est representable comme produit d'un des 
nombres 1, e, p, pe par un carre. 

Pour p # 2, nous poserons, pour toute unite (1), 

~ + 1 
(- 1 

si e est un carre dans RP 

sin on. 

D'apres le theoreme 1, nous avons 

(~) = (~), 
oil ( ~) est le symbole de Legendre. Si e est un entier rationnel premier avec p, 

alors il est clair que le symbole (i;) introduit ici coincide avec le symbole 

de Legendre. 11 est facile d'ailleurs de voir que, pour des unites p-adiques e 

et '1), on a 

Revenons sur le cas p = 2. 

THEOREME 2. -Pour qu'une unite 2-adique e soit un carre (dans le corps QJ, 
ii faut et ii suffit que e 1 (mod 8). 

. DEMONSTRATION. - La necessite resulte du fait que le carre d'un nombre 
1tnpair est toujours congru a 1 modulo 8. Pour demontrer la suffisance de 
cette condition, considerons le polynome F(x) x 2 - e et appliquons-lui le 
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corollaire du theoreme 3, § 5 pour 3 = 1 et y = 1. Puisque F(l) == O (mod 8 
F'(l) 2 0 (mod 4), alors, d'apres ce theoreme, il existe "fJ 1 (mod 4 
tel que F(YJ) = O i. e. e; = "t'J2. 

COROLLAIRE. - L'indice ( Q: : Qi2
) du sous-groupe des carres dans Ii 

groupe multiplicatif du corps des nombres 2-adiques est egal a 8. 

En effet, d'apres le theoreme 2, le systeme des residus 1, 3, 5, 7 modulo 
est un systeme de representants des classes residuelles du quotient du grou 
des unites 2-adiques par le sous-groupe de ses cam~s. Ajoutant a ces no 
bres les produits 2.1, 2.3, 2. 5, 2. 7, nous obtenons un systeme complet ' 

representants des classes du groupe quotient du groupe Q: par le sou 
groupe Q: 2

• 

2) Representation de zero 
par des formes quadratiques p-adiques 

Comme dans tout corps, une forme quadratique non singuliere sur 
corps QP peut s'ecrire, par une transformation lineaire de la variable, so 
la forme 

(a1 :f: 0) 

(cf. appendice § 1-1)). Si a; = p 2k1e1 ou a1 p 2k;+ie1 (e1 unite 

alors, par la transformation Yt = pkix1, on se ramene a une forme dont to 
les coefficients sont des entiers p-adiques divisibles au plus une seule f'; , 

par p. Ainsi toute forme quadratique non singuliere sur QP est equivalen 
a une forme du type 

F = Fo + pF1 == e1X~ + ... + e,x: + p(e,+ix:+ 1 + ... + e,,x!), 
oil les e:; sont des unites p-adiques. 

Dans la recherche des representations de zero, nous pouvons suppo · 
r ~ n - r. En effet, ii est clair que la forme pF est equivalente a la fo 
F1 + pFo. Puisque F et pF representent simultanement zero OU pas, a la pla' 
de la forme Fo + pFi, nous pouvons considerer la forme F1 + pF0 • 

Considerons d 'abord le cas p :f: 2. 

THEOREME 3. - Soit p :f: 2 et 0 < r < n. La forme (2) represente zli 
dans le corps QP si et seulement si une au moins desformes F0 ou F1 represent 
zero. 

DEMONSTRATION. - Supposons que la forme (2) represente zero : 
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II est clair que nous pouvons supposer que tous les ~i sont entiers et que l 'un 
au moins d'entre eux n'est pas divisible par p. Si ~1 0 (mod p), alors, 
passant a la congruence modulo p dans (3), on a : 

F0(~1, ••• , ~,) == 0 (mod p); 

~Fo (~1 , ••• , ~,) = 2e1~1 0 (mod p). 
VX1 

D'apres le corollaire du theoreme 3 § 5, la forme Fo represente zero. Sup
posons maintenant que toutes les valeurs ~b ••• , ~r sont divisibles par p, 

d'ou e:1 ~~ + ... + a:,~~ == 0 (mod p 2
). Passons a la congruence modulo p2 

dans (3). Simplifiant cette congruence par p, nous obtenons 

ou l'un au moins des ~r+ 1, ••• , ~n n'est pas divisible par p. En appliquant 
a nouveau le corollaire du theoreme 3 du § 5, nous en concluons que, dans 
ce cas, la forme F1 represente zero. Puisque la suffisance de la condition est 
evidente, la demonstration du theoreme 3 est terminee. 

Nous avons incidemment obtenu le resultat suivant. 

COROLLAIRE 1. - Si e:b ••• , e, sont des unites p-adiques, a/ors, pour p :f: 2, 

la f orme e:1x~ • • • + e:,x~ represente zero dans QP si et seulement si 
la congruence f (xb ... , x,) 0 (mod p) a une solution non triviale dans ZP. 

COROLLAIRE 2. - Sous /es memes hypotheses, si r ~ 3, a/ors la forme 
f(xb ... , x,) represente toujours zero dans ZP. 

En effet, d'apres le theoreme 5, § 1, la congruence f(xb ... , x,) 0 
(mod p) a une solution non triviale. 

Dans la demonstration du theoreme 3, nous n'avons pas completement 
utilise l'egalite (3) : nous avons seulement eu besoin des congruences 
F 0 (mod p) et F == 0 (mod p2). Ainsi, il resulte de la resolubilite de la 
deuxieme de ces congruences que l'une des formes F0 ou F1 et par suite F, 
represente zero. Nous avons done 

COROLLAIRE 3. - Pour p :f: 2, la forme (2) represente zero si et seulement 
si la congruence F == 0 (mod p 2) a une solution tel/e que la valeur d'une au 
moins des inconnues ne soil pas divisible par p. 

Passons main tenant a l 'etude des formes quadratiques sur le corps des 
nombres 2-adiques. Dans ce cas, le theoreme 3 et tous ses corollaires sont 

faux. Par exemple, pour la forme f = x~ + x! + x! + x!, I' equation f 0 
n 'a pas de solution non triviale dans Q2 (puisque deja la congruence f === 0 
(mod 8) n'a pas de solution dont l'une des inconnues soit impaire). Pour-

tant, la forme f + 2x! represente zero dans Q2 (theoreme 5). 
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THEOREME 4. - Dans le corps des nombres 2-adiques, la forme (2) (av ' 
p 2) represente zero si et seulement si la congruence F 0 (mod 16) ad 
une solution don( l'une des inconnues est impaire. 

DEMONSTRATION. - Soit F(~1, .. ., ~n) 0 (mod 16), l'un au moins d. 
nombres entiers p-adiques ~ n'etant pas divisible par 2. Supposons to · 
d'abord que ~; =¢= 0 (mod 2) pour au moins un i ~ r; soit par exempl 

0-F 
~1 0 (mod 2). Puisque F(~h ... , ~n) 0 (mod 8) et~- (~h ... , ~n) 

v-X1 

(mod 4), alors, d'apres le theoreme 3 § 5 (avec 8 1) la forme F represen 
zero. Supposons maintenant que ~1, ... , ~r sont divisibles par 2, i. e. ~i 2·1 

(1 ~ i ~ r ), les 'tli etant des entiers 2-adiques. Simplifiant par 2 la congruen 
r n 

4 2 e;'fl; + 2 2 e;~~ == 0 (mod 16), 
i=l 

nous obtenons 
n r 

2 e;~; + 2 2 e;'fl~ == 0 (mod 8), 
i=r+l i=l 

l'un des ~r+i, ••• , ~n n'etant pas divisible par 2. Comme ci-dessus, ce ·'., 
congruence entraine que la forme F1 + 2F 0 represente zero. Mais la forme 
qui lui est equivalente represente alors aussi zero, d'ou la suffisance de 
condition. La reciproque est evidente. I 

Dans la demonstration du theoreme 4, nous avons aussi obtenu le resul .' 
suivant. 

COROLLAIRE. - Si pour la forme (2) (avec p = 2), la congruence F ar1 
(mod 8) a une solution dont l'une au moins des inconnues xh ... , Xr 

1 

impaire, a/ors cette forme represente zero dans le corps Q 2• 

THEOREME 5. - Dans le corps QP des nombres p-adiques, toute forme 
dratique non singuliere de cinq ou plus de cinq variables represente toujo 
zero. 

DEMONSTRATION. -On peut supposer que la forme donnee est du type ( 
avec r ~ n r. Puisque n ~ 5, alors r ~ 3. Supposons p ::/= 2. Dans 
cas, d'apres le corollaire 2 du theoreme 3, la forme Fo represente zero, 
qui entraine que la forme F represente zero. 

Soit maintenant p 2. Si n - r > 0, considerons la forme « partielle 

f = e1x~ + e2x: eax! + 2enx!. 

Une telle forme represente toujours zero dans Q2. En effet, puisque e1 +e2=2~;' 
(ex entier 2-adique ), alors 

(mod 4), 
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1
• e. e1 + e2 + 2enex2 = 4~, ~ entier 2-adique. Posant X1 = X2 = 1, Xs 2~, 

Xn = ex, nous avons 

e:1. 12 + e2. 12 + e:3(2~)2 + 2e:nexn 4~ + 4~2 == 0 (mod 8). 

D'apres le corollaire du theoreme 4, la formefrepresente zero; mais alors F 
represente aussi zero. Dans le cas ou n r, on prend pour forme « partielle » 

Si e1 e:2 == es + e1 2 (mod 4), posons X1 = X2 = Xa = x, 
exemple e:1 + e2 0 (mod 4) posons Xi X2 = 1, Xs x, 
deux cas 

r entier 2-adique. Posant x5 = 2y, nous obtenons 

f 4y + 4y2 == 0 (mod 8). 

1 et si par 
0. Dans les 

Le corollaire du theoreme 4 montre que, dans ce cas, le tbeoreme. est 

demontre. 
D'apres le theoreme 6, § 1 de l'appendice, le theoreme 5 entralne ce qui 

suit. 

CoROLLAIRE 1. - Dans le corps QP, toute forme quadratique non singuliere 
de quatre ou plus de quatre variables represente tous /es nombres p-adiques. 

COROLLAIRE 2. - So it F(xi, ... , Xn) une f orme quadratique non singuliere 
a coefficients entiers rationnels. Si n ~ 5, pour tout entier m la congruence 
F(xi, ... , Xn) 0 (mod m) a une solution non triviale. 

En effet, puisque la forme F represente zero dans QP, pour tout entier s~ 1, 
la congruence F == O (mod ps) a une solution pour laquelle une au mains 
des inconnues n'est pas divisible par p. 

3) Formes binaires 

Les formes quadratiques binaires constituent un important exemple de 
la theorie generale des formes quadratiques. Nous considererons ici le pro
bleme de la representation des nombres du corps QP par une forme quadra
tique binaire du type 

x 2 - exy2, ex ::/= 0, ex E Qp (4) 

(II est evident que le cas general d 'une forme binaire quelconque s 'y reduit 
Par transformation des variables et multiplication de la forme par uncertain 
nombre p-adique ). 
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Nous designerons par Hoc !'ensemble de tousles nombres p-adiques d' 
rents de zero representables par la forme (4). Cet ensemble est toujo 

un groupe pour la multiplication. En effet, si ~ x2 
- a/, ~i = x: 

alors, comme le montre un calcul evident, 

~~1 = (XX1 + ocyy1)2 
- oc(XY1 + YX1)2

, 

Donnons une autre demonstration de ce fait, basee sur l'etude de l'extens .· 

quadratique QP( y;) du corps QP (a condition que oc ne soit pas un c · 
dans Qp). 

L'egalite ~ = x 2 - ay2 est equivalente au fait que ~ est la norme : 

nombre ~ = x + yy; dans Qi y;). Mais si ~ = N(~) et ~1 = N(~1), al 

~~1 = N(~1~) et ~-1 = N(~-1). 

Si oc est un carre dans QP, la forme ( 4) represente zero et par suite to us· 
nombres de QP. Par suite, Hoc coincide avec tout le groupe multiplicatifi. 
corps QP. 

Puisque la forme ( 4) represente tous les carres du corps QP (pour y = . 

alors Q;2 c Hoc. Mais, d 'apres les corollaires des theoremes 1 et 2, r 
dice ( Q; : Q;2

) est fini et par suite Hoc a un indice fini dans Q;. 
THEoREME 6. -Si le nombre oc E Q; n'est pas un cam~, a/ors ( Q; :Ho) 

DEMONSTRATION. Remarquons d'abord que la forme (4) repr 
un nombre p-adique ~ si et seulement si la forme 

ocx2 + ~y2 - z2 

represente zero (theoreme 6, § 1 de l'appendice). De plus, la condition p' 
que la forme (5) represente zero ne change passion multiplie oc et~ par. 
carres; nous pouvons done supposer que oc et ~ sont des elements fixes ·, 

chaque classe residuelle du quotient du groupe Q; par le groupe Q;1
.; 

Considerons d'abord le cas p =I= 2 et montrons que Hoc =I= Q;2
• C' 

evident si oc n'est pas un carre (puisque oc E Hoc)· Si maintenant 
est un carre, la forme X 2 ocy2 est equivalente a la forme X 2 y2 qui re 
sente toutes les unites p-adiques ( corollaire 2 du theoreme 3); cela si · 

que, dans ce cas, Hoc ne coincide pas avec Q; 2
• De plus, Hoc ne coincide 

avec Q; (si, bien sftr, oc Et Q; 2
). En effet, choisissant une unite p-adique, 

qui n'est pas un carre, nous pouvons nous bomer a donner a oc les valeurs e; 
et pe. Mais d'apres le theoreme 3 (et le theoreme 10 du§ 1 de l'appendi 
la forme (5) ne represente pas zero pour oc e, ~ = p ni pour oc = p, 
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~ :::=::. e. Ainsi, on a bien Hoc =I= Q;. Appliquons maintenant le corollaire 2 

du theoreme 1. Puisque Q; => Hoc => Q;2
, alors l 'indice ( Q; : Hoc) est un 

diviseur de l'indice ( Q; : Q;2
) 4. Mais, d'apres ce qui precede, il ne 

peut etre egal ni a 4 ni a 1 ; par suite, ( Q: : Hoc) = 2, ce qui demontre le 
tMoreme 6 dans le cas p =I= 2. 

Soit main tenant p = 2. 11 existe alors 8 classes residuelles de Q: selon Q: 2 

dont on peut prendre comme representants les nombres 1, 3, 5, 7, 2.1, 2.3, 
2. 5, 2. 7. Nous considererons done que oc et ~ dans la forme (5) coincident 
avec l 'un de ces nombres et nous expliciterons dans quels cas cette forme 
represente zero dans Q2. La reponse a cette question est donnee par le 
tableau ci-dessous, dans lequel le signe + indique que pour les valeurs 
correspondantes de oc et ~ la forme represente zero; les cases vides corres
pondent a des formes ne representant pas zero. 

1 3 5 7 2.1 2.3 2.5 2.7 

-- --. ---

+ + + + + + + + 
-- --- ---- ---

3 + + + + 
---- ----

5 + + + + 
.--·- --- --- -- ~--

7 + + + + 
----

2.1 + + + + 
-- --

2.3 + + + + 
-- -- -- -- ----

2.5 + + + + 
-- --

2.7 + + + + 

(D'apres la symetrie des roles de oc et~ dans la forme (5), les signes + du 
tableau sont repartis symetriquement par rapport a la diagonale principale). 
Dans chaque ligne a !'exception de la premiere, le signe figure dans quatre 

cases. Cela signifie que pour tout oc E Q: qui n 'est pas un carre, il y a quatre 

classes residuelles selon le sous-groupe Qi 2 qui sont representables par la 
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forme (4). Ainsi (Hex: Qi2) = 4 et puisque (Qi : Qi2) = 8 (corollaire 

theoreme 2), alors ( Q: : Hex) 2. 
Le tableau est etabli a partir des resultats de 2). Soient oc = 2e:, ~ = 2: 

ou e: et "ll sont des unites 2-adiques et supposons ' 

2e:x2 + 2"1]y2 
- z2 = 0. 

Nous pouvons supposer que x, y, z sont des entiers qui ne sont past 
divisibles simultanement par 2. I1 est clair que z 0 (mod 2) et que x 
ne sont pas simultanement divisibles par 2 (car sinon la partie gauche de 
ne serait pas divisible par (4)). Posant z = 2t, l'egalite (6) devient 

e:x2 + "llY2 - 212 = 0; 

en accord avec le corollaire du theoreme 4, cette egalite equivaut a 
congruence modulo 8 (avec x et y impairs). Puisque x2 y 2 1 (mod:· 
et 2t2 == 2 (mod 8) ou 2t2 0 (mod 8), alors nous obtenons que la res . 
bilite de !'equation (6) est equivalente a la realisation d'une au moins 
congruences. 

e: + "ll 2 (mod 8), e: "ll 0 (mod 8). 

Soit maintenant oc 2e:, ~ "ll· Dans l'egalite 2e:x2 + "llY2 
- z2 = 0 (8l. 

x, y, z entiers 2-adiques non divisibles par 2 simultanement), nous av .. 
pour ces memes raisons, y 0 (mod 2) et z 0 (mod 2). Par suite, la . 
lisation de cette egalite (d'apres le meme corollaire du theoreme 4) est :· 
Valente a la realisation d'une au moins des congruences 

2e: "ll 1 (mod 8), e: 1 (mod 8), 

qui correspondent aux cas 2 1' x et 2lx. 
II reste encore a examiner le cas oc = e:, ~ "ll· Si dans l 'egalite 

e:x2 + "llY2 z2 0, 

les entiers 2-adiques x, y, z ne sont pas tous divisibles par 2 alors l 'un d'en: 
eux est divisible par 2 mais les autres pas. Si z == 0 (mod 2), alors · 

e:x2 + "llY2 e: + "ll 0 (mod 4), 

d' oil i1 resulte que soit e: == 1 (mod 4), soit "ll == 1 (mod 4). Si mainte 
z O (mod 2), alors e:x2 + "llY2 == 1 (mod 4) et puisque l'un des nombr 
ou y est divisible par 2, alors l'autre ne l'est pas. Nous obtenons alors 
nouveau que l 'une des congruences 

e: == 1 (mod 4), '1l 1(mod4) 
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est realisee. Reciproquement, supposons par exemple que e: == 1 (mod 4). 
Alors la congruence e:x2 "llY2 z2 == 0 (mod 8) est realisee pour x = 1, 
y = 0, z = 1 si e: == 1(mod8) et pour x 1, y 2, z = 1 si e: == 5 (mod 8); 
cela signifie que la forme e:x2 + "llY2 - z2 represente zero. 

Apres avoir termine la verification du tableau, on a, en meme temps, 
deroontre le theoreme 6. 

Du theoreme 6 resulte que pour un nombre p-adique oc #- 0 qui n 'est pas 

un carre, le groupe quotient Q;/Hex est un groupe cyclique d'ordre 2. 
On peut done etablir un isomorphisme de ce groupe avec le groupe { 1, - 1 } 

des racines d'ordre 2 de 1. Cet isomorphisme entre Q; /Hex et { 1, - 1 } 
associe au sous-groupe Hex le nombre + 1 et a la classe residuelle ~Hex dis
tincte de Hex le nombre 1. II convient d'examiner cet homomorphisme 

du groupe Q; dans le groupe { + 1, - 1 }, de noyaux Hex. 

DEFINITION. - Pour des nombres p-adiques oc #- 0 et ~ #- 0, de.finissons le 
symbole (oc, ~) comme egal a+ 1 ou 1 suivant que laforme ocx2 + ~y2 - z 2 

represente ou non zero dans le corps QP. Le symbole (oc, ~) s'appelle symbole 
de Hilbert. 

De cette definition resulte immediatement que si oc est un carre, alors 

(oc, ~) = 1 pour tout ~. Si maintenant oc f. Q;2
, alors (oc, ~) = 1 si et seule

ment si ~ E Hex. On en deduit facilement que pour tout oc #- 0, !'applica-

tion~ ~ (oc, ~)est un homomorphisme du groupe Q; dans le groupe { 1, -1} 
de noyau Hex. En d'autres termes, on a la formule 

(9) 

De plus, la valeur du symbole (oc, ~)depend de la resolubilite de !'equa
tion (5) qui depend symetriquement de oc et~; par suite 

(oc, ~) = (~, oc), (10) 

d'ou, d'apres (9), 

(11) 

Remarquons encore que 

(oc, -oc) = 1 (12) 

~our tout oc e Q; (puisque l'equation ocx2 - ocy2 - z2 = O admet la solu
tion x = y = 1, z = O), d'ou, d'apres (9), 

(oc, oc) (oc, - 1). (13) 
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D'apres les formules (9) a (13), le calcul du symbole (rt, ~) dans le 
general se ramene au calcul des valeurs (p, e) et (e, 'fJ), e et 'fJ etant des 
p-adiques. En effet, si rt = pke, ~ = pl'fJ, alors 

Effectuons le calcul des valeurs (p, e) et (e, 'fJ). Sip =I= 2, alors, d'apr 
theoreme 3, la forme px2 + ey2 z2 represente zero si et seuleme 

ey2 - z2 represente zero, i. e. si l'unite e est un carre. Ainsi (p, e) = ·: 

pour p =I= 2 (voir 1)). De plus, d'apres le corollaire 2 du theoreme 3 
forme ex2 + 'fJY2 - z2 represente toujours zero et cela signifie que (e, 'fJ) =~ 
pour tout couple e, 'fJ d'unites p-adiques (p =I= 2). 

Dans le cas p = 2, les valeurs des symboles (2, 'fJ) et (e, 'fJ) pour des 
2-adiques e et 'fJ ont deja ete virtuellement determinees dans la demonstr 
du theoreme 6. En effet, d'apres (7) (pour e = 1), la forme 2x2 + 'fJY' , 

represente zero si et seulement si 'fJ + 1 (mod 8). Par suite, 

7)•-1 

(2, 'fJ) = (- 1)-8 . 

De plus, nous avons vu que la forme ex2 
- 'fJY2 z2 represente zero 

seulement si une des congruences (8) est realisee. Par suite, 

&-1. 7)-1 

( e, 'fJ) = ( - 1) 2 2 

Formulons le resultat obtenu. 

THEOREME 7. Les valeurs des symboles de Hilbert (p, e) et (e, 'fJ) 
des unites p-adiques e et 'fJ sont definies par /es formules 

(p, e) (~ ), ( e, 'fJ) = 1 pour p =I= 2 ; 

&•-1 &-1 11-1 

(2, e) = (- 1)-8 , (e,'fJ)=(-1)2·-2 pour p=2. 

4) Equivalence des formes binaires 

Le symbole de Hilbert permet d'ecrire sous forme evidente la conditi 
d'equivalence de deux formes quadratiques binaires dans le corps Q 
Soientf (x, y) et g(x, y) deux formes quadratiques binaires non singulier , 
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, coefficients dans QP et soient 8(/) et 8(g) leurs determinants. Pour que 
~es deux formes f et g soient equivalentes, il est necessaire que 8(/) et 8(g) 

different par un facteur multiplicatif appartenant a Q; 2 
(theoreme l, § 1 de 

l'appendice). Pour formuler une condition necessaire et suffisante d'equi
valence, etablissons le theoreme suivant. 

THEOREME 8. - Pour tout nombre p-adique rt =I= 0 representable par une 
forme binaire f de determinant 8 =I= 0, la valeur du symbo/e de Hilbert (rt, - 8) 

est la meme. 

DEMONSTRATION. Soient rt et rt' deux nombres p-adiques non nuls repre-
sentables par la formef. D'apres le theoreme 2, § 1 de l'appendice la forme/ 
est equivalente a une forme Ii du type rtX2 + ~y2• Puisque rt' est egalement 
representable par la forme Ji, alors 

Cette derniere equation exprime que la forme rJ.rt'x2 - rt~y2 - z2 represente 
zero et par suite (rtrJ.', - (/.~) 1. Mais rt~ differe de 8 par un carre; c'est 
pourquoi nous avons aussi (rtrt', - 8) = - 1 et cela entraine, d'apres la 
propriete ( 11 ), ( rJ., - 8) ( rJ.', - 8); ainsi, notre theoreme est demontre. 

D'apres le theoreme 8, nous pouvons introduire pour toute forme binaire/ 
un nouvel invariant 

e(f) = (rJ., - 8(/)) 

ou cc est un nombre p-adique different de zero representable par la forme f. 

THEoREME 9. - Pour que deux formes quadratiques binaires non singu
lieres f et g sur QP soient equivalentes, ii faut et ii suffit que /es conditions 
ci-dessous soient rea/isees : 

1) 

2) 

8(/) 8(g)y2, 

e(f) e(g). 

DEMONSTRATION. - La necessite de ces deux conditions est evidente. 
Pour demontrer la suffisance montrons que, si les conditions du theoreme 
sont remplies, les formes f et g representent les memes nombres p-adiques. 
s . * 01t Y QP un nombre representable par la forme g. Supposant la forme/ 
du type ccx2 + ~y2, nous aurons 

(rt, - rt~)= e(f) = e(g) (y, - 8(g)) = (y, oc~), 

d'ou 



64 THEORIE DES HOMBRES 

D'apres la definition du symbole de Hilbert, cela signifie que l'equation 

yoc-txt - oc~y11 - zll = 0 

est resoluble avec x, y, z differents de zero. Mais alors 

i. e. la forme f represente y. L'equivalence def et g resulte alors du th. 
reme 11, § 1 de l'appendice. 

5) Remarques sur les formes de degre plus grand 

Le theoreme 5 traduit un phenomene que l'on rencontre souvent en the · 
des nombres : « tout se passe bien >> si le nombre de variables est assez gr 
Dans notre cas, « bien » signifie que la forme quadratique represente 
dans le corps QP et « suffisamment grand >> que le nombre de varia 
est ~ 5. 11 serait tres interessant de continuer cette etude pour des fo ' 
de degre plus grand sur le corps des nombres p-adiques. 

Le resultat exact est le suivant. Pour tout nombre nature! r, il existe, 
nombre N(r) tel que toute forme de degre r sur le corps des nombres p-adiq 
dont le nombre de variables est > N(r) represente zero. L'existence d' ' 
nombre N(r) est loin d'etre evidente a priori. Nous avons examine ci-de ·' 
le cas r 2; les exemples de formes de degre superieur que l' on peut 
miner rendent tres probable que N(r) = r2, i. e. on a la conjecture suiv 

Toute f orme de degre r a coefficients p-adiques et dont le nombre de vari 
est plus grand que r 2 represente zero (*). 

On connait tres peu de resultats generaux en direction de cette conject, 
Brauer a demontre la finitude du nombre N(r) mais !'estimation obten 
partir de sa demonstration est bien superieure a r2 (R. Brauer, A no ,' 
systems of homogeneous algebraic equations. Bull. Amer. Math. S 
1945, p, 749-755). Pour r = 2, la verification de la conjecture reposes 
theoreme 5. Pour r 3, la conjecture a ete demontree par V. B. Demi .. 
et D. J. Lewis : ils ont demontre que toute forme cubique sur le corps ' 
nombres p-adiques dont le nombre de variable est ~ 10 represente 
(V. B. Demianov, Surles formes cubiques dans les corps metriques. D 
Akad. Nauk U RSS, 1950, 74, n° 5, 889-891; D. J. Lewis, Cubic homogen 
polynomials over p-adic number fields. Ann. Math., 1952, s6, n° 3, 473-4 

(*) On sait maintenant, grace a un exemple construit par G. Terjanian, 
cette conjecture est fausse; cf. C. R. Acad. Sci., Paris, 1966. Toutefois, J. 
et S. Kochen ont prouve que, pour un degrel r donne, elle est vraie pour tou 
les valeurs de p sauf un nombre fini (dependant de r) ; cf. Amer. J. of Mat · 
1965 (note communiquee par M. J. P. Serre). 
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En outre, Lang a demontre que si la conjecture est vraie pour tout r, on a 
egalement le resultat plus fort suivant : 

Le systeme d'equations 

F1(X1' ... , Xm) 0 t 

Fk(~i' · .. , Xm) = 0 ~ 
(14) 

dans lequel Fb ... , F k sont des formes de degres ri, ..• , rk a coefficients 
p-adiques a une solution non nulle si le nombre m de variables est plus grand 

que ri ... + rZ (S. Lang, On quasi algebraic closure. Ann. Math., 1952, 
55, n° 2, 373-390). 

Dans le cas de deux formes quadratiques, pour m ~ 9, la resolubilite 
du systeme (14) a ete demontree par V. B. Demianof (une demonstration 
simple du resultat de Demianov est contenue dans : B. J. Birch, D. J. Lewis 
et T. G. Murphy, Simultaneous quadratic forms. Amer. J. Math., 1962, 84, 
n° I, 110-115). 

II est enfin facile de montrer que la valeur hypothetique N(r) r2 est une 
borne inferieure, i. e. pour tout r ii existe des formes de degre r a r2 varia
bles ne representant pas zero dans le corps des nombres p-adiques. Construi
sons un exemple d'une telle forme. 

Rappelons dans ce but que, au point 2 § 1 de ce chapitre, on a construit 
une forme F(xi, ... , xn) de degre n et a n variables telle que la congruence 

F(xi, ... , Xn) 0 (mod p) 

n'ait que la seule solution : 

Xi== 0 (mod p), ... , Xn == 0 (mod p). 

Posons 

<l>(xi, · · ·, Xn•) F(xb ... , Xn) + pF(Xn+b ... , X2n) 

(15) 

pn-lF(Xn•-n+h •.. , Xn•) 

et d' emontrons que la forme <I> ne represente pas zero dans le corps des 
nomb d. R · , . resp-a 1ques. aisonnons par 1 absurde, 1. e. supposons que l 'equation 

<l>(xi, ... , Xn) 0 (16) 

ait une solution non nulle. D'apres l'homogeneite de <I>, nous pouvons sup
Poser que toutes les inconnues sont des entiers et que l 'un au moins n'est 
Pas divisible par p. Considerant (16) modulo p on a F(x x) o 
( ' b • • ., n 

m~d p) d'ou, d'apres (15), Xi px~, ... , Xn px~. L'egalite (16) prend 
ma1ntenant la forme 

P"F( I ') Xi, · · ·, Xn + pF(Xn+1' ... , X2n) + . . . pn- 1F(x • X ) 0 n -n+h • • ., n1 = 
BOREVITCH S 
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ou encore, apres simplification par p, 

F(Xn+b ••• , X2n) + • · · + pn- 2F(Xn•-n+i' • • ·' Xn•) + • · · 
+ pn- 1F(x~, ... , x~) = 

Par suite, Xn+b ••• , x2n sont divisibles par p. Repetant ce raisonneme 
n fois, nous demontrerions que Xi, ••• , Xn• sont tous divisibles par p ce q 
contredit notre hypothese initiale. 

EXERCICES 

1. Demontrer les proprietes suivantes du symbole de Hilbert : 

1) (cc, 1 - cc) = + 1, ex =fa 1; 

2) (cc, (3) = (y, - cc~), y = cx;2 + ~1)2 =fa O; 

3) (ccy, [jy) (ex, (3) (y, - cx[j). 

2. Soit f = cx1x~ + .•• + cx,,x~ (ex; E Q:) une forme quadratique; l'expre • 

c/f) = (- 1, - 1) fl (oc1, a) 
1 <.i "'-}~n 

s'appelle le symbole de Hasse de la formef. Demontrer que 

cp(ocx2 + f) = cp(f)(cx, - 8), 

cp(ccx2 + [3y2 + f) = cp(f) (cc[j, - 8) (oc, (3) 

(8 est le determinant de la forme f). 

3. Soit f = <XlX~ + . • . + cxnx! une forme a coefficients p-adiques represen ~ 
un nombre y =fa Ode Qr Montrer que y peut s'ecrire sous la forme ~· 

'Y = cx1;~ + ... + cxn;! (;ie QP), 

toutes les sommes « partielles » 

'Yk = cc 1;~ + ... + cxk;: (1 ~ k ~ n) 

etant differentes de zero (utiliser les theoremes 5 et 8 du§ 1 de l'appendice). 
4. Sous les hypotheses de l 'exercice precedent, montrer que la forme fest 6q 

Valente a une forme diagonale du type 

g yy~ + [32y: + ••. + [3nY! telle que cP(g) = cP(f) 

(on demontrera tout d'abord que par le changement de variable x µ.X - v~ · 
y = vX + µcxY (<Xµ.2 + [3v2 y =fa O) la forme ccx2 + [3y2 s'ecrit yX2 + cx[jy 

d'ou (cc, (3) = (y, <X[jy)). 
5. Montrer, par recurrence sur le n?mbre des vari~bles •. que les ~ymboles 

Hasse de deux formes quadratiques diagonales non smgulieres eq~1valentes 
le corps QP sont egaux (Utiliser le theoreme 4 du§ 1 de l'append1ce). On 
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done maintenant definir le symbole de Hasse pour des formes quadratiques non 
singulieres quelconques (non necessairement diagonales) : si la forme fest equi
valente a une forme quadratique lo, nous poserons cp(/) = cp(/o). 

6. Soient / 1 et J; deux formes quadratiques sur le corps QP, de determinants 81 

et o2• Demontrer que : 

Cp(fl + /s) = Cp(/1) Cp(/s)(- 1, - l)(oi, oJ. 
7. Soit f une forme quadratique non singuliere sur le corps QP, de determi

nant 8 et soit ex =fa 0 un nombre du corps Qr Montrer que 

/) 
) 

cp(f)(cx, (-1)n!1), sin impair, 
cp(cx = 

Cp(f}(cx, (- t)i o), Si n pair 

8. Demontrer qu'une forme quadratique non singuliere f de trois variables 
sur le corps QP represente zero si et' seulement si cp(f) + 1. 

9. Soit/ une forme quadratique non singuliere de quatre variables sur le corps QP, 
de determinant 8. Montrer que f ne represente pas zero dans QP si et seulement 
si o est Un carre dans Qp et Cp(/) = 1. 

10. Soit f une forme quadratique non singuliere de n variables sur le corps QP, 
de determinant 8. Montrer que f represente un nombre p-adique ex =fa 0 si et seule
ment si l 'une des conditions suivantes est remplie : 

1) n = 1 et cxo est un carre dans QP; 
2) n = 2 et cp(f) = ( - ex, - 8); 
3) n 3, <Xo est un carre dans QP et cp(f) = 1; 
4) n = 3 et oco n'est pas un carre dans Qp; 
5) n ~ 4. 

11. Donner des conditions pour qu'une forme quadratique non singuliere sur 
le corps QP ne represente pas zero (sauf de maniere triviale) mais represente tous 
les autres nombres p-adiques. 

12. Dans quels corps de nombres p-adiques la forme 2x2 - 5y2 + 14z2 ne repre
sente-t-elle pas zero ? 

13. Quels sont les nombres 5-adiques qui sont representes par la forme 2x2 +5y2 ? 
14. Soient f et f' deux formes quadratiques non singulieres an variables sur 

le corps QP et 8 et 8' leurs determinants. Demontrer que f et f' sont equivalentes 
si et seulement si cp(f) = cp(f') et 8 = 8'cx2 (<XE Qp). 

§ 7. - FORMES QUADRATIQUES RATIONNELLES 

1) Le theoreme de Minkowski-Hasse 

Nous exposerons ici la demonstration d'un des plus beaux resultats de 
la theorie des nombres, le theoreme de Minkowski-Hasse. 

Tm~oR:EME 1 (Minkowski-Hasse). - Une forme quadratique a coefficients 
rationnels represente zero dans le corps des nombres rationnels si et seulement 
si elle represente zero dans le corps des nombres rationnels et dans tous les 
corps de nombres p-adiques (pour tout nombre premier p). 
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La demonstration de ce theoreme depend de maniere essentielle du n 
bre n de variables de la forme quadratique. Pour n = 1, c'est trivial. P' 
n 2, la demonstration est encore tres simple. Si une forme quadrati · 
binaire rationnelle f de discriminant d =I- 0 represente zero dans le corps · 
reels, alors - d > 0 (cf. appendice § 1, theoreme 10); par suite · 

d ki k1 
- =Pi · · · Ps, 

OU les Pi sont des nombres premiers deux a deux distincts. Si f repres J 

zero danS le COrpS QPi' alors, puisque - d est Un Carre dans QPi' l'eX 

sant k; est pair (i 1, ... , s). Mais alors - d est un carre aussi dans, 
corps Q des nombres rationnels et par suite f represente zero dans Q. ,' 

Pour n ~ 3, la demonstration du theoreme est beaucoup plus compliq ·, 
Faisons quelques remarques pour commencer. i 

Nous supposerons que les coefficients de la forme quadratique consid · 
sont des entiers rationnels (car s'il n'en est pas ainsi, nous multipliero~ 
forme par le denominateur commun de ses coefficients). 11 est clair qu~.:, 
resolubilite de !'equation (1) dans Q ou dans le corps QP des nom · 
p-adiques est equivalente, d 'apres l'homogeneite, a sa resolubilite di'' 
l'anneau Z des entiers rationnels ou dans l'anneau ZP des nombres enti 
p-adiques. La resolubilite de (1) dans le corps des nombres reels est eq 
valente au fait que fest une forme non definie. Par suite et d'apres le th · 
reme 2 du§ 5, on peut donner au theoreme de Minkowski-Hasse la fo , 
suivante : 

Pour que I' equation (1) soit resoluble dans /es nombres entiers rationn 
ii f aut et ii suffit que la for me f so it non definie et que pour tout en tier de 1'. 

for me pm, la congruence 

~. f (xi, ... , Xn) 0 (mod pm) ~. 
~i 

ait une solution tel/e que la valeur de /'une au moins des inconnues ne s ' 
pas divisible par p. 

D'apres le theoreme 5, § 6, toute forme de cinq variables ou plus rep 
sente toujours zero dans le corps des nombres p-adiques. Par suite pour 
telles formes le theoreme de Minkowski-Hasse devient : 

Pour qu'uneforme quadratique rationnelle non singu/iere den~ 5 variable' 
represente zero dans le corps des nombres rationnels, ii f aut et ii suffit qu' elle! 
soit non definie. , 

Ainsi, il suffit de verifier les conditions de resolubilite dans les corps de 
nombres p-adiques pour n 3,4. Pour ces valeurs particulieres, le theo· 
reme de Minkowski-Hasse nous donne egalement un critere effectif de reso-
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iubilite de !'equation (1). En e~et, ~i la for~.e fest reduite a une so~me d~ 
, f La·x~ p premier 1mprur ne dw1sant aucun des coefficients a,, 

carres, 1 
" ' ' 1 1 la forme /, pour n ~ 3, represente toujours zero dans QP, d a pres e co~o -

laire 2 du theoreme 3, § 6. Par suite, les verifications a effectuer sont relatives 
1 ment a un nombre fini d'entiers premiers. Pour chacun de ces p, la 

~:e:tion de la representation, de zero par f dans Qp est resoluble par les 

theoremes du paragraphe precedent. , , ,.. . , 
D'apres le theoreme 6, § 1 de l'appendice, le theoreme 1 entrame le resultat 

suivant. 

CoROLLAIRE. - Pour qu'une f orme quadratique non singu/iere a coefJ!cients 

rationnels represente un nombre rationnel a, ii f aut et ii suffit qu' elle repres~ntrt a 
dans /e corps des nombres reels et dans tous /es corps QP de nombres p-adiques · 

2) Formes de trois variables 

Demontrons le theoreme de Minkowski-Hasse dans le cas n = 3. Pour 
les formes de 3 variables, le theoreme 1 a ete demontre (sous une ,autre 
forme) par Legendre. La formulation de Legendre est exposee dans 1 exer-

cice l. , 2 + 2 

Supposons la forme reduite a une somme de c~rres a1x~ + a2}' aaz · 
Dire que la forme est non definie signifie que les trots coefficients ab a2, aa. ne 
sont pas de meme signe. Multipliant la forme par - 1 si cela .e~t necessair:, 
nous sommes ramenes au cas on deux coefficients sont pos1t1fs et le trot
sieme negatif. Nous pouvons d 'autre part supposer que les nombres ai, az, as 
sont entiers, non divisibles par des carres et premiers dans leur ensembl:· 
De plus, si par exemple a1 et a2 ont un facteur premier commun.p, multt
pliant la formule par p et prenant px et PY comme nouvelles variables, on 

obtient une forme a coefficients ~, ~, pas. Repetant plusieurs fois cette 
p p 

operation, notre forme devient une forme du type 
ax2 + by2 - cz2 (2) 

dans laquelle a, b, c sont premiers deux a deux (et sans carres). 
Soit pun diviseur premier impair du nombre c. Puisque, par hypothese, 

la forme 2 represente zero dans Qp, alors, d'apres le theoreme 3 du§ 6 et 

le corollaire 1 de ce theoreme, la congruence 

ax2 + by2 == 0 (mod p) 

a une solution non triviale (disons (x0, y 0)). Mais alors, la forme ax
2 

+by" 

est decomposable en facteurs modulo p : 

ax" + bl ay; 2(XY0 + YXo)(XYo - YXo) (mod p). 
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Ceci est aussi vrai pour la forme (2), i. e. on a une congruence du type 

ax2 + by2 
- cz2 == VP>(x,y, z) M<P>(x,y, z) (mod p) 

dans laquelle VP> et M<P> sont des formes lineaires a coefficients enti 
On a des congruences analogues pour les diviseurs premiers impairs p 
coefficients a et b et aussi pour p = 2, puisque 

ax2 + by2 
- cz2 (ax+ by- cz)2 (mod 2). 

Prenons maintenant des formes lineaires L(x, y, z) et M(x, y, z) telles 

L(x,y,z) VP>(x,y,z) (modp) 

M(x, y, z) == M<P>(x, y, z) (mod p) 

pour tous les diviseurs premiers p de l'un des coefficients a, b, c. 
congruences (3) montrent alors que 

ax2 + by2 
- cz2 == L(x, y, z) M(x, y, z) (mod abc). 

Imposons aux variables x, y, z de prendre des valeurs entieres satisfi · · 
aux conditions · 

O~x< ybc, O~y<~, O~z< yab. 

Si nous excluons de cette etude le cas a b = c = 1 (pour la forme 

xa + y2 _ z2, 

le theoreme est evident : elle represente zero dans tout corps), alors, pui 

a, b, c sont premiers deux a deux, les nombres "'1&, ~ et Vlib ne · 
pas tous entiers. II en resulte facilement que le nombre des triplets (x, y · 
satisfaisant aux conditions (5) est strictement superieur a ' 

yab."'1&.~=abc. 

Considerons les valeurs prises par la forme lineaire L(x, y, z) pour 
valeurs des variables. Puisque le nombre des triplets (x, y, z) verifiant 
est superieur au nombre des residus modulo abc, alors il existe deux trip' 
distincts (xb Yb z1) et (xa, y2, z2) tels que l 'on ait la congruence ,. 

L(xi,yi, z1) L(x2,Y2, z2) (mod abe). 

II resulte alors de la linearite de la forme L que 

L(xo,Yo, Zo) 0 (mod abe) 
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De la congruence ( 4) resulte al ors 

ax!+ by!- ez! 0 (mod abe). (6) 

puisque les conditions (5) sont realisees pour les triplets (xi, yh z1) et (x2, Ya, z2) 

al ors 

!Yo J < yac, J Z0 J < yab, 

et par suite 

- abc < ax! by! - ez! < 2abe. (7) 

L'inegalite (7) est compatible avec la congruence (6) seulement si 

ax! + by! - cz! = 0 (8) 

ou bien 

ax! + by! - ez! = abc. (9) 

Dans le premier cas nous obtenons une representation non triviale de zero 
par la forme (2); c'est ce qu'il fallait etablir. Dans le deuxieme cas, nous 
arriverons au meme resultat grace au lemme suivant. 

LEMME 1. - Si laforme (2) represente abc, alors elle represente aussi zero. 

Soient x0, y0, zo satisfaisant a l'egalite (9). II est alors facile de voir que 

a(XoZo + byo)2 + b(YoZo axo)
2 

- e(z! + ab)2 
0. (10) 

Si z! ab =/= 0, alors cette egalite demontre le lemme. Si maintenant 

- ab= z!, alors la forme ax2 + by2 represente zero (cf. appendice, § 1, 
theoreme 10). Mais alors la forme (2) represente aussi zero et par suite le 
lemme est encore verifie dans ce cas. 

La demonstration du lemme 1 est tres courte, mais elle repose sur un 
calcul qui utilise l 'identite (10). Donnons une autre demonstration plus 
generale. Si be est un carre, alors la forme by2 - cz2 et avec elle la forme (2) 
represente zero. Supposons que be n'est pas un carre. Dans ce cas, la repre
sentabilite de zero par la forme (2) est equivalente au fait que ae est la 

norme d'un element du corps Q( "'1&). En effet, l'egalite (8) (dans laquelle 
on peut supposer x0 =/= 0) entraine 

ac= - -be - =N -+-ybe. (
ez0)

2 (y0)

2 

(ez0 Yo -) 
Xo Xo Xo Xo 

Reciproquement, si ac = N(u + v"'1&), alors 

ae2 + b(ev)2 
- cu2 0. 
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Supposons maintenant que l'egalite (9) soit satisfaite. En la multipli 
par c, elle prend la forme 

ac(x: be)= (cz0)
2 

bey! 
ou bien 

acN((X) N(~), 
avec 

(X Xo + yb7:, ~ = CZ0 y0 ybc. 

Mais 

ac = N(y), y= ~ER(ybc), 
(X 

et cela, comme nous l'avons vu, signifie aussi que la forme (2) repre 
zero dans Q. 

Attirons !'attention sur le fait suivant. Dans la demonstration ci-d, 
du theoreme 1 pour trois variables, nous n'avons utilise nulle part la r 
bilite de !'equation (2) dans le corps des nombres 2-adiques. Par s 
la resolubilite de !'equation (2) dans le corps des nombres reels et da .· 
corps QP pour tout p impair entraine sa resolubilite aussi dans le corpS:;r 

On a une propriete analogue pour tout corps Qq: si une forme quadra: 

rationnelle de trois variables represente zero dans le corps des reels et 
tous les corps QP sauf peut-etre dans le corps Qq, alors elle represente '· 

aussi dans le corps Qq (et par suite, d'apres le theoreme, dans le co 

des nombres rationnels). Essayons d'expliquer ce fait. Considerons 

cela les conditions de representation de zero par la forme 

ax2 + by2 -z2 

dans les corps QP et dans le corps des nombres rationnels (ici a et b son 

nombres rationnels non nuls); i1 est clair que toute forme quadratique r 
nelle non singuliere de trois variables peut etre ecrite sous la forme (11 , 
changement lineaire de variables et multiplication par un nombre ratio 

D'apres le point 3) du § 6, la condition de representabilite de zero p 
forme (11) dans le corps des nombres p-adiques peut s'ecrire 

(°~b) = 1, 
" 

oil (°~ b) est le symbole de Hilbert dans le corps Q,. Nous adoptons, 

cette notation pour le symbole de Hilbert (a, b) dans le corps QP P '. 

preciser le corps dans lequel nous le considerons, car nous serons ame 
a considerer simultanement des symboles de Hilbert pour plusieurs vale 
de p. 

Dans le corps des nombres reels, la forme (11) represente zero si et seul 
ment si au moins un des nombres a, b est positif. Pour ecrire cette con . 
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ti on sous la meme forme que (12), etendons les resultats du § 6. 3 au corps 
des nombres reels. Utilisons le fait que les corps p-adiques QP et le corps 

des nombres reels sont tous les completes du corps Q des nombres ration

nels. Ainsi les corps QP correspondent biunivoquement aux nombres pre

miers p. Desirant englober dans cette correspondance le corps des nombres 

reels, on utilise souvent le symbole oo appele nombre premier eloigne a l 'infini 

et on dit que le corps des nombres reels est le complete du corps Q qui 
correspond au nombre premier 00 eloigne a l'infini. Les nombres premiers 

usuels distincts du symbole oo introduit s'appellent alors nombres premiers 
finis. Par analogie avec la notation QP, le corps des nombres reels sera 

designe ici par Qoo. 
Pour tout (X du groupe multiplicatif de Q 00 , considerons la forme 

(13) 

et designons par Hex !'ensemble des nombres ~ E Q!, representes par cette 

forme. Si (X > 0, i.e. (XE Q!2
, alors la forme (13) represente tousles nombres 

reels et par suite Hex= Q!. Si maintenant ex < 0, i.e. ex n'est pas un carre, 
la forme (13) represente seulement les nombres positifs et par suite, comme 
dans le theoreme 6, § 6, nous avons : 

(Q!: Hex)=2. (14) 

ll en resulte que si pour ex, ~ E Q! on pose ((X, ~) = 1 suivant que la 

forme (13) represente ou non le nombre ~' alors le symbole (ex, ~) possede 
les proprietes (9) a (13) du § 6. 

Le theoreme 7, § 6 qui permet le calcul du symbole de Hilbert dans le 
corps QP se reduit ici a 

(15) 
Si ex> 0 OU 

si ex< 0 et 

Pour des nombres rationnels a, b nous designerons par ( a~b) la valeur 

du symbole (a, b) dans le corps Qoo. 

En utilisant le symbole (a~ b), nous pouvons maintenant enoncer le theo

reme 1 pour les formes de 3 variables sous la forme suivante : 

Laforme ax2 + by2 - z2, a, b etant des rationnels dijferents de zero, repre
sente zero dans le corps des nombres rationnels si et seulement si, pour tout p 
(y compris p 00) I' egalite 

(°~b) = 1 (16) 

est satisfaite 
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Pour tous les rationnels a et b differents de zero, le symbole( a~ b) est · 

rent de + 1 seulement pour un nombre fini de valeurs de p. En effe ·1 

p :/= 2, oo et sip ne figure pas dans la decomposition de a et b (cela si 
que a et b soot des unites p-adiques), alors, d'apres le corollaire 2 du t 
reme 3, § 6, la forme (11) represente zero dans QP et, par suite, pour to 

I d (
a, b) . (a ' ces va eurs e p, p = 1. Par a1lleurs, les valeurs du symbole ' 

pour a, b fixes satisfont a d'autres conditions. Ainsi, le nombre des valeu · 

(y compris p = oo) pour lesquels (a~ b) = - 1 est toujours pair. On 

aussi exprimer ce resultat sous la forme suivante 

ll(a~b) = i 
p 

ou p parcourt tous les nombres premiers et le symbole oo. En effet, le p: 
duit formel infini ci-dessus contient seulement un nombre fini de facte · 
differents de+ 1 et le fait que ce produit est egal a 1 est equivalent a lap 

du nombre des p tels que (a~ b) - 1. 

Demontrons (17). Representant a et b comme produit de puissances · 
nombres premiers et utilisant les formules (9) a (13) du § 6 ( egalement v ' 
fiees pour p = oo ), il est facile de demontrer la formule (17) dans les · 
particuliers suivants : 

1) 

2) 

3) 

a -1, 

a=q 

a=q, 

h=-1 

h=-1 

b = q' 
( q premier); 

(q et q' premiers, q ::/: q'). 

D'apres le theoreme 7, § 6 et les formules (15), nous obtenons 

11(- Ip, - 1) = (- 1,
2

- 1)(- 1
00
, - 1) (- 1)·(- 1) = 1; 

p 

11 (\ 1)=(2' 2 ')(\, ')=l·l=l; 
p 

( q, p 1) -- (q, q 1) (q, 2 1) (- 1) q-1 -1-1 q (- 1) 2 • 2 = 1 ; 11 
p 

(2~ q) = (2~ q)(2'/) m(- I)•';'= I; IT 
p 

(q/) (q/W/W2q') = (~)(~)c- ,/;'. = 1. 11 
p 
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ies nombres premiers q et q' dans ces formules sont impairs et distincts 
et cela demontre la formule (17). 

Remarquons que, dans cette demonstration, nous avons utilise la loi 
de reciprocite quadratique de Gauss. 11 est facile de voir, d'autre part, a 
}'aide de !'expression explicite du symbole de Hilbert donnee dans le theo
rerne 7, § 6, que l'on peut deduire de la formule (17) la loi de reciprocite. 
Ainsi la formule (17) est equivalente a la loi de reciprocite de Gauss. 

Supposons maintenant que la forme (11) represente zero dans tous les 
corps QP sauf peut-etre dans le corps Qq. L'egalite (17) et les conditions 

(a~b) = + I pour toutp # q nous donnent alors que (a~b) =I. En d'au

tres termes, on a demontre l 'affirmation suivante. 

LEMME 2. - Si une forme quadratique rationnelle de 3 variables represente 

zero dans tous /es corps Qp (p parcourt tous /es nombres premiers et le sym

bole oo) sauf peut-etre dans le corps Qq, elle represente aussi zero dans le 
corps Qq. 

3) Formes de 4 variables 

Nous considererons les formes 

(18) 

ou les a; soot des entiers ne contenant pas de facteurs au carre. La forme 
etant non definie, il est clair que nous pouvons supposer al > 0 et a, < 0. 
Nous considererons en meme temps que la forme (18) les formes 

L'idee de la demonstration du theoreme de Minkowski-Hasse pour les 
formes de 4 variables est la suivante. 

Utilisant le fait que la forme (18) represente zero dans les corps Qp, 
nous montrerons qu'il existe un entier rationnel a :/= 0 representable simul
tanement par les formes g et h dans les rationnels. Cela nous donne imme
diatement une representation rationnelle de zero par la forme (18). 

Soient pi, ... , Ps les diviseurs premiers impairs distincts des coefficients ai, 
a2, a8, a,. Pour tout p egal a un des pi, ... , Ps et pour p = 2 choisissons dans 
le corps QP une representation de zero 
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telle que tousles ~i soient differents de zero (cf. appendice § 1, theoreme 
et posons 

l 

11 est facile de voir qu'on peut choisir les ~'tels que bp =F 0, soit un nomb 
entier p-adique non divisible par p 2 (si bp = 0, les formes get h represente~· 
zero dans Qp et d'apres le theoreme 5, § 1 de l'appendice, representent to 
les nombres de Qp). Considerons le systeme des congruences 

a b2 (mod 16) 

a == bp
1 

(mod p~) 

a bp
8 

(mod p!) 

L'entier rationnel a satisfaisant a ces congruences est defini de mani" 
unique modulo m = 16p~, ... , p;. Puisque bP; n'est pas divisible par. 

alors bP;a-1 est une unite p;-adique et par suite bP;a-1 == 1 (mod p;). D'ap' 

le corollaire 1 du theoreme 1, § 6, le nombre bp.a-1 est un carre dans, 
I , i 

corps QP;' De la meme maniere, puisque b2 n'est pas divisible par 

alors b2a-1 1 (mod 8) et par suite (theoreme 2, § 6) b2a-1 est un c 
dans Q2. 

Du fait que bp et a ne different que par un carre, pour tout p ==2, Pi, ... , . 
les formes 

- ax!+ g et - ax!+ h 

representent zero dans QP. Si a a ete choisi > 0, alors, d 'a pres les co 
tions a1 > 0 et - a, > 0, les formes (20) representent aussi zero dan 
corps des nombres reels. Si maintenant p =F 2, pi, ... , Ps et ne figure , 
dans a, i. e. si p impair ne divise pas les coefficients des formes (20), al· 
ces formes representent zero dans QP d'apres le corollaire 2 du theorem~ 
§ 6. Supposons que le nombre a contient un seul facteur premier q diffe ' 
des nombres pi, ... , Ps (on montrera ci-dessous que l 'on peut toujo 
choisir a ainsi); nous pouvons alors appliquer le lemme 2 aux formes ( 
et conclure {d'apres le theoreme de Minkowski-Hasse pour les formes , 
3 variables) que les formes (20) representent zero dans le corps des nom 
rationnels. Mais alors, nous obtiendrons pourlenombre ales representati 

les Ct etant rationnels, d 'OU 

et le theoreme est demontre. 
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Montrons que l 'on peut toujours trouver a> 0 satisfaisant aux congruen
ces (19) et possedant la propriete remarquable utilisee ci-dessus. Nous appli
querons le theoreme de Dirichlet sur les nombres premiers dans une pro
gression arithmetique (ce theoreme sera demontre dans le chapitre V, § 3-2)). 
Ce theoreme affirme que si la raison et le premier terme d 'une progression 
arithmetique infinie sont premiers entre eux, alors cette progression contient 
une infinite de nombres premiers. Soit a* > 0 une des valeurs de a satisfaisant 
aux congruences (19). Designons par d le plus grand diviseur commun 

* de a* et m. Puisque ~ et ~ sont premiers entre eux, il existe, d'apres le 

* theoreme de Dirichlet, un nombre k ~ 0 tel que ~ + k ~ = q soit premier. 

Nous prendrons alors pour a le nombre 

a= a*+ km= dq. 

Puisque d contient certains des nombres premiers 2, pi, ... , Ps, alors ce 
choix de a permet de terminer la demonstration du theoreme 1 pour les 
formes de 4 variables. 

4) Les formes de s variables et plus 

Soit une forme quadratique rationnelle non definie de 5 variables reduite 
a une somme de carres 

(21) 

oil tous les a; sont entiers et sans carres. Nous pouvons supposer a1 > 0 
et ar:, < 0. Posons 

En raisonnant comme dans le cas n = 4, nous determinerons au moyen du 
theoreme de Dirichlet un nombre entier rationnel a > 0 representable 
par g et h dans le corps des nombres reels et dans tous les corps QP sauf 
peut-etre dans le corps Qq, q etant un nombre premier impair ne figurant 
Pas dans les coefficients a;. Mais alors get h representent a aussi dans le 
corps Qq. Pour la forme g, cela s'etablit de meme que plus haut a l'aide 
du lemme 2. Pour la forme h, elle represente zero dans Qq (corollaire 2 du 
theoreme 3, § 6) et par suite represente tousles nombres q-adiques (cf. appen
dice, § 1, theoreme 5). D'apres le corollaire du theoreme de Minkowski
Hasse (cf. fin de I), qui a ete deja ete demontre pour 3 et 4 variables, nous 
obtenons · que les formes g et h representent a egalement dans le corps des 
nombres rationnels, d 'ou, comme ci-dessus, resulte facilement que la 
forme (21) represente rationnellement zero. 
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Pour demontrer le theoreme 1 dans le cas n > 5, i1 suffit de remarq · 
que toute forme quadratique rationnelle non definie I reduite a une so 
de carres peut se representer sous la forme I= lo + fi, ou lo est une fo . 
non definie de 5 variables. D'apres ce qui precede la forme lo et par s 
la forme I representent zero dans le corps des nombres rationnels. Le th' 
reme de Minkowski-Hasse est completement demontre. 

5) Equivalence rationnelle 

Le theoreme de Minkowski-Hasse permet de resoudre l'importante q 
tion de !'equivalence des formes quadratiques rationnelles. 

TuoolIBME 2. - Pour que deux I ormes quadratiques non singulieres a co 
cients rationnels soient equivalentes sur le corps des nombres rationneu: 
I aut et ii suffit qu' el/es soient equivalent es sur le corps des nombres reel 
sur tous /es corps Qp de nombres p-adiques. 

DEMONSTRATION. - La necessite est triviale. La suffisance se demo~· 
par recurrence sur le nombre n de variables. Soit n 1. L'equival 

des formes ax2 et bx2 sur un corps signifie que ~est un carre dans ce co 

Mais si b est un carre dans le corps des nombres reels et dans tous , 

corps Qp, alors, comme nous l'avons vu dans 1), E est egalement un 

dans le corps Q des nombres rationnels. Ainsi le theoreme 2 est demo " 
pour n = 1. 

Soit maintenant n > 1. Choisissons un nombre rationnel a =F 0 repr 
table par la formel(sur le corps Q). Puisque des formes equivalentes r ' 
sentent les memes nombres, alors la forme g represente a dans le corps 
nombres reels et dans tous les corps QP. Mais alors, d'apres le coroll 
du theoreme de Minkowski-Hasse, la forme g represente egalement a 
le corps Q. En utilisant le theoreme 2, § 1 dP- l'appendice, nous concluo' 
alors que I,_ ax" +Ji, g ,_ ax2 + gi, ou Ii et g1 sont des formes qua 
tiques de (n - 1) variables sur le corps Q (le signe ,_ signifie ici equi 
lence sur Q). De l'equivalence des formes ax2 + fi et ax2 + g1 dans le co 
des nombres reels et dans les corps QP, il resulte que les formes Ii et 
sont egalement equivalentes dans to us ces corps (cf. appendice § l, the 
reme 4). Par hypothese de recurrence, Ji et g1 sont equivalentes sur le corps 
des nombres rationnels. Mais alors I et g sont aussi equivalentes sur Q et , 
le theoreme 2 est demontre. 
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Comme exemple, etudions la question de !'equivalence des formes qua
dratiques binaires. Le discriminant d(I) d'une forme rationnelle non singu
)iere s'ecrit de maniere unique 

d(f) = d0(f)c2 

oil d0(I) est un nombre entier sans carres. D'apres le theoreme 1, § 1 de 
l'appendice, par le passage a une forme equivalente, la valeur do(/) ne 
change pas et cela signifie que c'est un invariant de la classe des formes 
rationnellement equivalentes. 

Soit a un nombre rationnel quelconque non nul representable par une 
forme binaire non singuliere f. Pour tout nombre premier p (y compris 
p oo ), posons 

D'apres le theoreme 8, § 6 (qui est aussi vrai, c'est evident, pour le corps 
des nombres reels Q oo), la valeur e p(f) ne depend pas du choix de a. Par 
suite, c'est egalement un invariant de la forme I pour !'equivalence ration
nelle des formes. Reunissant le theoreme 2 au theoreme 9 du§ 6 (vrai aussi 
pour le corps Qoo), nous obtenons le critere suivant d'equivalence ration
nelle des formes quadratiques binaires. 

THEoREME 3. - Deux lormes quadratiques binaires I et g sont rationnelle
ment equivalentes si et seulement si 

do(/) = d0(g), ep(f) = ep(g) pour tout p. 

Remarquons que si }'equivalence des formes est definie par le systeme 
infini des invariants ep(I), le nombre de ces invariants est en fait fini puisque 
ep(f) =F + 1 seulement pour un nombre fini d'entiers p. 

6) Remarques sur les formes de degre superieur 

On se propose ici d'etudier une extension eventuelle du theoreme de 
Minkowski-Hasse a des formes d'autres degres : est-il vrai qu'une forme 
rationnelle represente zero dans le corps des nombres rationnels des qu'elle 
represente zero dans le corps reel et dans les corps QP ? II est facile de cons
truire des contre-exemples. Par exemple, si q, I, q', I' sont des nombres pre-

miers distincts tels que ( ~) = - 1, (?) = 1 et si la forme xs + qy2 
- /z" 

represente zero dans le corps des nombres 2-adiques, alors la forme de 
degre 4 

(x2 + qy2 - /z2)(xs + q'y2 - l'z2) (22) 
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representera zero dans tous les corps QP et dans le corps des nombres '' 
mais ne representera pas zero dans le corps des nombres rationnels. En, . 
dans le corps Q1i, le premier facteur represente zero par hypothese,. ! 

impair est different de q et /, alors le premier facteur represente zero 
corps QP d'apres le corollaire 2 du theoreme 3, § 6. Dans ces co 
et Q,, le deuxieme facteur represente zero pour la meme raison. Po ·. 
aucun de ces facteurs ne represente zero dans R puisque le premier 

ne represente pas zero dans Rq et la deuxieme dans Rq' ( puisque ( ~)-:-

et (~',) = - I)· Comme exemple numt!rique on a la forme 

(x2 + 3y2 
- 17z2)(x2 + 5y2 7z2

). 

Cet exemple peut sembler peu convaincant car la forme (22) est d 
posee et on pourrait croire que c'est ce qui explique ce phenomene. 1

,. 

a donne un exemple encore plus simple sans ce handicap (E. S. 
The diophantine equation ax3 by + cz3 0. Acta Math., 19St 
n° 3-4, 203-362). II a montre en particulier que la forme 3.x3 + 4y' · 
represente zero dans tout corps QP de nombres p-adiques et dans le'" 
des reels mais ne represente pas zero dans le corps des nombres ratio ''

1

·, 

Le fait que cette forme represente zero dans tous les corps QP est f: 
1 

demontrer (exercice 8, § 5). La non-representabilite de zero dans le , · 
des nombres rationnels est de demonstration plus delicate (cf. exerci · 
§ 7, chap. 3). 

L'analogue du theoreme de Minkowski-Hasse pour des formes de 
superieur n'est pas vrai meme dans le cas oil le nombre de variabl ,· 
grand. Par exemple, la forme 

pour n ~ 5 represente zero a la fois dans le corps des nombres reels et 
les corps p-adiques mais ne represente zero dans le corps des nombres ra . 
nels pour aucune valeur de n. On a le meme resultat pour la forme 

3(x~ + ... + x!)3 4(y~ ... + y!)3 
- 5(z~ + ... + z!)', 

qui, elle, est absolument irreductible. 
Dans les exemples ci-dessus, les formes introduites sont de degre . 

On ne connait pas encore actuellement d'exemples de formes de de., 
impair possedant ces proprietes. On a done emis la conjecture que l'analo · 
du theoreme de Minkowski-Hasse est vrai pour les formes de degre im '· 
d 'un nombre assez grand de variables. Rappelons le theoreme de Brauer 
les formes d'un nombre suffisamment grand de variables representent zet, 
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dans tous les corps de nombres p-adiques (nous avons deja enonce ce theo
, ..,,,e au§ 6-5)); nous arrivons done a la conjecture suivante : re•J,. 
lJne forme rationnelle de degre impair et d 'un nombre suffisamment grand 

de variables represente rationnellement zero. 
C'est a Artin que !'on doit la forme la plus precise de cette conjecture : 

une forme rationnelle de degre r impair a n variables represente zero dans 
le corps des nombres rationnels si n > r2

• 

Les exemples connus jusqu'a present, de formes de degre pair, infirmant 
la conjecture d' Artin sont toutes obtenues par le meme procede, la substi
tution d'une forme dans un autre. II est possible que la conjecture d'Artin 
soit vraie egalement pour les formes de degre pair en excluant les formes de 
ce type et les produits de ces formes. 

L'unique resultat general vers Ia conjecture d'Artin est du a Birch 
(B. J. Birch, Homogeneous forms of odd degree in a large number of varia
bles. Mathematika, 1957, 4, n° 8, 102-105), qui a demontre qu'une forme 
de degre impair represente zero dans le corps des nombres rationnels si le 
nombre de ses variables est suffisamment grand par rapport a son degre. 
La conjecture d'Artin n'est encore demontree pour aucune valeur de r 
(sauf r = 2). Le cas le plus simple est relatif a r = 3 et affirme qu'une forme 
cubique de 10 variables represente zero dans le corps des nombres rationnels. 

EXERCICES 

1. Demontrer le theoreme suivant, dft a Legendre : si a, b, c sont des entiers 
rationnels premiers deux a deux, sans carres et non tous de meme signe, alors 
I' equation 

ax2 + by2 + cz2 = 0 

admet une solution non nulle dans les nombres rationnels si et seulement si les 
trois congruences ci-dessous sont resolubles : 

x2 - be (mod a); 
x 1 == - ca (mod b); 
x 1 == - ab (mod c). 

2. Les formes 3x2 + 5y2 - 7z2 et 3x2 - 5y1 - 7z2 representent-elles zero dans 
le corps des nombres rationnels ? 

3. Quels sont les nombres premiers rationnels representes par les formes x1 + y 1, 

x2 + 5y2, x 1 - 5y1 7 
4. Donner une description de tous les nombres rationnels qui sont represen

tables par la forme 2x2 - 5y2• 

S. Quels sont les nombres rationnels qui sont representes par la forme 

2x2 - 6y2 + 15z2 ? 

BOREVJTCH 6 
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6. So it f une forme quadratique non singuliere sur le corps des nombres r 
nels, dont le nombre de variables n 'est pas egal a 4. Montrer que I represente' 
les nombres rationnels si et seulement si elle represente zero. 

7. Pour quels entiers rationnels a la forme x 2 + 2y2 - az2 represente-t-elle 
dans le corps des nombres rationnels ? 

8. Trouver toutes les solutions rationnelles de !'equation x2 + y 2 
- 2z2 ~ 

9. On considere les formes 

3x2 - y 2 + 30z2
; 

quelles sont celles qui sont equivalentes entre elles sur le corps des 
rationnels ? 

10. Supposons que la forme ax2 + by2 - z2, ou a et b sont des entiers rati 
sans carre et I a I > I b I, represente zero dans tous les corps de nombres p-a 
Montrer qu 'ii existe al ors des en tiers rationnels a1 et c tels que 

(l'egalite aa1 + b c2 = 0 montre que la forme aa1x 2 + by2 
- z2 represen 

rationnellement). 
11. Considerant les formes du type ax2 + by2 z2

, ou a et b sont des ' 
sans carres, demontrer le theoreme de Minkowski-Hasse pour trois variab 
recurrence sur le nombre m =max (I a I, I b I) (utiliser l'exercice 10 et l'ex ' 
du§ 1 de l'appendice). 

CHAPITRE II 

REPRESENTATION 
DES NOMBRES 

PAR DES FORMES 
RATIONNELS 
DECOMPOSABLES 

Nous avons etudie dans le chapitre precedent !'existence et la recherche 
des solutions rationnelles des equations. Ce chapitre est consacre a I' etude 
des solutions en nombres entiers. Nous commencerons par l'etude d'un 
exemple simple. 

Considerons le probleme de la recherche de toutes les solutions en nom
bres entiers de !'equation 

x2 2y2 = 7. (1) 

Nous nous limiterons aux solutions x > 0, y > 0 (les autres s 'obtiennent 
par changement de signe). L'equation admet les solutions (3,1) et (5,3). 
On peut obtenir a partir de ces deux solutions une infinite d'autres solutions, 
en effectuant la remarque suivante : si (x, y) est une solution de !'equa
tion (1), alors, comme on le verifie facilement (3x + 4y, 2x + 3y) est encore 
une solution. Partant de la solution (x0, y 0) (3, 1), nous obtenons ainsi 
une suite infinie (xm Yn) de solutions definies par les formules de recurrence 

~ Xn+1 = 3Xn 

~ Yn+1 = 2Xn 
(2) 

Partant de la solution (x~, y~) = (5,3) nous obtenons par Ies memes formules 
une autre suite infinie (x~, y~) de solutions. On peut demontrer que ces deux 
suites epuisent toutes les solutions (x, y) de !'equation (1) telles que 

x > 0, y > 0. 

Cette resolution elementaire de !'equation (1) repose sur des formules 
e~ des calculs. Nous pouvons la relier a des notions plus generales et preparer 
ainsi le terrain pour des generalisations ulterieures. 

R.emarquons que la forme x2 - 2y2 est irreductible sur le corps Q des 
110mbres rationnels mais se decompose en facteurs lineaires (x + yy'2) 
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Mais si w a (mod E), alors w1 a1 (mod /f!,), ce qui entraine que l'unite e:o 

est congrue modulo £1 a un nombre entier rationnel. D'apres le lemme de 
Kummer (theoreme 3 du § 6; nous utilisons a nouveau la regularite du 
nombre l), l 'unite e:0 est une puissance /ieme dans Q(~), i. e. e:0 r/ oil 1J est 
aussi une unite du corps Q(~). L'egalite (10) s'ecrit alors 

a.' (1)~)1 = e:'(l ~)l(m-1)yl. 

Nous avons obtenu une egalite du type (2), a cette difference pres que l'expo
sant m est remplace par m - 1. Mais c'est impossible, puisque ma ete choisi 
le plus petit possible. La contradiction obtenue montre que !'equation (1) 
n'a pas de solution en nombres entiers non nuls x, yet z dont l'µn est divi
sible par /, i. e. le deuxieme cas du theoreme de Fermat est demontre pour 
an exposant l regulier. 

2) Infinite de !'ensemble des nombres premiers irreguliers 

Dans les limites des tables, la quantite des nombres premiers reguliers 
est superieure a la quantite des nombres irreguliers. Pourtant, on ne sait 
pas si c'est toujours vrai pour l'intervalle (1, N). En fait, jusqu'a present, 
on ignore meme s'il existe une infinite de nombres reguliers. Le theoreme 
suivant est lie a ces questions. 

THEOREME 2. - II existe une infinite de nombres premiers irreguliers. 

La demonstration du theoreme 2 s'appuie sur certaines proprietes des 
nombres de Bernoulli. Ces· proprietes seront formulees et demontrees dans le 
paragraphe suivant. 

Soit p1' ... , Ps un systeme fini quelconque de nombres premiers irreguliers. 
Le theoreme 2 sera demontre si nous pouvons trouver un nombre premier 
irregulier p different de Pi. ... , Ps· Posons 

n r(p1 1) ... (Ps 1). 

Puisque pour le nombre de Bernoulli B2k on a 

pour k ~ oo, 

b . I Bn (cf. fin du§ 8), si l'entier rationnel rest assez grand, le nom re rat1onne n 

sera superieur a 1 en valeur absolue. Soit p un nombre premier figurant 
dans le numerateur (pour une ecriture irreductible). Si (p - l)ln, alors, 
d'apres le theoreme 4 du§ 8, le nombre p figure dans le denominateur de Bm 
ce qui n'est pas, d'apres le choix de p. Ainsi (p - 1) 1' net pest done diffe-
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rent de Ph ... , Ps (et different de 2). Designons par m le reste de la division 
den par p - 1, i. e. n = m + a(p - 1). II est clair que m est pair et 

2~m~p-3. 

De plus, simultanement avec n, le nombre m n'est pas divisible par p - l. 
Utilisant maintenant la congruence <lite de Kummer (theoreme 5 du § 8), 
nous obtenons dans l'anneau des nombres rationnels p-entiers la congruence 

Bn 
- (modp). 
n 

Mais Bn 0 (mod p), d'ou Bm == 0 (mod p) et Bm 0 (mod p). Puisque m 
n m 

est egal ici a l'un des nombres 2, 4, ... ' p 3, alors, d'apres le corollaire 
du theoreme 2 du§ 6, le nombre pest irregulier. Le theoreme 2 est demontre. 

EXERCICES 

1. Demontrer que l'equation x3 + y3 = 5z3 a pour unique solution x=y=z=O 
dans les nombres entiers rationnels. 

2. Demontrer qu 'ii existe une infinite de nombres premiers irreguliers de la 
forme 4n + 3 (utiliser les exercices 9 et 10 du § 8). 

§ 8. - LES NOMBRES DE BERNOULLI 

Nous demontrerons ici les proprietes des nombres de Bernoulli qui ont 
ete utilisees dans les paragraphes precedents. 

Toutes les series entieres considerees ci-dessous convergent dans un cer
tain voisinage de l 'origine des coordonnees et il est facile de determiner leur 
rayon de convergence. Nous ne nous interesserons pourtant pas a ces ques
tions de convergence puisqu'il suffi.t pour notre propos de considerer ces 
series formellement (a !'exclusion de la demonstration du theoreme 6). 

DEFINITION. - Les nombres rationnels Bm (m ~ 1) de.finis par le develop
pement en serie 

(I) 

sont appe/es nombres de Bernoulli. 
Nous utiliserons les notations abregees suivantes. Si 

f (x) = ao + ll1X + ... + OnX11 
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est un polynome, nous designerons par f (B) le nombre 

ao + a1B1 + ... + anBn. 
ct) 

De maniere analogue, si/ (x, t) est une serie entiere de la forme "J./n(x)tn, 

oufn(x) est un polynome, nous designerons par /(B, t) la serie 
n=O 

ct) 

n=O 

Ainsi par exemple, on peut ecrire la serie (1) definissant les nombres de 
Bernoulli sous la forme 

t 
--=eBt 
e'-1 · 

II est facile de voir que pour tout nombre a on a 

(la demonstration s'effectue en multipliant terme a terme les series de 
gauche). 

THEoREME 1. - Les nombres de Bernoulli verifient la relation de recur
rence 

{l + B)m - Bm = 0 pour m~2, (2) 

qui sous forme developpee s' ecrit 

m-1 

1 + _Lc~Bk=O (m ~ 2). 
k=l 

Pour la demonstration, ecrivons l'egalite (1) sous la forme 

t = e<1+B)1 _ eB'. 

, . tm . 
Egalant les coefficients des termes m ! (m ~ 2), nous obtenons la relation (2). 

Pour m = 2, la formule (2) donne 1 + 2B1 = 0, d'ou 

THEoREME 2. -A /'exception de Bi, tous /es nombres de Bernoulli d'indices 
impairs sont nuls : 

B2m+1 = 0 pour m~ 1. (3) 

METHODE ANALYTIQUE 431 

Les egalites (3) equivalent au fait que la fonction 

ct) 

_t_ + ~ = 1 + "'Bm tm 
e1 -1 2 ~m! 

m=2 

est paire, ce qui est facile a verifier. 
Donnons les valeurs des douze premiers nombres de Bernoulli d 'indices 

pairs : 

691 
B12 = - 2730' 

174 611 
B2o=- -~, 

7 
Bu= 6' 

3 617 
B16 = -5f(f, 

854 513 
B22 = 138 

236 364 091 
Bu= - 2730 

Les nombres de Bernoulli sont lies aux sommes des puissances des nom
bres entiers naturels. Posons 

Sk(n) = 1 k + 2k + ... + (n - l)k. 

THEoREME 3. - Les sommes Sk(n) verifient la formule 

m ~1 (4) 

ou, sous forme developpee, 

m 

"'ck B m+1-k (m + l)Sm(n) = ~ m+i kn , m ~ 1 {B0 = 1). (5) 

k=o 

En effet, l' expression de droite dans l 'egalite ( 4) est egale au coefficient 
tm+l . 

de dans la serie e<n + B)t - eBt. Par adleurs 
(m + l)! 

n-1 

en'-1 2 e(n+B)t _ eBt = eBt(ent _ 1) = t __ = t ert 
e 1 -1 

r= 
ct) n-1 ct) 

~(~ ) tm+i "'(m + l)Sm{n)tm+l 
= nt + ,;S ~,m -m ! = nt + ,;S (m + 1) ! ' 

ce qui demontre la formule ( 4). 
Remarquons que, pour n = 1, la formule (4) coincide avec (2). 

THEoREME 4 (theoreme de von Staudt). - Soient p un nombre premier 
et mun nombre pair. Si (p - 1) { m, a/ors Bm est p-entier (i.e. Bm ne contient 
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pas p en denominateur ). Si maintenant (p - 1) Im, a/ors pBm est un nombre 
p-entier et 

pBm == - 1 {mod p). 

Nous demontrerons le theoreme 4 par recurrence sur m en utilisant la 
relation 

m-1 

(m + l)Sm{p) = (m + l)Bmp + ) C~+iBkpm+i-\ 
~ 
k=o 

obtenue a partir de (5) en remplai;ant n par p. :Ecrivons-Ia sous la forme 

m-1 

pBm = Sm(p) - 2 m 1 C~+iPm-kpBk (6) 
k=O 

et demontrons que tous les nombres qui figurent dans la somme sont des 
nombres p-entiers et sont divisibles par p (dans l'anneau des nombres 
p-entiers ). 
, Le facteur pBk pour k < m est p-entier par hypothese de recurrence. 

Etudions le nombre 

... !_ ck + pm-k 
m+l mi • 

(7) 

Sip 2, alors, puisque m + 1 est impair, ce nombre est 2-entier et divisible 
par 2 (puisque k < m). Pour p =I= 2, ecrivons le nombre (7) sous la forme 

_1_ cm+i-k m-k _ m(m- 1) ... (k + 1) m-k 
m + 1 m+i p - (m - k + 1) ! p . · 

Le nombre p figure dans (m k + 1)! = r! avec l'exposant 

[
r] [ r] r r r p + p2 + . . . < p + p2 + ... = p -

r 
~ 2 ~r-1 m-k, 

. 1 
et par smte cm--k + l)!pm-k est un nombre p-entier divisible par p. 

On a ainsi demontre que pBm est p-entier et que 

pBm Sm(P) (mod p) 

dans l'anneau des nombres p-entiers 
D'autre part, on a les congruences 

Sm(P) == 1 (mod p) 

Sm(P) 0 (mod p) 

si 

si 

(p- l)lm; 

(p-1) 1' m. 

(8) 

(9) 

(10) 
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En effet, si (p 1) Im, alors xm == 1 (mod p) pour 1 ~ x ~ p - 1, d'ou 

p-1 

"'1 ~ p - 1 == - 1 (mod p ). 

x=l x=l 

Si maintenant (p 
aurons 

1) -r m, soit g une racine primitive modulo p; nous 

p-1 p-2 

Sm(P) = _2xm == _2gmr 
x=l r=o 

g<p-l)m _ 1 

1 
== 0 (mod p), 

gm-

puisque gP- 1 == 1 (mod p) et gm=/= 1 (mod p). 
Reunissant (8) et (10), nous obtenons que, si (p - 1) -rm, alors pBm == 0 

(mod p), i.e. Bm est p-entier. Le deuxieme argument du theoreme 4 resulte 

des congruences (8) et (9). 
Dans le cas m ~ p 1, le nombre p - 1 ne divise aucun des nombres 

k < m et par suite tous les Bk pour k < m sont p-entiers et par suite tous 
les termes qui figurent dans la somme de droite de l'egalite (6) sont divi

sible par p2 • On a done le resultat suivant. 

COROLLAIRE . Sip =I= 2 et m ~ p - 1 (m pair), a/ors 

(11) 

THEOREME 5 (congruence de Kummer). - Sip est premier et (p - 1) -rm 

(~ est pair positif), a/ors le nombre Bm est un nombre p-entier et on a la 
m 

congruence 

_B_m---'+po....-_1_ = Bm ( d ) 
m + p - 1 - m mo P · 

Autrement dit, les quotients Bm (pour (p 
m 

modulo p, de periode p 1. 

DEMONSTRATION. - Considerons la fonction 

m=l 

(12) 

1) -rm) sont periodiques 

(13) 

oil g est une racine primitive moduio p, 1 < g < p. Posons e' - 1 = u. 

Al ors 
gt t 

F(t) = (1 + u)ff _ 1 - u = tG(u), 

28 
BOREVITCH 
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OU 
CXl 

g 1 g 1 ' G(u) = - - = - - = / c uk 
(1 + u)g - 1 u gu + ... + ug u ~ k · 

k=O 

11 est clair que ces nombres ck sont p-entiers. 
Demontrons que, dans le developpement de la fonction G(u) suivant 

les puissances de t : 
CXl CXl 

G(u) = G(et - 1) = ""'ck(et - l)k = ""'Am tm 
L Lm!' (14) 
k=O m=O 

tous les coefficients Am sont p-entiers et de periode p - 1 modulo p (pour 
m > 0). 11 est clair que si cette derniere propriete est satisfaite pour cer
taines series elle l'est aussi pour toute combinaison lineaire a coefficients 
p-entiers. 11 nous suffit done de le verifier pour les fonctions (et - I)k. Mais 
ces fonctions, a leur tour, sont des combinaisons lineaires des fonctions ert 

pour des entiers r ~ 0. Mais 

n=O 

et, d'apres le petit theoreme de Fermat, 

yn+p-1 == rn (mod p) pour n > 0; 

par suite, les fonctions e't possedent la propriete demandee et notre argu
ment sur les coefficients Am est demontre. 

Egalant maintenant les coefficients correspondants dans (13) et (14), 
nous obtenons 

d'ou 

Bm(gm - 1) Am-1 
m ! (m - 1) ! ' 

Bm 
- (gm - 1) = Am-1• 
m 

Puisquegm-1::¢=0(modp) pour (p-1) 1 met que la suite des nombresgm-1 
possede, d'apres le petit theoreme de Fermat, la periode p - 1 modulo p, 

alors, d'apres la propriete demontree des nombres Am, les nombres Bm 
m 

pour (p - 1) 1 m sont p-entiers et de periode p - 1 modulo p. Le theo
reme 5 est demontre. 

THEOREME 6. - Les nombres de Bernoulli B2m veri.fient la formule 

_ m-12(2m) ! 
B2m - (- 1) (27t5m ~(2m), (15) 

METHODE ANALYTJQUE 435 

OU q2m) est la valeur de la fonction zeta de Riemann qs) pour s = 2m. 

Pour la demonstration, nous utiliserons la decomposition de ~l en e -
serie de fractions rationnelles : 

+oo oo 

t 1 ""' 1 1 1 ""' 2t 
et - 1 = - 2 + L..., t- 27tin = - 2 + t + L t2 + (27tn)2 · (16) 

n=-oo n=l 

On peut deduire ce developpement par exemple du developpement classique 
suivant de la cotangente : 

CXl 

1 ' 2z cotg z = - + /. 2 ( ) 2 , z ..:........( z - 7tn 
n=l 

en utilisant le fait que 

eiz + e-iz 2i 
cotg z = i . . = i + -----;-- . e'z _ e-1z e21z _ 1 

11 resulte de (16) que 
CXl 

t t ""' t
2 

et - 1= 1 - 2 + 2 L t2 + (27tn)2' 
n=l 

et puisque 

t2 ~ ( t )2m 
t2 + (27tn)2 = L (- 1r-1 2M , 

m=l 

al ors 

CXl 

= 1 - ~ + ""'(- l)m-1 2~(2m) 2m 
2 L..., (27t)2m t • 

m=l 

Comparant cette egalite avec (1) et egalant les coefficients correspondants, 
nous obtenons l 'egalite (15). 

La formule (15) permet d'etudier la croissance de I B2m I quand l'indice 

croit. Puisque ~(2m) > 1 et (2m)! > e:rm (cela resulte de la formule bien 

connue de Stirling), alors 

Nous obtenons en particulier que 

pour m ---* oo. 
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EXERCICES 

1. Demontrer que 

(x + B)m (x - 1 - B)m, m ~ 1. 

2. Demontrer que 

3. Soit p un nombre premier, p =I- 2. Demontrer que 
p-..!_ 

:i/;' 2((~) 2)s,+i (mod p). 
x=l 2 

4. Soit p > 3 un nombre premier de la forme 4k + 3. Demontrer que le nom
bre h des classes de diviseurs du corps quadratique imaginaire Q( y - p) satisfait 
a la congruence 

h - 2B p+i (mod p). 
2 

5. Demontrer que, pour p > 3 premier, 

1 1 
1 +2+3+ ... +p == O (mod p2) 

6. Demontrer la formule 
k-1 

(kx + sr ,.m-l 2 (x +~+st 
s=O 

(k et m sont des entiers naturels). 
7. La fonction tg x admet la decomposition 

n=l 

OU 
Tn 22n(22n _ 1) I~~ I . 

Demontrer que tous les coefficients T n sont des entiers naturels. 
8. Pour m > 1, demontrer 

2B2m == 1 (mod 4). 

9. Soit q un nombre premier tel que 2q + 1 ne soit pas premier (par exemple 
q == 1(mod3)). Demontrer que le numerateur du nombre de Bernoulli B2q contient 
(en ecriture irreductible) un nombre premier de la forme 4n + 3. 

10. Soient Pi. ... , Ps des nombres premiers superieurs a 3, 

M = (P1 - 1) ... (Ps - 1) 

et q un entier naturel satisfaisant a la congruence q == 1 (mod M). Demontrer 
qu'aucun des nombres premiers Pi. ... , Ps ne figure dans le denominateur de 

la fraction ~;. 

APPENDICE ALGEBRIQUE 

§ 1. - FORMES QUADRATIQUES 
SUR UN CORPS QUELCONQUE 

DE CARACTERISTIQUE DIFFERENTE DE 2 

Nous exposerons dans ce paragraphe une serie de resultats generaux sur 
les formes quadratiques sur un corps quelconque. Dans le cas de resul
tats bien connus, nous nous contenterons de les enoncer. K designera, sauf 
precisions supplementaires, un corps arbitraire dont la caracteristique est 
differente de 2. Pour toute matrice rectangulaire A on designera par A' la 
matrice transposee. 

I) Equivalence des formes quadratiques 

On appelle forme quadratique sur un corps K un polynome homogene 
de degre 2 a coefficients dans K. Toute forme quadratique f peut s'ecrire 
sous la forme 

avec aij = aii· La matrice symetrique A (a;i) s'appelle la matrice de la 
forme quadratique f La forme quadratique est completement determinee 
par la donnee de sa matrice a la designation des variables pres. Le deter
minant d = det A s 'appelle le determinant de la forme quadratique ; si 
d = 0, la forme fest dite singuliere et non singuliere dans le cas contraire. 
Designant par X la matrice colonne des variables Xi, x2, ••• , Xm nous pou
vons ecrire ainsi la forme quadratique f: 

f=X'AX. 

Supposons qu 'a la place des variables Xi, .•. , Xn on introduise de nouvelles 
variables yi, .. ., Yn par les formules 

n 

X; .Lcijyi (I i ~ n, cii E K). 
j=l 
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sous forme matricielle, cette transformation lineaire peut s'ecrire sous la 
forme 

X CY, 

ou Y est la matrice colonne des variables yi, ... , Yn et C la matrice (cij). 
Rempla9ant dans la forme quadratique Iles variables Xi, ... , Xn par leur 
expression en fonction de yi, ... , Yn nous obtenons (apres avoir effectue 
toutes les operations convenables) une nouvelle forme quadratique g (encore 
sur le corps K) des variables y1, ••• , Yn· La matrice Ai de la forme quadra
tique g est 

Ai C'AC. (1) 

Deux formes quadratiques I et g sont dites equivalentes et on note I,......; g, 
s 'il existe une transformation lineaire non singuliere des variables par laquelle 
une des formes est transformee en l'autre (a la designation des variables 
pres). De la formule (1) resulte : 

THEoREME. Si deux lormes quadratiques sont equivalentes, a/ors /eurs 
determinants different l'un de l' autre par un I acteur non nu/ qui est un carre 
dans K. 

Soit y un element quelconque de K. S 'il existe dans K des elements 
iXi, ... , iXn tels que 

I (!Xi, · • •' 1Xn) y, 

on dit que la lorme quadratique I represente y. En d'autres termes, !'ele
ment y est represente par la forme I s 'il est la valeur de cette forme pour 
certaines valeurs des variables. On voit facilement que des formes quadra
tiques equivalentes representent les memes elements du corps K. 

Nous dirons de plus que la lorme quadratique represente zero dans le 
corps K s'il existe des nombres de K non tous nuls iXi EK (1 ~ i ~ n) tels 
quel(iXi, ... , iXn) 0. II est clair que, pour une forme, la propriete de repre
senter zero est conservee par passage a une forme equivalente. 

THEoREME 2. - Si une lorme quadratique a n variables represente un 
element IX =/= 0, el/e est equiva/ente Q Une lorme du type 

exx~ + g(x2, ••• , Xn) 

OU g est une lorme quadratique a n - 1 variables. 

Pour la demonstration de ce theoreme, remarquons ce qui suit. Si 

I (!Xi, ... , exn) ex, 

al ors tousles iX1 ne sont pas nuls; nous pouvons done construire une matrice C 
non singuliere dont la premiere ligne est constituee par les nombres exi, ••• , exn. 
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Si maintenant nous effectuons sur les variables de la forme f la tran fi 
. l" , . d . C b f< d s or~ mation mea1re e matnce , nous o tenons une orme ont le coefficient 

du carre de la premiere variable est egal a ex. On continue alors la demons
tration comme d'habitude. 

Si la matrice d'une forme quadratique est diagonale (tousles coefficients 
des produits de variables differents sont egaux a O), nous dirons que cette 
forme est diagonale .. Du theoreme 2 resulte facilement. 

THEoREME 3. Toute lorme quadratique sur un corps K peut etre m'ise 
sous I orme diagonale par une transformation lineaire non singuliere des 

variables. 

Autrement dit, toute forme quadratique est equivalente a une forme dia

gonale. 
En termes matriciels, le theoreme 3 signifie que pour toute matrice syme

trique A il existe une matrice non singuliere C telle que la matrice C' AC soit 

diagonale. 

2) Somme directe de formes quadratiques 

Puisque la designation des variables est sans importance, nous pouvons 
considerer que deux formes quadratiques I et g n 'ont pas de variable 
commune. La forme I+ g s'appelle alors somme directe des lormes I et g 
et se designe par I+ g (a ne pas confondre avec !'addition usuelle des 
formes quadratiques des memes variables). II est evident que si g ,......; h, 
al ors I + g ,......; I + h. Ce dernier fait admet une reciproque. 

THEoREME 4 (theoreme de Witt). - Soient f, g, h des lormes quadratiques 
non singulieres sur un corps K. Si /es lormes I + g et I + h sont equivalentes, 
a/ors /es lormes g et h sont aussi equivalentes. 

DEMONSTRATION. Soit lo une forme diagonale equivalente a la forme f. 
Alors, comme on l'a remarque ci-dessus,f + g ,......; lo + g etl + h ,......; lo + h, 
d'ou lo + g ,......; lo + h. Ainsi, nous pouvons supposer que I est une forme 

diagonale. II est clair maintenant qu'il suffit de considerer le cas I= ax:, 
a =I= 0. Designons par A et B les matrices respectives des formes g et h. 

Puisque les formes ax~ + g et ax! + h sont equivalentes, il existe une 

ma trice 

telle que 

(Y T')(a o)(Y s) 
S' Q' 0 A T Q 
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(ici S est une matrice ligne et T une matrice colonne ). De cette egalite resulte 

y2a + T'AT =a (2) 

yaS + T'AQ = 0 (3) 

S'aS Q'AQ = B. (4) 

II faut montrer qu 'ii existe une ma trice C0, non singuliere, telle que 

C~AC0 B. 

Nous chercherons cette matrice sous la forme 

Co Q +~TS, 

ou ~ sera choisi de maniere convenable. D'apres (2) et (3), nous avons 

C~ACo = (Q' + ~S'T') A(Q + ~TS) 
Q'AQ + ~S'T'AQ + ~Q'ATS + ~2S'T'ATS 

= Q' AQ + a[(l y2)~2 2y~]S'S. 

D'apres l'egalite (4), cette derniere expression sera egale a la matrice B 
si (1 - y2)~2 - 2y~ = 1. L'equation en ~ obtenue peut s'ecrire sous la 
forme ~2 (y~ + 1)2 = 0 et a done une solution ~o dans le corps K pour 
tout y EK (la caracteristique de K n'est pas egale a 2). Ainsi, nous avons 
trouve une matrice C0 = Q + ~0TS telle que C~AC0 B. Puisque par hypo
these la matrice B est non singuliere, il en est de meme de C0 • Le theoreme 4 
est demontre. 

3) Representation des elements du corps 

THEoREME 5. - Si une forme quadratique non singuliere represente zero 

dans le corps K, elle represente aussi tous /es elements de K. 

DEMONSTRATION. - Puisque des formes equivalentes representent les 
memes elements du corps, ii suffit de demontrer le theoreme pour une forme 

diagonale f = aioc! + . . . + anx!. Soit a1x! + a 2oc: + . . . + anix! = 0, une 
representation non nulle de zero et soit y un element quelconque du corps K. 
Nous pouvons supposer que ix1 =f:. 0. Donnons aux variables Xi, ... , Xn les 
valeurs 

k = 1, 2, ... , n, 

oil t est une nouvelle variable et substituons ces valeurs dans la forme f; 
nous obtenons 

f* = f*(t) = 2a1oc~t 2a2oc!t - . . . 2anix!t = 4a1oc:t 

Si nous posons maintenant t _r_
2

, nous obtenons f *(t) y. 
4a11X1 
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THEoREME 6. - Une forme quadratique non singuliere f represente un ele-

ment y =f:. 0 de K si et seulement si la forme yx~ + f represente zero. 

DEMONSTRATION. - La necessite de la condition est evidente. Supposons 

yix~ + f ( IXh • • • , 1Xn) 0, 

' ' s· 0 1 f (IX1 1Xn) s· . tous les ix; n etant pas nuls. 1 ix0 =f:. , a ors y = - , ... , -- . 1 mamte-
ixo IXo 

nant ix
0 

0, la forme f represente zero et par suite, d 'apres le theoreme 5, 

elle represente aussi tous les elements du corps K. 

Remarque. - 11 resulte de la demonstration du theoreme 6 que nous 
obtenons toutes les representations de !'element y par la forme fa partir 

des representations de zero par la forme - y 2x~ + f (il suffit de connaitre 
toutes les representations telles que x0 =f:. 0). Ainsi l'etude des representa
tions par des formes quadratiques non singulieres des elements non nuls 
d 'un corps K se ramene a I' etude des representations de zero par des formes 

non singulieres a une variable de plus. 

THEoREME 7. - Si pour une f orme f represent ant zero, on connalt une repre

sentation de zero, on peut trouver explicitement une transformation lineaire 

non singuliere des variables telle que la transformee def soit du type 

YiY2 + g(y3, · · ·, Yn). 

DEMONSTRATION. - D'apres la demonstration du theoreme 5, on peut 
trouver cx.i, ••• , ctn tels que f (ixh ... , ixn) 1. D'apres le theoreme 2, on 

peut maintenant transformer fen la forme x~ + fi(x2, ... , Xn). Puisqu 'on 

connait une representation de zero de la forme x! + h on peut trouver 
~ 2, ••• , ~n tel que fi(~ 2, ••• , ~n) I. Appliquant de nouveau le theo-

reme 2, h prend la forme - x: + g(y3, ••• ' Yn)· Posant Xi - X2 Yi' 
Xi+ X2 = Y2, nous obtenons le resultat demande. 

Remarque. - Supposons que pour toute forme quadratique sur K qui 
represente zero dans ce corps, on sache trouver au moins une representation 
de zero. Alors on peut transformer toute forme non singuliere en 

(5) 

OU la forme h ne represente pas zero. Pour toute representation de zero 
par la forme (5) la valeur d'une au moins des variables y1' Y2, ... , Y2s-h 
Y2s est non nulle. Pour trouver toutes les representations telles que, par 
exemple, Yi = 1X1 =f:. 0, nous pouvons donner aux variables Ya, ... , Yn des 
valeurs arbitraires cxa, ••• , ixn et definir la valeur de Y2 par I' equation 

IXiY2 + IX31X, + • • • + g(1Xss+i' •.. , 1Xn) = 0. 
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Ainsi, le probleme de la recherche effective de toutes les representations de 
zero dans le corps K par une forme quadratique non singuliere est resolu 
si on connait des criteres permettant de savoir si une forme donnee repre
sente zero ou non et si on connait un algorithme permettant de trouver une 
representation de zero pour toute forme representant zero. 

THEOREME 8. 
diagonale 

So it un corps K contenant plus de 5 elements. Si la forme 

(ai EK) 

represente zero dans le corps K, ii existe une representation de zero telle que 
Jes valeurs de toutes Jes variables soient differentes de zero. 

DEMONSTRATION. - Montrons tout d'abord que si a~2 = }, -:/= 0, alors, 
pour tout b -:/= 0 ii existe des elements ('j. et ~ diff erents de zero tels que 

arx2 + b~2 'A. 

Pour le demontrer, considerons l'identite 

(t 1)2 4t 
(t + 1)2 + (t 1)2 = 1. 

Multipliant cette identite par a~2 = 'A, nous obtenons 

( 
t 1)2 ( 2~ )2 

a ~ t +1 + at t + 1 J... (6) 

Choisissons maintenant dans le corps K un element y -:/= 0 tel que la valeur 

t0 by
2 

soit differente de ± 1. Puisque chacune des equations 
a 

bx2 a 0 et bx2 +a= 0 

n 'a pas plus de deux solutions en x dans K, ii y a au plus 5 elements du 
corps K qu 'on ne peut pas prendre comme y. Puisque par hypo these le 
corps K contient plus de 5 elements, on peut trouver un tel y. Posant t t 0 

dans l'identite (6), nous obtenons 

ce qui demontre l 'affirmation ci-dessus. 
II est maintenant facile de terminer la demonstration du theoreme. Si la 

representation a1 ~~ + . . . + an~! = 0 est telle que ~1 -:/= 0, ... , ~r -:/= 0, 
~r+i = . . . ~n = 0, avec r ~ 2, alors, d'apres ce qui precede, on peut 

trouver rx -:/= 0 et ~ -:/= 0 tels que ar~~ = arrx2 + a,+i~2 et nous obtenons une 
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representation avec une variable de plus non nulle. Repetant ce raisonne
ment, on obtient une representation dont toutes les valeurs des variables 
sont non nulles. 

4) Formes quadratiques binaires 

On appelle forme binaire toute forme quadratique de deux variables. 

THEoREME 9. - Toutes lesformes binaires non singulieres representant zero 
dans le corps K sont equivalentes entre elles. 

En effet, d'apres le theoreme 7, toutes ces formes sont equivalentes a la 

forme Y1Y2· 

THEoREME 10. - Pour qu'une forme quadratique binaire f de determinant 
d-:/= 0 represente zero, ii faut et ii suffit que d soil un cam! dans K (i. e. 

d= rx2, rx K). 

DEMONSTRATION. - La necessite de la condition decoule des theoremes 1 
et 7. Reciproquement, si f = ax2 + by2 et - d = ab= rx2

, alors 

f(rx, a)= arx2 + ba2 0. 

THEoREME 11. - Pour que deux for mes binaires non singulieres f et g 
soient equivalent es sur le corps K, ii f aut et ii suffit que tout d' abord leurs 
determinants different par un carre dans K et ensuite qu'il existe dans K au 
moins un element non nul representable simultanement par Jes deux formes f 
et g. 

DEMONSTRATION. - La necessite de ces deux conditions est evidente. 
Pour demontrer la suffisance, choisissons dans K un element rx -:/= 0 repre
sentable par les formes f et g. D'apres le theoreme 2, les formes f et g sont 
equivalentes respectivement a des formes du type fi rxx2 + ~Y2 et 

gi = rxx2 + Wy2. 

Mais, d'apres la premiere condition, rx~ differe de rxW par un carre, d'ou 
W = ~y2, y EK, ce qui entraine fi ,....., g1' d'ou f,....., g. 

EXERCICES 

1. Demontrer que toute forme quadratique singuliere represente zero. 
2. Demontrer que le theoreme 5 n 'est pas valable en general pour les formes 

singulieres. 
3. Demontrer que si la forme binaire x 2 - ay2 represente deux elements y1 et Y2 

de K elle represente aussi leur produit YiY2· 
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4. Montrer que le theoreme 8 n 'est pas toujours vrai pour les corps dont le 
nombre d'elements ne depasse pas cinq. 

5. Considerons la repartition suivante de toutes les formes quadratiques non 
singulieres a n 0, 1, 2, . . . variables sur un corps donne K en classse appelees 
classes de Witt (nous interpreterons zero comme une forme non singuliere d 'un 
ensemble vide de variables et considererons que cette forme represente zero). 
On dit que deux formesfi et/; appartiennent a la meme classe de Witt, [fi] [/2], 
si apres reduction de ces formes a des formes du type (5) les formes correspon
dantes h (qui ne representent pas zero) contiennent le meme nombre de variables 
et sont equivalentes. L'addition des cJasses de Witt est alors definie par 

[fi] [/;] [fi + J;]. 

Demontrer que les classes de Witt forment un groupe pour cette operation. 
6. Definir le groupe des classes de Witt pour les formes quadratiques sur le 

corps des nombres reels ou sur le corps des nombres complexes. 
7. Demontrer qu 'une forme quadratique sur un corps fini represente zero si et 

seulement si le nombre de ses variables est superieur ou egal a 3 (on suppose la 
caracteristique du corps differente de 2). 

§ 2. - EXTENSIONS ALGEBRIQUES 

Nous enoncerons sans demonstration les theoremes de ce paragraphe • 
Le lecteur pourra trouver les demonstrations dans le livre d 'algebre 
moderne de Van der Waerden, t. I, chap. 5. 

1) Extensions finies 

Si un corps Q contient un corps k comme sous-corps, nous dirons que Q 

est une extension du corps k. Si on veut preciser que nest considere comme 
une extension du corps k, on ecrit Q/k. Un corps K qui est un sous-corps 
du corps n contenant k, i. e. k c K c n, est appele un corps intermediaire 
de !'extension Q/k. 

On peut considerer toute extension Q/ k comme un es pace vectoriel sur 
le corps k (pour les operations d'addition dans n et de multiplication par 
les elements de k ). 

DEFINITION. Une extension K/k est dite finie si le corps K, considere 
comme espace vectoriel sur k, est de dimensionfinie. Cette dimension s'appelle 
le degre de !'extension K/k et est designee par (K : k). Toute base de l'espace 
vectoriel K sur k est appelee une base de !'extension K/k. 

Si !'extension K/k est finie, alors, pour tout corps intermediaire Ko, 
les extensions K 0/k et K/K0 sont aussi finies. La reciproque est vraie : 

THEOREME 1. Soit K 0 un corps intermediaire d'une extension K/k. Si 
les extensions K/K0 et K 0/k sontfinies, a/ors K/k est egalement une extension 
finie et son degre est egal au produit des degres des extensions K/Ko et Kolk : 

(K: k) = (K: Ko)(Ko: k). 
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DEMONSTRATION. - Soient 61, ... ' om une base de K/Ko et C.Ui, ••• ' C.Un 

une base de K0/k. Puisque tout element de K se represente comme combi
naison lineaire des produits c.u;Ob alors !'extension K/k est finie. De plus, 
ii est facile de voir que ces produits sont lineairement independants sur K 
et par suite (K : k) mn. 

Pour tout corps k, on designe par k[t] l'anneau des polynomes en t a 
coefficients dans k. 

Soit D./k une extension du corps k. Un element ix En est dit algebrique 
sur k si c'est une racine d'un polynome non nul de l'anneau k[t]. Choisis
sons parmi ces polynomes/(t) (dont ix est une racine) le polynome cp(t) non 
nul de plus bas degre dont le coefficient du terme dominant est egal a 1. 
Puisque tout/ (t) est divisible par cp(t) (sinon, le reste de la division par cp(t) 
ne serait pas nul, aurait ix comme racine et serait d 'un degre inferieur a celui 
de cp), le polynome cp(t) est defini de maniere unique par ces conditions; 
on l'appelle le polynome minimal de !'element du corps D. algebrique sur k. 
Le polynome minimal cp E k[t] est toujours irreductible puisque la decom
position cp = gh entraine que ix est racine de g(t) ou de h(t). Tout ele
ment a E k est algebrique sur k et son polynome minimal est t - a. Un ele
ment ~ED. qui n'est pas algebrique sur k est dit transcendant sur k. 

L'extension D./k est dite algebrique si tout element IX En est algebrique 

sur k. 

THEOREME 2. - Toute extension finie K/k est algebrique. 

THEoREME 3. - Soit IX un element d'une extension Q/k, algebrique sur k 
et soit cp(t) E k[t] son polynome minimal, de degre m. A/ors !es puissances 
1, ix, ••• , i:x.m-1 sont lineairement independantes sur k et leurs combinaisons 

lineaires 

(l) 

a coefficients a; Ek forment un corps intermediaire note k(i:x.). L'extension 

k(i:x.)/k est finie et de degre m. 

Pour effectuer la somme de deux elements du corps k(i:x.) ecrits sous la 
forme (1), ii est clair qu'il faut additionner les coefficients correspondants· 
Pour mettre sous la forme (1) le produit des elements ~ = g(i:x.) et 1l = h(i:x.), 
ou g(t) et h(t) sont des elements de k[t] de degre ~ m - 1, on divise gh par cp, 

g(t)h(t) cp(t)q(t) + r(t), 

le reste r(t) etant de degre inferieur OU egal a m - 1; puisque cp(i:x.) = 0, 
alors ~1l = r(i:x.). Ainsi l'operation de multiplication dans l'extension k(i:x.)/k 
est completement definie par la connaissance du polynome minimal cp(t) 
de I 'element ix. 
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Soient oci, ••. , ocs un nombre fini d'elements du corps n, algebriques 
sur k et soient mi, ... , ms les degres respectifs de leurs polynomes mini
maux sur k. L'ensemble de toutes les combinaisons lineaires des elements 

a coefficients dans k, est un corps intermediaire que nous designerons par 
k( cr..i, ••• , ocs); on 1' appelle le corps engendre par les elements oci, ••. , r.1.s. Son 
degre Sur k est inferieur OU egal au produit m1 • • • ms. 

Toute extension finie K/k contenue dans Q se represente sous la forme 
K k( <Xi, ... , r.1.s) pour certains r.1.i, ... , ocs. 

DEFINITION. - Une extension finie K/k est dite monogene s'il existe un 
element e dans K tel que K k(e). Tout element e E K tel que K = k(O) est 
appele un element primitif du corps K sur le corps k. 

Les elements primitifs du corps K sur k sont caracterises, c'est clair, par 
le fait que le degre de leur polynome minimal est egal au degre de !'exten
sion K/k. 

THEoREME 4. - Soient Q/ k et Q' / k deux extensions du corps k et soient 
des elements e E Q et 6' E Q' a/gebriques sur k, possedant /e meme po/ynome 
minimal cp(t); a/ors ii existe un isomorphisme (et un seul) du corps K(e) sur 
le corps K(e') tel que e -+ e' et a -+ a pour tout a E k. 

Soit m le degre du polynome i:p(t). L'isomorphisme k(O)-+ k(e') defini 
par le theoreme 4 coincide avec !'application 

ao + aie + ... + am-1em-i -+ a0 a16' •.. + am_10'm- 1 (2) 

(ao, ab ... , am-1 Sont des elements quelconques du corp~ 1'). 
Jusqu'a present, nous n'avons considere que des extensions finies K/k 

contenues dans une extension precedemment donnee Q/k. Etudions main
tenant la construction des extensions finies d 'un corps fondamental fixe k. 

THEoREME 5. - Soit k un corps. Pour tout polynome irreductible cp(t) E k[t] 
de degre n, ii existe une extension finie K/ k de degre n dans laquelle ce poly
nome i:p a une racine. L'extension K/k est unique, a un isomorphisme laissant 
invariant !es elements de k pres. Si cp(e) 0, e E K, a/ors K = k(O). 

Le corps K (pour n > 1) se construit ainsi. Choisissons un nouvel objet 6 
et considerons !'ensemble K de toutes les combinaisons lineaires formelles 
dee, 

ao aie + ... + an_ 1on-1 (3) 

a coefficients ai E K. Si on designe par g(t) le polynome 
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!'expression (3) peut aussi s'ecrire sous la forme g(e). Soit ~ = g(O) et 
"fJ h(e) deux combinaisons lineaires du type (3) (g et h E k[t] et sont de 
degres < n - 1). Designons par s(t) la somme g(t) + h(t) et par r(t) le 
reste de la division du produit de h(t) g(t) par i:p(t). Posons 

~ + 7l s(O) 

~"fJ r(O). 

11 est maintenant facile de verifier que pour ces operations, !'ensemble K 
est le corps cherche. 

CoROLLAIRE. - Pour tout polynome h(t) E k[t], ii existe une extension 
finie K/k dans laquelle h(t) se decompose en facteurs lineaires. 

2) Normes et traces 

Soit K/k une extension finie de degre n. Pour tout element r.1. EK, !'appli
cation ~-+ cr..~ (~EK) est une transformation lineaire de K (comme espace 
vectoriel sur k). Le polynome caracteristique fa.(t) de cette transformation 
lineaire est aussi appele polynome caracteristique de I' element oc E K dans 
l'extension K/k. Soient wb ... , wn une base de !'extension K/k et 

al ors 

n 

r.1.w1 = ~aijwb 
j=l 

a;jEk; 

fa.(t) det (tE (aii)), 

oil E est la ma trice unite d 'ordre n. 

(4) 

THEoREME 6. - Le polynome caracteristique fa.(t) d'un element C1.. EK dans 
!'extension K/k est egal a une puissance de son polynome minimal 'Pa.(t) par 

rapport a k. 

DEMONSTRATION. - Soit 

D'apres le theoreme 3, les nombres 1, r.1., .•. , <X.m- 1 forment une base de 
!'extension k(r.1.)/k. Si Oi, ... , 08 est une base de K/k(r.1.), on peut prendre 
comme base de K/ k les produits 
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La rnatrice de la transformation lineaire ~ -+ oc~ par rapport a cette base 
est 

(. :. 
-Cm 

I 0 0 

~) 
0 I 0 

0 0 0 
Cm-1 - Cm-2 - C2 

Son polynome caracteristique, comme on le verifie facilement est ega1 

a tm + C1tm-l + ... + Cm, i. e. est egal a (flix(t). Par suite fix cp~ et le theo
reme 6 est demontre. 

Puisque, par passage d'une base de l'espace a un autre, la matrice d'une 
application lineaire est remplacee par une matrice equivalente, le determi
nant et la trace de la matrice (aii) definie par les egalites (4) ne depend pas 
du choix de la base wb ... , wn. 

DEFINITION. - Le determinant det (a ii) de la matrice (aii) et sa trace 

n 

Tr (aii)= Lau 
i=l 

sont appe/es respectivement norme et trace de /'element oc E K dans /' exten
sion K/k. La norme et la trace sont designees respectivement par NKtk(oc). 
et TrK/k(ix) ou, plus simplement, par N(ix) et Tr (ix). 

Pour a E k, la matrice de la transformation lineaire ~ -+ a~ (~ E K) est 
la matrice diagonale aE. Par suite, pour a E k, on a 

NK/k(a) =an 

TrK/k(a) na. 

D'apres les proprietes des matrices des applications lineaires, on a, 
pour ix, ~ E K, 

NK/k(oc~) = NK/k(ix)NK/k(~), 

TrK/k(ix ~) = TrK/k(ex) + TrK/k(~). 
(5) 

(6) 

La matrice de la transformation lineaire ~-+ aex~ (a Ek, oc EK) est obtenue 
en multipliant par a tous les termes de la matrice de la transformation 
~ -+ ix~. Par suite, on a la formule 

(a Ek, ex E K). (7) 

Si ex =I= 0, d'apres la non-singularite de l'application ~ -+ex~, la norme 
NK1dex) est differente de zero. La formule (5) montre que !'application 
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oc-+ NKtk (oc) est un homomorphisme du groupe multiplicatif K* du corps K 
dans le groupe multiplicatif k* du corps k. Ence qui concerne !'application 
ix -+ TrK/k ix de K dans k, ii resulte de (6) et (7) qu'elle est lineaire. 

THEOREME 7. - Soit Q/k une extension telle que le polyn~me caracteris
tique fix(t) de /'element oc EK dans une extensionfinie K/k soit decomposable 

en f acteurs lineaires dans n : 
fa(t) (t - OC1) ••• (t ocn). 

A/ors 
NK/k(ex) OC10C2 •• • IX.n 

TrK1doc) = 1X1 + OC2 + + OCn. 

DEMONSTRATION. Si 

foc(t) = det (tE - (au)) = tn + a1tn- 1 + . . . + Om 

al ors 

D'autre part, d'apres les formules de Viete, 

OC1 + OCs + . . . + OCn = - ab 

d 'oil le theoreme. 

THEoREME 8. Avec /es notations et hypotheses du theoreme 7, le poly-
nome caracteristique f..,(t) d'un element y = g(oc) EK (g(t) E k[t]) admet la 

decomposition 

(t - g(oc1)) (t g(~)) ... (t - g(ocn)) (8) 

dans le corps n. 
DEMONSTRATION. - Remarquons tout d'abord que les coefficients du 

polynome (8), etant des expressions symetriques de OCb ••• , OCn, appartiennent 
au corps k. Soit cpy(t) le polynome minimal de l'element y sur K. En soumet
tant l'egalite Cf>y(oc) = Q a l'isomorphisme k(oc) -+ k(oci) (tel que OC -+ OC; et 
a -+ a pour a Ek), on obtient cpy(g(oc;)) = 0. Toutes les racines du poly
nome (8) sont ainsi les racines du polynome cpy(t), irreductible sur k et cela 
n'est possible que si ce polynome est une puiss:mce de cpy(t). Pour terminer 
la demonstration, il suffit d 'appliquer le theoreme 6. 

Soit k c K c L une chaine d'extensions finies. Choisissons pour K/k 
et L/K respectivement des bases wb ... ' Wn et ab ... ' 6m. Pour tout y EL, 
po sons 

m 

y6j L exjs6s, IXjsE K 
S=l 

n 

exjsWt = L OjsirWn 

r=l 

BOREVlTCH 29 
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Puisque 

al ors 
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"(Wj6 j 2 ajsirWr6 s' 

s,r 

TrL;K(Y) = 2 aiiii• 

i,j 

D'autre part, nous avons aussi 

TrK;k(TrL;K(y)) = TrK/k(2 aii) = 2 aiiii• 

j i,j 

Par suite, pour tout y E K, on a 

TrL;k(Y) TrK/k(TrL/K{y)). 

On a une formule analogue pour la norme ( exercice 2). 

3) Extensions separables 

(9) 

DEFINITION. Une extension finie K/k est dite separable si /'application 
lineaire ~ -+ TrK/k (~), ~ E K, n' est pas identiquement nu/le. 

Si la caracteristique du corps k est nulle, alors TrK/k (1) = n (K : k). 
Par suite, toutes les extensions finies d 'un corps de caracteristique zero sont 
separables. C'est vrai aussi, bien entendu, pour toutes les extensions finies 
d'un corps de caracteristique p dont le degre n'est pas divisible par p. 

Choisissons dans une extension finie separable K/k une base wb ••• , <Un 

et considerons la matrice 

(10) 

Si le determinant de cette matrice etait nul, alors on pourrait trouver dans 
le corps k des elements non toUS nuls C1, ••• , Cn tels que 

n 

2ci Tr (w;wi) 0 
j=l 

(i=l, ... ,n). 

Posant y = C1w1 + 
la forme 

+ CnWm nOUS pOUVOnS transcrire CeS egaliteS SOUS 

Tr {w;y) = 0 (i=l, ... ,n). (11) 

Soit ~ un element quelconque de K. Puisque y =/; 0, on peut representer ~ 
sous la forme 

(a;Ek), 
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d'ou, d'apres (6), (7) et (11), Tr (~) 0. Cela contredit la separabilite 
de K/k. Ainsi la matrice {10) est toujours non singuliere pour toute extension 
separable. 

DEFINITION. - Le determinant det {Tr (w;wj)) est appele le discriminant 
de la base Wi, ••• ' Wn de I' extension finie separable K/ k et est designe par 
D{ Wi, ••. , Wn)• 

D'apres ce qui precede, le discriminant de toute base d'une extension finie 
separable est un element non nul du corps de base. 

Soit w~, ... , w~ une autre base de !'extension K/k et soit 

n 

Wt = 2 CijWj 

j=l 

(i= 1, ... , n). 

Puisque Ia matrice (Tr (wiw})) est egale au produit (cu) {Tr (w;wj)) (c;1)' 
(le prime indique la transposition de la matrice), alors 

(12) 

Ainsi, les discriminants de deux bases differentes different l'un de l'autre 
par un facteur qui est le carre d'un element du corps fondamental. 

Fixons une base quelconque de !'extension K/k. Alors pour des elements 
quelconques c1, ••• , cn du corps k il existe un element oc E K (et un seul) 
tel que 

(i = 1, ... , n). (13) 

En effet, ecrivant oc sous la forme oc = X1W1 + ... + XnWn (Xj Ek) et substi
tuant cette expression de oc dans l'egalite {13), nous obtenons un systeme 
de n-equations lineaires a n inconnues Xb ••• , Xn dont le determinant est 

different de zero. Ainsi, on peut trouver dans le corps K n elements wi, ... , w! 
tels que 

pour 

pour 

i=j 

i =F j 

Ces n elements wt sont lineairement independants sur k puisque si 

(c; Ek), 

(14) 

alors multipliant cette egalite par w; et prenant la trace on obtient c; = 0 
pour tout i l, ... , n. 

DEFINITION. -La base w~\ ... , w: de /'extension separable Kjk definie de 
maniere unique par Jes ega/iteS (14) est appefee base dua/e de fa base W1, ... , Wn• 
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La base duale permet d'ecrire sous forme simple les valeurs des coefficients 

a; E k dans la decomposition 

d'un element quelconque oc de K. En effet, prenant la trace du produit ocwt, 

nous obtenons les formules 

(i 1, ... ,n). 

Supposons que le polynome minimal cp(t) d'un element oc dans une exten

sion separable K/k se decompose en facteurs lineaires dans l'extension D./k : 

cp(t) = (t oc1) ... (t - ocm). 

II resulte de maniere evidente de la formule (9) que, de meme que K/k, 
!'extension k(oc)/k est aussi separable. Puisque le polynome minimal cp est 

aussi le polynome caracteristique de oc dans !'extension k(oc)/k, alors, d'apres 

les theoremes 7 et 8 
m 

Trk(a)/k(ock) = 2 oc!, 
s=l 

et par suite le discriminant D D (I, oc, ... , ocm-1) de la base 1, oc, ... , ocm-1 

de !'extension k(oc)/k s'ecrit 

m 

D det (2 oc~+Jt~i,j~m-l det (oc!)·det (oc~) fl (oc; - oc;)2. 
s=l O~i,j~m-1 

Mais D "# 0, d'ou oc; "# ocj et nous avons etabli le resultat suivant. 

THEoREME 9. - Le polynome minimal de tout element d'une extension 
separable n 'a pas de racine multiple ( dans tout corps ou ii se decompose en 

facteurs lineaires ). 

THEOREME IO (theoreme de !'element primitif). - Toute extension finie 
separable K/k est monogene, i. e. ii existe un element 0 tel que K = k(O). 

THEOREME 11. - Pour toute extension finie separable de degre n, ii existe 
n isomorphismes (et n seulement) de I' extension D./k laissant fixe tout element 
de k. Si O'b ••• 'O'n sont ces isomorphismes, pour tout element oc EK, le poly
nome caracteristique fa(t) admet dans n la decomposition 

/a(t) = (t - G1(oc)) (t - a2(oc)) ... (t - O'n(oc)). 

Les elements a1(oc), ... , an(oc) (appartenant au corps fJ.) sont appeles les 
conjugues de !'element oc EK. Les images a1(K), ... , an(K) du corps K par 
les isomorphismes a; sont appeles corps conjugues du corps K. Si 0 est un 
element primitif du corps K/k, ii est evident que a;(K) = k( ai(O)). 
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COROLLAIRE 1. - Avec ces notations, nous avons 

NK/k(oc) 0'1(oc) 0'2(oc) ... O'n(oc) 

TrK/k(oc) a1(oc) + as(oc) + ... + an(oc). 

CoROLLAIRE 2. -Pour toute extensionfinie de degre n du corps des nombres 
rationnels, ii existe exactement n isomorphismes dans le corps des nombres 

complexes. 

Soit <»i, ... , <»n une base de K/k. Puisque 

n 

Tr (w;w1) = 2 a.iw;)as(<»j), 
s=l 

la matrice (Tr (wJ<»j)) est egale au produit des matrices (a;(<»;)) (a;(wi)) 
(le prime signifie la transposition) et par suite on a la formule suivante : 

(15) 

EXERCICES 

1. Soit n = k(x) le corps des fonctions rationnelles en x a coefficients dans le 
corps k. nemontrer que tout element de n qui n'appartient pas a k est transcen-
dant sur k. 

2. Soit k c Kc L une chaine d'extensions finies. Pour tout 6 EL, etablir la 
formule 

NK/k(NL/K(6)) NLti6) 

(Supposer tout d'abord que L = K(6) et prendre cornrne base de !'extension L/k 

la base w;6i, oil w; est une base de K/k). 
3. Trouver un element primitif pour l'extension Q( y2, yJ) du corps Q des 

nombres rationnels et l'exprimer avec les nombres v2 et vi 
4. Demontrer qu'une extension finie K/k est monogene si et seulement si pour 

cette extension il n'existe qu'un nombre fini de corps conjugues. 

5. Soit k un corps quelconque de caracteristique p =I= 0. Demontrer que le 
polynome /(t) tP - t - a (a Ek) ou bien se decompose en un produit de fac
teurs lineaires dans le corps k ou bien est irreductible. Montrer de plus que, dans 
le deuxieme cas, !'extension k(6)/k, OU /(6) 0, est separable. 

6. Soient k
0 

un corps de caracteristique p =I= 0 et k = k0(x) le corps des fonctions 
rationne11es en x a coefficients dans k0• Montrer que le polynome /(t) tP - x 
est irreductible dans l'anneau k[t]. Demontrer de plus que l'extension k(6)/k. 
OU /(6) = 0, n'est pas separable. 

7. Demontrer que si, pour une extension finie K/k de degre n. il existe n isomor
phismes distincts dans une extension O/k, laissant invariants les elements de k, 
alors !'extension K/k est separable. 
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~· .s.oit k un corps quelconque de caracteristique =F p contenant une racine 
prtmttlve d'ordre p de 1. Demontrer que si un element rt.Ek n'est pas egal a la 
puissance pieme d 'un element de k, al ors : 

(k(~): k) = p. 

9. S.oient K/k une extension finie separable et cp une forme Jineaire sur l'espace 
vectonel K sur le corps k. Demontrer qu 'ii existe dans le corps K un element r:x. 

tel que 
~EK, 

§ 3. CORPS FINIS 

Un corps Lest ditfini s'il ne contient qu'un nombre fini d'elements. Un 
exemple de corps fini est le corps Z/ pZ = F P des classes residuelles modulo 
un nombre premier p dans l'anneau Z des entiers rationnels. Tous ces corps 
ont une caracteristique qui est un nombre premier et si la caracteristique 
d'un corps fini Lest egale a p, alors ce corps contient un sous-corps premier 
(n'admettant pas de sous-corps propre), qui est isomorphe au corps Fp. 
C'est pourquoi on peut considerer que FP c L. L'extension L/Fp est finie; 
si son degre est egal a m et si Wi. .•• ' Wm est une base de L sur F P• tout ele
ment~ EL s'ecrit de maniere unique ~ c1w1 + ... + cmwm, ou les c; par
courent, independamment l'un de l'autre les p elements de Fp. Puisque le 
nombre de ces combinaisons lineaires est egal a pm, cela demontre que 
le nombre d' elements d'un corps fini est egal a une puissance de sa caracte
ristique. 

Le groupe multiplicatif L* du corps fini L est un groupe abelien fini. 
Precisons sa structure. 

LEMME. -Tout sous-groupe G dugroupe multiplicatifK* d'un corpsfini K 
est cyclique. 

DEMONSTRATION. - Montrons tout d'abord que si, dans un groupe abe
lien G, ii existe des elements d'ordres met n, alors ii existe egalement dans G 
un element dont l'ordre est egal au plus petit commun multiple k des nom
bres m et n. Supposons que les elements x et y de G sont d 'ordres respect ifs m 
et n. Si (m, n) = l, le produit xy est d'ordre k = mn. Dans le cas general, 
utilisons les decompositions canoniques des nombres m et n comme produit 
de puissances de nombres premiers; nous pouvons les ecrire sous la forme 

tels que (m0, no) 1 et k = m0n0• Les elements xm1 et yn1 sont d 'ordres 
respectifs m0 et n0 et leur produit xm 1 yn1 est d'ordre k = n0m0• 

Soit maintenant un sous-groupe fini d'ordre g du groupe multiplicatif 
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du corps K. Si m est le plus grand des ordres des elements du groupe G, 
il est clair que m ~ g. D'autre part, d'apres ce qui precede, l'ordre de tout 
element de G divise m, i.e. tousles elements du groupe G sont des racines 
du polynome tm - 1. Mais, dans un corps, un polynome de degre m ne 
peut avoir plus de m racines, d'ou g ~ m. Ainsi g met cela signifie que 

le groupe G est cyclique. 
Appliquant le lemme ci-dessus au cas d'un corps fini, nous obtenons : 

THEOREME 1. - Le groupe multiplicatif d'un corps fini a pm elements est 

un groupe cyclique d'ordre pm- 1
• 

CoROLLAIRE. - Toute extension finie d'un corps fini est monogene. 
En effet, si 6 est un element du groupe L*, alors ii est evident que Fp(6)=L. 

Pour tout corps intermediaire L0, on a done Lo(6) L. 
Du theoreme 1 decoule aussi que tous les elements de L sont les racines 

du polynome t fJ'" t et puisque le degre de ce polynome est egal au nombre 
d'elements de L on a dans l'anneau L[t] la decomposition 

(~ parcourt tous les elements du corps L). 

TuEoREME 2. - Pour tout entier premier p et pour tout entier nature! m, 
ii existe un corps fini et un seul a isomorphisme pres, contenant pm elements. 

DEMONSTRATION. - D'apres le corollaire du theoreme 5, ~ 2, ii existe une 

extension O/Fp dans laquelle le polynome tPm t se decompose en facteurs 
lineaires. Designons par L l 'ensemble de toutes ces racines ( contenues 
dans 0). Puisque dans tout corps de caracteristique p, on a la formule 

la somme et la difference de deux elements de L sont encore des elements 
de L. L'ensemble Lest ferme aussi par rapport aux operations de multipli
cation et de division (par un diviseur non nul). Par suite L est un sous-corps 

du corps n. Le polynome tPm - t n'a pas de racines multiples (puisque sa 

derivee pmt?"-1 - 1 = - 1 n'est nulle pour aucune valeur de t); ainsi L 
contient pm element. Ceci demontre l 'existence d 'un corps fini a pm elements. 

Soient maintenant L et L' deux extensions de degre m de F p· Choisissons 
dans L un element primitif 6 (corollaire du theoreme 1) et designons par <p(t) 

son polynome minimal. Puisque cp(t) est un diviseur du polynome t~ t 
et que ce dernier est decomposable dans L' en facteurs lineaires, alors cp(t) 
a une racine 6' EL'. L'extension Fp(6')/Fp est de degre egal au degre du 
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polynome cp(t), i.e. m; par suite, Fp(6') = L'. L'existence de l'isomorphisme 

des corps Let L' resulte alors du theoreme 4, § 2. 
On designe habituellement par GF(pn) OU Fm le corps fini a pm elements 

p 

(appele corps de Galois). 

CoROLLAIRE. Sur tout corps fini L 0 G F(pr), ii existe des polynomes 
irreductibles de degre n quelconque. 

En effet, pr l est un diviseur de prn - 1 et par suite toutes les racines 

du polynome tPr t dans le corps L = GF(prn} constituent un sous-corps 

isomorphe au corps L 0• Nous pouvons done considerer que Lo c L. Le 
polynome minimal d'un element primitif quelconque 6 EL par rapport a Lo 

est un polynome irreductible de l'anneau :I:0[t], de degre n puisque 

rn 
r 

n. 

Remarquons pour terminer que pour qu'un anneau commutatif fini soit 

un corps, ii suffit qu'il n'ait pas de diviseur de zero. En effet, soit ~ un anneau 

commutatif fini sans diviseurs de zero et soit a un element different de zero 

de ~. Si ax1 = ax2, alors (x1 x 2) = 0, d'ou X1 x 2; ainsi, si X1 '# X2, 

les produits ax1 et ax2 sont aussi distincts et cela signifie le produit ax par

court avec x tous les elements de l'anneau ~. Mais alors pour tout b '# 0 
I 'equation ax = b est resoluble dans ~. i. e. tous les elements non nuls de 

l'anneau ~ constituent un groupe multiplicatif. 

EXERCICES 

I. Montrer que le nombre r(m) de polynomes irreductibles de degre m distincts 
de l'anneau Fp[I] de coefficients dominants egaux a I s'exprime par la formule 

r(m) = ! 2 µ(~)pd 
dim 

(d parcourt tousles diviseurs du nombre met µ(k) designe la fonction de Moebius). 

2. Trouver tousles polynomes irreductibles de degre 2 sur le corps F0 = GF(5)· 

3. Montrer que le corps GF(pm) est contenu dans le corps GF(pn) (au sens d'un 
plongement isomorphe) si et seulement si min. 

4. Quel est le degre sur FP du corps de decomposition du polynome tn- 1 ? 

5. Soit I: GF(pm). Montrer que les applications 

(i = 0, 1, ... , m 1) 

sont des automorphismes deux a deux distincts du corps I: et que tout automor
phisme de~ coincide avec un des a;. 
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6. Soient I:0 = GF(p') et I: une extension finie de degre n de I:o. Demontrer 

que les applications ~ -+ ~P';, ~EI: (i = 0, 1, ... , n - 1), constituent un systeme 
complet de n automorphismes deux a deux distincts de I: laissant invariant les 
elements de I:0• Montrer que le polynome caracteristique k(t) d'un element ~ L 
pour l'extension I:/~0 admet dans le corps ~ la decomposition 

( q} ( ~qn-1) ff.(t) = (I - ~) I - ~ . . . I -., 

ou q pr (utiliser le theoreme 8 du§ 2). En deduire que 

Tri:1i:.m = ~ + ~q + ... + ~qn-1, Ni;1i:.m = ~i+q+ ... +qn-1. 

7. Demontrer que toute extension finie d'un corps fini est separable. 

8. Avec les notations de l'exercice 6, demontrer que tout element du corps I:o 
est la norme d 'un certain element de I:. 

9. Soient ~ = GF(pmr), pm q, a.EI:. Demontrer que l'equation ~q - ~ ex 

est resoluble dans le corps I: si et seulement si IX + a.q + ... + IXqr-i = 0. 
10. Soit s: une racine primitive de 1 d'ordre premier p. Puisque les elements du 

sous-corps premier I:0 GF(p) du corps I: GF(pm) sont des classes residuelles 
de l'anneau des nombres entiers rationnels modulo p, la puissance e:Tr Yaun sens 
pour tout y EI: (la trace est consideree dans !'extension I:/I:o). Demontrer que 

si 

si 

(X =I= 0, 

IX 0. 

11. Soient x un caractere du groupe multiplicatif du corps I: = GF(pm), pm q 
(pour la definition des caracteres, cf. § 5). Prolongeons x a tout le corps I: en posant 
z(O) 0. L'expression 

-riv= 2x(~)eTrnf. (1X EI:), 

!;;el:: 

qui est un nombre complexe, est appele une somme de Gauss du corps fini I:. 
Supposant que le caractere x est different du caractere unite x.0, demontrer les 
for mules 

-r«(x) = x.(1X)-1-r1(x.), 

1 'i:«(x) I ylq, 

2 -.a.(x) o. 
a:;if:o 

12. Soit p =I= 2. Puisque tous les carres du groupe multiplicatif I:* du corps 
~ GF(pm) forment un sous-groupe d'indice 2, alors, posant i.¥(1X) = + 1 si IX of:. 0 
est un carre et i.¥(a.) 1 dans le cas contraire nous obtenons un caractere i.¥ du 
groupe I:*. Demontrer, pour ocf1 of:. 0, 

-.rxJi.¥) -rr;(i.¥) = i.¥(- a.[1)pm. 

13. Demontrer, pour IX =I= 0, la relation 
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, 14. S~it f(x,, ... , Xn) une forme quadratique non singuliere, de determinant o, 
a coeffic1,ents dans L = GF(pm), pm q, p =/= 2 et soit a un element quelconque 
de L. Demontrer que le nombre N de solutions dans L de l 'equation 

f(xl' ... ' xn) (X 

s 'exprime par les formules 

N q2
' + q'!.jJ((- l)'a:o), si n = 2r + 1, 

N = q2
'-

1 + wq'- 1!.jJ((- 1)'0), si n = 2r, 

avec w - 1 pour a: =I= 0 et w q 1 pour a = 0. 

15. Soient pet q des nombres rationnels premiers impairs distincts. Nous desi
gnerons par la meme lettre x les classes residueUes d 'un entier x dans les corps 
GF(p) et GF(q). Choisissons une extension ~ du corps GF(q) dans laquelle le 
polynome tP - l se decompose en facteurs lineaires et designons par e: une racine 

p~imitiv~ d'ordre p de l a:partenant a ~. Le symbole de Legendre (;) coincide, 

c est cla1r, avec le caractere !.jJ(x) du corps GF(p) introduit dans l'exercice 12. 

Puisque ses valeurs sont ± 1, on peut considerer que (~) E ~. Demontrer que la 
cc somme de Gauss >> 

T= 2 (i)e:xE~ 
xEGF(p) 

du corps GF(p) verifie les egalites : 

p-1 

T2 = (- l) 2 p, (l) 

(2) 

q-1 

16. Utilisant la valeur (!) p 2 du symbole de Legendre dans le corps GF(q), 

deduire des formules (1) et (2) la loi de reciprocite de Gauss : 

§ 4. - NOTIONS SUR LES ANNEAUX COMMUTATIFS 

Dans ce paragraphe, nous entendrons par anneau un anneau commutatif 
avec element unite 1 et sans diviseurs de zero. 

1) Divisibilite dans les anneaux 

Soit :D un anneau. Si pour des elements oc et ~ =F 0 de :D ii existe un ele
ment ~ E i> tel que ~~ oc, on dit que oc est divisible par~ (ou que ~ divise oc) 
et on ecrit ~I oc. Puisque :n n'a pas de diviseurs de zero, l'egalite ~~ oc 
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definit de maniere unique I 'element ;. La notion de divisibilite dans un 
anneau quelconque possede, c'est clair, les proprietes de la divisibilite pour 

les entiers rationnels. Par exemple, si y/~ et ~/oc, alors y/oc. 

Un element e: E :D qui est un diviseur de !'element 1 s'appelle une unite 
de l'anneau :n (ou element inversible). 

THEOREME 1. 
cat if 

Les unites d'un anneau :D constituent un groupe multipli-

DEMONSTRATION. - Soit E l'ensemble de toutes les unites de l'anneau :D. 
Si e: EE et 1J EE, alors e:e:' I et 1J1J' = 1 pour e:', 1l' E :D; mais alors 

et par suite e:1J E E. Puisque 1 e E et que pour toute unite e: ii existe un ele-
ment e:' defini par l'egalite e:e:' 1, alors e:' e E et E est done un groupe. 

Des elements oc =F 0 et ~ =F 0 de l'anneau :D sont dits associes s'ils sont 
divisibles l 'un par l'autre. Des egalites oc = ~; et ~ OC1) (;, 1) E :D), il resulte 
que oc = oc;1J, d'oit 1 = ;1) (puisque oc =F 0 et qu'il n'y a pas de diviseurs 
de zero dans l'anneau). Ainsi, dire que deux elements non nuls sont associes 
signifie qu'ils different l'un de l'autre par un facteur qui est une unite de :D. 

Soit i.t =F 0 un element de l'anneau :D qui n'est pas une unite. On dit que 
deux elements oc et~ de :D sont congrus modulo i.t et on ecrit oc ==~(mod i.t), 
si la difference oc ~ est divisible par !.t· Cette notion de congruence verifie 
les proprietes habituelles des congruences dans l'anneau des nombres 

entiers. Pour tout oc E :n, on designe par oc I' ensemble de tous les elements 

de :D congrus a oc modulo i.t· L'ensemble Ci est appele une classe residuelle 

modulo !J.. L'egalite oc ~est satisfaite, c'est clair, si et seulement si oc ~ 
(mod i.t). On peut definir la somme et le produit de deux classes dans l'ensem
ble des classes residuelles modulo !.t en posant 

Puisque la relation de congruence est compatible avec l'addition et la multi
plication de l 'anneau :D, la somme et le produit des classes ainsi definis ne 
dependent pas du choix des representants oc et ~. U ne simple verification 
montre que I 'ensemble de toutes les classes residuelles modulo !.t constitue 

un anneau commutatif pour les operations ci-dessus, a element unite 1 
(c'est vrai meme s'il ya des diviseurs de zero). Cet anneau s'appelle l'anneau 
des classes residuelles modulo !.t· 

Si dans chaque classe residuelle modulo i.t on choisit un representant, 
!'ensemble s de ces elements s'appelle un systeme comp/et de residus 
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modulo µ. Un systeme complet de residus S est done caracterise par le fait 
que tout element de l'anneau ~est congru moduloµ a un element des et 
un seul. 

2) ldeaux 

Un sous-ensemble A d'un anneau ~ s'appelle un ideal si c'est un sous
groupe du groupe additif de l 'anneau ~ et si pour tout oc E A et tout ~ E ~. 

le produit ~oc appartient a A. L'ensemble reduit a !'element zero et l'anneau ~ 
tout entier constituent des exemples triviaux d'ideaux (appeles respective
ment ideal nul et ideal unite). 

Soient ocb ... , ocm des elements quelconques de l'anneau ~. II est evident 
que l'ensemble A de toutes les combinaisons lineaires 

~10C1 + ~20C2 + • · · + ~m<Xm 
de ces elements a coefficients ~; E ~ est un ideal de l 'anneau ~' appele ideal 
engendre par les elements ocb ... , ocm et designe par A = ( oci, •.. , a.m). Les 
elements ocb ..• , a.m sont appeles des generateurs de l 'ideal A. Dans le cas 
general, ii n'existe pas pour tout ideal de systeme fini de generateurs. Un 
ideal A est dit principal s 'ii admet un systeme de generateurs forme d 'un 
seul element, i. e. s'il est de la forme A = (oc). II est clair que tout ideal 
principal non nul (a.) est egal a !'ensemble des elements de l'anneau ~ qui 
sont divisibles par oc. Les ideaux nul et unite sont principaux : I 'ideal nul 
est engendre par 0 et l'ideal unite par une unite quelconque e de l 'anneau ~. 
Deux ideaux principaux (oc) et (~) coincident si et seulement si oc et ~ sont 
associes. 

Soient A et B deux ideaux d'un anneau ~. L'ensemble de tous les ele
ments ~ E ~ de la forme 

~ <X.1~1 + · · · + <Xs~s 
ou oc; E A, ~; E B (s ~ 1) est encore un ideal dans ~. que nous appellerons 
l'ideal produit des ideaux A et B; i1 sera designe par AB. Puisque la multi
plication des ideaux est commutative et associative, les ideaux de l'anneau ~ 
(commutatif) constituent un monolde pour cette operation. 

Deux elements oc et ~ de ~ sont dits congrus modulo un ideal A et on 
note a. ~ (mod A), si la difference oc ~ appartient a A, i. e. si a. et ~ 
appartiennent a la meme classe residuelle relative au sous-groupe additif A. 
II est clair que la congruence a. == ~ (mod A) est satisfaite si et seulement 

si oc = ~' en designant par y la classe residuelle relative au sous-groupe A 
qui contient y E ~. La relation de congruence modulo un ideal, dans le 
cas d'un ideal principal(µ) coincide avec la congruence modulo !'elementµ 
(cf. 1)). Considerons le groupe ~/A quotient du groupe additif de l'anneau ~ 
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par le sous-groupe A. Dans le cas ou A est un ideal, on peut definir une 

multiplication dans le groupe quotient ~/A : pour oc et~ dans ~/A, posons 

Si a. oc1 et ~ ~b alors, d'apres l'egalite 

et puisque <X.1 - oc et ~l ~ appartiennent a A, on a <X.1~1 ==IX~ (mod A) 

(ici le fait que A soit un ideal est essentiel) et cela signifie que le produit oc,~ 
ne depend pas du choix des representants IX et ~. II est facile de verifier que 
le groupe quotient ~/A est un anneau pour cette multiplication et pour 

!'addition oc + ~ = rx + ~. L'anneau ~/A est appele anneau quotient de 
l'anneau ~ par !'ideal A. Dans le cas d'un ideal principal (µ), l'anneau 
quotient ~/(µ) n'est autre que l'anneau des classes residuelles modulo µ. 

3) Elements entiers 

Tout anneau 'lL (commutatif et sans diviseurs de zero) peut etre plonge 
dans un corp~. Pour montrer ce resultat, considerons !'ensemble de toutes · 

les fractions formelles b' OU a et b sont des elements de 'lL et b ¥: 0. Deux 

fractions E et Zt seront dites egales si et seulement si ad = be. Definissons 

!'addition et la multiplication par les formules 

a c ad+bc 
b d -~ 

a c ac 
b d bd. 

11 est facile de verifier que ces operations sont compatibles avec l 'egalite 
et que !'ensemble de toutes les fractions considerees est ainsi muni d'une 
structure de corps; designons ce corps par k 0 • Si nous identifions les frac-

tions I= a:, c ¥: 0 a !'element a E'lL, alors 'lL est un sous-anneau du 

corps ko. Tout element de k 0 est alors le quotient de deux elements de 'lL. 
Soit maintenant Q un corps quelconque contenant 'lL comme sous-

anneau. L'ensemble k de tous les quotients~, ou a, b E 'lL (b ¥: O) est un 

sous-corps du corps n. Ce sous-corps est appele corps des fractions de 
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l 'anneau 'l1 (il est facile de voir que le corps k est isomorphe au corps ko 
construit ci-dessus et qu'il est defini par l'anneau 'l1 de maniere unique (a un 
isomorphisme pres). 

DEFINITION. -Soit un anneau'\1 contenu dans un corps n. Un element ex En 
est dit entier sur 'l1 si c'est une racine d'un polynome a coefficients dans'\1 et 
dont le coefficient dominant est egal a 1. 

Puisque tout element a E 'l1 est racine du polynome t a, alors tout ele
ment de 'l1 est entier sur '\1. 

Soient Wi, ••• ' Wm des elements quelconques den. L'ensemble M de toutes 
les combinaisons lineaireS a1W1 + ... + QmWm a coefficients ai E '\1 est 
appe}e Un '\1-module de type fini dans Q et les elements Wi, ••• , Wm SOnt 
appeles des generateurs du '\1-module M. Puisque 1 E '\1, tous les wi appar
tiennent a M. 

LEMME 1. - Si un '\1-module de type fini M est un anneau, a/ors tous ses 
elements sont entiers sur '\1. 

DEMONSTRATION. - Nous pouvons bien entendu supposer qu'aucun 
des Wj n'est nul. Soit ex un element quelconque de M. Puisque pour tout i 
le produit CXW; appartient a M, alors 

m 

cxw; = 2 aiiwb 
j=l 

(i I, ... , m). 

11 en resulte que det (cxE (au)) = 0 (E est la matrice unite d'ordre n). 
Ainsi l'element ex est racine du polynome f(t) = det (tE (a1j)) a coeffi
cients dans 'l1 et dont le coefficient dominant est 1. Cela demontre le lemme. 

THEOREME 2. - L'ensemble :0 de tous /es elements den entiers sur 'l1 est 
un anneau: 

DEMONSTRATION. 11 faut montrer que la somme, la difference et le 
produit de deux elements entiers ex et ~ de n sont aussi des elements entiers. 
Si ex et ~ sont respectivement des racines des polynomes 

ou a et bi E '\1, alors 

11 en resulte facilement que le '\1-module constitue par toutes les combi
naisons lineaires des produits 

(0 ~ i ~ m, 0 ~j < m) (1) 

) 

•

'i•>•' 

' 
. 

j. 
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a coefficients dans '\1, est un anneau (puisque les produits cxkW pour k ~ o 
et I~. O s'ecrivent comme des combinaisons lineaires des elements (I) a 
coefficients dans '\1). D'apres le lemme I, tous les elements de cet anneau 
sont done entiers sur '\1; en particulier, ex ~ et ex~ sont entiers. Le theo
reme 2 est demontre. 

DEFINITION. - Soit'\1 un sous-anneau d'un corps n. L'ensemble :0 de tous 
/es elements den entiers sur'\1 s'appe//e lafermeture integrale de l'anneau'\1 
dans le corps n. 

DEFINITION. - Un sous-anneau :00 d'un corps K est dit integralement 
ferme dans K si sa fermeture integrale dans K coincide avec :0

0
• 

On dit simplement que l'anneau 'l1 est integralement clos s'il est integra
lement ferme dans son corps des fractions. 

THOOREME 3. - Soit 'l1 un sous-anneau d'un corps n. La fermeture inte
gra/e :0 de I' anneau 'l1 dans le corps est integralement fermee dans n. 

DEMONSTRATION. - Soit 6 un element quelconque de n entier sur :0 done 
tel que 

(2) 

OU tous les <Xi appartiennent a :0. 11 faut demontrer que 6 E :0. Pour tout 
i 1, ... , n, ii existe un entier m tel que l'on ait l'egalite 

(3) 

(puisque ex; est entier sur '\1). Considerons le '\1-module M engendre par 
les produits 

(4) 

II resulte facilement de (2) et (3) que tout produit cx~1 ••• cx~n61 avec des expo

sants positifs s'exprime comme combinaison lineaire des elements (4) a 
coefficients dans 'l1 et cela signifie que le module M est un anneau. D'apres 
le lemme I, tousles elements de M sont done entiers sur '\1. En particulier, 
e est entier, C. Q. F. D. 

LEMME 2. - Soit 'l1 un anneau integralement clos ( dans son corps des 
fractions k) et supposons que le coefficient dominant d'un polynomef (t) E'\L(t] 
est ega/ a I. Si le coefficient dominant d'undiviseur rp(t) Ek(t] dupolynomef(t) 
est ega/ a 1, a/ors rp(t) E '\L(t]. 
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DEMONSTRATION. - Considerons une extension Q/k du corps k dans 
laquelle f (t) se decompose en facteurs lineaires (corollaire du theoreme 5, 
§ 2). Toutes les racines def (t) appartiennent a la fermeture integrale ~ 
de l'anneau C\.L dans le corps fl. En particulier, toutes les racines de tp(t) 

appartiennent a l 'anneau ~. Mais ii resulte de la decomposition 

tp(t) (t - Y1) ... (t - Ys) 

que tous les coefficients de tp(t) appartiennent a ~ et puisque ~ () k = C\.L 
(puisque C\.L est integralement clos ), ces coefficients appartiennent a C\.L. 
C. Q. F. D. 

Du lemme 2 decoule de maniere evidente le theoreme suivant. 

THEoREME 4. Soit C\.L un anneau integra/ement clos ( dans son corps des 
fractions) et soit O/k une extension algebrique du corps k. Pour qu'un ele
ment ex E n so it entier sur C\.L, ii f aut et ii suffit que tous /es coefficients de son 
polynome minimal appartiennent a C\.L. 

EXERCICES 

I. Un ideal A d'un anneau 1> est dit maximal si A =F 1> et si tout ideal B conte
nant A (i. e. tel que A c B c 1>) coincide soit avec A soit avec 1>. Demontrer 
qu'un ideal A est maximal si et seulement l'anneau quotient 1>/A est un corps. 

2. Demontrer que si un anneau .0 est integralement clos, alors l 'anneau .O[t 1 
des polynomes a coefficients dans .0 est aussi integralement clos. 

§ 5. - CARACTERES 

Dans ce paragraphe, nous exposerons quelques notions relatives aux '1 

caracteres des groupes abeliens finis et aux caracteres modulaires. 

1) Structure des groupes abeliens finis 

La structure des groupes abeliens finis quelconques est decrite par le · 
theoreme suivant (cf. par exemple M. Hall, Theory of groups, New York, 
The MacMillan Company, 1959). 

THEoREME 1. - Tout groupe abe/ien fini peut se representer comme produit 
direct de sous-groupes cycliques. 

En accord avec les exercices 1et2, un groupe cyclique fini n'est pas decom
posable ,en produit direct de sous-groupes propres si et seulement si son 

APPEND/CE ALGEBRIQUE 465 

ordre est une puissance d 'un nombre premier. Par suite, si dans la decom
position d 'un groupe abelien fini quelconque G en produit direct, 

G =A1 x ... x As 

les facteurs cycliques A1 ne sont pas decomposables, alors leurs ordres sont 
des puissances de nombres premiers. La decomposition du groupe G en 
produit direct n'est pas definie de maniere unique parses facteurs non decom
posables. Cependant, !'ensemble des ordres des facteurs non decomposa
bles Ai est defini de maniere unique par le groupe G. Ces ordres, qui sont 
des puissances de nombres premiers, s'appellent les invariants du groupe 
abelien fini. Le produit de tous les invariants d 'un groupe donne est egal a 
son ordre. 

2) Caracteres des groupes abeliens finis 

DEFINITION. - On appel/e caractere d'un groupe abelien fini G tout 
homomorphisme de G dans le groupe multiplicatif du corps des nombres 
complexes. 

Autrement dit, un caractere du groupe G est une fonction x. sur G, a 
valeurs complexes, ne s 'annulant pas, et telle que 

x.(xy) = x.(x) x_(y) (1) 

pour x, yEG. 
Puisque pour tout homomorphisme de groupe, !'element unite a pour 

image l'unite, alors x.(l) = 1; si !'element x E Gest d'ordre k, alors 

(x.(x))k = x.(xk) = 1, (2) 

i. e. x.(x) est une racine kieme de 1. Si m est le plus grand des ordres des 
elements du groupe G, alors, d'apres l'exercice 3, l'ordre de tout element 
de Gest un diviseur de m. Toute valeur x.(x) est done une racine d'ordre m 
de 1 et par suite on peut definir les caracteres comme les homomorphismes 
de G dans le groupe des racines miemes de 1. 

Representons le groupe G comme un produit direct de sous-groupes 
cycliques : 

G = { ai} X . . . X {a .. }. 

Puisque tout element x E G peut s 'ecrire sous la forme 

(3) 

alors, d'apres (1), 

BO REV ITCH 30 
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ainsi, le caractere x est completement determine par les valeurs x(a1), ... , x(as)· 
Si a; est d'ordre m,, d'apres (2), x(a;) est une racine d'ordre m; de 1. Reci
proquement, choisissons pour tout i 1, ... , s une racine quelconque c.1 

d 'ordre m; de 1 et pour tout element x E G represente sous la forme (3), 
po sons 

x(x) (4) 

II est facile de voir que la valeur ( 4) ne depend pas du choix des exposants k 1 

dans la decomposition (3) ( chaque exposant k est defini modulo m1) et 
que la fonction x ainsi definie sur G satisfait a la condition (1) et par suite 
est un caractere du groupe G. On peut choisir la racine c.; de m1 manieres et 
par suite nous avons m1 ••• ms fonctions x distinctes du type (4). Ceci 
demontre le theoreme suivant. 

THEOREME 2. 
a son ordre. 

Le nombre des caracteres d'un groupe abelien .fini est egal 

Definissons la multiplication des caracteres. Pour deux caracteres x et x' 
du groupe G, posons 

(xx') (x) = x(x) x'(x), xEG. 

II est evident que la fonction xx' est encore un caractere du groupe G. Le 
caracrere Xo tel que x0(x) 1 pour tout x E G est appele caractere unite. 
II est clair que XXo = x pour tout caractere X· Si pour tout caractere x du 
groupe G nous posons 

x(x) = x(x), XEG 

(x(x) est le nombre complexe conjugue de x(x)), alors la fonction x ainsi 

definie est un caractere du groupe G tel que xi = Xo· Puisque la multipli
cation des caracteres est associative, !'ensemble de tousles caracteres forme 
un groupe pour la multiplication ci-dessus. 

Soit G { a } un groupe cyclique d 'ordre m et soit e: une racine primitive 
d 'ordre m de 1 fixee. Designons par x le caractere du groupe G tel que 

x(a) c. 

Puisque xr(a) e:r, les caracteres Xo = xm, x, x2, ••• , xm-i sont deux a 
deux distincts et par suite epuisent tout le groupe des caracteres du groupe G. 
Ainsi, nous voyons que le groupe des caracteres d'un groupe cyclique fini 
est aussi cyclique. Dans le cas general, on peut facilement demontrer le 
theoreme suivant : tout groupe abelien fini est isomorphe au groupe de ses 

caracteres. 
Dans un groupe abelien G d 'ordre n, considerons un sous-groupe H 

d'ordre m. Si on considere la restriction a H d'un caractere du groupe G, 
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il est clair que cette fonction est un caractere du groupe H; designons-le 

par X· II est clair que !'application x ---+ x est un homomorphisme du groupe X 
des caracteres du groupe G dans le groupe Y des caracteres du sous
groupe H; soit A son noyau. Les caracteres x E A sont caracterises par le 
fait que x(z) 1 pour tout z EH. Six EA et x, x' appartiennent a la meme 

classe residuelle de G selon H, ii est clair que x(x) = x(x'). Posant x(x)=x(x), 

x E A et x classe residuelle de x dans G selon H, nous avons une fonction x 
sur le groupe quotient G/H et cette fonction est un caractere du groupe G/H. 
Reciproquement, si ~est un caractere quelconque du groupe quotient G/H, 
posant 

x(x) = ~(x), XEG, 

nous obtenons un caractere x EA tel que x = ~. Puisque par l'application 

x ---+ i (x EA), a des caracteres distincts de A correspondent des caracteres 
distincts du groupe G /H, nous avons etabli que le nombre de caracteres x 

de A est egal au nombre de caracteres du groupe G/H, i.e. egal a~ (theo-
m 

reme 2). Mais, dans ce cas, l'image du groupe X par l'homomorphisme 

- n x---+ x (du groupe X dans le groupe Y) est d'ordre n : - =met puisque, 
m 

d'apres le theoreme 2, le groupe Y est aussi d'ordre m, alors cette image 

est egale a Y. Cela signifie que tout caractere du groupe H est de la formex 
pour un certain caractere x du groupe G. II est clair que le nombre des 

caracteres x EX qui induisent le meme caractere sur H est egal am = (G : H). 
n 

Ceci demontre le theoreme suivant : 

THEOREME 3. - Soit G un groupe abelien fini et H un sous-groupe. Tout 
caractere du groupe H est prolongeable en un caractere du groupe G et le 
nombre de ces prolongements est egal a l'indice (G: H). 

CoROLLAIRE 1. - Six est un element de G different de /'unite, ii existe 
un caractere x du groupe G tel que x(x) =f. 1. 

En effet, considerons le groupe cyclique { x } H. Puisque son ordre 
est > 1, alors il existe un caractere x' sur H different du caractere unite et 
done tel que x'(x) =f. 1. Prolongeant x' en un caractere de groupe G, nous 
obtenons ainsi le caractere x demande. 

COROLLAIRE 2. - Si un element x E G n 'appartient pas a un sous-groupe H, 
a/ors ii existe un caractere x du groupe G tel que x(x) =f. 1 et x(z) = 1 pour 
tout z EH. 

En effet, on peut prolonger le caractere unite du groupe H en un carac-



468 APPEND/CE ALGEBRIQUE 

tere different du caractere unite du sous-groupe { x, H }, qui se prolonge 
a son tour en un caractere du groupe G. 

Etablissons maintenant quelques relations. Si Xo est le caractere unite, 

alors x0(x) = 1 pour tout x E Get par suite L xo(x) n, oil nest l'ordre 
xeG 

du groupe G. Supposons que le caractere x est different de xo, i.e. x(z) i= 1 
pour uncertain z E G. Six parcourt tousles elements du groupe G, zx par-

court aussi tousles elements de G; posant S ,L x(x), nous aurons done 
xeG 

s Lx(zx) x(z)S. 
xeG 

Puisque x(z) i= I, cette egalite n'est possible que si S = 0. Ainsi nous avons 
etabli la formule : 

si 

si 
X =lo 

X i= Xo· 
(5) 

La valeur de chaque caractere sur !'element unite du groupe est egale a 1 

et par suite ,L x(l) n (x parcourt ici tous les caracteres du groupe G). 
x 

Posons T = ,L x(x). D'apres le corollaire 1 du theoreme 3, ii existe un carac

x 
tere x' tel que x'(x) i= 1 (six i= 1). Le produit x'x parcourt en meme temps 
que x tous les caracteres du groupe G, d'ou 

T ,L (x'x)(x) ,Lx'(x) x(x) = x'(x)T, 

x x 

et puisque x'(x) i= I, on a T 0. On a done etabli la formule 

,Lx(x)= I~ 
x 

si 

si 

X= 1, 

x =f:. 1. 

3) Caracteres modulaires 

(6) 

Pour tout nombre entier naturel m, designons par Gm le groupe multi
plicatif des classes residuelles modulo m des entiers rationnels relativement 

premiers avec m. Nous designerons par a la classe residuelle de a modulo m. 
A tout caractere x du groupe Gm, nous pouvons associer la fonction x* 

definie sur !'ensemble des nombres a premiers avec m par la formule 

x*(a) x(a). 
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Prolongeons cette fonction x* a !'ensemble de tous les entiers rationnels 
en posant :x.*(a) 0 si a et m ne sont pas premiers entre eux. La fonction x• 
ainsi definie (sur l'ensemble des entiers rationnels) est appelee un caractere 
modulaire modulo m. Dans la suite, nous designerons x• par la meme lettre x 
que le caractere du groupe Gm qui l'engendre. II est clair que des caracteres 
distincts du groupe Gm engendrent des caracteres modulaires distincts et 
par suite le nombre de caracteres modulaires modulo m est egal a q>(m). 

De cette definition decoulent facilement les proprietes suivantes des carac
teres modulaires : 

1° pour tout entier rationnel a, la valeur :x.(a) est un nombre complexe 
et x(a) i= 0 si et seulement si a est relativement premier avec m; 

2° si a ==a' (mod m), alors x(a) = :x.(a'); 
3° pour tout couple d'entiers rationnels a et b, on a x(ab) x(a) x(b). 

Montrons que Jes caracteres modulaires sont entierement caracterises par 
ces trois proprietes. En effet, soit YJ une fonction satisfaisant aux condi
tions 1°, 2° et 3°. Pour toute classe a e Gm, (a, m) = 1, posons x(a) YJ(a); 
d'apres 2°, la valeur x(a) ne depend pas du choix du representant a et est 
differente de 0 d'apres I 0 • En outre, si (a, m) = I et (b, m) = 1, on a, d'apres 
la condition 30, 

x(ab) :x.(ab) = YJ(ab) = YJ(a) YJ(b) = x(a) :x.(b). 

Ainsi, x est un caractere du groupe Gm et le caractere x• qu'il en8Fndre 
coincide avec la fonction YJ. 

Soit m' un entier naturel divisible par m. Nous pouvons associer a tout 
caractere x modulo m uncertain caractere x' modulo m' : si a est relative
ment premier am' (et par suite aussi am), posons :x.'(a) = :x.(a); si (a, m') > 1, 
posons x'(a) = 0. La fonction numerique x' satisfait aux trois conditions 1°, 
2° et 3° et par suite est un caractere modulaire modulo m'. Nous dirons que 
le caractere x' est induit par le caractere X· 

DEFINITION. Soil x un caractere modulaire modulo m. S'il existe un 
diviseur propre d du nombre m et un caractere :x.1 modulo d qui induit x, on 
dit que le caractere x est non primitif. Dans le cas contraire, ii est dit primitif. 

THEOREME 4. - Pour qu'un caractere x modulo m soil primitif, ii faut et 
ii suffit que pour tout diviseur propre d du nombre m ii existe un nombre x, 
x 1 (mod d), (x, m) = I tel que x(x) i= 1. 

DEMONSTRATION. - Si le caractere x est non primitif, ii est induit par un 
caractere x1 modulo d, ou d est un diviseur propre de m. Ainsi, pour tout x 
relativement premier avec m, on a x(x) = x1(x); si de plus x I (mod d), 
alors x(x) = Zi(x) 1. Reciproquement, supposons que pour un certain 



470 APPEND/CE ALGEBRIQUE 

diviseur propre d du nombre m on ait x(x) = 1 pour tout x tel que x 1 
(mod d) et (x, m) = I. Pour tout a relativement premier ad, on peut trouver 
a' tel que (a', m) = I et a' ==a (mod d). Posons 

X1(a) x(a'). 

La valeur X1(a) est independante du choix de a'. En effet, si a' ==a" (mod d), 
(a", m) = I, alors a" == xa' (mod m) pour uncertain x relativement premier 
avec m. Puisque x == I (mod d), on a done par hypothese x(x) 1, d'ou 
x(a") = x(x) x(a') = x(a'). Posant de plus x1(a) = O si (a, d) :/= l, nous 
obtenons une fonction numerique x1 qui est un caractere modulaire modulo d. 
Puisque X1(a) = x(a) pour (a, m) I, x est induit par le caractere Xi· Cela 
termine la demonstration du theoreme 4. 

EXERCICES 

1. Montrer qu'un groupe cyclique fini dont l'ordre est une puissance d'un nom
bre premier n 'est pas decomposable en produit direct de sous-groupes propres. 

2. Supposons que l'ordre d'un groupe cyclique fini G est egal au produit de 
deux nombres premiers k et l. Montrons qu 'on peut representer G comme produit 
direct de deux sous-groupes cycliques d 'ordre k et l. 

3. Soit a un element d'ordre maximum d'un groupe abelien fini G. Demontrer 
que le sous-groupe cyclique {a} est facteur direct dans G. 

4. Soit k un entier naturel. Demontrer qu'un element x d'un groupe abelien 
fini G est la puissance kieme d 'un element de G si et seulement si on a x(x) = O 
pour tout caractere x du groupe G tel que xk = xo (xo est le caractere unite). 

5. Soit G un groupe abelien fini d 'ordre n. Numerotons ses elements Xi, ••• ' Xn 

et ses caracteres Xi, ... , Xn· Demontrer que la matrice 

est unitaire. 

6. Soient mh ... , mk des entiers naturels premiers deux a deux et m m1 ••• mk· 
Demontrer que pour tout caractere x modulo mil existe des caracteres Xi modulo m; 
(i l, ... , k), definis de maniere unique, tels que pour tout entier rationnel a 
on ait l'egalite · 

x(a) X1(a) · · · Xk(a). 

(Pour tout i le caractere Xi est defini par l'egalite X;(a) = x(a'), oil a' est defini 
par les congruences 

7. Sous les hypotheses de l'exercice 6, montrer que si le caractere x modulo m 
est primitif, alors, pour tout i l, ... , k, le caractere x1 modulo m1 est aussi 
primitif. 

8. Soient d1 et d2 des diviseurs d'un nombre entier naturel met d d1d2. Demon
trer que si un caractere x. modulo m est induit par un certain caractere modulo d1 

( 
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et est induit par un certain caractere modulo d2 , alors ii est induit aussi par un 
caractere modulo d. 

9. Montrer que tout caractere x modulo m est induit par un caractere primitif 
modulo f, defini de maniere unique (f est un diviseur de m). Le nombre f est 
appele le conducteur du caractere x. 

l 0. Demontrer que le nombre des caracteres primitifs modulo m est egal a 

2:µ(d)~(~) 
dim 

(d parcourt tousles diviseurs du nombre m; µest la fonction de Moebius; ~ est 
la fonction d'Euler). 

11. Demontrer qu 'ii existe des caracteres primitifs modulo m si et seulement si m 
est soit impair soit divisible par 4. 

12. Soit :JC l'espace vectoriel sur le corps des nombres complexes forme des 
fonctions f definies sur un groupe abelien G, a valeurs complexes f ( o'), a E G. 
Pour tout element w E G, designons par Tw l'operateur de translation defini par 
la formule (Twf) (a)= f(wa). Demontrer que tousles caracteres x du groupe G 
sont des vecteurs propres des operateurs T w· Quelles sont les valeurs propres cor
respondantes ? 

13. Conservant les notations de l 'exercice precedent, considerons, pour une 
fonction fixee /E :JC, la matrice Carree 

A (/(a-r-l))a,-r' 

OU O' et 't" parcourent tous les elements du groupe G disposes dans un certain ordre. 
Demontrer que le determinant de cette matrice est egal a 

x a 

(a parcourt tous les elements et x tous les caracteres du groupe G). 
Indication. - La matrice A est la matrice de l'operateur 

6) 

par rapport a la base formee par les fonctions L0 telles que 

pour 
pour 

Trouver les valeurs propres de l'operateur T. 

er= -r 

14. Demontrer la formule de l'exercice 13 en considerant le determinant du 
produit de la matrice (x.( a))x,a par la matrice A. 
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