OUVRAGES DE LA COLLECTION

A. I. MARKOUCHEVITCH. — Fonctions d’une variable complexe.
Problémes contemporains (272 p.). Traduit par L. NicoLas, 1962.

N. N. Bocouiousov et Y. A. MrTroPoLsKL. — Les méthodes
asymptotiques en théorie des oscillations non linéaires (520 p.).
Traduit par G. Jacosy, 1962.

Y. V. LINNK. — Décompositions des lois de probabilités
(294 p.). Traduit par M. L. GRUEL, 1962.

J. MIKUSINSKI et R. SIKORsK1. — Théorie élémentaire des distri-
butions (108 p.). Traduit par S. KLARSFELD, 1964.

L M. GELEAND, D. A. Raixov et G. E. Cairov. — Les anneaux
normés commutatifs (259 p.). Traduit par M. et J.-L. VERLEY,
1964.

A. GELFOND et Y. LINNIK. — Méthodes élémentaires dans la
théorie analytique des nombres (234 p.). Traduit par M. et
J.-L. VERLEY, 1965.

Y. A. I MITROPOLSKI. — Problémes de la théorie asymptotique
des oscillations non stationnaires (547 p.). Traduit par G. Car-
VALLO, 1966.

V.1 ARNOLD et A. AVEZ. — Problémes ergodiques de la méca-
nique classique (288 p.), 1967.

BoH

MONOGRAPHIES INTERNATIONALES
DE
MATHEMATIQUES MODERNES

Sous la direction de S. MANDELBROIJT
Professeur au Collége de France

Théorie des nombres

par Z. 1. BOREVITCH
et L R. CHAFAREVITCH

Traduit par
Mytiam et Jean-Luc VERLEY

&

UNIVERSITE DE GRENOBLE ]
LABORATOIRE
DE MATHEMATIQUES PURES
INSTITUT FOURIER

1967
GAUTHIER-VILLARS
PARIS

Aoja



CHAPITRE PREMIER

CONGRUENCES

Ce chapitre est consacré 2 la théorie des congruences et 3 ses applications
aux équations. Remarquons que si I’équation

F(xla Xay <. xn) = 0’ (1)

oll F est un polyndme a coefficients entiers, a une solution en nombres
entiers, alors la congruence

F(xy, ..., X,) =0 (mod m) )

a une solution pour tout entier m. Pour chaque m, ’ensemble des classes
résiduelles modulo m est fini et par suite la congruence (2) s’étudie direc-
tement. On obtient ainsi des conditions nécessaires pour que I’équation (1)
soit résoluble en nombres entiers.

L’étude de la suffisance éventuelle de ces conditions est trés difficile.
L’affirmation : « une équation est résoluble si et seulement si pour chaque
entier la congruence correspondante est résoluble » n’est pas vraie dans le
cas général (cf. par exemple, exercice 4), mais est vraie pour plusieurs classes
particuliéres d’équations. Dans ce chapitre, nous démontrerons ce résultat
dans le cas ol F est une forme quadratique, aprés avoir ajouté I’hypothése
supplémentaire (manifestement nécessaire) que 1’équation (1) a une solution
en nombres réels (si F est une forme, alors, par solution de F =0, on
entend solution non nulle).

La notion essentielle que nous étudierons tout d’abord dans ce chapitre
est celle de nombre p-adique; nous appliquerons ensuite cette notion 2 la
théorie des congruences. On sait, d’aprés la théorie élémentaire des nombres,

que, si m = p':l pf’ (P ..., p, étant des facteurs premiers distincts),

la résolution de la congruence (2) est équivalente 3 la résolution des
congruences

F(x,, ..., x,) =0 (mod p}i)

BOREVITCH . 1
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pour tout i =1, 2, ..., r. Ainsi, la résolubilité de la congruence (2) pour
tout entier m est équivalente 4 la résolubilité de ces congruences modulo
toutes les puissances des nombres premiers. Dans la suite, nous fixerons le
nombre premier p et nous étudierons les congruences

F(xy, ..., x,) =0 (mod p¥) 3)

pour toutes les valeurs entiéres de k. En liaison avec ce probléme, Hensel
a introduit, pour chaque nombre premier p, un nouveau type de nombres
appelés par lui nombres p-adiques et a démontré que la résolubilité des
congruences (3) pour tout entier k est équivalente 2 la résolubilité de I’équa-
tion (1) dans ’ensemble des nombres p-adiques. Par suite, la résolubilité
des congruences (2) pour tout entier m est équivalente A la résolubilité de
I’équation (1) dans les ensembles de nombres p-adiques pour les nombres
D premiers.

En utilisant la notion de nombre p-adique, on peut donc donner la forme
suivante au théoréme mentionné ci-dessus (ce chapitre est consacré 3 la
démonstration de ce résultat) : si F(x,, ..., x,) est une forme quadratique
a coeflicients entiers, 1’équation (1) est résoluble en nombres entiers si et
seulement si elle est résoluble en nombres réels et en nombres p-adiques,
pour tout p.

Dans la formulation de ce théoréme, appelé le théoréme de Minkowski-
Hasse, et dans beaucoup d’autres questions, les nombres p-adiques figurent
sur le méme plan que les nombres réels. De méme que les nombres réels
interviennent de maniére naturelle dans 1’étude des limites de nombres
rationnels, les nombres p-adiques jouent un role analogue dans les questions
liées a la division suivant les puissances successives du nombre premier p.
Cette analogie entre les nombres p-adiques et les nombres réels sera précisée
en montrant que les nombres p-adiques, tout comme les nombres réels,
peuvent étre obtenus par complétion & partir des nombres rationnels (pour
d’autres métriques que la valeur absolue usuelle).

Faisons une derniére remarque : si F est une forme, la résolubilité en
nombres entiers de I’équation (1) est bien entendu équivalente 3 ’existence
d’une solution formée de nombres rationnels; ainsi, dans le théoréme de
Minkowski-Hasse, on peut parler de la résolubilité en nombres rationnels au
lieu de la résolubilité en nombres entiers. Cette remarque évidente prend toute
sa signification dans le résultat suivant : si F est un polynéme quelconque
de degré 2, le théoréme correspondant donne des conditions de résolubilité
de I’équation (1) en nombres rationnels et non pas en nombres entiers. Par
suite, dans 1’étude des équations du deuxiéme degré nous ne nous limiterons
pas 4 ’étude des solutions en nombres entiers mais examinerons également
les solutions en nombres rationnels.

nombres entiers que la solution triviale x =0,y =0,z =0.

CONGRUENCES 3

EXERCICES

i i res
1. Montrer que ’équation 15x* — 7y* = 9 n’a pas de solutions en nomb:

entiers. So oa bty Koo Zin 2

2. Montrer que I’équation 5x* + 11 4+ 1322 =0 n’a pas d’autre solution en

AP

3. Démontrer que les nombres entiers de la forme 8n + 7 ne peuvent pas s’écrire

B/

comme somme de trois carrés de nombres entiers. <%/

4. Utilisant les propriétés du symbole de Legendre, démontrer que la congruence
- 13— 1N — 221) =0 (mod m)

i i i P’équa-

tier m. Remarquer cependant qu’il est évident que I’éq
?(:x:é(s:(:‘}li?li g)o?;’t?}nlgl)l (x* — 221) = 0 n’a pas de solution en nombres entiers.
¢ ion linéai =b, O Ay, vy Gny b

é trer que I’équation linéaire @, + ... + ax, , Oll ay,

soi't clljeznelg?iers, gst résoluble en nombres entiers si et §eu1ement si la congruence
correspondante modulo m est résoluble pour tout entier m: o -
6. Démontrer le méme résultat pour un systéme d’équations linéaires a coefli-

cients entiers.

§1. — CONGRUENCES
MODULO UN NOMBRE PREMIER

1) Equivalence des polynomes

Rappelons tout d’abord quelques propriétés de's congruex:\oe;1 mogu:; ;3
nombre premier. Comme on le sait, les classes rés1d}1elles mocll o p [ ont
un corps fini & p éléments qui sera constamment désigné dafls Z suite par : ;
chaque congruence modulo p s’interpréte (Eomme une égalité dans oelcorpn;
Tous les résultats de ce paragraphe et du suivant sont valables n('>-n izlseu ;}:ede
pour le corps F,, mais plus généralement pour tout corps ﬁm:élé su o
remplacer & chaque fois le nombre p par le no:x’xbre g=prd Fme: s’ °
ce corps. Nous nous limiterons cependant & 1 Ftude des ::orps p et C'e
seulement pour donner un contre-exemple :fxtpres i;e tcl:és;;:lc 3 que nous

ire appel 4 un corps fini qui ne soit pas d¢ X

dcvlfe(;n:oil: rés%itels modulo un nombre prcmicr. (et phfs fgénérale:xilent tou:
corps fini) possédent une série de propriétés 'qm les dlstu:guent nes <:(c1)r1:lt
usuels de ’algtbre élémentaire. Voici la plus 1mportz'mte d’entre elles, 1o

nous aurons souvent besoin : deux polyndmes qui prennent .des vatezllr:
égales pour toutes les valeurs des variables n’ont pas nécessauer;aen 1e-
coefficients égaux. Ainsi, d’aprés le petit théoréme de Fa-rmati es pol);
ndmes x? et x prennent des valeurs égales quand x parcourt tout le corps Fp
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mais leurs coefficients ne sont pas égaux (ce phénomeéne se produit dans tout
corps fini : si a;, ..., &, sont tous les éléments de ce corps, le polyndme
(x — 1) ... (x — @) & coefficients non nuls prend seulement la valeur 0
quand x parcourt tout le corps fini considéré).

Nous écrirons

F(xy, ..., X2) = Gxy, ..., x,) (mod p)

et nous dirons que les polyndmes F et G sont congrus si leurs coefficients
correspondants sont congrus modulo p. Si maintenant nous avons

Fley, ...y ) =Glcy, - .., ¢p) (mod p)

pour tous les systemes de valeurs ¢,, ..., ¢,, nous écrirons F ~ G et nous
dirons que les polyndmes F et G sont équivalents. 1l est clair que si F = G,
alors F ~ G, mais I’exemple des polyndmes x et x» montre que la réciproque
n’est pas vraie en général.

Puisque les deux congruences F = 0 (mod p) et G = 0 (mod p) ont les
mémes solutions si F ~ G, il est naturel pour étudier une congruence de
remplacer le polynéme considéré par un polyndme équivalent plus simple.
Précisons cette question.

Si une inconnue x; figure dans le polyndme F avec un exposant supéricur
A p, alors, utilisant équivalence x/ = x; qui résulte du théoréme de Fer-
mat, nous pouvons remplacer x/ par x; dans F. Puisque les équivalences
s’additionnent et se multiplient terme 3 terme, on obtient facilement ainsi
un polyndme équivalent & F et de degré en x; strictement plus petit. On
peut alors répéter ce processus jusqu’a obtention d’un polyndme équiva-
lent & F dont le degré par rapport 4 chaque variable est strictement inférieur
a p. Un tel polyndme sera dit réduit. 1l est clair que par le remplacement

de x7 par x;le degré total de F (par rapport & I’ensemble des variables)
diminue; nous obtenons ainsi le résultat suivant.

THEOREME 1. — Tout polynome F est équivalent ¢ un polynéme réduit F*
dont le degré total est inférieur ou égal au degré total de F.

Montrons maintenant que le polyndme réduit équivalent 3 un polyndme
donné est unique.

THEOREME 2. — Deux polyndmes réduits qui sont équivalents sont congrus.

Ce théoréme se démontre par récurrence sur le nombre de variables,
exactement comme le théoréme rappelé ci-dessus sur 1’identité des poly-
ndmes. Bien entenduy, il suffit de montrer que si F est un polyndme réduit
équivalent a 0, alors F = 0 (mod p).

Considérons tout d’abord le cas n = 1. Si le degré de x est inférieur 2 p

CONGRUENCES 5

bre de racines supérieur
= od our tout ¢, alors F a un nombore ew
o et e ble que si tous les coefficients de F sont divi-

on degré et cela n’est possi ' : '
ii‘;les pair p,i.e. F=0 (mod p). Soit maintenant n > 2; nous écrirons F

sous la forme

= R - Ay(Xy « o or Xn—D)Xn e )
F(xy, <« - Xn)——Ao(xu vy Xpe) - Aa(Xn e .__’xn_l)xﬁ :

itrai = X _, = Cp—1 €f
Considérons un systéme arbitraire de valeurs x; = €1, ..+ Xpn-1 1

posons

Aglcrs -« -» Cpe1) =G0 - +» Ap—l(cla v vy Cn—1) = Op-1

Ainsi
p—1
FCoy - - s Camts X) = G0t GrXn T - - + GprXn >
et nous avons obtenu un polyndme d’une seule variable x, qui estléqv:nvz-
lent 2 O puisque F ~0. Mais le théoréme est démontré pour les polynomes

d’une variable et par suite ce polyndme est congru 4 0. Ainst

ACs < o» 1) =0 (mod p)

.

Ap(ps -+ s €a-s) =0 (m0d p),

i itraires). Puisque
i.e.Ag~0,...,Ap ~ 0 (puisque ¢, « - > Cn—1 sont arbitraires). Puisq

les polyndmes Ao, .- -» A,y de (n — 1) variables sont réduits, alors, par
hypothése de récurrence, on a

A, =0 (mod p), ... A, =0 (mod p),

d’ott F = 0 (mod p)-

2) Théorémes sur le nombre de solutions des congruences

Donnons déja quelques conséquences des théorémes 1 et 2.

— - n

THEOREME 3. — Si la congruence F(xy, .- s %) =0 (I.D.Od p) a une solut;os
et si le degré total du polynéme F est strictement inférieur au nombre n de.
variables, alors cette congruence a au moins deux solutions.

DEMONSTRATION. — Supposons que le polyndme F(x, .. -» x,) de degré r

ait une solution unique

x;=a; (mod p), ..., Xa =0n (mod p).
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Posant H(x, xp) =1 —F(x, ..., x,)p-1, nous ay ’apré
> Y e (T, ons, d’aprés les hypo-
théses fajtes sur F et le petit théoréme de Fermat, P ypo

{1six=aq, v v Xp = a, (mod p)

H(xl, ey x,,) =
e 0 sinon.

IS{?tpi; dlei pol):néme réduit équivalent au polyndme H (cf. théoréme 1);
€S memes valeurs que H. Mais i] est facil I ’

' € : . €, par ailleurs, d -
truire un polyndéme réduit prenant les mémes valeurs que H; c’est 1‘:: ;(:l];

H(I — (i — @)Y,
i=1

D’aprés le théoréme 2, nous aurons donc

H* E_I_TU — (% — @)™ (mod p) (1)

iet}éd-’apru’:‘s le théoréme 1, le degré de H* est inférieur audegré de H, i. e
I;le rlegr ;1 r(p — 1), alors que son degré, d’aprés (1), est égal A n(p ,—.I)'
n resulte n(p — 1) < r(p — 1), ce qui contredit Phypothése r < . ‘

COROLLAIRE (théoréme de Ch
evalley). — Si F(x. Xn) e
. : cme s eens St
de degré strictement inférieur @ n, la congruence 1 o estune forme

Flxy, ..., x) =0 (mod p)
a une solution non nulle,

L’existence de cette soluti & i
congruence admet trivialementtl?: sé?lslltlil;:l lfl?llefhéoréme ?} puisaue cott
rénﬁogz“gﬁ;,:;i e.stnimpossible d.’améliorer I'inégalité r < » dans le théo-
forme P ;',) dzu;eco?struxrons a cet effet pour tout entier n une

y ey Xy gre n telle que la congruence

Fxi,, ..., x,)=0 (mod p) )

ai . -
b : xt. ctlue la solution nulle. Nous utiliserons le fait que, pour tout n > |
1 . by I'é -
(VOirs e undx':orp§s fini 3 p» éléments contenant F, comme sous-corps’
appendice, § 3, théoréme 2); soi
oit o, ..., w, une base d
N ' s Soit ey, .., @, ase du corps X sur
corps F,. Considérons les combinaisons linéaires X105 + ... 4 x,0, 00
X1, - .., X, prennent des valeurs quelconques dans F.. La norme B

Ng,Fp(xlml + o X0,) = o1, ...y x)

zstlune forme de degrénenx,, ..., Xn, & coefficients dans F,. Par définition
€ la norme N(«) d’un élément « — X0+ ..+ X0, (x € F) (cf. appen
n D. . -
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dice § 2, 2)), on a N(x) = Osiet seulementsia = 0,i.e.x, = ... = x, = 0.
Ainsi, la forme ¢ est telle que I’équation ¢(x,, . .., x,) = 0 admet seulement
la solution nulle dans le corps F,. Remplagons maintenant chaque coeffi-
cient de la forme ¢, qui est une classe résiduelle modulo p, par un représen-
tant de cette classe. Nous obtenons ainsi une forme F(x,, ..., x,) & coeffi-
cients entiers, de degré n & n variables telle que la congruence (2) n’ait que

la solution nulle.
Le théoréme 3 est un cas particulier du résultat suivant.

THEOREME 4 (théoréme de Warning). — Si le degré du polynéme F(x,, ..., X4)
est strictement inférieur @ n, le nombre de solutions de la congruence

F(xy, ..., x,) =0 (mod p)
est divisible par p.

DEMONSTRATION. — Supposons que la congruence considérée ait s solu-

3 i . . —1
tions A;=(@?, ..., a?),i=1, ..., s. Posons, cette fois encore, H=1—F"""

11 est clair que
1si X=A; (modp) i=1,...,s
0 dans les autres cas;

00 - |

ici, X = (xy, ..., X,,) (les congruences entre vecteurs 4 coordonnées enti¢res
signifient que les composantes correspondantes de ces vecteurs vérifient la
congruence). Pour A = (a,, ..., a,), formons le polynéme

Dy(xy ..y 3= | [(1— (y—a)"™). €)
j=1
11 est clair que
1 si X=A (mod
D,(X) = 3 i @
0 sinon.

Posons
H¥(y, <o %) =Dy, oo X)F oo+ Doy s ). (9)

La congruence (4) montre que H* prend les mémes valeurs que H pour toutes
les valeurs des variables x;, ..., X,, i. e. H ~ H*. Puisque chacun des poly-
ndmes D, est réduit, H* est aussi réduit; il résulte alors des théorémes 1 et 2
que le degré de H* est inférieur au degré de H, lui-méme strictement infé-
rieur & n(p — 1). Mais dans chaque D,,, il y a un seul terme de degré n (p—1),
c’est le terme (— 1)* (x; ... x,)?~2. Puisque le degré de H* est strictement
inférieur & n(p — 1), la somme de tous les termes de degré p — 1 est nulles
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ce qui exige s = 0 (mod p). Ceci termine la démonstration du théoréme 4.
Le théoréme 3 résulte du théoréme 4 :sip =2, s # 0 et s = 0 (mod p)
entrainent s > 2.

3) Les formes quadratiques modulo un nombre premier

Appliquons les résultats précédents aux formes quadratiques. Le théo-
réme suivant est une conséquence immédiate du théoréme de Chevalley.

THEOREME 5. — Soit f(xy, ..., X,) une forme quadratique a coefficients
entiers. Si n > 3, la congruence

Sf(x, ..., Xz) =0 (mod p)
a une solution non nulle.

Le cas des formes quadratiques & une seule variable ne présente guére
d’intérét (si a == 0 (mod p), la congruence ax? = 0 (mod p) a seulement la
solution nulle).

Considérons le cas des formes quadratiques A deux variables. Nous suppo-
serons p # 2 (pour n = 2, p = 2, il est facile d’étudier directement toutes
les formes quadratiques possibles). La forme peut alors s’écrire

S (x, y) = ax* + 2bxy + cy*.
Nous désignerons par d son déterminant ac — b2

THFEOREME 6. — La congruence

f(x,y)=0(mod p) (p #2) ©®

a une solution non nulle si et seulement si — d est ou bien divisible par p ou bien
est un résidu quadratique modulo p.

DEMONSTRATION. — I est clair que pour des formes f et f; équivalentes
sur le corps F, (voir appendice § 1, 1)), les congruences (6) ont simultanément
une solution non nulle ou pas de solution non nulle. Puisque dans le pas-
sage d’une forme 2 une forme équivalente, son déterminant est multiplié
par le carré d’un €lément non nul du corps F,, nous pouvons, dans la démons-
tration du théoréme 6, remplacer la forme f par une autre qui lui soit équi-
valente. Chaque forme est équivalente 3 une forme diagonale (appendice § 1,
théoréme 3); par suite, nous pouvons supposer que

f=ax*+ ¢y, d=ac.

CONGRUENCES 9

Si a =0 ou ¢ = 0 (mod p), le théoréme est &vident. Si maintenant ac =0
(mod p) et si la congruence (6) a une solution non nulle (x,, yo), alors,
de la congruence

ax® + cy; =0 (mod p)
nous tirons

0

2
—ac= (9,3) (mod p)
X
(la fraction w = “ (mod p) désigne le résultat de la division dans le corps Fy,
v

. (—d .
i. e. 1a solution de la congruence vw = u (mod p)). Ainsi (T) == 1. Réci-

proquement, si (-_“_ﬁ) — 1 et — ac = u* (mod p), nous pouvons prendre
p

(%0 ¥ o) = (u, a).

EXERCICES

1. Déterminer le polyndme réduit équivalent modulo p en mondme xk,
2. Construire une forme cubique F(xy, xs, x,) telle que la congruence

F(xy, X, x3) =0 (mod 2)

n’admette que la solution nulle.

3. Avec les notations de la démonstration 'du théor_éme de Warning, iglo::tlier
que; pour p # 2, les composantes des solutions AG=1, ..., s) vérifient les
congruences

s L s
Zaf) =...= Za(n‘) =0 (mod p).
i=1 i=1

4. Généralisant le théoréme 4 et I’exercice 3, montrer, avec ces notations, que
I’on a les congruences

i(a(:))k =...= Z(ag))k =0 (mod p)

i=1

pour k=0,1, ..., p— 2 ( | \ des polynbmes
5. Démontrer que si Fy(X;, .. .5 Xn)s - os Eml¥n <o s Xn son ]
A coefficients entiers de deérég iy oo r Imtelsquers+ ... +7m<n et si le systéme
des congruences
=0 (mod
Fl(“xls RS ] x'l) ( P) (7)

Fuly, ... %s) =0 (mod p)

a au moins une solution, alors il en a au moins deux.
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6. Avec les hypothéses de ’exercice 5, montrer que le nombre de solutions du
systéme (7) est divisible par p.

7. Montrer que si f est une forme quadratique sur le corps F, de rang > 2
et a == 0 (mod p), alors la congruence
f=a(mod p)
est résoluble.

8.. Utilisant lg:s théorémes 2 et 3 de ’appendice, montrer que deux formes qua-
dratiques non singuliéres sur le corps F,(p # 2) sont équivalentes si et seulement
si le produit de leurs déterminants est un carré.

9. Définir le groupe des classes de Witt de formes quadratiques sur le corps
F,(p # 2) (cf. exercice 5 du § 1 de I’appendice).

10. Montrer que le nombre de solutions non nulles de la congruence f (x, y) = 0
(mod p), ot f est une forme quadratique de déterminant d == 0 (mod p), est égal a

oo+ (54).

11. Utilisant le théoréme 7 du § 1 de I’appendice, montrer que si f(xy, ..., X,)
est une f:orme quadratique de déterminant d == 0 (mod p), p # 2, alors le nombre
de solutions non nulles de la congruence f(x,, ..., x,) =0 (mod p) est égal &

—_ 1}l I
=14+ 1)(&7?—‘1)1?2 pour n pair
-1 pour 7 impair

12. Avec les hypothéses de I’exercice 11, trouver le nombre de solutions de la
congruence

S, ..y Xp) = a (mod p).

§ 2. — SOMMES TRIGONOMETRIQUES

1) Congruences et sommes trigonométriques

Dans ce paragraphe, nous considérerons encore les congruences modulo
un nombre premier, mais d’un point de vue différent. Les théorémes du § 1
donnent des résultats sur le nombre de solutions d’une congruence en liaison
avec le degré et le nombre de variables du polyndme. Ici, c’est la grandeur
du nombre premier p qui joue un réle essentiel.

Nous avons dit au début de ce chapitre que pour que 1’équation

F(xy, ..., x)=0

soit résoluble en nombres entiers, il est nécessaire que les congruences
F = 0 (mod m) soient résolubles pour tous les entiers m; en fait, on a vu
qu’il suffisait de considérer les cas ot m est une puissance de nombre premier.
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Nous allons voir que pour une classe trés importante de polyndmes, les
congruences F =0 (mod p) sont automatiquement résolubles pour tout
entier p assez grand.

DEFINITION. — Un polyndme F(x,, ..., x,) & coefficients rationnels est
dit absolument irréductible s’il n’est décomposable en produit de polyndmes
non triviaux dans aucune extension du corps des nombres rationnels.

Le théoréme fondamental est le suivant :

THEOREME A. — Si F(xy, ..., x,) est un polyndme absolument irréductible
a coefficients entiers, alors la congurence

F(xy, ..., x) =0 (mod p) ¢))

est résoluble pour tout nombre premier p supérieur a un certain nombre (dépen-
dant du polyndme F).

On a un résuitat analogue pour les solutions non nulles d’un polyndme
homogeéne F et pour les systémes de congruences (pour des notions appro-
priées d’irréductibilité absolue).

Le théoréme A est trivial pour n = 1 (tout polyndme & une variable de
degré supérieur 3 1 se décompose dans le corps des nombres complexes et
le théoréme est trivial pour les polyndmes du premier degré). Pour n = 2
déja, la démonstration utilise des méthodes plus profondes de géométrie
algébrique. Dans le cas n = 2, le théoréme A a été obtenu par A. Weil
(A. Weil, Sur les courbes algébriques et les variétés qui s’en déduisent,
Act. Sci. Ind., 1041, Paris, Hermann, 1948). Des variantes de cette démons-
tration figurent dans les travaux de S. Lang (S. Lang, Abelian varietics,
Interscience Tracts, n°® 7, New York, 1959) et A. Mattuck et J. Tate (On
the inequality of Castelnuovo-Severi, 4bh. Math. Sem. Univ. Hamb., 1958,
B. 22, H. 3-4, 295-299).

Le passage de n = 2 au cas général s’effectue beaucoup plus simplement.
C’est fait dans les travaux de L. B. Nisnevitch (Sur le nombre de points des
variétés algébriques dans les corps premiers finis, Dokl. 4. N. URSS, 1954,
99, n° 1, 17-20) et de S. Lang et A. Weil (Number of points of variety in
finite fields, Am. J. Math., 1954, 76, n° 4, 819-827).

Les ouvrages ci-dessus démontrent en fait plus que le théoréme A; ainsi,
on montre que si on fixe le polyndme F, le nombre N(p) de solutions de la
congruence (1) tend vers 'infini quand le nombre premier p tend vers
Vinfini. Plus précisément encore, on a évalué la rapidité de croissance du
nombre N(p). La formulation exacte de ce résultat est la suivante :

THEOREME B. — Le nombre N(F, p) de solutions de la congruence (1) satisfait
a Pinégalité

| N(F, p) — p-2 | < C(F)pn-1-4,
la constante C(F) dépendant seulement du polynéme F et non de p.
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L’unique procédé de démonstration actuellement connu du théoréme A
est de le déduire du théoréme B. Nous ne pourrons pas donner ici de démons-
tration des théorémes A et B car il faut des outils algébriques beaucoup
plus élaborés que ceux dont nous disposons dans ce livre. Cependant, nous
exposerons une méthode qui permet de démontrer ces théorémes dans des
cas particuliers; nous choisirons ici un de ces cas particuliers.

Tout repose sur le fait qu’on peut représenter le nombre de solutions de

I’équation (1) comme somme de certaines racines pi*mes de [’unité. Les
sommes de ce type sont dites trigonométriques.

Posons quelques notations. Si f(x) ou f(x,, ..., x,) est une fonction a

valeurs complexes dont les valeurs dépendent seulement des classes rési-

duelles des nombres x;, ..., x, modulo p, nous désignerons par

Z f® ou z S+ ey %)

les sommes étendues & toutes les valeurs x ou xj,
complet de résidus modulo p et par

Z'f(x)

la somme étendue & toutes les valeurs x d’un systéme réduit de résidus.

Soit % une racine primitive pi*me de 1 fixée. On voit alors facilement que }

z?y % si y=0 (modp) @

0 si y==0 (modp).

Ces égalités vont nous permettre d’obtenir une expression trés simple du |

nombre de solutions de la congruence (1).
Considérons la somme

— Z ZCxF(xl, cs¥)
Kps oo orXpy X

Si les valeurs x;,
en accord avec (2),

Zcxl’(xl, cen¥p)

..+, X,) = 0 (mod p), on a, toujours d’aprés (2),

zch(xl, e ¥} 0.

si maintenant F(x,,

«v.s X, d’un systeme |

..., x, constituent une solution de la congruence (1), on a, 4
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Ainsi S=Np, en désignant par N le nombre de solutions de la congruence .
Enongons ce résultat sous forme d’un théoréme :

THEOREME 1. — Le nombre N de solutions de la congruence (1) est donné

par
Z ch(xl, . ',x ) (3)

x,xl, vee

Séparons les p” termes de la somme (3) tels que x = 0 mod p; chacun de
ces termes est égal 4 1 et on a donc

N = prt _f_;Z' Z PG %) @

Ecrite ainsi, la formule donnant N suggére le théoréme B. Il suffit seulement
de démontrer (mais toute la difficulté est 1a 1) que quand p croit, la somme
des termes restants croit plus lentement que son terme principal.

2) Sommes de puissances

Nous appliquerons les résultats qui précédent au cas ol le polyndme F
est de la forme

F(x, ...,x)=ax4+ ... +ax" a0 (modp).

Nous supposerons » > 3 puisque pour » = 1 ou # = 2 le nombre de solu-
tions de la congruence F = 0 (mod p) se calcule trivialement.
En accord avec la formule (4), le nombre de solutions de la congruence

ax?+ ... +ax"=0 (mod p)
est donné par la formule
Nepit L Z z a Py 1+ +a"x:;")’
X Xp .o
qui peut aussi s’écrire

=pit Z ]_IZC g ®)

i=1 x

Cette formule nous conduit 3 1’étude des sommes de la forme

ZC"" (@0 (mod p)) ;
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il est facile de vérifier que

¥y

en désignant par m(x) le nombre de solutions en y de la congruence
yr = x (mod p).

11 est clair que m(0) = 1; nous allons calculer m(x) pour x == 0 (mod p).
Soit g une racine primitive modulo p; alors

x =g*(mod p), ™

I’exposant k étant défini de maniére unique modulo p — 1. Posant y = g7 |

(mod p), la congruence y* = x (mod p) est équivalente a4 la congruence

ru =k (mod (p — 1)). ® |

D’aprés la théorie générale des congruences du premier degré, la |
congruence (8) a d = (r, p— 1) solutions en u ou n’a aucune solution suivant

que k est divisible par d ou pas. Par suite,

m(x) = d si k=0 (modd)

Donnons une autre évaluation plus utilisable du nombre m(x). Soit ¢

une racine primitive d’ordre d de 1 et définissons pour tous les nombres

entiers x relativement premiers & p des fonctions y,(s=0,1, ..., p— 1)

en posant
Xol(x) = ek (10)

ou k vérifie 1a congruence (7) (d’aprés 1’égalité -1 = 1, la valeur % ne
dépend pas du choix de k). Si k =0 (mod d), alors <& = 1 pour tout
s=0,1, ...,d— 1 et par suite la somme

est égale 4 d. Si maintenant k =% 0 (mod d) alors € # 1 et par suite

S i
ks — _ ——
ze gk —1 0.

=0

S = > mee, © |

0 si k=£0 (mod d). @ |
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Rapprochant ce résultat des égalités (9), nous obtenons (pour x non divisible
par p) la formule
d—-1
mx) = )
§=0
L’expression donnée plus haut pour m(x) permet d’écrire 1’égalité (6)
sous la forme

D=1+ z’ﬁmm an

Les fonctions y, introduits ci-dessus possédent, c’est clair, la propriété

%:(xy) = () (12)

et s’appellent les caractéres multiplicatifs modulo p. Ftendons-les 2 tous les
entiers x en posant x(x) = 0 si x est divisible par p. 11 est clair que, pour
cette définition, la propriété (12) est conservée. Le caractére yo(n) dont la
valeur pour px est égale a 1 s’appelle le caractére unité.

Séparons dans la somme (11) les termes qui correspondent au caractere

unité y,. Puisque
1+ > tr= >
X X

égalité (11) peut s’écrire sous la forme

D= SZX:(JC)@" (13)

¥y s=1 X

(ici on peut considérer que x parcourt un systéme complet de résidus
modulo p, puisque x,(x) = 0 pour x = 0 (mod p)).
Soient ¥ un des caractéres , et a un nombre entier. L’expression

zx(x)ca"

s’appelle somme de Gauss et se désigne par 74(x).
Les formules (5) et (13) nous permettent de formuler le théoréme suivant.

THEOREME 2. — Le nombre N de solutions de la congruence

a X+ ... +axr=0 (modp), a0 (modp) (14)
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est donné par la formule

n di—1

x i=1 §=1

dans laquelle d; = (r;, p — 1), les caractéres Xi,s €tant définis par Iégalité (10) :

avec d = d.
Remarquons que si un des d; est égal 3 1, i. e. si r; relativement premier

avec p — 1, alors dans la formule (15) la somme intérieure correspondante
sera nulle (comme somme indexée par I’ensemble vide) et par suite dans ce |
cas on a la formule N = pn-1, Cela est d’ailleurs clair directement puisque ‘
.» X il existe une :

pour chaque choix des valeurs x;, ..., x;_,, Xit1s oo
valeur x; et une seule pour laquelle la congruence (14) est satisfaite.

Le théoréme 2 prend tout son sens gréce au fait que le module de la somme i
de Gauss peut étre calculé exactement. Nous montrerons dans le point §

suivant que

|%(|=Vvp pour a#0(modp) et y #7y

(cf. aussi exercice 8).

Voyons ce que donne le théoréme (2) en utilisant ce résultat. Il résulte ]

de la formule (15) que

n odi—1

IN—pri] < ZHZITa‘x(xu)l

i=1 s=1

—-(p~1)ﬂ(d — )P = (p— D) ﬂ(d——l) ;

i=1 i=1

Nous obtenons ainsi le théoréme.

THEOREME 3. — Le nombre N de solutions de la congruence
axt+ ... +a, x* =0 (mod p)

pour tous les p premiers ne divisant pas a,, . . ., a, satisfait a linégalité

IN—pr1| <C(p—1p2 (16)
avec

C=@d—-0...(d—1), d=@p—1).

Pour n > 3, on peut obtenir le théoréme B, pour les polyndmes de la forme
considérée, a partir du théoréme 3. En effet

1
n—1-_

|N—p ‘I<Cp <Cp

N=pr-1f 1‘, DT> metion, (15) |

UNIVERSITE DE GRENOBLE 1
CONGRUENCES | \p()RATOIRE 7

Remarquons, en passant, que Iinégalitd {18) Afligi Hous. avon 4 EshtPiB ES
pour n > 3 est plus précise que I’inégalité du t?ﬁ%WLBT FOURIER
Remarque. — Pour démontrer le théoréme 3, il suffirait, d’aprés (5), de

connaitre une estimation du module de la somme Zi‘”" . On peut obtenir
X

une telle estimation plus rapidement, sans utiliser les sommes de Gauss

(voir exercices 9 4 12 dusa H. M. Korobof). Nous exposons ici la démons-

tration avec les sommes de Gauss car les sommes de Gauss ontde nombreuses

autres applications en théorie des nombres.

3) Module des sommes de Gauss

Considérons I’ensemble F de toutes les fonctions f(x) & valeurs complexes
définies pour x entier rationnel et telles que f(x) = f()) si x =y (mod p).
Puisque chaque fonction f (x) € F est définie par ses valeurs sur un systéme
complet de résidus modulo p, alors  est un espace vectoriel de dimension p
sur le corps des nombres complexes. Introduisons sur  un produit scalaire
hermitien en posant

f,9)= 1‘, zf(x)g‘(x_) (f,gF).

Une simple vérification montre que, pour ce produit scalaire, les p fonctions

Jaolx) =G

forment une base orthonormale dans &. En effet, d’aprés (2),

1 vme_ § 1 pour a=a' (mod p)
(ﬁ»fa')r—i;z? 1—3

(g résidu mod p) 17

0 pour azEa’ (modp).
Les fonctions (17) qui possédent la propriété
Jox + y) = fulx) L)

Sont appelées des caractéres additifs modulo p. Cherchons les coordonnées
d’un caractére multiplicatif x dans la base (17). Soit

— Zaa fon (18)

a

Alors
ta= () = j; zx(x)ca" - ; =00. 19)

BOREVITCH 2
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.. L1
Nous voyons ainsi que les sommes de Gauss 7,(x) (a ’ prés | sont les coor-

données du caractére multiplicatif y, dans la base des caractéres additifs f,.
Pour obtenir une importante relation entre les coordonnées «, (et par
suite entre les sommes de Gauss t,(y)), multiplions I’égalité

x) = D vafi®) @) |

a

par x., ou ¢==0 (mod p), et remplagons I’indice de sommation a par ac : |

XX = D U WacSul?) = > H(CWcSe).

Comparant ceci avec (20), nous obtenons

%g = %(C)aac
Supposant ici a = 1 et remarquant que | x(c) | = 1, nous trouvons
pour ¢s£0 (mod p).

%“clzl%!

(22)

Supposons maintenant que le caractére x est distinct du caractére unité x,.

Alors on peut choisir le nombre ¢ (relativement premier avec p) tel que }

x(c) # 1 et I’égalité (21) pour @ = 0 donne !
o = 0.

@3

Démontrons maintenant le résultat annoncé donnant le module de la somme!
de Gauss. '

THEOREME 4, — Si y, est un caractére multiplicatif modulo p, différent du §
caractére unité y, et a un nombre entier relativement premier avec p, alors  j

l Ta(X) ‘ = '\/;

DEMONSTRATION. — Considérons dans I’espace F le produit scalaire (3, x)- 9
Puisque | x(x) | = 1 pour x == 0 (mod p), alors
—1

_1 5 _P
o= zx(x)x(X) E

D’autre part, en utilisant I’expression (18) et en tenant compte de (22) et (23) |
nous trouvons

@wN= D lal =G ==l

CONGRUENCES 19

La réunion de ces deux résultats nous donne Pégalité

(¢5£0 (mod p)),

| ===
T Vr

d’on le résultat, d’aprés la formule (19).

EXERCICES

1. Montrer que le théoréme A n’est pas vrai pour les solutions non nulles
du polynéme F = x? + »* mais que, par contre, le théoréme B est vrai pour le
polyndme F = x? — y2. Bien entendu, ces polyndmes ne sont pas absolument
irréductibles.

2. Soit ¢(x) une fonction définie pour tous les nombres entiers x premiers avec p
et prenant des valeurs complexes différentes de zéro. Montrer que si ¢(x) = ¢(3)
pour x =y (mod p) et ¢(xy) = ¢(x)p(y), alors cette fonction coincide avec une
des fonctions y(x) = ¢ks, ¢ étant une racine primitive (p — 1)-éme de 1 (k est
défini par la congruence (7)).

3. Démontrer que toute fonction f (x) de la variable entiére x a valeurs complexes
non nulles qui dépend seulement de la classe résiduelle de x modulo p et telle
que f(x + ¥) = f(x) £(p) est de la forme f(x) = {x, ou ¢ est un certain entier
et { une racine d’ordre p de 1.

4. Soit p # 2. Démontrer que le caractére x = y, défini par 1’égalité (10) pour
d =2 (et s = 1) coincide avec le symbole de Legendre :

=)

(ce caractére est appelé le caractére quadratique modulo p).

3. Supposons ab == 0 (mod p) et soit x, le caractére quadratique modulo p # 2.
Démontrer la relation

w00 = (S2)p

Pour les deux sommes de Gauss 7,(x) et ©4(x).
6. Avec les mémes notations, démontrer que

Zlfx(x) =0.

X

1.

théQrRésoudre les exercices 10, 11 et 12 du paragraphe précédent en utilisant le

eme 2 et les résultats des exercices 5 et 6.

(m& Soient y un caractére multiplicatif modulo p, différent du caractére yo et @ == 0
od p). Montrer que

1700 12 =7, (0G0 =p;

0 déduijre une nouvelle démonstration du théoréme 4.
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9. Soient f(x) un polyndéme 2 coefficients entiers et { une racine primitive }

d’ordre m de 1. On pose S, = Z 2@, Démontrer que I’on a

xmod m
z |Salt=m Z N,
amod m cmod m

Démontrer que

> Talr =pp — D@~ 1),

a

avecd =(r,p — 1). L
11. Avec les mémes notations, montrer que les sommes T,, a =0 (mod p)y
sont décomposables en d groupes de 14 ; 1 sommes €gales entre elles. Utilisan'

ce résultat et celui de I’exercice 1, en déduire que {"

lTal <d\/5,

12. Remarquant que Z T, = 0, obtenir pour T, ’estimation meilleure
a
|Ta| < @—1)Vp, a0 (modp)

(D’aprés la formule (5), cette estimation nous donne une autre démonstration§
du théoréme 3). )

13. Montrer que la congruence
3x® 4 4y® + 522 = 0 (mod p).

a une solution non nulle pour tout p premier.

a0 (mod p).

§ 3. — LES NOMBRES »-ADIQUES

1) Les nombres entiers p-adiques
Passons maintenant aux congruences modulo une puissance d’un nombre
* = . . kA
premier. Etudions un exemple. Soit la congruence
x? =2 (mod 7).
Pour n = 1, cette congruence a deux solutions :

Xo = =4 3 (mod 7). 1) :1
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Soit maintenant 7 = 2. De

x2=2 (mod 72), (2)
résulte x* =2 (mod 7) et par suite on peut chercher les solutions de la
congruence.(2) sous la forme X, + 7, Xo étant un des nombres définis par
1a congruence (1). Nous rechercherons les solutions de la forme x, = 3 + 7¢,

(les solutions de la forme — 3 + 71, s’étudient de la méme maniére). Portant
cette expression de x; dans (2), nous obtenons

3+ 7t,)* =2 (mod 7?)
9+ 6.7t, + 7°; =2 (mod 7%)
1+ 6t, =0 (mod 7)
t; =1 (mod 7).
Dot la solution x, = 3 + 7.1 (mod 7). .
De méme, pour 7 = 3, on pose X; = X; + 7, et 4 partir de la congruence
(3 + 7+ 7*,)* =2 (mod T°)
on obtient #, = 2 (mod 7), i. e.
xg =3+ 7.1+ 7.2 (mod 7).

1l est facile de voir que ce procédé s’étend indéfiniment. On obtient ainsi
une suite

Xos X1p e0vs Xny 0o 3
qui possede les propriétés :
=3 (mod?7)
Xp = Xp-1 (mod 7%)
xy=2 (mod 77+1).

Le procédé de construction de la suite (3) rappelle le procédé d’extraction
de la racine carrée de 2. En effet, le calcul de 4/’ 2 consiste en la construction
d’une suite de nombres rationnels 7y, 7g, . . ., 74, - - - dont les carrés sont aussi
Proches que 1’on désire de 2, par exemple

1

2
|r,,-—2|<m;.

Ici, on construit une suite de nombres entiers xo, X, . . ., Xu, - - - poUr lesquels

Xn — 2 est divisible par 7"**. Cette analogie sera plus claire si nous conve-
hons que deux nombres sont proches (plus exactement p-proches, p étant
Un nombre premier) quand leur différence est divisible par une puissance
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de p suffisamment grande. On pourra dire alors que les carrés des nombres |
de la suite (3) sont, quand »n croit, aussi 7-proches que ’on veut de 2.

La construction de la suite {r,} définit le nombre réel \/ 2. On peut ,
dire que la suite (3) définit également un nombre « d’une « nouvelle |
nature » et tel, par suite, que «® = 2,

Attirons 'attention du lecteur sur le fait suivant. Si une suite de nombres ’
. 7 ’ 1 . . 4
rationnels {r,} est telle que | r, — r, | < Ton Pour tout #, alors sa limite }

sera encore \/ 2. Nous supposerons donc également qu’une suite { x, } telle |
que x, = x, (mod 7"*") définit le méme « nouveau nombre » « (pour cettef‘
nouvelle suite { x;, }, il est évident que 1’on a aussi x,’ =2 (mod 7"
et x, = x,_, (mod 7)).

Ces remarques nous conduisent a la définition suivante.

DEFINITION. — Soit p un nombre premier quelconque. Une suite de nombre,
entiers

{xXn}="{ X0y X15 - es Xms -+ }

tels que g

Xy = Xy (mod p") @ rvt
définit un nouvel objet appelé nombre entier p-adique. Par définition deux;
suites { x, } et { x,} définiront le méme nombre entier p-adique si et seuledg
ment si x, = x, (mod p,+,) pour tout n = 0.

Nous exprimerons le fait que la suite {x,} définit le nombre entief}
p-adique « par le symbole :

{x,} = o

Nous désignerons par Z, I’ensemble de tous les nombres entiers p-adiquﬁ.
Pour les distinguer des nombres entiers p-adiques, les nombres entiers habi4
tuels seront appelés entiers rationnels.

A chaque nombre entier rationnel x, nous associerons le nombre entie
p-adique défini par la suite {x, x, ..., X, ... } et nous désignerons par 1&}
méme lettre x ce nombre entier p-adique. Deux entiers rationnels x et y dis
tincts définissent deux entiers p-adiques distincts. En effet, leur égalitd
comme entiers p-adiques entraine, pour tout 7, la congruence x =y (mod p")
ce qui exige x = y. Par suite, nous pourrons considérer I’ensemble Z
entiers rationnels comme un sous-ensemble de I’ensemble Z, des nombreg
entiers p-adiques. g

Pour concrétiser plus clairement ’ensemble Z,, donnons un procédé pous]
choisir une suite standard dans I’ensemble de toutes les suites définissany
un nombre entier p-adique donné. 4
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Soit un nombre entier p-adique défini par une suite { X, }. Désignons
par %, le plus petit nombre positif ou nul congru a x, modulo p"+1:
n

Xp = ;n (mod p"““) 5)
0< ;,, < p”'“. (6)
La congruence (5) montre que
;C,,, =X, =Xpt1= En+:l (mOd pn) >

ainsi, la suite { x, } définit un nombre entier p-adique, qui est le x.néme que

celui défini par la suite { x, }. Une suite dont Fous les term.es sa’usff)nt aux

conditions (4) et (6) sera dite canonique. Ainsi, chaque entier p-adique est
i suite canonique.

dé]lﬁln:aslt)i';clilﬁ:de voir que <;leux suites canoniques différentes défiﬂssent iies

entiers p-adiques différents. En effet, si deux suites canoniques { X yet { ¥ }

définissent le méme entier p-adique, alors, d’aprés les congruences

En E:V-n (mOd pn+l)

et les conditions 0 < X, < p*+1, 0 <y, < p"*’, on a X, = y» pour .tou't
n > 0. Ainsi, les nombres entiers p-adiques sont en correspondance biuni-
voque avec les suites canoniques. La condition (4) entraine que

Xnt1= Xn T Y

et, puisque 0 < Xpy, < p't%, 0ona 0 < ay41 <P; toute suite canonique est
donc de la forme

{ay, a + a1p, ay + a1p + ap?, ... b

avec 0 < g; < p. Il est évident que, réciproquement, toute suite de cette
forme est une suite canonique définissant un nombre entier p-adique. Il est
facile de démontrer  partir de 12 que ’ensemble des suites canonique§ et
par conséquent I’ensemble des entiers p-adiques, ont la puissance du continu.

2) L’anneau des nombres entiers p-adiques

DEFINITION. — On appelle somme et produit de deux nombres entiers
p-adiques o et B définis par les suites { xy } et { y» } les nombres entiers p-adi-
ques définis respectivement par les suites { Xn + Yn } €t { Xn¥n }.

Pour que cette définition ait un sens, il faut montrer que les suites { x,+Y» }

et {x,y,} définissent des nombres entiers p-adiques et que ces no.mbres
dépendent seulement de et B et non du choix des suites qui les définissent.
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La démonstration de ces propriétés est triviale et nous [’omettrons,
11 est clair & partir de ces définitions que pour ces opérations, les entiers
p-adiques forment un anneau commutatif contenant comme sous-anneau |
I’anneau Z des entiers rationnels. ‘
La notion de divisibilité se définit ici comme dans tout anneau (voir]
appendice § 4-1)) : « est divisible par B s’il existe un entier p-adique v tel}
que o = By. Pour étudier les propriétés de divisibilité, il est important de
connaitre les entiers p-adiques qui admettent un inverse; ces nombres seroni?

appelés diviseurs de ['unité, ou unités. Nous les appellerons aussi unité
p-adiques.

THEOREME 1. — Un nombre entier p-adigue « défini par une suite { Xo, X, . . .
Xns +.. } €St une unité si et seulement si x, == 0 (mod p).

DEMONSTRATION., — Supposons que « est une unité. Il existe alors u:
entier p-adique B tel que «f = 1. Si B est défini par la suite { y, }, la condi:
tion o«f = 1 signifie que f

XaYn =1 (mod pr+1), (7}

En particulier xoy, = 1 (mod p), d’0od xo5= 0 (mod p). Réciproquement]
supposons x, 5= 0 (mod p). 1l résulte facilement de (4) que

Xp = Xpg =

.. =X, (mod p)

d’ol x, 3£ 0 (mod p). Par suite, pour tout n, on peut trouver y, tel que 14
congruence (7) soit vérifiée. Puisque x, = x,_, (mod p") et x,y, = x,,_ly,,..
(mod p7), alors y, = y,_, (mod p,). Cela signifie que la suite { y, } définig
un nombre entier p-adique 8, qui est I’inverse de « d’aprés (7) . '

Ce théoréme entraine qu’un nombre entier rationnel a, considéré commd
un élément de ’anneau Z,, est une unité si et seulement si a 50 (mod p)§
Si cette condition est remplie, alors @~ € Z,; il en résulte que tout entiof
rationnel b est divisible par a dans Z,, i. e. tout nombre rationnel de

b 2 - by y .
forme a ol a et b sont entiers et @ == 0 (mod p) appartient & Z,. Les nombre|

rationnels de cette forme sont appelés p-entiers. Ils forment un anneau dé}
maniére évidente. On peut formuler ainsi ce résultat o

COROLLAIRE. — L’anneau Z, des nombres entiers p-adiques contient UM
sous-anneau isomorphe & I'anneau des nombres rationnels p-entiers. :

THEOREME 2. — Tout entier p-adique o différent de O s’écrit de mani {
unique sous la forme

o= p"eg

ol € est une unité de 'anneau Z,.
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EMONSTRATION. — Si « est une unité, alors (8) est satisfait pour m = 0.
D osons que { X» } —>a et que « n’est pas une unité, i. e. x, == 0 (mod p).
Supsp ue o # 0, les CONGrUences x, = 0 (mod p**?) ne peuvent pas avoir
11;:‘11 gour tout n; soit m le plus petit entier tel que :
Xm =0 (mod p™+7). ®
pour s =0,
Xm+s = Xm-1= 0 (mOd Pm)
et par suite le nombre y, = x"',:’ est un entier. De la congruence
P Ys — P V51 = Xmts — Xm+s-1 = 0 (mod p™*9),
il résulte que
Ys = ¥s-1 (mod p*)
pour tout s > 0. La suite {y,} définit donc c€ Z,. Puisque y, = —'" $ 0

(mod p), il résulte alors du théoréme 1 que ¢ est une unité. Enﬁn, la
congruence pmy; = Xp+s = Xs (mod p*?) entraine que pme = a,i. €. on a
la décomposition (8).

Supposons maintenant que « admette une autre décomposition a = p*n
avec k > 0 et » une unité. Si { z;} — 7, alors

Py = pkz; (mod Pty (10)

pour tout s > 0 et, d’aprés le théoréme 1, tous les y; et z; ne sont pas divi-
sibles par p puisque ¢ et v sont des unités. Faisant s=mdans la
congruence (10), on obtient

P"Ym =P*2nF0 (mod pm+?),

4’0l I'inégalité k < m. Par symétrie, on a de méme m <k, i. e. k =m.

Remplagons s par s + m dans la congruence (10) et simplifions par p™.
Nous obtenons

Ym+s = Zm+s (mOd P"_H)’

:t Puisque y,,,, = = y, (mod p**?) et z s = 2; (mod ps+?) d’aprés (4), ona
1en, pour tout 5 > 0,

¥s = z; (mod p**Y),

% Qui montre que ¢ = 1.
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COROLLAIRE 1. — Un nombre entier p-adique « défini par une suite { xx ]
est divisible par p* si et seulement si x, = 0 (mod p*+1) pour tout |

n=0,1,...,k—1.

En effet, ’exposant m dans (8) a été défini comme le plus petit entig
pour lequel on a (9).

COROLLAIRE 2. — L’anneau Z, n’a pas de diviseur de zéro.

En effet, si « # 0 et § % 0, alors on a les représentations « — e _‘
B = p*n, ¢ et v étant des unités (c et y ont donc des inverses ¢! et 7t dan
P’anneau Z,). Si «f = 0, alors, multipliant égalité pm+key = 0 par ¢4
nous obtiendrions pm+k = 0, ce qui est impossible.

DEFINITION. — Le nombre m qui figure dans la décomposition (8) ay
nombre entier p-adique o différent de zéro s’appelle la valuation p-adique
« et se désigne par vy(«). ]

Si le nombre premier p est fixé sans ambiguité, on appellera simpleme}
ce nombre la valuation de « et on le désignera par v(x). Pour que la fon
tion v(«) soit définie pour tous les nombres entiers p-adiques, nous pog
rons ¥(0) = oo (cette définition formelle est justifiée par le fait que 0 ¢
divisible par des puissances de p arbitrairement grandes).
Une démonstration immédiate donne les propriétés suivantes de la val
tion :

W(xB) = v(2) + v(B) (
¥ + 8) > min (W), ¥(8)) Qi

v(@ + B) = min (W), v(®)), si w(@) # (8). (1

)

Les propriétés de divisibilité des nombres entiers p-adiques s’exprimeg
trés simplement au moyen de la valuation. En particulier, on obtient fad
lement, & partir du théoréme 3 : ;

COROLLAIRE 3. — Un nombre entier p-adique « est divisible par p si et seul
ment si v(x) = v(B).

Ainsi, I’arithmétique de ’anneau Z, est trés simple. Il y a un seul éléme :
premier (3 un élément associé prés), c’est le nombre p. Tout élément de
différent de O est caractérisé par sa valuation et son unité.

En conclusion, nous étudierons les congruences dans 1’anneau Z,.
congruence est définie ici comme pour les nombres entiers et plus généralg
ment pour tout anneau (cf. appendice § 4-1)) : « =B (mod ) signifie qU§
« — B est divisible par v. Si v = p”e, ¢ étant une unité, alors la congruend
modulo y est équivalente & la congruence modulo p~. Par suite, on peu
se limiter & 1’examen des congruences modulo p~, '
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THEOREME 3. — Tout nombre entier p-adique est congru & un nombre entier
rionnel modulo p*. Deux nombres entiers rationnels sont congrus modulo p"
io ; ,

:;:, s Panneau L, si et seulement s’ils sont congrus modulo p" dans I’anneau Z.
n

DEMONSTRATION. — Pour démontrer la premiére affirmation, établissons
st un nombre entier p-adique et { x, } une suite de nombres entiers

que sia @ .
rationnels qui le définit, alors

® = X,_, (mod . (14)
Puisque X, est défini par la suite { Xp_1, Xp_1, .. }, une suite définissant

% — Xn_y €St { Xo — Xn_1, X1 — X1, - - }. Appliquons a ’entier p-adique
o — X, le corollaire 1 du théoréme 2. Nous voyons que la congruence (14)
équivaut aux congruences

Xn — Xp—1 = 0 (mod p*+1), k=0,1,...,n—1,

dont la vérification découle de la condition (4) de la définition des entiers

p-adiques. . '
Démontrons maintenant que pour deux entiers rationnels x et y, la
congruence modulo p* dans Z, équivaut 4 la congruence modulo p* dans z

Posons

x—y=pra, a70(modp) (15)
(on suppose x # y). La congruence
x =y (mod p"). (16)

dans I’anneau Z est équivalente 3 n << m. D’autre part (15) est la repré-
sentation (8) du nombre x — y puisque a est une unité p-adique. Par suite
vp(X — y) = m et la condition n < m peut s’écrire sous la forme v,(x—y)=>n,
Ce qui est équivalent & la congruence (16) dans Z, puisque v(p”) = # (cf. corol-
laire 3 du théoréme 2).

COROLLAIRE. — Le nombre des classes résiduelles modulo p dans Z, est
égal g pn,

3) Fractions p-adiques

Puisque I’anneau Z, est sans diviseur de zéro (corollaire 2 du théoréme 2),
On peut I'inclure dans un corps en utilisant la construction du corps des
fractions d’un domaine d’intégrité. Ici, cette construction nous conduit
4 étudier les fractions de la forme ;Ek

€k > 0. La fraction est ici simplement un symbole commode pour désigner
la Paire (g, o).

, ol « est un entier p-adique quelconque
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a (o ;
DEFINITION. — Le symbole fractionnaire — , « € Z,, k > 0 définit un nombry
P y

fractionnaire p-adique ou, plus simplement, un nombre p-adique. Deux fracy

tions ;;ik et l—?— définissent le méme nombre p-adique si ap™ = Bp* dans Z

m

Nous désignerons par Q, ’ensemble de tous les nombres p-adiques.
P ]
'1“ =p—°de Qp. Il est CI,
que des nombres entiers p-adiques différents définissent des nombr
p-adiques différents de Q,. Par suite, nous pouvons considérer Z, comn
un sous-ensemble de ’ensemble Q,. ]

Les opérations dans Q, sont définies par les régles :

Tout nombre entier p-adique définit un élément

B _ apm+ pp*
AT
« B _ ab

P

Une vérification triviale montre que le résultat des opérations ci-des
ne dépend pas du choix des fractions qui définissent les éléments corry
pondants de Q,, et que Qp est un corps pour ces opérations, le corps b.
nombres p-adiques. 11 est évident que la caractéristique du corps Q, est n f
et par suite il contient le corps des nombres rationnels.

THEOREME 4. — Tout nombre p-adique § +# 0O est représentable de mani
unique sous la forme )

‘E = p™e, : (

ol m est un entier rationnel et € une unité de Z,.

. o P i
DEMONSTRATION, — Soit £ = 17‘, a € Z,. D’aprés le théoréme 2, a = i

L’unicité de la représentation (17) découle de ’affirmation correspondas
pour les nombres entiers p-adiques démontrée dans le théoréme 2.

La notion de valuation introduite ci-dessus se généralise facilement 4
nombres p-adiques. Nous poserons K

VP(E,.) =m,

ol m est I’exposant dans la représentation (17). On vérifie facilement que §
propriétés (11), (12) et (13) sont encore valables dans le corps Q. Ilg
clair que le nombre p-adique & est un nombre entier p-adique si et seulem A
si vp(E) = 0. ’
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4) Convergence dans le corps des nombres p-adiques

Dans le sous-paragraphe 1), nous avons attiré I’attention sur P’analogie
qui existe entre les nombres entiers p-adiques et les no'mbres réels : les uns
et les autres sont définis par des suites de nombres ra’flonnel_s. .

puisque chaque nombre réel est, comrm‘e on 1}3 seluF, la limite de ioute
suite de nombres rationnels qui le définit, il est intuitif _de penser qu’il en
sera de méme pour les nombres p-adiques.pour une notion de conv?rgenc.e
appropriée. Pour définir la limite d’une suite de nombres réels, on s appuie
essenticllement sur la notion de proximité : deux nombres réels ou ration-
nels sont considérés comme proches si la valeur absolue de leur différence
est suffisamment petite. Pour définir la convergence dans le corps des nom-
bres p-adiques, il faut donc définir la notion de nombres p-adiques proches.

Dans 1’exemple du début de ce paragraphe, nous avons déja parlé de la
p-proximité de deux nombres entiers rationnels x et y en entendant par 1a
que la différence x —  est divisible par des puissances de p suffisamment
grandes. Ainsi, apparait une nouvelle analogie entre les nombres réels et
p-adiques pour la notion de proximité. Si on utilise la notion de p-valuation vy,
il est clair que la p-proximité de x et y sera caractérisée par la valeur du
nombre v,(x — ). Cela signifie que deux nombres p-adiques quelconques £
et 1 (non nécessairement entiers) doivent étre considérés comme proches
si la valeur v,(x — y) est suffisamment grande. En d’autres termes, les
nombres p-adiques « petits » sont caractérisés par de grandes valeurs de
leurs valuations.

Aprés ces remarques préparatoires, passons a4 une définition précise.

DEFINITION. — Une suite

{En}z{gm &1’ ~"’Em "'}

de nombres p-adiques est dite convergente vers un nombre p-adique § (ce que
hous noterons lim £, = £ ou {£,} — &) si

n-» w0

lim v (¢, — £) = co.
B0
. 0‘} peut donner a la définition ci-dessus un aspect moins surprenant en
ti‘mSIderant, au lieu de I’exposant v, défini sur le corps Q,, une autre fonc-
o, a valeurs réelles positives, qui tend vers 0 lorsque 1’exposant tend vers
fini, par exemple, choisissant un nombre réel o tel que 0 <p < 1,
Posongs
PVP(E) si E % 0

18
0 si E=0. (18)

?9(5) =
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DEFINITION. — La fonction o), £ € Q,, définie la formule (18) s appell
une métrique p-adique. La valeur du nombre ¢,(£) s’appelle la grandeur ¢

nombre p-adique & pour cette métrique.

Comme pour la valuation, nous dirons fréquemment que la fonction g

est une métrique et nous la désignerons par o.

Il résulte facilement des propriétés (11) et (12) de V’exposant que

métrique posseéde les propriétés :

#(En) = 9(5) o) g
9(E + 7) < max (e(8), ¢(n)). &

Cette derniere inégalité entraine d’ailleurs

(& + ) <9(8) + o). 3
Les propriétés (19) et (21) et la propriété ¢(£) > 0 pour & # 0 mon ;l“

que la notion de métrique introduite ci-dessus pour les nombres p-adiq !
est analogue a la notion de valeur absolue sur le corps des nombres ré
(ou de module sur le corps des nombres complexes). a

A T’aide de la métrique ¢,, la définition de la convergence dans le corps |
devient : la suite { £, }, £, € Q,, converge vers le nombre p-adique £ sij§

lim ¢,(8, — £) = 0.

On peut facilement formuler et démontrer pour le corps Q,, les théoréng

habituels de I’analyse sur les limites des suites. Montrons par exemple 1

1

si {€:} — Eet £ 0,alors T % —>—1£. Tout d’abord, 2 partir d’un certaj

rang, i. €. n == n,, nous aurons W&, — &) > v(§), d’ou, d’aprés (13),

¥(En) = min (v(&, — &), v(8)) = (&);

en particulier v(&,) # o, 1. e. &, # 0et par suite - a un sens pour tout n>n

n

De plus,

1 1
(a” N ’a‘) = W& — En) — v(En) — W(E) = W(En— E) — 2v(E) > 0

pour n — oo, ce qui démontre notre affirmation.

THEOREME 5. — Si le nombre entier p-adique « est défini par une suite { Xn)
de nombres entiers rationnels, alors cette suite converge vers a. Tout nomb!

p-adique & est limite d’une suite de nombres rationnels.
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DEMONSTRATION. — De la congruence (14) résulte que v,(x, — @) =>n + L.

aite v(Xn — ) —> co pour z —> 00, donc X, — «. Considérons mainte-
Par s n

[+
i -adi = —. Puisque
pant une fraction p-adique 13 * q

Xp —

urn — o, Eestla limite de la suite de nombres rationnels

Xn)

> i

De toute suite bornée de nombres réels on peut toujours, comme on le

sait, extraire une sous-suite convergente. On a une propriété analogue pour
les nombres p-adiques.

DEFINITION. — Une suite { €,} de nombres p-adiques est dite bornée si
toutes les valeurs ¢,(E,) sont bornées supérieurement ou, ce qui revient au
méme, si tous les nombres v () sont bornés inférieurement.

THEOREME 6. — De toute suite bornée de nombres p-adiques (en particulier,
de toute suite de nombres entiers p-adiques) on peut extraire une sous-suite
convergente.

DEMONSTRATION. — Démontrons tout d’abord le théoréme pour une
suite { «, } de nombres entiers p-adiques. Puisque dans I’anneau Z, le nombre
de classes résiduelles modulo p est fini (corollaire du théoréme 3), il existe
dans la suite «, une infinité de termes congrus modulo p & un méme nombre
entier rationnel x,. Extrayant tous ces termes, nous obtenons une suite § a5 !
dont tous les termes satisfont 4 la congruence

o = x, (mod p).

De la méme maniére, on extrait de la suite « une suite «2 telle que

«? = x, (mod p?),

[s) . . . . s
b X, est un certain nombre entier rationnel. Continuant ce processus indé-

finiment, noys obtenons pour tout k une suite § «¥ } qui est une sous-suite

d : . - (o
¢ la suite précédente { a*~D { et dont les termes vérifient la congruence

“Etk) = Xk, (mod Pk)

Pour . . . . k
Un certain entier rationnel x4_,. Puisque x; = o " (mod p**?) et

Puj . . .
Sque la suite § o+ | est extraite de la suite { % {, alors

Xk = Xi—1 (mod pF)
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pour tout k > 1. La suite { x } définit par suite un certain nombre enlf mbres p-adiques. Si la suite (22) satisfait 4 la condition (23),

p-adique «. Formons maintenant la « suite diagonale » | o« |, 1 est

que c’est une sous-suite extraite de la suite «,; montrons que § o« f
En effet, d’aprés (14), nous avons : « = x,., (mod p¥); d’autre part

corps des 1O
il est clair que

lim v(€, 4, — &5) = c0. (24
trons maintenant que la condition (24) entraine (23). En effet, si

Mon pour tout 7 > N, d’aprés (12), I’égalité

o = x,_, (mod p") Wasr— =M

et par suite o = a (mod p"), i. e. v(«¥” — «) > n. Ainsi v(e® — «) <
. b ba= D Ga—8), m>n>N,

pour n —> oo, i. e. § o { - . —~
Démontrons le théoréme dans le cas général. Si pour une suite de n‘j‘
bres p-adiques { £, } on a v(§,) > — k (k étant un entier rationnel), a§
pour «, = £,pk, on aura v(z,) >0 et «, est un nombre entier p-adid
D’aprés ce qui précede, on peut extraire de la suite { «, } de nombres eng
p-adiques une suite convergente { «,, }. Mais alors, la suite { &,, } = { «, _
est une sous-suite convergente de { &, }. Ceci termine la démonstratio;
Les nombres p-adiques vérifient également le critere de Cauchy :,i,
suite s

entraine
V(E.»m - En) = min
i=n, ..

e m—

vEa—E) =M,

i. €. W(Em — En) —> c0 pour m, n — co. Ainsi, on a :

THEOREME 7. — Pour qu’une suite { &, } de nombres p-adiques soit conver-
gente, il faut et il suffit que

lim v(€, 41 — &n) = o0
{€}, EeQ, n>a

L’existence d’une notion de convergence dans le corps Q, nous permet
de parler de fonctions p-adiques continues d’une variable p-adique. Une
fonction F(£) sera dite continue pour £ = &, si pour toute suite { &, }
convergente vers &, la suite des valeurs { F(§,) } converge vers F(&,). La
définition pour des fonctions de plusieurs variables est analogue. De méme
que dans I’analyse réelle, on démontre facilement les théorémes usuels sur
les opérations arithmétiques appliquées aux fonctions p-adiques continues.
En particulier, il est facile de vérifier que tout polyndme d’un nombre
‘l“el‘?t)nque de variables a coefficients p-adiques est une fonction p-adique
continue. Nous utiliserons par la suite ce résultat simple (§ 5, 1)).

Pour terminer, donnons quelques résultats sur les séries p-adiques.

est convergente si et seulement si

lim v, — £, = 0.
mpn-—»
La nécessité de cette condition est claire. Pour démontrer la suffisaf
remarquons tout d’abord que (23) entraine que la suite (22) est bori
En effet, la condition (23) entraine ’existence d’un n, tel que v(&,, — £,) 3
pour tout m > n,. Mais alors, d’aprés la propriété (12), pour tout m >
on a I'inégalité

V() = V((Em —&n) T+ ‘Eno) > min (0) V(En,)) >

ainsi (22) est bornée. D’aprés le théoréme 6, on peut extraire de (22)
sous-suite { &,, } convergente vers un certain nombre &. Soit M un nom

quelconque, arbitrairement grand; d’aprés (23) et la définition de la conyy

Dérmvimion. — Si la suite des sommes partielles

n

S, = Za"

gence, il existe un entier naturel N tel que v(§, — &) = M pour m, n - o . P
et W&, — &) = M pour n > N. Par suite ’ ne série
Wem— &) > min (WEn— ) W&, —E) =M Zaf =dF ot ... Foant ... 25)
i=0

pour tout m = N. Par suite, lim w(&, — E) = o0, i. e. la suite (22) ¢ term
0 é Série c:S P-adiques, converge vers un nombre p-adique o, on dit que cette
nverge et que sa somme est égale a «.

convergente.
On peut donner une forme plus forte au critére de convergence
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cilement du théoréme 1 qu’un entier p-adique représenté

Le théoréme 7 entraine immédiatement le critére suivant de converge v , f:
Il résulte 1a ! 1 ) b o
de la série (26) est une unité de Z, si et seulement si a # 0.

des séries.

j comme SOTHES 1 donne le résultat suivant
THEOREME 8. — Pour que la série (25) soit convergente, il faut et il s Réuni au théoreme 4, cela nous |
que son terme général tende vers zéro, i. e. que V(w,) —> 0 pour n —> o0, | THEOREME 10. — Tout nombre p-adique & # 0 s’écrit de manicre unique

Il est clair que I’on peut additionner, soustraire et multiplier par
nombre p-adique constant des séries p-adiques. “

sous la forme
E=pmae+ap+ ... +ap"+...) (28)

THEOREME 9. — La convergence et la somme d’une série ne changent |}
si on permute lordre des termes. !

avec
4 m=v), 1<a<p—1, 0<a<p-—1 n=1,2,...).
Nous laissons au lecteur la démonstration trés simple de ce théordy
On montre dans les cours classiques d’analyse dans le domaine réel §
la propriété exprimée par le théoréme 9 caractérise les séries absolun
convergentes. Ainsi, toutes les séries p-adiques convergentes sont « absg
ment convergentes ». Il en résulte facilement que dans le corps des no u:
p-adiques on peut multiplier les séries convergentes selon les régles usug
de I’analyse classique. b
Si le nombre entier p-adique « est défini par la suite canonique

{an, a0 +arp, a0+ ap+ ap?, ...} (cf. § 1),

alors, en accord avec le théoréme 5, il est égal 4 la somme de la série con}
gente ,

EXERCICES

1. Posant x, =1+p+ ... + p"”?, montrer que dans le corps des nombres
. 1
p-adiques, la suite { x, } converge vers i

2. Soient p # 2 et ¢ un résidu quadratique modulo p. Montrer qu’il existe
deux nombres p-adiques distincts dont les carrés sont égaux a c.

3. Soit ¢ un entier rationnel non divisible par p. Montrer que la suite { c?” }
est convergente dans le corps Q,. Soit vy la limite de cette suite; montrer que

vy=c(modp) et Pl=1,

4. Utilisant ’exercice précédent, montrer que le polynéme r2~! — 1 se décom-
pose en facteurs linéaires dans le corps Q,.

5. Dans le corps des nombres p-adiques, écrire le nombre — 1 comme somme
d’une série du type (26).

6. Dans le corps des nombres 5-adiques, écrire le nombre — % comme somme
d'une série du type (26).

le7. Pour p + 2, montrer qu’il n’existe pas d’autre racine pitme de 1 que 1 dans
corps des nombres p-adiques.

nel&;&l':)ans le corps Q,, montrer que, dans la représentation d’un nombre ration-

dur comme somme d’une série (28), les coefficients sont périodiques (2 partir

pour Eel‘;am rang). Réciproquement, toute série du type (28) telle que Upif = Qg
2 ko (m > 0) a pour somme un nombre rationnel.

d‘igr'tél:lour- l'_’v‘% POlyn_(“)m&s sur le corps des nombres p-adiques, démontrer le test
cillchbxht@ d’Elsengtein : le polyndme f (x) = apxn + axn—1 + ... + a,2
ents entiers p-adiques est irréductible si, g, n’étant pas divisible par p et

Gt+aptap+...4ap+ ...
0<a, <p—1 (n=0,1....).

Puisque des suites canoniques différentes définissent des nombres enf
p-adiques différents, la représentation de « comme somme d’une sérié
type (26) est unique. Réciproquement, il est évident que toute séril
type (26) converge vers un certain nombre entier p-adique. K

La représentation des nombres entiers p-adiques par des séries du type
rappelle I’écriture des nombres réels sous forme de fractions dé
infinies.

Si on considére plus généralement la série

bo+bip-+ ... +bpr+ ...

oll les b; sont des entiers rationnels quelconques, il est clair qu’elle conW di;‘;_l:le autres coefficients étant divisibles par p, le terme constant a, n’est pas
. . . . /A 1] s
vers un certain entier p-adique « (puisque v(bnp") = n). Pour obteni 10 ;Ipar P
représentation du nombre o comme somme d’une série du type (26), il§ nomi,m(;{ggir qu’il existe des extensions finies de degré quelconque du corps des
remplacer successivement chaque coefficient b, par le reste de sa divi§ 11, Deppen tlcﬂ;ues.
faisant rentrer le quotient partiel obtenu dans le terme suivé ¢t Q °f, que pour des nombres premiers p et ¢ distincts, les corps Q,
par p, en lais 4q p isom 2 1€ S0nt pas isomorphes. Démontrer également qu’aucun des corps Q,, n’est

Cette remarque est trés importante pour effectuer des opérations dans I'}
neau Z,, car en ajoutant, soustrayant ou multipliant des séries (26) sui
les régles usuelles de I’analyse on obtient des séries du type (27). ;

€ au corps des nombres réels.

"idei.tgg’(“?“‘“?f que le seul automorphisme du corps des nombres p-adiques est
C'est également vrai pour le corps des nombres réels).
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o(a — B) < o(@) + 9(B) ;
ple £ B8) = | o) —o(® | 5

o3) =55 ©*O

Donnons des exemples de métriques :

§ 4. — CARACTERISATION AXIOMATIQUE
DU CORPS DES NOMBRES p-ADIQUES

Le corps des nombres p-adiques est un des instruments fondamentaux’f
la théorie des nombres. Les paragraphes suivants de ce chapitre serd§
consacrés A quelques applications. Cependant, nous nous écarterons icij
I’esprit fondamental de ce chapitre en situant les corps de nombres p—adiqi

dans la théorie générale des corps.

{0 ]a valeur absolue dans le corps des nombres rationnels;
20 la valeur absolue dans le corps des nombres réels;
30 Je module dans le corps des nombres complexes;
4° la métrique p-adique g,, définie au § 3-4), sur le corps Q, des nombres
1) Les corps métriques p-adiques; .
50 1a fonction ¢(«) définie sur un corps quelconque k par les conditions
Nous avons déja souligné ’analogie qui existe entre les nombres p-adi f
et les nombres réels. Nous exposerons ici une axiomatique des corps m4 [“'
ques qui comprend ces deux exemples comme cas particuliers. Cette méth
dans le cas particulier des nombres réels, coincide avec la méthodeg
construction des nombres réels a partir des suites de Cauchy, due 4 Ca o
L’extension de la méthode de Cantor a d’autres corps repose sugy
remarques suivantes. La notion essentielle ici est celle de convergence \
suite de nombres rationnels. Cette notion s’appuie elle-méme sur la no;
de valeur absolue (on dit qu’une suite de nombres rationnels { , } convé}
vers un nombre rationnel r si la valeur absolue | r, — r | tend vers
Remarquons que 1’on utilise ici seulement des propriétés simples de la Y
absolue. Par suite, si on suppose I’existence sur un corps k d’une fon
3 valeurs réelles possédant les mémes propriétés fondamentales que la v
absolue, on peut définir dans k une notion de convergence et, en appli
la méthode de Cantor, construire un nouveau corps.

e0)=0, y(®=1 si a#0.
Une telle métrique est dite triviale.

Si on considére la restriction au corps Q des rationnels de la métrique ¢ »
définie sur Q,, on obtient une nouvelle métrique sur Q. Cette métrique,
que nous désignerons encore par ¢, s’appelle métrique p-adique du corps Q.

. a .
Sa valeur sur un nombre rationnel x = p”™® I—)(a et b non divisible par p)

est donnée par
2p(x) = 7, )

ol p est un nombre réel fixé satisfaisant a la condition 0 < p < 1. Nous
verrons ci-dessous que la construction de Cantor appliquée au corps des
nombres rationnels muni de la métrique p-adique (au lieu de la valeur
absolue) nous conduit au corps Q, des nombres p-adiques.

Dans tout corps métrique (k, ¢), on peut définir une notion de conver-
gence : une suite {«,} d’éléments de k est dite convergente vers un élé-

ment « € k si g(x, — «) — 0 pour 7 — co. On dit encore que « est la limite
de {a,} et on écrit

DEFINITION. — Soit k un corps. Une fonction ¢ définie sur les élémeng
du corps k et a valeurs réelles s’appelle une métrique si elle posséde les.§
priétés suivantes

10 ¢(®) >0 pour a#0, @0)=0; (o) i
O} —>a ou a=lim a,,.
2 o=+ B) <o) + ¢(@); a0
3e ?(xf) = o(=) 9(B)- DEFNmION, — Une suite { an } d’éléments d’un corps métrique k est dite

de
Cauchy pour 14 métrique o si (a, — o) ~ 0 pour n, m — .

OI:St ‘flaif que toute suite convergente est de Cauchy. En effet, si { «, } — «,
» Q"apres I'inégalité

Un corps k muni d’une métrique s’appelle un corps métrique (et est ,,; .
désigné par (k, ¢)). De cette définition découlent facilement les prop: .
suivantes :

(£ D)=1;
o(— o) = () ;

P~ ) = 90y — 1+ & — ) < Potn — 2) + 9o — 0,
P —a) > 0 Carplon—a) — 0 et glam—a) — 0).
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La réciproque n’est pas vraie pour tous les corps métriques; elle est
pour le corps réel et pour les corps p-adiques, d’aprés le critére de Cj
chy (§ 3, 4)), mais n’est pas vraie pour le corps des rationnels muni d¢
valeur absolue ou d’une métrique p-adique. 1

DEFINITION. — Un corps métrique est dit complet si toute suite de Caug
est convergente.

La méthode de Cantor consiste & plonger le corps non complet
nombre rationnels (en prenant la valeur absolue comme métrique) da .
corps complet des nombres rationnels. On montre qu’'un tel plongemen [’
possible pour tout corps métrique, en transcrivant presque littéraleme
construction introduite par Cantor. ]

Fixons la terminologie suivante. On dira qu’un corps métrique 1
est un sous-corps d’un corps métrique (i, ¢1) si k < k; et si p(x) = of
pour x € k. De plus, un sous-ensemble d’un corps k sera dit partout dg
dans k si tout élément de k est limite d’une suite d’éléments de ce uf
ensemble. On a alors le théoréme 1.

THEOREME 1. — Pour tout corps métrique k, il existe un corps mé
complet k contenant k comme sous-corps partout dense. &
Pour énoncer le théoréme suivant, nous avons encore besoin df
définition.

DEFINITION. — Soient (ki, ,) et (k,, @5) deux corps métriques isomo
entre eux. Un isomorphisme o : k, — k, est dit bicontinu ou topologiqh¥
pour toute suite { a, } d’éléments de k, convergente vers o pour la métrigi
la suite o(x,) converge vers o(a) pour la métrique ¢, et réciproquement, “i

A

THEOREME 2. — Le corps k introduit dans le théoréme 1 est défini de mag
unique, @ un isomorphisme topologique prés laissant fixe les élément§

corps k.

DEFINITION. — Le corps k, dont Pexistence et Iunicité sont établiel§
les théorémes 1 et 2 s’appelle le complété du corps k.

11 est clair que le corps des nombres réels est le complété du co
nombres rationnels Q, muni de la valeur absolue comme métrique.
munit le corps des nombres rationnels de la métrique p-adique (1), alo§
complété de ce corps métrique est le corps Q, des nombres p-adiquesy
effet, d’aprés la deuxiéme partie du théoréme 5 du § 3, Q est partout d
dans Q, et le critére de convergence de Cauchy (théoréme 7, § 3 m (_
que Q, est complet. Nous avons ainsi obtenu une nouvelle définition axiof
tique du corps des nombres p-adiques. 3

Le corps des nombres p-adiques est le complété du corps des no.
rationnels muni de la métrique p-adigue (1).

L alorg {x,
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démonstration rapide des théorémes 1 et 2, en omettant les

ala . .

Passonsqui reproduisent textuellement les raisonnements classiques du
es

passag

cas ]_'éCl.
GORE . — Nous dirons que deux suites de Cau-
TRATION DU THEOREME 1 ‘ . :
D?N;C’f;set {yn} d’éléments du corps métrique (k, @) sont équivalentes si
chy 1 %n "

} tend vers z€ro. Nous désignerons par k I’ensemble de

1a suite {¥» — n de suites de Cauchy pour cette relation.

sses d’équivalence

toutes. e :lze la maniére suivante des opérations dans k :si «et B sont
Déﬁmzls:;es et {x,}€a, {y.}€p alors nous appellerons somme (resp.
de:xduit) des classes « et B la classe de la suite { x, + y»} (resp. { Xn¥n })-
}’]rm facile de démontrer que { x» + ¥ } et { Xnyn } sont e'ffectiven']ent des
suites de Cauchy et que leurs classes ne dépendent pas du choix des suites {x,}
et { y» } dans les classes a et B. i |

Une vérification évidente montre que k est un anneau avec unité; la
classe nulle et la classe unité sont les classes des suites (0,0, .. .)et (1,1, 1,...).

Démontrons que k est un corps. Si « est une classe différente de zéro
et { x, } € a, alors il est facile de voir que tous les x, sont différents de zéro

'3 partir d’un certain rang (par exemple pour n > n,). Considérons la suite

{y»} définie par
1 pour n<ng
Yn= 5cl_,, pour 1 =7,

On vérifie facilement que { y, } est une suite de Cauchy et que sa classe est
Pinverse de 1a classe «.

Définissons maintenant une métrique sur le corps k. Remarquons pour
cela que, comme il est facile de le vérifier, si { x, } est une suite de Cauchy
d’8éments du corps k, alors { ¢(x,) } est une suite de Cauchy de nombres
réels, donc est convergente vers un certain nombre réel qui ne dépend que
de la classe d’équivalence de {x,}. Nous poserons ¢(x) = lim ¢(x,) si «

n—>w

°?t la classe contenant la suite { x» }. Il est facile de vérifier que la fonction ¢
ansi définie est une métrique et par suite (k, ¢) est un corps métrique.
) Ocions 4 tout &lément a du corps k la classe contenant la
:!‘::ti:(f 4, a, e }. Nous obtenons une application de k dans k qui réalise
Mmorphisme conservant la métrique du corps métrique k sur un sous-
%rpsgu corps k. Nous ne distinguerons pas un élément de k de son image

dans % ;
de Sk, i. e. nous considérerons que k <
fse dans £, g

n effet, si « est une classe contenant la suite de Cauchy { x, },
} >«
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11 nous reste 3 démontrer que le corps k est complet. Soit «, une suite
de Cauchy d’éléments du corps k. Puisque «, est limite d’une suite d’él'

ments du corps k, il existe un élément x, € k tel que o(x, — x,) < 1

La suite { «, } étant de Cauchy, la suite { x,, } d’éléments du corps k l’e

aussi. Soit « la classe de la suite {x,}. On vérifie alors facilement q g
{on} = a, ce qui termine la démonstration.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. — Soient k et k, deux corps comple ‘
contenant & comme sous-corps partout dense. Montrons qu’il existe und
correspondance biunivoque entre les corps k et k;, en laissant le soin a
lecteur de vérifier que cette correspondance est un isomorphismg
métrique.

Soit « un élément du corps k. Par hypothése, il existe une suite { x, ‘,
d’éléments du corps k telle que { x, } — «. Puisque la suite { x, } est convery
gente, c’est une suite de Cauchy et cette propriété est conservée si nous lg
considérons comme une suite d’éléments du corps k. Ce corps étant complety
cette suite est convergente dans k, vers une limite que nous désigneron
par a,. Il est facile de vérifier que si { y, } est une autre suite d’éléments de 4
convergente vers « dans k alors la limite de { y, } dans le corps k; est encor
le méme élément «,. Ainsi, I’élément a, du corps k; est défini sans ambigui

par I’élément « du corps k. La correspondance « — «, est ainsi un isomon
phisme.

2) Les métriques du corps des nombres rationnels

On se propose ici de montrer que les seules métriques possibles sur ‘
corps Q des nombres rationnels sont la métrique usuelle et les métrique
p-adiques (pour p entier premier quelconque). 1

La définition de la métrique p-adique ¢, sur le corps Q fait intervenif
le choix d’un nombre réel p auquel on impose seulement les condition$
0 < p < 1 (cf. égalités (1) et (18) du § 3). Ainsi, il existe une infinité dé
métriques associées au méme nombre premier p, mais toutes ces métrique :
définissent la méme notion de convergence sur Q et par suite les complétés
pour toutes ces métriques coincident et sont tous égaux au corps Q, de#)
nombres p-adiques.

Montrons que, de méme, pour tout choix de « réel tel que 0 < « <1, la'~
fonction

o(x) = | x* @]
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e métrique du corps R. En effet, il est clair que ¢ satisfait aux coxlxdl-
{0 et 3¢ de définition d’une métrique. Soit | x| =1y |, x # 0; alors

hx+y\°‘—"‘l"\“\l+§ )

<|x\a(1+\§\)<lxl“(l+

gst un
tions

o

Y
x

< \xla(l +

ANEIE Rt

iti isfaite.
. e. la condition 2° est satis! . - o
l D’aprés (2), la convergence dans Q définie par ce:tte métrique coincide
avec la convergence pour la valeur absolue et par suife les complétés pour
toutes ces métriques sont le corps des nombres réels.

THEOREME 3 (théoréme d’Ostrowski). — Les métriques du typ'e gZ) et les
métriques p-adiques pour tout entier premier p sont les seules métriques non
triviales du corps Q des nombres rationnels.

DEMONSTRATION. — Soit ¢ une métrique non tfivia.le d1.1 COrps des. noxlx:r—1
bres rationnels. Deux cas sont possibles : cru bien il existe au m:;:nni1 o
entier naturel @ > 1 tel que o(a) > 1 ou b.len o(n) é_l pour tout e
naturel. Considérons tout d’abord le premier cas. Puisque

<P(n)==<9(l+l+-.-+1)~<?(1)+-.-+¢(1)=n 3
on peut poser
¢(a) = a* “
oli le nombre réel @ est tel que 0 < a < 1'. ‘ a:
Décomposons tout entier naturel N suivant les puissances de @ -
N=x,+xa+ ...+ Xje—a@F?
avec
o<y <a—1 (Oéiék—l), X1 > 1.
Par suite, on a pour N 'inégalité
a1 <N < d~

D’aprés les propriétés de la métrique et les formules (3) et (4) nous obtenons

o(N) < 9(x0) + 90x) 9(@) + - - - + #xe-1) (@)~
<@—DA+a+ ... +dD)
—1 ak« @a—1

ake _la—1) \ lk—1)x
z(a~1)aa~1<(a—1)a;__1“aa_1aaa(

<MN“= CN~,
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i.e.
e(N) < CNe,

la constante C étant indépendante de N. Remplagant N par N™ dans cette
inégalité, nous obtenons, pour tout m,

o(N)y" = p(N™) < CN™2,
d’ou _
o(N) < v/C-Ne,
Faisant tendre m vers ’infini, nous obtenons ’inégalité
?(N) < N O}
Posons maintenant N = ak — b, avec 0 < b < ak — a*~*. D’aprés 2°,
nous avons "

#(N) = ¢(a¥) — o(b) = a** — ¢(b).
D’aprés ce qu’on a vu,
olb) <b* < (a* — a--2)%,
d’ot
¢(N) > a% — (ak — a1y = (1 — (1 — :;)a)aak = C,a%* > C,N¢,

ob la constante C, est indépendante de N. Soit de nouveau m un entier,
naturel quelconque. En remplagant N par N7 dans la derniére inégalité,]
nous obtenons

o(Ny" = o(N7) > C,N*~,
d’ol

¢(N) > 4/C,"N7,
et par suite, pour #2 —> 00, oOn a
o(N) = N=,

La réunion de (5) et (6) nous montre que ¢(N) = N* pour tout entier natu-!

N . :
rel N. Soit maintenant x = 4+ .+* un nombre rationnel quelconque # 0}

N,
(N, et N, sont des entiers naturels). Alors

) ey _ N
e =o(y) = Xy = = ¥ 1

Ainsi, nous avons démontré que si ¢(«) > 1 pour au moins un entier natu- §
rel a, alors 1a métrique ¢ est de la forme (2).
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passons maintenant a I’étude du cas

om) <1 ' )]
pour tout entier naturel n.

Sj nous avions @(p) = 1 pour tout nombre premier p, alors, d’aprés la pro-
priété 30, nous aurions aussi ¢(n) = 1 pour tout entier naturel; cela contredit
Ja non-trivialité de la métrique ¢. Ainsi, il existe un p premier tel que p(p) < 1.
Supposons que pour un autre nombre premier ¢, g # p, on ait ¢(g) < 1
et choisissons des entiers k et / tels qu’on ait les inégalités

w1 1)
?p) < 3> og) < 5-
Puisque p* et g’ sont premiers entre eux, il existe des entiers rationnels u
et v tels que up* + vq! = 1. D’apres (7), nous avons o(u) < 1 et ¢(v) < 1,
d’ol1

1= o) = gluph + 0) < o 7(p) + 29 < 5+ 5.

La contradiction obtenue montre qu’il n’existe qu’un nombre premier p
tel que

ep)=p <L
Puisque ¢(g) = 1 pour tous les autres nombres premiers, il est clair que

®(a) = 1 pour tout entier a relativement premier avec p. Soit x = pmz un

nombre rationnel non nul (a et b premiers a p). Alors

9(x) = o(p™) gi% S ——

Ainsi, dans ce cas, la métrique ¢ coincide avec la métrique p-adique (1).
Ceci termine la démonstration du théoréme 3.

EXERCICES

; L. Montrer que sur un corps fini, il existe une métrique et une seule (la métrique
Tiviale),

2. peux métriques ¢ et § sur un corps k sont dites équivalentes si elles définissent
2 méme notion de convergence sur k, i. e. si les conditions ¢(x, — x) — 0 et
(x, — x) — 0 sont équivalentes. Démontrer que ¢ et ¢ sont équivalentes si et
Seulement si les conditions ¢(x) < 1 et $(x) < 1 (x € k) sont équivalentes.

3. Démontrer que si ¢ et ¢ sont des métriques équivalentes d’un corps %,
alors i] existe un nombre réel 5 tel que (x) = (P(x))® pour tout x € k.

4. Une métrique ¢ sur un corps k est dite non archimédienne si elle vérifie
la condition suivante, plus forte que la condition 22 de 1) :

2 o + B) < max (p(x), 9(8))
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(si cette condition n’est pas réalisée, la metrique ¢ est dite archlmedienne) Montreg

qu’une métrique ¢ est non archimédienne si et seulement si ¢(x) < 1 pour tou
entier naturel n (plus précisément, pour tout multiple naturel de I’élément unité
du corps k). 1

5. Montrer que toute métrique d’un corps de caractéristique p # 0 est nof
archimédienne. 3

6. Soit k, un corps et k = ky(t) le corps des fractions rationnelles sur k. To
élément u € k, u 5 0, peut s’écrire sous la forme

u=1mL0 (10 £ 0, 50 £ 0
ol f et g sont des polyndmes. Montrer que la fonction
W =p"0<p<1), ¢0=0 8

est une métrique sur le corps k.

7. Démontrer que le complété du corps k& = ko(t) pour la métrique (8) est is
morphe au corps des séries formelles généralisées &, { ¢ } formé par toutes lef
séries formelles du type '

@K

za”t" (a,cky, meZ)

n=m

avec les opérations habituelles sur les séries.

§ 5. — CONGRUENCES
ET NOMBRES ENTIERS p-ADIQUES

1) Congruences et équations dans I’anneau Z,

Au début du § 3, nous avons étudié la résolution de la congruence x* == |

(mod 7%) pour n =1, 2, ... et cela nous a conduit a la notion de nomb: S
entier p-adique. Cela suggére un important lien entre les nombres p-adiqué

et les congruences.

THEOREME 1. — Soit F(xy, . . ., x,) un polynéme a coefficients entiers ration

nels. Les congruences

F(xi, ... %) =0 (mod p) af

sont résolubles pour tout entier k > 1 si et seulement si I’équation

F(Xy, ..., X) =0 )

est résoluble dans I’anneau des nombres entiers p-adiques.
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DEMONSTRATION. — Supposons que I’équation (2) ait une solution «, ..., &,

dans les nombres entiers p-adiques. Pour tout k, il existe alors des nombres

entiers rationnels A0 X tels que

% = x (mod pb), ..., an=x¥ (mod p". 3)

Il en résulte que

F(x®, ..., x¥) =F(x, ..., ) =0 (mod p*),

i. e (x(k) ey Xp )) est une solution de la congruence (1).

Supposons maintenant que la congruence (1) a une solution (x(lk), ey Xn ))
pour tout k. Extrayons de la suite des nombres entiers rationnels { x\ } une
sous-suite p-adiquement convergente (théoréme 6, § 3). Extrayons de nou-
veau une sous-suite convergente de la suite {xgk")§ ; en répétant n fois ce
processus, nous obtenons une sous-suite { 4, &, ... } de la suite des entiers

telle que chacune des suites {xﬁ"), P a }, soit p-adiquement conver-

gente. Posons

lim X‘(Im) = Oj.

n—-»w

Montrons que (&, ..., «,) est une solution de la congruence (2). Puisque
le polyndme F(xy, ..., x,) est une fonction continue, alors

F(a, ..., a)= lim F(x{m), ., x(m),

m-» @

D’autre part, d’aprés la construction de la suite,

F (xf'm), eees xg'")) =0 (mod p”"),
d’ou
lim F(xg'"), vy xg'")) =0,

m-—»

Ainsi F(ay, ..., «,) = 0 et le théoréme 1 est démontré.

Considérons maintenant le cas ot F(x;, ..., x,) est une forme 3 coeffi-
Cients entiers rationnels et supposons que léquatlon F(x), ..., x))=0a
Une solution non nulle (xy, ..., «,) dans les nombres entiers p-adiques,
Posons m — min (@), - - -5 Vo(2,). Alors les «; s’écrivent sous la forme

o; = pmay (i=1,...,n)

tous les «; étant entiers et I'un au moins d’entre eux n’étant pas divisible
Par p, 1l est évident que (w, ..., ®,) est encore une solution de I’équa-

tion F(xy, ..., x,) = 0. Les nombres (x(") ceos xk)) satisfaisant aux condi-
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tions (3) donnent, comme nous 1’avons vu, une solution de la congruence (1}
et I’'un d’entre eux n’est pas divisible par p. 1

Supposons que, réciproquement, la congruence (1) pour F homogeéne 4

pour tout k& une solution (x(lk),

bres x{ ne soit pas divisible par p- 11 est clair qu’il existe un indice i = i

tel que le nombre xg") ne soit pas divisible par p pour une infinité de valeur

de m. Par suite, nous pouvons choisir la suite {1, L, ... } de telle sortf
qu’aucun des xg"') ne soit divisible par p. Mais alors, I’égalité «;, = lim %

i 4
m->o 0]

A xf,k)) telle qu’au moins un des nomy

entraine que «;, n’est pas divisible par p d’ou «;, % 0. On a donc démontn
le théoréme suivant. ’

THEOREME 2. — Soit F(x,, ..., x,) une forme a coefficients entiers ratiod
nels. Pour que I’équation F(x,, ..., x,) = 0 ait une solution non triviale dan
Panneau Z,, il faut et il suffit que, pour tout entier m, la congruence

F(xy, ..., x,) =0 (mod p™)

ait une solution dont une au moins des composantes n’est pas divisible par .
Il est évident qu’on peut aussi considérer dans les théorémes 1 et 2 d¢
polyndmes & coefficients entiers p-adiques. j

2) Sur la résolubilité de certaines congruences

Le théoréme 1, démontré dans le point précédent, ramene la question ¢
la résolubilité de I’équation (2) dans les nombres entiers p-adiques 2 la résol
bilité de la suite infinie des congruences (1). La question de savoir sil suff
d’examiner seulement un nombre fini de ces congruences est, dans le
général, assez compliquée. Nous nous bornerons ici & examiner un
particulier.

THEOREME 3. — Soient F(x,, ..., x,) un polynéme a coefficients entief
p-adiques et (Y, ..., Yn) des nombres entiers p-adiques tels que I’on ait, poy
un certain i (1 <i<<n: ‘

F(Yls Ty Yn) =0 (mOd Pss-*-l)’
oF

= 3
53 (1o -+ Y9 =0 (mod p?)
oF
5}1(‘{1’ ey Yn)?—éo (mOd P8+1)
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¢ étant un entier naturel). Alors, il existe des entiers p-adiques 6, ..., 0, tels
que

F(©,;, ...,6,)=0
et

0,=v, (mod p®+Y), .. =1, (mOdps+l)‘

DEMONSTRATION. — Considérons le polyndme
F&x)=F(y, .. “ Yn)-

Pour démontrer le théoréme, il suffit d’établir I’existence d’un nombre
entier p-adique « tel que f(x) =0 et o = v: (mod p¥+1) (si on trouve un
tel a, a'lors on peut poser 6, =1y; pour j # i et 6; = «). Posant Yi=1,
construisons par récurrence une suite

3 Yi-1, X5 Yitrs - -

%oy By oo vy Oopgy oo 39
de nombres p-adiques congrus 4 3 modulo p3+! et tels que
S (@m) = 0 (mod p?s+1+m) @

pour tou‘t m = 0. Pour m = 0, on peut prendre o, = Y; Supposons que pour
un certain m > 1 on ait construit des nombres a,, ..., %y Satisfaisant aux
conditions ci-dessus et tels, en particulier, que «,,_, =y (mod Pty et
S (@m—1) =0 (mod p23+m), Ordonnons le polyndéme f(x) suivant les puis-
sances de X — &, :

f(x) = By -+ Bl(x — “m-l) + Bz(x — <=Cm‘-1)2 + ... (B, € Zp).

Par hypothése de récurrence, Bo = f(tm—y) = p®+mA, A étant un entier
p-adique. De plus, puisque a,,_, =y (mod p®+), alors B, = f'(a_y) = pP°B
ol le nombre B € Z, n’est pas divisible par p. Posant x = a,,_, -+ Epm+3
ona ’

f(“m—l _+_ gpm+8) ____..p28+m(A + Bi) + BEP38+2mg2 + e

Il;osons maintenant § = £, Z, tel que A + BE, =0 (mod p) (puisque
% 0 (mod p), la congruence A + BE =0 (mod p) est résoluble). Remar-
Quant que k8 4+ km > 25 + 1 + m pour k > 2, nous obtenons

f(ocm—l -+ Eopln+8) =0 (mod pzs+1+m)_

:IIOUS pourrons alors poser a,, = «,,_, + Eop™+8. Puisque m + 3 >3 + 1,

Su(i):s 10:,,, =Y (x,nod P%*%). Par construction, Vp(%m — ®%m—y) = m + 3 et par

: g a.sulte (3') trouvée est convergente; nous désignerons sa limite par a.

est évident que o = y (mod Y. Ll résulte alors de (4) que lim f(x,)=0;
m-—»

Qaytre part, d’aprés la continuité du polyndme, lim S(m) = f(2), d’oix

f@)=0.
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COROLLAIRE. — Soient F(x,, ..., x,) un polynéme a coefficients entiel

p-adiques et ,, . . ., Y, des entiers p-adiques tels que, pour uncertaini (A<i<d
on ait

F(vs ..., ¥2) =0 (mod p)
Fi(r - .., )50 (mod p);

alors il existe des entiers p-adiques 8,, . .., 0, tels que

F(ela ceey en) =0
et

b=y, (modp), ..., 0, = Y» (mod p).

Ainsi, toute solution ¢, . . ., ¢»dela congruence F(x,, .. ., X,) = 0(mod f
peut étre prolongée en une solution de I’équation F(x,, ..., X,) = 0 dan
Panneau Z,, sauf, peut-étre, celles pour lesquelles on a simultanément

FJ/rl(Cls ceey C‘,,) =0 (mOd P)

F. (e ..., ;) =0 (mod p)

Ce dernier résultat a une importante application 2 la question dont no :

avons parlé au début du § 2. Nous avons vu que la résolubilité de I
congruence ‘

sont des puissances de nombres premiers et pour des modules de la forme p
(k=1,2,...), la résolubilité des congruences (1) est équivalente, d’aprég
le théoréme 1 2 la résolubilité de ’équation F = 0 dans 1’anneau Z, desy
nombres entiers p-adiques. ;

En s’appuyant sur les théorémes A et B formulés (mais non démontrés)§

dans le § 2-1) et sur le théoréme 3 de ce paragraphe, nous pouvons établix‘
le résultat suivant. )

THEOREME C. — Si F(x,, ..., xp) est un polynéme absolument irréductible |
a coefficients entiers rationnels, alors Péquation F(x,, ..., x,) = 0 est réso- 1
luble dans I'anneau Z, des nombres entiers p-adiques pour tout nombre pre- |
mier p plus grand qu’un certain nombre ne dépendant que du polynéme F.
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par suite, pour tous les nombres premiers p, sauf un nombre fini, la

congruence
F(xy, ..., xp) =0 (mod p¥) )

est résoluble pour tous les entiers k. ’ -

Le théoré¢me C réduit ainsi la question de la res?'lublh.te de toutes les
congruences (5) a la question de la résolut?lhté d.e I’équation IT = 0 dans
P’anneau Z, pour seulement un nombre fini d’entiers p. Nous n étudlerm.ls
pas ici la résolubilité de I’équation F = 0 dans I’anneau Z, (cela sera fait,
dans le cas d’un polyndme de deuxiéme degré au § 6). 3

Donnons une idée de la démonstration du théoréme 6. En fmhsant la
valeur du nombre de solutions de la congruence (2), § 2, exprimée par le
théoreme B, montrons que le nombre de solutions de cette congruence pour p
assez grand est supérieur au nombre de solutions du systéme de congruences

F(x;, ..., x,) = 0 (mod p)

)
Fi (x5 - ., X,) = 0 (mod p)

1l nous faut pour cela obtenir une nouvelle estimation du nombre de
solutions d’une congruence.

LEMME, — Si aucun des coefficients du polynome F(x,, ..., x,) n’est divi-
sible par p, alors le nombre N(p) de solutions de la congruence

F(xy, ..., x;) =0 (mod p) @)

satisfait a I'inégalité
N(p) <Lp", ®

dans lequel la constante L est égale au degré total du polynéfne ’F. ~
Démontrons le lemme par récurrence sur zn. Pour n = 1, il résulte du fait
que le nombre de racines, dans le corps F,, d’un polyndme non nul ne peut
pas dépasser son degré.
Si n > 1, nous considérerons F(x;, ..., x,) comme un pol.ynbmev de
X3, ..., X,—, dont les coefficients sont des polynéme§ de x,. Désignons par
f(x,) le plus grand commun diviseur de ces coefficients modulo p. Alors

F(xh s ey xn) Ef(xn)Fl(xls c oy xn) (mOd P)

et par suite le polynéme Fy(x,, ..., x,—;, @) n’est congru identiquement a
zéro modulo p pour aucune valeur de a. Soient / et- P, les degrés des poly-
ndmes fet F;. Il est clair que fet F, peuvent étre choisis tels que / + L, < L.
Evaluons maintenant le nombre de solutions (cy, . . ., ¢,) de la congruence (7)

4
BOREVITCH
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et portons notre attention sur la valeur de x, dans cette solution. Considéronj
tout d’abord les solutions telles que

f(ex) =0 (mod p). ¢

Si la congruence (9) est satisfaite, la congruence (7) est automatiqueme; x‘:
satisfaite pour tout ¢y, . . ., ¢,_;. Puisque le nombre de valeurs de ¢, modulo §
satisfaisant & la condition (9) ne dépasse pas L, le nombre de valeurs de §
congruence (7) pour lesquelles on a (9) ne dépasse pas Lp"~*. Considéron
maintenant les solutions (¢, . . ., ¢,) telles que f(c,) == 0 (mod p). 1l est clal
que toutes ces solutions satisfont & la congruence Fy(x;, . . ., x,) = 0 (mod p}
Puisque Fy(x;, ..., X,—1, €») D’est pas identiquement congru a 0 modulo 4
alors, par hypothése de récurrence, le nombre N(p, ¢,) de solutions de 1
congruence F(xy, ..., X,_1, ¢,) = 0 (mod p) satisfait & I’inégalité "

N(p: cn) < Llpn_z'

Puisque ¢, peut prendre au plus p valeurs, le nombre des solutions cons#
dérées ne dépasse pas L,p"1. Ainsi, le nombre de toutes les solutions de 1
congruence (7) ne dépasse pas lp*—* -+ Lip** < Lp™1, c. q. f. d.

DEMONSTRATION DU THEOREME C. — Nous pouvons supposer quj
le polyndme F dépend effectivement de la variable x,. Considérons
comme un polyndme de x, dont les coefficients sont des polyndmes df
X1, ..., Xp_3. L’irréductibilité absolue de F entraine alors que le dis
minant D, (x;, ..., X,—1) du polyndme F considéré comme polyndme de Y
n’est pas un polyndme de x, ..., X,_, identiquement nul, car sinon F ser,
divisible par le carré d’un certain polyndme. Considérons les nombre}
premiers p qui ne divisent pas tous les coefficients de D, (x1, ..., Xn—4
et évaluons dans ce cas, le nombre Ny(p) de solutions de systéme dg
congruences (6). Si (ci, ..., ¢,) est une solution du systéme (6), alors d
est une racine commune modulo p des polynémes

Fley, ..oy Cn-1 Xn) €t Fif(cy, ..o, Caony X,
d’ou
Dy (e - -s Cp-1) = 0 (mod p).

D’aprés le lemme, le nombre de systémes (¢y, - - ., C,—1) qui satisfont ﬁ
cette congruence ne dépasse pas K,p"2, K, étant une constante dépendant
seulement du polynéme F. Pour ¢, ..., ¢,—; donnés la valeur c, est déﬁnie*ﬁ‘
par la congruence §

F(cy, .. .5 Cn-1s Xn) =0 (mod p)
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et par suite le nombre de ces valeurs ne dcépg/sfg‘é ,pa}s_le degr mti u%% y!:'
26me F par rapport 2 la variable x,. Ainsi le ndiibre! Ni(7) dd3bitiibRs du
systeme (6) ne dépasse pas Kp™—2, avec K = mK,. Démontrons maintenant
que le nombre N(p) de solutions de la congruence (7), pour p assez grand,

est supérieur au nombre Ny(p) de solutions du systéme (6). En effet, il
résulte du théoréme B que

N(p) > p»-t — Cpr—1-4,
et nous venons de démontrer que Ny(p) < Kp—2, Par suite,
N() — No(p) > =} — Cpr=i=t — Kpr=t = pr=3(p — Cpt — K),

et cela entraine N(p) > Ny(p) pour p assez grand. Ainsi, pour p assez grand,
la congruence F = 0 (mod p) a une solution v, ..., v, telle que

OF
5? (YI: ey Yn)%.‘é 0 (mOd p).

D’aprés le corollaire du théoréme 3, il en résulte que I’équation F = 0 est
résoluble dans 1’anneau Z, pour tout p assez grand.

EXERCICES

1. Démontrer que si m et p sont premiers entre eux, toute unité p-adique ¢
telle que ¢ = 1 (mod p) est une puissance mitme dans Q,.

2. Soit m = pdmy, (my, p) = 1 et soit ¢ une unité p-adique telle que ¢ =1
(mod p3+1). Montrer que ¢ est une puissance mitme dans Q,.

3. Démontrer que, pour p 2, la résolubilité de la congruence ax? = B (mod p?)
par des entiers p-adiques o et B non divisibles par p entraine la résolubilité de

Péquation ax? = @ dans le corps Q,.

4. Soit la forme G = ¢,x% + ... + ¢,x%, dont les coefficients sont des unités
P-adiques p # 2). Montrer que si la congruence G = 0 (mod p?) a une solution

telle que la valeur de I’une au moins des inconnues ne soit pas divisible par p,
alors ’équation G = 0 a une solution non nulle dans le corps Q,.

5. Considérons une forme G = «,x2 + ... 4 « x” dont les coefficients sont des
hombres entiers p-adiques non divisibles par p?.

) Démontrer que I’équation G = 0 a une solution non nulle dans le corps Q,
S la congruence G = 0 (mod pP+2) a une solution telle que toutes les valeurs des
Inconnues ne soient pas divisibles par p.

(Dans le cas p # 2, il suffit que la congruence G = 0 (mod p?+1) soit résoluble).

_6. Considérons une forme quadratique F = «,x} + ... + a,x dont les coeffi-
Cients sont des entiers p-adiques (p # 2) non divisibles par p?. Démontrer que si
!a congruence F =0 (mod p? a une solution telle que toutes les valeurs des
Inconnues ne soient pas divisibles par p, alors ’équation F = 0 a une solution,
non nulle dans Q,.
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7. Soit la forme F = o X7 + ... + & x™, ol les «; sont des entiers p-adiquef
non nuls; posons r = v,(m), s = max (v,(#), ..., v(¢,) et N =2(r + ) + §
Montrer que I’équation F = 0 a une solution non nulle dans le corps Q, si &
seulement si la congruence F = 0 (mod p~) a une solution telle que la valeur §
I'une au moins des inconnues ne soit pas divisible par p.

8. Montrer que la forme 3x® + 4)® + 5z° représente zéro dans le corps
pour tout p (cf. exercice 13 du § 2). h

9. Soit F(x;, ..., x,) un polyndme & coefficients entiers p-adiques et dés

gnons par ¢, le nombre de solutions de la congruence F(x,, ..., x,) = 0 (mod p
it ‘

La série ¢(1) = Zcmtm est appelée la série de Poincaré du polyndme F et of

m==0 oS
conjecture que sa somme est une fonction rationnelle de ¢. Trouver la série d

Poincaré du polyndme F = ¢,x} + ... + ¢,x; ol1 les ¢, sont des unités p-adiqud
et vérifier que la fonction ¢(¢) est rationnelle.

10. Trouver la série de Poincaré d’un polyndme F(x;, ..., x,) a coeﬂicie
entiers qui posséde la propriété suivante : pour toute solution de la congrue g

F = 0 (mod p), il existe un certainindice i(i = 1, 2, ..., n) tel que %:' == 0 (mod
; 1

11. Déterminer la série de Poincaré du polyndme F(x, y) = x2 — 5,

§ 6. — FORMES QUADRATIQUES
A COEFFICIENTS p-ADIQUES

Dans ce paragraphe et le suivant, nous appliquerons la théorie des no#
bres p-adiques a la représentation des nombres rationnels et p-adiques
des formes quadratiques. Nous aurons besoin des résultats algébriques §f
les formes quadratiques exposés dans le § 1 de ’appendice. 4

1) Les carrés dans le corps des nombres p-adiques

savoir quels éléments du corps sont des carrés. C’est pourquoi nous com u‘
cerons par 1’étude des carrés dans le corps Q, des nombres p—adiques.};

de maniére unique « = p™e, ol ¢ est une unité p-adique (i. e. une
dans ’anneau Z, des entiers p-adiques). Si « est le carré d’un nomby
p-adique y = p*e,, alors m = 2k et € = ;. Par suite, il est nécessaire 4
connaitre quelles sont les unités de Z, qui sont des carrés. "
THEOREME 1. — Soit p # 2. Pour qu’une unité p-adique ;
e=c+aptap+... O<a<p c#0) (&

soit un carré, il faut et il suffit que le nombre c, soit un résidu quadratig .
modulo p. '
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DEMONSTRATION. — Si e =7* et = b (mod p) (b entier rationnel),
alors ¢o = b (mod p). Réciproquement, si ¢, = b* (mod p), alors, considé-
rant le polyndme F(x) = x* — ¢, nous obtenons : F(b) = 0 (mod p) et

F'(b) = 2b=£0 (mod p).

D’apreés le corollaire du théoréme 3 du § 5, il existe n € Z, tel que F(n) =0
et n = b (mod p). Ainsi ¢ = 7* et le théoréme est démontré.

COROLLAIRE 1. — Pour p # 2, toute unité p-adique congrue a 1 mod p
est un carré dans Q.

COROLLAIRE 2. — Pour p # 2, lindice (Q : Q}*) du sous-groupe Q;" des
carrés dans le groupe multiplicatif du corps des nombres p-adiques est égal a 4.

En effet, si une unité ¢ n’est pas un carré, alors le rapport de deux des
nombres 1, €, p, pe n’est jamais un carré dans le corps Q,. De plus, tout
nombre p-adique différent de O est représentable comme produit d’un des
nombres 1, ¢, p, pe par un carré.

Pour p # 2, nous poserons, pour toute unité (1),

(-

D’aprés le théoréme 1, nous avons

(-6

ol (%) est le symbole de Legendre. Si ¢ est un entier rationnel premier avec p,

-+ 1 sicestuncarré dans R,

— 1 sinon.

alors il est clair que le symbole (-;—) introduit ici coincide avec le symbole

de Legendre. 1l est facile d’ailleurs de voir que, pour des unités p-adiques ¢

¢tn,ona
) -6)G)
2 p/\p/
Revenons sur le cas p = 2.

‘ THEOREME 2. — Pour qu’une unité 2-adique < soit un carré (dans le corps Qy),
il faut et il suffit que € = 1 (mod 8).

_ DEMonsTRATION. — La nécessité résulte du fait que le carré d’un nombre
mpair est toujours congru 4 1 modulo 8. Pour démontrer la suffisance de
Cette condition, considérons le polyndme F(x) = x2 — ¢ et appliquons-lui le
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corollaire du théoréme 3, § S pour d = 1 et Y = 1. Puisque F(1) =0 (mod 8§
F'(1) = 2340 (mod 4), alors, d’aprés ce théoréme, il existe n = 1 (mod 4]
tel que F(n) =01i. e. ¢ = 9. 1

COROLLAIRE. — L’indice (Q7 : Q}*) du sous-groupe des carrés dans Id
groupe multiplicatif du corps des nombres 2-adiques est égal a 8.

En effet, d’aprés le théoréme 2, le systéme des résidus 1, 3, 5, 7 modulo ’
est un systéme de représentants des classes résiduelles du quotient du group
des unités 2-adiques par le sous-groupe de ses carrés. Ajoutant i ces nom
bres les produits 2.1, 2.3, 2.5, 2.7, nous obtenons un systéme complet i
représentants des classes du groupe quotient du groupe QJ par le sous
groupe QJ%.

2) Représentation de zéro
par des formes quadratiques p-adiques

Comme dans tout corps, une forme quadratique non singuliére sur I

corps Q, peut s’écrire, par une transformation linéaire de la variable, sou
la forme

o N R (o # 0)

(cf. appendice § 1-1)). Si «; = p™e; ou «; = p™i*, (¢; unité dans Z§
alors, par la transformation y; = p*ix;, on se raméne A une forme dont to i
les coefficients sont des entiers p-adiques divisibles au plus une seule fol

par p. Ainsi toute forme quadratique non singuliére sur Q, est équivalen
4 une forme du type

F=Fo+pFi=exi+ ... + x -+ plersixfir+ ... +ewxd), (.,'

ol les ¢; sont des unités p-adiques. ‘
Dans la recherche des représentations de zéro, nous pouvons supposé

r=n—r. En effet, il est clair que la forme pF est équivalente 3 la fo i

F, 4 pF,. Puisque F et pF représentent simultanément zéro ou pas, a la placy

de la forme F, + pF,, nous pouvons considérer la forme F, + pF,. '
Considérons d’abord le cas p 5 2.

THEOREME 3. — Soit p # 2 et 0 < r < n. La forme (2) représente zé .

dans le corps Q, si et seulement si une au moins des formes Fo ou F, représenté
zéro.

DEMONSTRATION. — Supposons que la forme (2) représente zéro :

alit ... Febr 4 plenlliat ..+ k) =0. ©]
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1l est clair que nous pouvons supposer que tous les £; sont entiers et que I'un
au moins d’entre eux n’est pas divisible par p. Si €, 5=0 (mod p), alors,
passant 2 la congruence modulo p dans (3), on a :

Fo(gls L] Er) = 0 (mOd p) H

%5 (EIJ LI ar) = 25121%0 (mOd P).
X1

D’apres le corollaire du théoréme 3 § 5, la forme F, représe-n.te‘ zéro. Sup-
posons maintenant que toutes les valeurs s, ..., & sont divisibles par p,
d’ot £ + ... + & =0 (mod p°). Passons 2 la congruence modulo p?
dans (3). Simplifiant cette congruence par p, nous obtenons

Fl(&r'i—ls LT ] E.m) =0 (mOd p)

ot I'un au moins des &,,, ..., &, n’est pas divisible par p. En appliquant
a nouveau le corollaire du théoréme 3 du § 5, nous en concluons que, dans
ce cas, la forme F; représente zéro. Puisque la suffisance de la condition est
évidente, la démonstration du théoréme 3 est terminée,

Nous avons incidemment obtenu le résultat suivant.

COROLLAIRE 1. — Sie,, ..., &, sont des unités p-adigues, alors, pour p # 2,

la forme f=¢exi + ... + & x> représente zéro dans Q, si et seulement si
la congruence f(x,, ..., x,) = 0 (mod p) a une solution non triviale dans Z,.

COROLLAIRE 2. — Sous les mémes hypothéses, si r = 3, alors la forme
S (x4, ..., x,) représente toujours zéro dans Z,.
En effet, d’aprés le théoréme 5, § 1, la congruence f(xy, ..., x) =0

(mod p) a une solution non triviale.

Dans la démonstration du théoréme 3, nous n’avons pas complétement
utilis€ ’égalité (3) : nous avons seulement eu besoin des congruences
F =0 (mod p) et F =0 (mod p?). Ainsi, il résulte de la résolubilité de la
deuxi¢me de ces congruences que I’une des formes F, ou F, et par suite F,
représente zéro. Nous avons donc

COROLLAIRE 3. — Pour p # 2, la forme (2) représente zéro si et seulement
st la congruence F = 0 (mod p*) a une solution telle que la valeur d’une au
moins des inconnues ne soit pas divisible par p.

Passons maintenant & 1I’étude des formes quadratiques sur le corps des
Nombres 2-adiques. Dans ce cas, le théoréme 3 et tous ses corollaires sont
faux. Par exemple, pour la forme f = x? + x; + x3 + x, I’équation f = 0
n’a pas de solution non triviale dans Q, (puisque déja la congruence f = 0
(mod 8) n’a pas de solution dont ’une des inconnues soit impaire). Pour-
tant, la forme f + 2xi représente zéro dans Q, (théoréme 5).
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THEOREME 4. — Dans le corps des nombres 2-adiques, la forme (2) (av"
p = 2) représente zéro si et seulement si la congruence F = 0 (mod 16) adme’v
une solution dont 'une des inconnues est impaire. !

DEMONSTRATION. — Soit F(&,, ..., ;) = 0 (mod 16), ’'un au moins dey
nombres entiers p-adiques £ n’étant pas divisible par 2. Supposons touf
d’abord que §;2£0 (mod 2) pour au moins un i <r; soit par exemplf

€, == 0 (mod 2). Puisque F(§,, ..., &,) = 0 (mod 8) etg (T $;

(mod 4), alors, d’aprés le théoréme 3 § 5 (avec 3 = 1) la forme F représen\‘
zéro. Supposons maintenant que &, . . ., & sont divisibles par 2, i. e. &; = 24
(1 <i<r),les x; étant des entiers 2-adiques. Simplifiant par 2 1a congruene

4 et +2 > wg=0 (mod 16),
i=1

i=r41
nous obtenons
n r
> ekl 2 st =0 (mod 8),
i=r41 i=1 ‘
Vun des &,.,, ..., & n’étant pas divisible par 2. Comme ci-dessus, ce»

congruence entraine que la forme F; 4 2F, représente zéro. Mais la forme
qui lui est équivalente représente alors aussi zéro, d’ol la suffisance de
condition. La réciproque est évidente. ;

Dans la démonstration du théoréme 4, nous avons aussi obtenu le résults
suivant,

COROLLAIRE. — Si pour la forme (2) (avec p = 2), la congruence F =
(mod 8) a une solution dont I'une au moins des inconnues x,, ..., x, €§
impaire, alors cette forme représente zéro dans le corps Q..

THEOREME 5. — Dans le corps Q, des nombres p-adiques, toute forme g _
dratique non singuliére de cing ou plus de cinq variables représente toujouty
zéro. '

avec r = n — r. Puisque n = 5, alors r > 3. Supposons p # 2. Dans o
cas, d’aprés le corollaire 2 du théoréme 3, la forme F, représente zéro, cf
qui entraine que la forme F représente zéro.

Soit maintenant p = 2. Si n — r > 0, considérons la forme « partielle W

f= sle -+ 52x: -+ ssxg + zsnxrzr- {

Une telle forme représente toujours zéro dans Q.. En effet, puisque &y ep=20t7}
(« entier 2-adique), alors 1
g, + g3 + 26,07 =2 + 202 =20(l + o) =0 (mod 4),
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.. €. & + €& + 2e,0* = 4B, B entier 2-adique. Posant x; = X, = 1, x; = 2§,
¢, = %, NOUS avons

€. 1%+ &,. 12 + €5(2R)? + 2e,0" = 48 4 482 = 0 (mod 8).

p’aprés le corollaire du théoréme 4, la forme freprésente zéro; mais alors F
représente aussi zéro. Dans le cas ol n = r, on prend pour forme « partielle »

2 2 2 2
f= 3135?. 4+ &5Xs -+ €3X5 | £4Xg - €5X5.

Si e + & =23 + ¢, =2 (mod 4), posons x; = X, = X3 = X, = | et si par
exemple € + g, = 0 (mod 4) posons x, = x, = 1, x; = x, = 0. Dans les
deux cas

X1+ exx; -+ esX; + £Xs = 4y,
v entier 2-adique. Posant x5 = 2y, nous obtenons
f =4y + 4y* =0 (mod 8).

Le corollaire du théoréme 4 montre que, dans ce cas, le théoréme est
démontré.

D’apres le théoréme 6, § 1 de ’appendice, le théoréme 5 entraine ce qui
suit.

COROLLAIRE 1. — Dans le corps Q,, toute forme quadratique non singuliére
de quatre ou plus de quatre variables représente tous les nombres p-adiques.

COROLLAIRE 2. — Soit F(x,, ..., X,) une forme quadratique non singuliére
d coefficients entiers rationnels. Si n = 5, pour tout entier m la congruence
F(x, ..., x,) = 0 (mod m) a une solution non triviale.

En effet, puisque la forme F représente zéro dans Q,, pour tout entier s>>1,
la congruence F = 0 (mod p*) a une solution pour laquelle une au moins
des inconnues n’est pas divisible par p.

3) Formes binaires

Les formes quadratiques binaires constituent un important exemple de
la théorie générale des formes quadratiques. Nous considérerons ici le pro-
bléme de 1a représentation des nombres du corps Q, par une forme quadra-
tique binaire du type

x2—ay?, a#0, xeQ, 4)

(Il est évident que Ie cas général d’une forme binaire quelconque s’y réduit
Par transformation des variables et multiplication de la forme par un certain
Dombre p-adique).
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Nous désignerons par H, ’ensemble de tous les nombres p-adiques difil
rents de zéro représentables par la forme (4). Cet ensemble est toujoud
un groupe pour la multiplication. En effet, si p = x* — a)*, B, = xi — ay
alors, comme le montre un calcul évident,

BB = (xx; + ayy1)? — a(xyy + yx1)?,

- ~fy

Donnons une autre démonstration de ce fait, basée sur 1’étude de ’extensif
quadratique Q,(4/a) du corps Q, (2 condition que « ne soit pas un cal

dans Q).
L’égalité B = x* — ay? est équivalente au fait que B est la norme §

nombre £ = x + 4/« dans Q,(4/«). Mais si p = N(¥) et B, = N(&,), a!‘y
BB = N(&:8) et Bt =NE™).

Si « est un carré dans Q,, la forme (4) représente zéro et par suite tous|
nombres de Q,. Par suite, H, coincide avec tout le groupe multiplicatifi§
corps Q. 1
Puisque la forme (4) représente tous les carrés du corps Q, (pour y =1
alors Q)" < H,. Mais, d’aprés les corollaires des théorémes 1 et 2, 1%
dice (Q) : Q}*) est fini et par suite H, a un indice fini dans Q. '

THEOREME 6. — Si le nombre « € Q) n’est pas un carré, alors Q) :H,)“4

DEMONSTRATION. — Remarquons d’abord que la forme (4) représ 4
un nombre p-adique P si et seulement si la forme ‘
axz _|_ ﬂy2 — 22

représente zéro (théoréme 6, § 1 de I’appendice). De plus, la condition p‘
que la forme (5) représente zéro ne change pas si on multiplie « et P par §
carrés; nous pouvons donc supposer que « et B sont des éléments fixés dd
chaque classe résiduelle du quotient du groupe Q; par le groupe Q;”. §

Considérons d’abord le cas p # 2 et montrons que H, # Q). C’4
évident si — « n’est pas un carré (puisque — « € H,). Si maintenant ,“
est un carré, la forme x2 — ay? est équivalente i la forme x2 + y? qui repA
sente toutes les unités p-adiques (corollaire 2 du théoréme 3); cela :4',.;
que, dans ce cas, H, ne coincide pas avec Q,”. De plus, H, ne coincide v
avec Q) (si, bien stir, « ¢ Q)*). En effet, choisissant une unité p-adique}
qui n’est pas un carré, nous pouvons nous borner a donner & « les valeurs ¢,§
et pe. Mais d’aprés le théoréme 3 (et le théoréme 10 du § 1 de ’appendice]
la forme (5) ne représente pas zéro pour « = ¢, B = p ni pour « = p, p#
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g=¢c Ainsi, on a bien H, # Q,. Appliquons maintenant le corollaire 2
Ju théoréme 1. Puisque Q; > H, @ Q,% alors I'indice (Q) : H,) est un
giviseur de Iindice (Qy : Q%) = 4. Mais, d’aprés ce qui précéde, il ne
peut étre égal ni & 4 ni 4 1; par suite, (Q,’," :Ha) = 2, ce qui démontre le
théoreme 6 dans le cas p 5 2.

Soit maintenant p = 2. Il existe alors 8 classes résiduelles de Qf selon Q}®
dont on peut prendre comme représentants les nombres 1, 3, 5, 7, 2.1, 2.3,
2.5, 2.7. Nous considérerons donc que « et § dans la forme (5) coincident
avec I’un de ces nombres et nous expliciterons dans quels cas cette forme
représente zéro dans Q.. La réponse A cette question est donnée par le
tableau ci-dessous, dans lequel le signe + indique que pour les valeurs
correspondantes de « et  la forme représente zéro; les cases vides corres-
pondent & des formes ne représentant pas zéro.

N 1 3 5 7 2.1 | 23 | 25 | 2.7
1 + + + + + + + +
3 + + + +
5 + + + +
7 + + + + o
2.1 + + + _;—
2.3 + + + +
2.5 + + + +
2.7 + + + +

(D’aprés la symétrie des roles de a et B dans la forme (5), les signes + du
tableau sont répartis symétriquement par rapport  la diagonale principale).
Dans chaque ligne & I’exception de la premire, le signe + figure dans quatre

Cases. Cela signifie que pour tout « € QF qui n’est pas un carré, il y a quatre
Classes résiduelles selon le sous-groupe QF* qui sont représentables par la
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forme (4). Ainsi (H, : QF*) = 4 et puisque (Q} :
théoréme 2), alors (QJ : Hy) = 2. b

Le tableau est établi & partir des résultats de 2). Soient « = 2¢, B = 2§
oll £ et v sont des unités 2-adiques et supposons ]

¥*) = 8 (corollaire -

2ex? 4 29yt — 22 =0.

Nous pouvons supposer que x, y, z sont des entiers qui ne sont pas to
divisibles simultanément par 2. Il est clair que z = 0 (mod 2) et que x @ e
ne sont pas simultanément divisibles par 2 (car sinon la partie gauche de

ne serait pas divisible par (4)). Posant z = 2¢, ’égalité (6) devient :

ex® 4yt —212=0;

en accord avec le corollaire du théoréme 4, cette égalité équivaut i W
congruence modulo 8 (avec x et y impairs). Puisque x? = »* = | (mod ‘
et 2¢2 = 2 (mod 8) ou 22 = 0 (mod 8), alors nous obtenons que la résof
bilité de I’équation (6) est équivalente & la réalisation d’une au moins "
congruences.

e+ n =2 (mod 8), e + n =0 (mod 8).

Soit maintenant « = 2¢, B = v. Dans ’égalité 2ex? + ny* — z2 =0 (a’
X, ¥, z entiers 2-adiques non divisibles par 2 simultanément), nous avol
pour ces mémes raisons, y == 0 (mod 2) et z 55 0 (mod 2). Par suite, la 1§
lisation de cette égalité (d’apres le méme corollaire du théoréme 4) est
valente & la réalisation d’une au moins des congruences

2¢ + 1 =1 (mod 8), e =1 (mod 8),

qui correspondent aux cas 2 1 x et 2|x.
1l reste encore 4 examiner le cas « = ¢, § = . Si dans ’égalité

ex?+ oy — 28 =0,

les entiers 2-adiques x, y, z ne sont pas tous divisibles par 2 alors1’un d’eq
eux est divisible par 2 mais les autres pas. Si z =0 (mod 2), alors

ex? + ny? =¢+ 1 =0 (mod 4),

d’o il résulte que soit ¢ = 1 (mod 4), soit 7 = 1 (mod 4). Si mainten
z== 0 (mod 2), alors ex® 4+ ny? = 1 (mod 4) et puisque ’un des nombre$
ou y est divisible par 2, alors I’autre ne I’est pas. Nous obtenons alors »

nouveau que ’une des congruences

e =1 (mod 4), 7 =1 (mod 4)
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est téalisée. Réciproquement, supposons par exemple que ¢ = 1 (mod 4).
Alors la congruence ex? -+ ny® — z? = 0 (mod 8) est réalisée pour x =1,
y=0,z= Isie=1(mod8)etpourx =1,y =2,z= 1sie =5(mod 8);
cela signifie que la forme ex® + ny? — z*® représente zéro.

Aprés avoir terminé la vérification du tableau, on a, en méme temps,
démontré le théoréme 6.

Du théoreme 6 résulte que pour un nombre p-adique « % 0 qui n’est pas
un carré, le groupe quotient Q)/H, est un groupe cyclique d’ordre 2.
On peut donc établir un isomorphisme de ce groupe avec le groupe { 1, — 1}
des racines d’ordre 2 de 1. Cet isomorphisme entre Q,/H, et {1, — 1}
associe au sous-groupe H, le nombre - 1 et a la classe résiduelle pH, dis-
tincte de H, le nombre — 1. Il convient d’examiner cet homomorphisme

du groupe Q, dans le groupe { + 1, — 1}, de noyaux H,.

DEFINITION. — Pour des nombres p-adiques o # 0 et B # 0, définissons le
symbole («, B) comme égal a + 1 ou — 1 suivant que la forme ax*® + By* — z*
représente ou non zéro dans le corps Q. Le symbole («, B) s’appelle symbole
de Hilbert.

De cette définition résulte immédiatement que si « est un carré, alors

(2, B) = 1 pour tout B. Si maintenant « ¢ Q,”, alors («, 8) = 1 si et seule-
ment si B € H,. On en déduit facilement que pour tout « # 0, ’applica-

tion B — («, B) est un homomorphisme du groupe Q, dans le groupe { 1, —1}
de noyau H,. En d’autres termes, on a la formule

(a: BiPs) = (=, Bl) (a’ pi)' (9)

‘ De plus, la valeur du symbole («, B) dépend de la résolubilité de 1’équa-
tion (5) qui dépend symétriquement de « et B; par suite

(% B) =6 v, (10
d’ou, d’apres (9),
(%10, B) = (1, B) (o, B). an
RerIlaquuons encore que
(0 —a)=1 (12)

Pour tout « e Q7 (puisque 1'équation ax® — ay® — z2 — 0 admet la solu-
Bon x =y =1, z = 0), d’od, d’aprés (9),

(% @) = («, — 1). 13)
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D’aprés les formules (9) a (13), le calcul du symbole («, ) dans le
général se raméne au calcul des valeurs (p, €) et (¢, 7), € et 7 étant des un}
p-adiques. En effet, si « = p*e, § = pln, alors

(pks’ P"’l) = (P, p)kl(es p)l(p’ 7))"(3’ 71) = (p’ EL’]k(— I)k’)(s’ 7])'

Effectuons le calcul des valeurs (p, €) et (g, 7). Sip # 2, alors, d’apr
théoréme 3, la forme px® - ey® — 2% représente zéro si et seulemen§

ey? — z® représente z€ro, i. e. si I'unité € est un carré. Ainsi (p,¢) =@

pour p # 2 (voir 1)). De plus, d’aprés le corollaire 2 du théoréme 3}
forme ex? -+ ny? — 22 représente toujours zéro et cela signifie que (¢, 1) =4
pour tout couple ¢, v d’unités p-adiques (p # 2).

Dans le cas p = 2, les valeurs des symboles (2, 1) et (¢, 1) pour des uy
2-adiques ¢ et » ont déja été virtuellement déterminées dans la démonstraf
du théoréme 6. En effet, d’aprés (7) (pour ¢ = 1), la forme 2x* + ny* 4§
représente zéro si et seulement si » = + 1 (mod 8). Par suite,

7_15__1
2n=1D:*

De plus, nous avons vu que la forme ex* — ny* — z* représente zéro o
seulement si une des congruences (8) est réalisée. Par suite, 4

e—1 . 11
2 2 .

En=(D

Formulons le résultat obtenu.

THEOREME 7. — Les valeurs des symboles de Hilbert (p, €) et (¢, 1) :f ‘
des unités p-adiques € et v sont définies par les formules ’

€

@.9=(;) @w=1 pour pr2;

e—1 7-1
2

@Go=(=1) "%, (@m=(-D7"* pour p=2

4) Equivalence des formes binaires

Le symbole de Hilbert permet d’écrire sous forme évidente la conditio®
d’équivalence de deux formes quadratiques binaires dans le corps Qpf
Soient f(x, y) et g(x, y) deux formes quadratiques binaires non singulié -.:
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3 coefficients dans Q, et soient 8(f) et 8(g) leurs déterminants. Pour que
Jes deux formes f et g soient équivalentes, il est nécessaire que 3(f) et 3(g)

gifferent par un facteur multiplicatif appartenant & Q,* (théoréme 1, § 1 de
1,appcndice). Pour formuler une condition nécessaire et suffisante d’équi-
valence, établissons le théoréme suivant.

THEOREME 8. — Pour tout nombre p-adique « # 0 représentable par une
forme binaire f de déterminant 8 # 0, la valeur du symbole de Hilbert (o, — 3)
est la méme.

DEMONSTRATION. — Soient a et o’ deux nombres p-adiques non nuls repré-
sentables par la forme f. D’aprés le théoréme 2, § 1 de ’appendice la forme f
est équivalente & une forme f; du type ax? + By2 Puisque «’ est également
représentable par la forme f;, alors
d’ott

a = axh+ By:, an’ — aBys — (axg)* = 0.

Cette derniére équation exprime que la forme aa’x? — afiy? — 22 représente
zéro et par suite (ae’, — af) = 1. Mais «f différe de 8 par un carré ; c’est
pourquoi nous avons aussi (o', — ) = — 1 et cela entraine, d’aprés la
propriété (11), (¢, — 3) = (¢, — 3); ainsi, notre théoréme est démontré.

D’aprés le théoréme 8, nous pouvons introduire pour toute forme binaire £
un nouvel invariant

e(f) = (x, —3(f))
ot « est un nombre p-adique différent de zéro représentable par la forme f.

THEOREME 9. — Pour que deux formes quadratiques binaires non singu-
ligres f et g sur Q,, soient équivalentes, il faut et il suffit que les conditions
Ci-dessous soient réalisées :

D 5(f)=38(n, YeQ;
) e(f) = e(g).
DEMonsTRATION. — La nécessité de ces deux conditions est évidente.

Poyr démontrer la suffisance montrons que, si les conditions du théoréme
Sont remplies, les formes f et g représentent les mémes nombres p-adiques.

Soit Y € Q) un nombre représentable par la forme g. Supposant la forme f
du type axz + By, nous aurons

(“, —af) = e(f) =e(g) = G — 8(-g)) =(y, — ),
Qoy
(yo, —af) = 1.
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D’aprés la définition du symbole de Hilbert, cela signifie que 1’équation s
yalx —afy? — 22 =0 3

est résoluble avec x, y, z différents de zéro. Mais alors

R

i. e. la forme f représente y. L’équivalence de f et g résulte alors du thl',
réme 11, § 1 de I’appendice. ]

5) Remarques sur les formes de degré plus grand

Le théoréme 5 traduit un phénoméne que 1’on rencontre souvent en théof
des nombres : « tout se passe bien » si le nombre de variables est assez grag
Dans notre cas, « bien » signifiec que la forme quadratique représente zj§
dans le corps Q, et « suffisamment grand » que le nombre de varialy
est > 5. Il serait trés intéressant de continuer cette étude pour des fori
de degré plus grand sur le corps des nombres p-adiques.

Le résultat exact est le suivant. Pour tout nombre naturel r, il existe§
nombre N(r) tel que toute forme de degré r sur le corps des nombres p-adiql
dont le nombre de variables est > N(r) représente zéro. L’existence d” A
nombre N(r) est loin d’étre évidente a priori. Nous avons examiné ci-desg
le cas r = 2; les exemples de formes de degré supérieur que I’on peut
miner rendent trés probable que N(r) = r?, i. e. on a la conjecture suiva -

Toute forme de degré r a coefficients p-adiques et dont le nombre de varia i
est plus grand que r® représente zéro (*). "

On connait trés peu de résultats généraux en direction de cette conjectts
Brauer a démontré la finitude du nombre N(r) mais 1’estimation obten ,',
partir de sa démonstration est bien supérieure 2 r? (R. Brauer, A noté}
systems of homogeneous algebraic equations. Bull. Amer. Math. S§

nombres p-adiques dont le nombre de variable est > 10 représente z4§
(V. B. Demianov, Sur les formes cubiques dans les corps métriques. Doy
Akad. Nauk URSS, 1950, 74,n° 5, 889-891; D. J. Lewis, Cubic homogene *
polynomials over p-adic number fields. Ann. Math., 1952, §6, n° 3, 473-4

(*) On sait maintenant, grice 4 un exemple construit par G. Terjanian, ¢!
cette conjecture est fausse ; cf. C. R. Acad. Sci., Paris, 1966. Toutefois, J.
et S. Kochen ont prouvé que, pour un degré] r donné, elle est vraie pour toute
les valeurs de p sauf un nombre fini (dépendant de r) ; cf. Amer. J, of Mat
1965 (note communiquée par M. J. P. Serre). ;

CONGRUENCES 65

gn outre, Lang a démontré que si la conjecture est vraie pour tout 7, on a
¢galement le résultat plus fort suivant :

Le systéme d’équations
FiCa, .., xp) =0

: (14)
Felxy, .. s xm) =0

dans lequel Fy, ..., Fy sont des formes de degrés ry, ..., ry A coefficients
p-adiques a une solution non nulle si le nombre m de variables est plus grand
que ri+ ... +ri (S. Lang, On quasi algebraic closure. Ann. Math., 1952,
55, n° 2, 373-390).

Dans le cas de deux formes quadratiques, pour m > 9, la résolubilité
du systtme (14) a été démontrée par V. B. Demianof (une démonstration
simple du résultat de Demianov est contenue dans : B. J. Birch, D. J. Lewis
et T. G. Murphy, Simultaneous quadratic forms. Amer. J. Math., 1962, 84,
n° 1, 110-115).

Il est enfin facile de montrer que la valeur hypothétique N(r) = r* est une
borne inférieure, i. e. pour tout il existe des formes de degré r a r* varia-
bles ne représentant pas zéro dans le corps des nombres p-adiques. Construi-
sons un exemple d’une telle forme.

Rappelons dans ce but que, au point 2 § 1 de ce chapitre, on a construit
une forme F(x,, ..., x,) de degré n et & n variables telle que la congruence

F(x;, ..., x,) =0 (mod p)
n’ait que la seule solution :

x;=0 (mod p), ..., x, =0 (mod p). (15)
Posons

(D(xl, s ey xn’) = F(xh ey xn) +pF(xﬂ+l’ RS ] xﬁﬂ) + e
+p"'1F(x,,-,,,+l, ey x,,.)

€t démontrons que la forme ® ne représente pas zéro dans le corps des
Nombres p-adiques. Raisonnons par I’absurde, i. . supposons que I’équation

Dxy,y ..., %) =0 (16)

at une solution non nulle. D’aprés ’homogénéité de ®, nous pouvons sup-
Poser que toutes les inconnues sont des entiers et que ’'un au moins n’est
Pas divisible par p. Considérant (16) modulo p, on a F(x, ..., x) =0
(de p) d’oty, d’aprés (15), x, = pxi, ..., x, = px, L’égalité (16) prend
Maintenant la forme

p"F(x;’ to X;‘) +pF(x"+" Tt xz") + v +p”ﬁ1F(xn'—n+l; R xn’) =0

BOREVITCH 5
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ou encore, aprés simplification par p,

F(Xpi1s «oos X))+ oo F P F(Xprongrs o oos X))+ - .. .‘
+P"—1F(x;, ey xr:) = ;

Par suite, X, 41, . - -, X2, sont divisibles par p. Répétant ce raisonnemey
n fois, nous démontrerions que Xy, .. ., X, sont tous divisibles par p ce qf
contredit notre hypothése initiale.

EXERCICES

1. Démontrer les propriétés suivantes du symbole de Hilbert :

1) (@, 1—)=++1, «#1;
2) (@B =0 —ap), y=ol+Bn*#0;
3) (ay, BY) = (&, B (v, — of).

2. Soit f=oax? + ... + ax; (¢,€ Q) une forme quadratique ; I’expres -w,'l
H=1-0 [] @wx
1<i<js<n
s’appelle le symbole de Hasse de la forme f. Démontrer que
cp(ax? 4 f) = c(f) (&, —3),
cp(ax? } By? 1 f) = c)(f) (@B, — 3) (2, B)
(3 est le déterminant de la forme f).

3. Soit f = a,x? + ... + «,x; une forme a coefficients p-adiques représen ..‘
un nombre y # 0 de Q,. Montrer que y peut s’écrire sous la forme ]

y =0 4+ ee 0 En EeQ),
toutes les sommes « partielles »
Te = 2y + oo+ o

étant différentes de zéro (utiliser les théorémes 5 et 8 du § 1 de I’appendice). ";,

4, Sous les hypothéses de 1’exercice précédent, montrer que la forme fest éq‘
valente A une forme diagonale du type ;

A<kgn

g=1+B )i+ ... + 8y, telleque c(g)=c(f)

(on démontrera tout d’abord que par le changement de variable x = pX — v

y = vX + peY (au? + Bv? = v # 0) la forme ax* + By* s’écrit YX* + apyYy

d’otr (=, B) = (¥, «BY))-

5. Montrer, par récurrence sur le nombre des variables, que les symboles O

Hasse de deux formes quadratiques diagonales non singuliéres équivalentes sW

le corps Q, sont égaux (Utiliser le théoréme 4 du § 1 de I’appendice). On pe
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Jonc maintenant définir le symbole de Hasse pour des formes quadratiques non
singuliéres quelconques (non nécessairement diagonales) : si la forme f est équi-
valente 4 une forme quadratique f;, nous poserons c,(f) = c,( fy).

6. Soient f; et f; deux formes quadratiques sur le corps Q,, de déterminants 8,
et 8,. Démontrer que :
cp(.fl ‘i“ fz) = cp(fl) cp(j;!) (-' 13 - 1) (81, 82)'
7. Soit f une forme quadratique non singuliére sur le corps Q,, de détermi-
nant 8 et soit « ¥ 0 un nombre du corps Q,. Montrer que
n+1

c (f)(cx, - I)T), si n impair,
elaf) =1~ ( ) p
cp(f)(“a ('_ 1)28): Si n palr

8. Démontrer qu’une forme quadratique non singuliére f de trois variables
sur le corps Q,, représente zéro si et seulement si ¢,(f) = + 1.

9. Soit fune forme quadratique non singuliére de quatre variables sur le corps Q,,
de déterminant 3. Montrer que f ne représente pas zéro dans Q, si et seulement
si & est un carré dans Q et c,(f) = — 1.

10. Soit f une forme quadratique non singuliére de » variables sur le corps Q,,
de déterminant 8. Montrer que f représente un nombre p-adique « 0 si et seule-
ment si I’'une des conditions suivantes est remplie :

1) n =1 et «d est un carré dans Q,;

2) n=2etc,(f)=(—a, —38);

3) n =3, «8 est un carré dans Q, et c,(f) =1;
4) n =13 et o3 n’est pas un carré dans Q,;

)] nz 4,

11. Donner des conditions pour qu’une forme quadratique non singuliére sur
le corps Q, ne représente pas zéro (sauf de maniére triviale) mais représente tous
les autres nombres p-adiques.

12. Dans quels corps de nombres p-adiques la forme 2x? — 5y* + 1422 ne repré-
sente-t-elle pas zéro ?

13. Quels sont les nombres 5-adiques qui sont représentés par la forme 2x2-+5y2 ?

14. Soient f et f’ deux formes quadratiques non singuliéres & n variables sur
1?- corps Q, et 5 et 8’ leurs déterminants. Démontrer que f et f” sont équivalentes
St et seulement 8i ¢,(f) = c,(f') et 8 = ¥'e? (x€ Q).

§ 7. — FORMES QUADRATIQUES RATIONNELLES

1) Le théoréme de Minkowski-Hasse

Nous exposerons ici la démonstration d’un des plus beaux résultats de
la théorie des nombres, le théoréme de Minkowski-Hasse.

THEorEME 1 (Minkowski-Hasse). — Une forme quadratique @ coefficients
tationnels représente zéro dans le corps des nombres rationnels si et seulement
Si elle représente zéro dans le corps des nombres rationnels et dans tous les
Corps de nombres p-adiques (pour tout nombre premier p ).
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La démonstration de ce théoréme dépend de maniére essentielle du nog
bre n de variables de la forme quadratique. Pour n = 1, ¢’est trivial. ‘«“

ou les p; sont des nombres premiers deux a deux distincts. Si f représ
zéro dans le corps Q,,, alors, puisque — d est un carré dans Q,, 'exg
sant k; est pair (i = 1, ..., 5). Mais alors — d est un carré aussi dans}
corps Q des nombres rationnels et par suite f représente zéro dans Q. j

Pour n > 3, la démonstration du théoréme est beaucoup plus compliq
Faisons quelques remarques pour commencer.

Nous supposerons que les coefficients de la forme quadratique consid 1
sont des entiers rationnels (car s’il n’en est pas ainsi, nous multiplierons}
forme par le dénominateur commun de ses coefficients). Il est clair qu
résolubilité de I’équation (1) dans Q ou dans le corps Q, des nomb
p-adiques est équivalente, d’aprés I’homogénéité, i sa résolubilité daj
I’anneau Z des entiers rationnels ou dans I’anneau Z, des nombres entief
p-adiques. La résolubilité de (1) dans le corps des nombres réels est éq'
valente au fait que f est une forme non définie. Par suite et d’aprés le théd

réme 2 du § 5, on peut donner au théoréme de Minkowski-Hasse la fo ¥
suivante :

Pour que Péquation (1) soit résoluble dans les nombres entiers rationnel

il faut et il suffit que la forme f soit non définie et que pour tout entier de
forme pm, la congruence

: f(xy ooy x) =0 (mod ™)

ait une solution telle que la valeur de I'une au moins des inconnues ne sol
pas divisible par p.

D’aprés le théoréme 5, § 6, toute forme de cinq variables ou plus rep.
sente toujours zéro dans le corps des nombres p-adiques. Par suite pour de
telles formes le théoréme de Minkowski-Hasse devient :

oo
Pour qu’une forme quadratique rationnelle non singuliére de n = 5 variable:

représente zéro dans le corps des nombres rationnels, il faut et il suffit qu’ellé%
soit non définie. y

Ainsi, il suffit de vérifier les conditions de résolubilité dans les corps de
nombres p-adiques pour n = 3,4. Pour ces valeurs particuli¢res, le théo- 3
réeme de Minkowski-Hasse nous donne également un critére effectif de réso- 1
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pilité de ’équation (1). En effet, si la forme fest réduite a une somme de
y és, [ = Ta;x}, p premier impair ne divisant aucun des coefficients al,-,
carforr’ne f, pourn =3, représente toujours zéro dans Q,, d’aprés le coro -
laire 2 du théoréme 3, § 6. Par suite, les vérifications 2 effectuer sont relatw?s
lz;Lﬂement 3 un nombre fini d’entiers premiers. Pour chacun de ces p,l a
Zuestion de la représentation de zéro par f dans Q, est résoluble par les

. . t

¢oremes du paragraphe précédent. . . )
" D’apres le théoréme 6,§ 1 de I’appendice, le théoréme 1 entraine le résultat
suivant.

COROLLAIRE. — Pour qu’une forme quadratique non singuliére a coefficients

; i i i ’ ssente 4
rationnels représente un nombre rationnel a, il faut et il suffit qu’elle repre;v; e
dans le corps des nombres réels et dans tous les corps Q, de nombres p-adiques.

2) Formes de trois variables

Démontrons le théoréme de Minkowski-Hasse dans le cas n = 3. Pour
les formes de 3 variables, le théoreme 1 a été démontré (sous unf:l ’a:l{ir:
forme) par Legendre. La formulation de Legendre est exposée dans l'e
ClCgulp;posons la forme réduite & une somme de ce_lrrés ale’ 4 axyt + :si
Dire que la forme est non définie signifie que les trois coe:ﬁiments aléag, aaire
sont pas de méme signe. Multipliant la forme par — 1 si cela .e.st n ceisst :
nous sommes ramenés au cas ol deux coefficients sont positifs et le trot
sitme négatif. Nous pouvons d’autre part supposer que les nombres a,, asl; las
sont entiers, non divisibles par des carrés et premiers dans leur ensem 1 :.
De plus, si par exemple @, et @, ont un facteur premier commun‘pi)lmu 01;
pliant la formule par p et prenant px et py comme nouvelles variables,

a, a : :
obtient une forme & coefficients ;}, —; , pa,. Répétant plusieurs fois cette

opération, notre forme devient une forme du type
ax® -+ by* — cz* v3)
dans laquelle a, b, ¢ sont premiers deux 2 deux (et sans carrés). ‘
Soit p un diviseur premier impair du nombre c. Puisque, par hypothése,

la forme 2 représente zéro dans Qp, alors, d’aprés le théoréme 3 du§ 6 et
le corollaire 1 de ce théoréme, la congruence

ax® + byt =0 (mod p)

i 2
a une solution non triviale (disons (X, o). Mais alors, la forme ax® + by
est décomposable en facteurs modulo p :

ax® + byt = aya (x7 + yX)(Xye — ¥Xo) (mod p)-
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Ceci est aussi vrai pour la forme (2), i. e. on a une congruence du type
ax® + by* — cz* = L(x, y, ) MP(x, y, z) (mod p)

dans laquelle L(» et M sont des formes linéaires a coefficients entiey
On a des congruences analogues pour les diviseurs premiers impairs p g
coefficients a et b et aussi pour p = 2, puisque p

ax® 4 by? — cz* = (ax + by — ¢z)? (mod 2).
Prenons maintenant des formes linéaires L(x, y, z) et M(x, y, z) telles qf

L(x,y,2z) = L¥(x, y, z) (mod p)
M(x, y, z) = M®)(x, y, z) (mod p)

pour tous les diviseurs premiers p de 'un des coefficients a, b, c.
congruences (3) montrent alors que

ax® -+ by* — ¢z* = L(x, y, z) M(x, y, z) (mod abc).

Imposons aux variables x, y, z de prendre des valeurs entiéres satisfaisf
aux conditions

0<x<\/b7c, 0<y<¢a7:1 0<z<\/a_b.

Si nous excluons de cette étude le cas a = b = ¢ = 1 (pour la forme

x4yt — 2%,

le théoréme est évident : elle représente zéro dans tout corps), alors, pui s

a, b, ¢ sont premiers deux & deux, les nombres \/b—c \/ ac et \/_b ne :‘,.
pas tous entiers. Il en résulte facilement que le nombre des triplets (x, :
satisfaisant aux conditions (5) est strictement supérieur a

\/ab.A/bc.\/ac = abe.

Considérons les valeurs prises par la forme linéaire L(x, y, z) pour ‘
valeurs des variables. Puisque le nombre des triplets (x, y, z) vérifiant {
est supérieur au nombre des résidus modulo abe, alors il existe deux tnp
distincts (xy, y1, 2,) et (xa, ¥s, 25) tels que ’on ait la congruence

L(xla Y 21) = L(xz, Yas Zg) (m()d abC).
Il résulte alors de la linéarité de la forme L que
L(x4, Y05 20) = 0 (mod abc)

POUr Xo = X3 — X3, Yo = Y1 — Yo Z0 = 21 — 23.
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De la congruence (4) résulte alors

axi + byy — ¢z = 0 (mod abc). (6)

Puisque les conditions (5) sont réalisées pour les triplets (x;, y1, z;) et (xz, Vs, Z2)
alors

|xo| < V/be, |yl<+ac, |z|<4/ab,

et par suite
— abe < ax; + by, — cz3 < 2abc. )

L’inégalité (7) est compatible avec la congruence (6) seulement si

axy 4 bys — czo=20 ®)
ou bien

axy -+ bys — cz; = abe. 9)

Dans le premier cas nous obtenons une représentation non triviale de zéro
par la forme (2); c’est ce qu’il fallait établir. Dans le deuxi¢me cas, nous
arriverons au méme résultat grice au lemme suivant.

LeMME 1. — Si la forme (2) représente abe, alors elle représente aussi zéro.
Soient x,, ¥o, 2o satisfaisant & 1’égalité (9). Il est alors facile de voir que

a(xezo + byo)’ + b(ezo — axo)’ — c(zg + ab)* = 0. (10)

Si 7} = ab # 0, alors cette égalité démontre le lemme. Si maintenant
—ab = z3, alors la forme ax® -+ by* représente zéro (cf. appendice, § 1,
théoréme 10). Mais alors la forme (2) représente aussi zéro et par suite le
lemme est encore vérifié dans ce cas.

La démonstration du lemme 1 est trés courte, mais elle repose sur un
calcul qui utilise I'identité (10). Donnons une autre démonstration plus
générale. Si bc est un carré, alors la forme by* — cz? et avec elle la forme (2)
Teprésente zéro. Supposons que be n’est pas un carré. Dans ce cas, la repré-
sentabilité de zéro par la forme (2) est équivalente au fait que ac est la
norme d’un élément du corps Q(\/i);) En effet, ’égalité (8) (dans laquelle
on peut supposer x, # 0) entraine

_fz\t o, () %\ Yo
O
Réciproquement, si ac = N(u + v4/bc), alors
ac? + b(cv)* — cu? = 0.
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Supposons maintenant que I’égalité (9) soit satisfaite. En la multipli:
par c, elle prend la forme A

ac(xy — be) = (czo)" — bey;

ou bien
acN(«) = N(B),
avec
&= X, + \/bc, ;5=cz.,+y.,\/bc.
Mais

=N, v="eR(vbe),

et cela, comme nous ’avons vu, signifie aussi que la forme (2) représe
zéro dans Q. 1

Attirons I’attention sur le fait suivant. Dans la démonstration ci-d
du théoréme 1 pour trois variables, nous n’avons utilisé nulle part la résg
bilité de I’équation (2) dans le corps des nombres 2-adiques. Par sil
la résolubilité de 1’équation (2) dans le corps des nombres réels et dan v
corps Q, pour tout p impair entraine sa résolubilité aussi dans le corps}
On a une propriété analogue pour tout corps Q, : si une forme quadra
rationnelle de trois variables représente zéro dans le corps des réels et df
tous les corps Q, sauf peut-&tre dans le corps Q,, alors elle représente
aussi dans le corps Q, (et par suite, d’aprés le théoréme, dans le corpif
des nombres rationnels). Essayons d’expliquer ce fait. Considérons pd
cela les conditions de représentation de zéro par la forme

ax® 4 by* — 22

dans les corps Q, et dans le corps des nombres rationnels (ici a et b son
nombres rationnels non nuls); il est clair que toute forme quadratique ra§
nelle non singuliére de trois variables peut &tre écrite sous la forme (11)4
changement linéaire de variables et multiplication par un nombre ration

D’aprés le point 3) du § 6, la condition de représentabilité de zéro pa
forme (11) dans le corps des nombres p-adiques peut s’écrire

(aﬁ) _ |
P ’ 4

ol (&p—b) est le symbole de Hilbert dans le corps Q,. Nous adoptons "

cette notation pour le symbole de Hilbert (a, b) dans le corps Q, pot
préciser le corps dans lequel nous le considérons, car nous serons ameng
A considérer simultanément des symboles de Hilbert pour plusieurs vale
de p. 4

Dans le corps des nombres réels, la forme (11) représente zéro si et seuld
ment si au moins un des nombres a, b est positif. Pour écrire cette condy
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tjon sous la méme forme que (12), étendons les résultats du § 6.3 au corps
des nombres réels. Utilisons le fait que les corps p-adiques Q, et le corps
Jes nombres réels sont tous les complétés du corps Q des nombres ration-
nels. Ainsi les corps Q, correspondent biunivoquement aux nombres pre-
miers p. Désirant englober dans cette correspondance le corps des nombres
réels, on utilise souvent le symbole co appelé nombre premier éloigné a I'infini
et on dit que le corps des nombres réels est le complété du corps Q qui
correspond au nombre premier oo éloigné a ’infini. Les nombres premiers
usuels distincts du symbole oo introduit s’appellent alors nombres premiers
finis. Par analogie avec la notation Q,, le corps des nombres réels sera
désigné ici par Q.
Pour tout « du groupe multiplicatif de Q., considérons la forme

x? — op? (13)
et désignons par H, ’ensemble des nombres 8 € Q% représentés par cette

forme. Sia > 0,i.e.« € Q% alors la forme (13) représente tous les nombres

réels et par suite H, — Q%. Si maintenant « < 0, i. e. « n’est pas un carré,
la forme (13) représente seulement les nombres positifs et par suite, comme
dans le théoréme 6, § 6, nous avons :

(Q% : H,)=2. (14

1l en résulte que si pour «, p € Q% on pose (¢, B) = -+ 1 suivant que la
forme (13) représente ou non le nombre B, alors le symbole («, 8) posséde
les propriétés (9) 4 (13) du § 6.

Le théoréme 7, § 6 qui permet le calcul du symbole de Hilbert dans le
corps Q, se réduit ici 4

(,B=+1 si a>0 ou B>0 15)
(B)=—1 si a<0 e B<O
b
Pour des nombres rationnels a, b nous désignerons par (ac:o ) la valeur

du symbole (a, b) dans le corps Q..
En utilisant le symbole (a—’Pé), nous pouvons maintenant énoncer le théo-

me 1 pour les formes de 3 variables sous la forme suivante :

La forme ax* + by* — z%, a, b étant des rationnels différents de zéro, repré-
Sente zéro dans le corps des nombres rationnels si et seulement si, pour tout p
(v compris p = o) Pégalité

b
(“’ ) =1 (16)

P

est satisfaite
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Pour tous les rationnels a et b différents de zéro, le symbole(g;Tb) est di

rent de -+ 1 seulement pour un nombre fini de valeurs de p. En effe
P # 2, o et si p ne figure pas dans la décomposition de a et b (cela signi]

réme 3, § 6, la forme (11) représente zéro dans Q, et, par suite, pour to
ces valeurs de p, (a_;_b) = 1. Par ailleurs, les valeurs du symbole (a,i
pour a, b fixés satisfont a d’autres conditions. Ainsi, le nombre des valeu
(y compris p = o0) pour lesquels (%?) = — 1 est toujours pair. On ,vf

aussi exprimer ce résultat sous la forme suivante :

H(ﬁ‘_"‘) =1
D

2 1
ou p parcourt tous les nombres premiers et le symbole co. En effet, le p'k
duit formel infinj ci-dessus contient seulement un nombre fini de facte ‘
différents de + 1 et le fait que ce produit est égal & 1 est équivalent 2 la pa :

du nombre des p tels que (a,?b) = — 1.

Démontrons (17). Représentant a et b comme produit de puissances
nombres premiers et utilisant les formules (9) & (13) du § 6 (également véf

fiées pour p = o), il est facile de démontrer la formule (17) dans les of
particuliers suivants : '

1) a=—1, b=—1
2) a=gq b= —1 (¢ premier);
3) a=gq, b=gq (g et ¢’ premiers, g # g¢').

D’aprés le théoréme 7, § 6 et les formules (15), nous obtenons

=47 () )~ s
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Les nombres premiers ¢ et ¢’ dans ces formules sont impairs et distincts
et cela démontre la formule (17). . .
Remarquons que, dans cette démonstration, nous avons utilisé la loi
de réciprocité quadratique de Gauss. Il est facile de voir, d’autre part, &
raide de I’expression explicite du symbole de Hilbert donn.ée dans 'le th'éo—
reme 7, § 6, que I’on peut déduire de la formule (17) la loi de réciprocité.
Ainsi la formule (17) est équivalente 2 la loi de réciprocité de Gauss.
Supposons maintenant que la forme (11) représente zéro dans togs‘ les
corps Q, sauf peut-étre dans le corps Q,. L’égalité (17) et les conditions

a, b ,
(‘i’-—b) = -+ 1 pour tout p # ¢ nous donnent alors que (7) = 1. En d’au-
P

tres termes, on a démontré I’affirmation suivante.

LeEMME 2. — Si une forme quadratique rationnelle de 3 variables représente
zéro dans tous les corps Q, (p parcourt tous les nombres premiers et le sym-
bole oo) sauf peut-étre dans le corps Q,, elle représente aussi zéro dans le
corps Q,.

3) Formes de 4 variables

Nous considérerons les formes

ayXs + ayxs + asx; + aux; (18)

ol les a; sont des entiers ne contenant pas de facteurs au carré. La forme

étant non définie, il est clair que nous pouvons supposer a; > 0 et a, < 0.

Nous considérerons en méme temps que la forme (18) les formes
g=axi+ ax; et h= —a,x;— axi

L’idée de la démonstration du théoréme de Minkowski-Hasse pour les

formes de 4 variables est la suivante.

Utilisant le fait que la forme (18) représente zéro dans les corps Q,,
nous montrerons qu’il existe un entier rationnel @ # 0 représentable simul-
tanément par les formes g et & dans les rationnels. Cela nous donne immé-
diatement une représentation rationnelle de zéro par la forme (18).

Soient p,, .. ., p; les diviseurs premiers impairs distincts des coefficients a,,
@y, a3, a,. Pour tout p égal a un des p,, .. ., p; et pour p = 2 choisissons dans
le corps Q, une représentation de zéro

aki + a3 + asks + ake =0,
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telle que tous les &; soient différents de zéro (cf. appendice § 1, théoréme 8
et posons i
bp = 0153 -+ azg..: - - aagg - aAE:- :

11 est facile de voir qu’on peut choisir les &; tels que b, # 0, soit un nomb‘
entier p-adique non divisible par p? (si b, = 0, les formes g et & représente‘
zéro dans Q, et d’aprés le théoréme 5, § 1 de I’appendice, représentent to)
les nombres de Q,). Considérons le systéme des congruences ]

a=b, (mod 16)
a = b,, (mod p;)

a=b, (mod p3)

L’entier rationnel a satisfaisant & ces congruences est défini de manidf
unique modulo m = 16p%, ..., p Puisque b,, n’est pas divisible par f
alors b,a~* est une unité p;-adique et par suite b,a=* = 1 (mod p;). D’apr
le corollaire 1 du théoréme 1, § 6, le nombre b,,t.a'1 est un carré dans;
corps Q. De la méme maniére, puisque b, n’est pas divisible par
alors b,a~* =1 (mod 8) et par suite (théoréme 2, § 6) b,a~ est un can
dans Q.. }
Du fait que &, et a ne différent que par un carré, pour tout p=2, p, .
les formes 5
—axyt+g et —axith (‘

représentent zéro dans Q,. Si @ a été choisi > 0, alors, d’aprés les t
tions @, > 0 et — a, > 0, les formes (20) représentent aussi zéro dans
corps des nombres réels. Si maintenant p # 2, py, ..., ps €t ne figure #
dans g, i. e. si p impair ne divise pas les coefficients des formes (20),
ces formes représentent zéro dans Q, d’aprés le corollaire 2 du théoremey
§ 6. Supposons que le nombre a contient un seul facteur premier g diffé
des nombres p,, ..., p, (on montrera ci-dessous que I’on peut toujow
choisir a ainsi); nous pouvons alors appliquer le lemme 2 aux formes ('
et conclure (d’aprés le théoréme de Minkowski-Hasse pour les formes ‘§
3 variables) que les formes (20) représentent zéro dans le corps des nombt#
rationnels. Mais alors, nous obtiendrons pourlenombre a les représentatiol

2 2 2 2
a= a,¢;, -} a0y, a= — a3Cy — a,Cq,
les ¢; étant rationnels, d’ol

2 2 b 2
@C1 -+ axca 4 aycs 4 ac =0

et le théoréme est démontré.
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Montrons que I’on peut toujours trouver a > 0 satisfaisant aux congruen-
ces (19) et possédant la propriété remarquable utilisée ci-dessus. Nous appli-
querons le théoréme de Dirichlet sur les nombres premiers dans une pro-
gression arithmétique (ce théoréme sera démontré dans le chapitre V, § 3-2)).
Ce théoréme affirme que si la raison et le premier terme d’une progression
arithmétique infinie sont premiers entre eux, alors cette progression contient
une infinité de nombres premiers. Soit a* > 0 une des valeurs de a satisfaisant

aux congruences (19). Désignons par d le plus grand diviseur commun
p plus g
a* m . . S
1 et y sont premiers entre eux, il existe, d’aprés le
a*

théoreme de Dirichlet, un nombre k& = 0 tel que- p

de a* et m. Puisque

+ k'g = g soit premier.
Nous prendrons alors pour a le nombre
a=a*+km=dyg.

Puisque 4 contient certains des nombres premiers 2, p,, ..., ps, alors ce
choix de a permet de terminer la démonstration du théoréme 1 pour les
formes de 4 variables.

4) Les formes de 5 variables et plus

Soit une forme quadratique rationnelle non définie de 5 variables réduite
4 une somme de carrés

ayXs ++ ayX3 -+ @5Xs + AXs + asxs @1

ol tous les a; sont entiers et sans carrés. Nous pouvons supposer a, > 0
et a; < 0. Posons

2 2 2 2 2
g = a1Xy + ay Xy, h = asx3 — (g Xg — asxs.

En raisonnant comme dans le cas n = 4, nous déterminerons au moyen du
théoréme de Dirichlet un nombre entier rationnel a > 0 représentable
par g et h dans le corps des nombres réels et dans tous les corps Q, sauf
peut-€tre dans le corps Q,, ¢ étant un nombre premier impair ne figurant
Pas dans les coefficients ;. Mais alors g et A représentent a aussi dans le
corps Q,. Pour la forme g, cela s’établit de méme que plus haut a 1’aide
du lemme 2. Pour la forme #, elle représente zéro dans Q, (corollaire 2 du
théoréme 3, § 6) et par suite représente tous les nombres g-adiques (cf. appen-
dice, § 1, théoréme 5). D’aprés le corollaire du théoréme de Minkowski-
Hasse (cf. fin de 1), qui a été déja été démontré pour 3 et 4 variables, nous
obtenons que les formes g et A représentent g également dans le corps des
Nombres rationnels, d’ol, comme ci-dessus, résulte facilement que la
forme (21) représente rationnellement zéro.
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Pour démontrer le théoréme 1 dans le cas # > 5, il suffit de remarq'
que toute forme quadratique rationnelle non définie f réduite & une som
de carrés peut se représenter sous la forme f = f, + f;, ol f, est une forg
non définie de 5 variables. D’aprés ce qui précéde la forme f, et par suf
la forme f représentent zéro dans le corps des nombres rationnels. Le thé
réme de Minkowski-Hasse est complétement démontré. 4

5) Equivalence rationnelle

Le théoréme de Minkowski-Hasse permet de résoudre I'importante qug
tion de I’équivalence des formes quadratiques rationnelles.

THEOREME 2. — Pour que deux formes quadratiques non singuliéres a coej
cients rationnels soient équivalentes sur le corps des nombres rationnels)
Saut et il suffit qu’elles soient équivalentes sur le corps des nombres réelsd
sur tous les corps Qp de nombres p-adiques.

DEMONSTRATION. — La nécessité est triviale. La suffisance se démonf
par récurrence sur le nombre n de variables. Soit n = 1. L’équivaleny

.. a , 4
des formes ax? et bx* sur un corps signifie que 5 est un carré dans ce corf
a

b

a , '
corps Qp, alors, comme nous 1’avons vu dans 1), 3 est également un carj

Mais si - est un carré dans le corps des nombres réels et dans tous §

dans le corps Q des nombres rationnels. Ainsi le théoréme 2 est démont
pour n = 1.

Soit maintenant # > 1. Choisissons un nombre rationnel a # 0 représe§
table par la forme f (sur le corps Q). Puisque des formes équivalentes rept}
sentent les mémes nombres, alors la forme g représente a dans le corps &
nombres réels et dans tous les corps Q,. Mais alors, d’aprés le corollail
du théoréme de Minkowski-Hasse, la forme g représente également a daif
le corps Q. En utilisant le théoréme 2, § 1 de appendice, nous concluofs
alors que f ~ax® + f;, g ~ax® + g, oll f; et g, sont des formes quad
tiques de (n — 1) variables sur le corps Q (le signe ~ signifie ici équivil
lence sur Q). De I’équivalence des formes ax? + f; et ax? -+ g, dans le corps
des nombres réels et dans les corps Q,, il résulte que les formes f; et
sont également équivalentes dans tous ces corps (cf. appendice § 1, théo%
réme 4). Par hypothése de récurrence, f; et g; sont équivalentes sur le corps Q1
des nombres rationnels. Mais alors f et g sont aussi équivalentes sur Q et’}
le théoréme 2 est démontré. ‘
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Comme exemple, étudions la question de 1’équivalence des formes qua-
dratiques binaires. Le discriminant d( /) d’une forme rationnelle non singu-
liere s’écrit de maniére unique

d(f) = dof)e*

ol do(f) est un nombre entier sans carrés. D’aprés le théoréme 1, § 1 de
|appendice, par le passage 4 une forme équivalente, la valeur do(f) ne
change pas et cela signifie que c’est un invariant de la classe des formes
rationnellement équivalentes.

Soit @ un nombre rationnel quelconque non nul représentable par une
forme binaire non singuliére f. Pour tout nombre premier p (y compris
p = 0), posons

= (E40).

D’aprés le théoréme 8, § 6 (qui est aussi vrai, c’est évident, pour le corps
des nombres réels Q), la valeur e,(f) ne dépend pas du choix de a. Par
suite, c’est également un invariant de la forme f pour 1’équivalence ration-
nelle des formes. Réunissant le théoréme 2 au théoréme 9 du § 6 (vrai aussi
pour le corps Q), nous obtenons le critére suivant d’équivalence ration-
nelle des formes quadratiques binaires.

THEOREME 3. — Deux formes quadratiques binaires f et g sont rationnelle-
ment équivalentes si et seulement si

dl(f) = do(g), e(f) = ey)8)

Remarquons que si ’équivalence des formes est définie par le systéme
infini des invariants e,(f), le nombre de ces invariants est en fait fini puisque
e f) # -+ 1 seulement pour un nombre fini d’entiers p.

pour tout p.

6) Remarques sur les formes de degré supérieur

On se propose ici d’étudier une extension éventuelle du théoréme de
Minkowski-Hasse 3 des formes d’autres degrés : est-il vrai qu’une forme
fationnelle représente zéro dans le corps des nombres rationnels dés qu’elle
représente zéro dans le corps réel et dans les corps Q, ? Il est facile de cons-
truire des contre-exemples. Par exemple, si ¢, /, ¢’, I’ sont des nombres pre-
Miers distincts tels que (é) =—1, (§)= — 1 et sila forme x* 4 gy* — Iz?
représente zéro dans le corps des nombres 2-adiques, alors la forme de
degré 4

(2 + gyt — 129 (x* + g'y* — I'7?) (22)
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représentera zéro dans tous les corps Q, et dans le corps des nombres g
mais ne représentera pas zéro dans le corps des nombres rationnels. En
dans le corps Q,, le premier facteur représente zéro par hypothése..§
impair est différent de g et /, alors le premier facteur représente zéro daj
corps Q, d’aprés le corollaire 2 du théoréme 3, § 6. Dans ces corpg
et Qy, le deuxiéme facteur représente zéro pour la méme raison. Pouly

aucun de ces facteurs ne représente zéro dans R puisque le premier fug

ne représente pas zéro dans R, et la deuxiéme dans R/ (puisque (é) 1

et (5;) = — l). Comme exemple numérique on a la forme

(x® + 3y® — 172%) (x? + 5y — 7z°).

Cet exemple peut sembler peu convaincant car la forme (22) est di
posée et on pourrait croire que c’est ce qui explique ce phénoméne.
a donné un exemple encore plus simple sans ce handicap (E. S.
The diophantine equation ax® 4+ by® + cz® = 0. Acta Math., 195
n° 3-4, 203-362). 11 a montré en particulier que la forme 3x® 4 4y*
représente zéro dans tout corps Q, de nombres p-adiques et dans le
des réels mais ne représente pas zéro dans le corps des nombres ratiofy
Le fait que cette forme représente zéro dans tous les corps Q, est f:
démontrer (exercice 8, § 5). La non-représentabilité de zéro dans le of
des nombres rationnels est de démonstration plus délicate (cf. exercx'
§ 7, chap. 3). ]

L’analogue du théoréme de Minkowski-Hasse pour des formes de d4
supérieur n’est pas vrai méme dans le cas ol le nombre de variab
grand. Par exemple, la forme

G4 .o x) =201+ .. )

pour n > 5 représente zéro a la fois dans le corps des nombres réels et d
les corps p-adiques mais ne représente zéro dans le corps des nombres ratig
nels pour aucune valeur de #. On a le méme résultat pour la forme

K R B | G 7 I (- SN S 8

qui, elle, est absolument irréductible.

Dans les exemples ci-dessus, les formes introduites sont de degré
On ne connait pas encore actuellement d’exemples de formes de deg
impair possédant ces propriétés. On a donc émis la conjecture que ’analo gy
du théoréme de Minkowski-Hasse est vrai pour les formes de degré impag
d’un nombre assez grand de variables. Rappelons le théoréme de Brauer
les formes d’un nombre suffisamment grand de variables représentent z€ré
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Japs tous les corps de nombres p-adiques (nous avons déji énoncé ce théo-
ame au § 6-5)); nous arrivons donc 3 la conjecture suivante :

Une forme rationnelle de degré impair et d’un nombre suffisamment grand
de variables représente rationnellement zéro.

C’est & Artin que I’on doit la forme la plus précise de cette conjecture :
une forme rationnelle de degré r impair & n variables représente zéro dans
e COTPS des nombres rationnels si n > r.

Les exemples connus jusqu’a présent, de formes de degré pair, infirmant
ja conjecture d’Artin sont toutes obtenues par le méme procédé, la substi-
tution d’une forme dans un autre. Il est possible que la conjecture d’Artin
soit vraie également pour les formes de degré pair en excluant les formes de
ce type et les produits de ces formes.

L’unique résultat général vers la conjecture d’Artin est di 3 Birch
(B. J. Birch, Homogeneous forms of odd degree in a large number of varia-
bles. Mathematika, 1957, 4, n° 8, 102-105), qui a démontré qu’une forme
de degré impair représente zéro dans le corps des nombres rationnels si le
nombre de ses variables est suffisamment grand par rapport & son degré.
La conjecture d’Artin n’est encore démontrée pour aucune valeur de r
{(sauf r = 2). Le cas le plus simple est relatif & r = 3 et affirme qu’une forme
cubique de 10 variables représente zéro dans le corps des nombres rationnels.

EXERCICES

1‘. Démontrer le théoréme suivant, d4t 3 Legendre : si g, b, ¢ sont des entiers
rationnels premiers deux i deux, sans carrés et non tous de méme signe, alors
I’équation

ax? +by* +cz2=0

adrpet une solution non nulle dans les nombres rationnels si et seulement si les
trois congruences ci-dessous sont résolubles :

x? = — bc (mod a);
x? = — ca (mod b);
x? = — gb (mod ¢).
2. Les formes 3x* + 5y% — 7z% et 3x? — 53 — 7z* représentent-clles zéro dans
le corps des nombres rationnels ?

. 3. Quels sont les nombres premiers rationnels représentés par les formes x* + 32,
X 4 5% x® — 5y% 7

4. Donner une description de tous les nombres rationnels qui sont représen-
tables par la forme 2x2 — 5)2,

3. Quels sont les nombres rationnels qui sont représentés par la forme
2x? — 6y* 1522 7

BOREVITCH 6
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6. Soit f une forme quadratique non singuliére sur le corps des nombres rat}§
nels, dont le nombre de variables n’est pas égal & 4. Montrer que f représente i
les nombres rationnels si et seulement si elle représente zéro. !

7. Pour quels entiers rationnels 4 la forme x* + 2y* — az*® représente-t-elle
dans le corps des nombres rationnels ? A

8. Trouver toutes les solutions rationnelles de 1’équation x? 4 y* — 2z%
9. On considére les formes ‘

x?—2y% + 528, x2 — y?* + 1022, 3x? — 3% + 30z%;
quelles sont celles qui sont équivalentes entre elles sur le corps des n

rationnels ?

10. Supposons que la forme ax? + by* — 22, ol a et b sont des entiers ratiof
sanscarré et | @ | > | b |, représente zéro dans tous les corps de nombres p-adigg
Montrer qu’il existe alors des entiers rationnels a; et ¢ tels que 4

aa; = c®* — b, lay] < la]
(I’égalité aq, + b — c* = 0 montre que la forme aa,x* + by? — z? représen ..,
rationnellement).

11. Considérant les formes du type ax® + by* — z2, ou a et b sont des
sans carrés, démontrer le théoréme de Minkowski-Hasse pour trois variableg
récurrence sur le nombre m = max (| a |, | b |) (utiliser ’exercice 10 et ’exeri§
du § 1 de I’appendice).

CHAPITRE 11

REPRESENTATION
DES NOMBRES RATIONNELS
PAR DES FORMES DECOMPOSABLES

Nous avons étudié dans le chapitre précédent 1'existence et la recherche
des solutions rationnelles des équations. Ce chapitre est consacré a I’étude
des solutions en nombres entiers. Nous commencerons par I’étude d’un
exemple simple.

Considérons le probléme de la recherche de toutes les solutions en nom-
bres entiers de 1’équation

xt—2pr=1. )

Nous nous limiterons aux solutions x > 0, y > 0 (les autres s’obtiennent
par changement de signe). L’équation admet les solutions (3,1) et (5,3).
On peut obtenir & partir de ces deux solutions une infinité d’autres solutions,
en effectuant la remarque suivante : si (x, ) est une solution de 1’équa-
tion (1), alors, comme on le vérifie facilement (3x -+ 4y, 2x + 3y) est encore
une solution. Partant de la solution (x,, ¥,) = (3, 1), nous obtenons ainsi
une suite infinie (x,, y,) de solutions définies par les formules de récurrence

| Xnt1= 3%+ 4yn

2
} Yny1=2%Xp + 3¥n. @

Partant de 1a solution (%0, ¥o) = (5,3) nous obtenons par les mémes formules
Un'e autre suite infinie (x,, y,) de solutions. On peut démontrer que ces deux
Suites épuisent toutes les solutions (x, y) de 1’équation (1) telles que

x>0, y>0.

Cette résolution élémentaire de I’équation (1) repose sur des formules
e? des calculs. Nous pouvons la relier & des notions plus générales et préparer
Ainsi Je terrain pour des généralisations ultérieures.

Remarquons que la forme x* — 2y? est irréductible sur le corps Q des
fombres rationnels mais se décompose en facteurs linéaires (x + y4/2)
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Mais si » = a (mod £), alors o/ = &' (mod /8), ce qui entraine que Iunité ¢,
est congrue modulo £/ 4 un nombre entier rationnel. D’aprés le lemme de
Kummer (théoréme 3 du § 6; nous utilisons & nouveau la régularité du
nombre /), I'unité ¢, est une puissance /me dans Q(¥), i. e. g, = 7/ ol 7 est
aussi une unité du corps Q(%). L’égalité (10) s’écrit alors

@l (nB)! = &'(1 — Qm-vy

Nous avons obtenu une égalité du type (2), a cette différence prés que I’expo-
sant m est remplacé par m — 1. Mais c’est impossible, puisque m a été choisi
le plus petit possible. La contradiction obtenue montre que I’équation (1)
n’a pas de solution en nombres entiers non nuls x, y et z dont I’un est divi-
sible par /, i. e. le deuxiéme cas du théoreme de Fermat est démontré pour
an exposant / régulier.

2) Infinité de I’ensemble des nombres premiers irréguliers

Dans les limites des tables, la quantité des nombres premiers réguliers
est supérieure & la quantité des nombres irréguliers. Pourtant, on ne sait
pas si c’est toujours vrai pour l'intervalle (1, N). En fait, jusqu’a présent,
on ignore méme s’il existe une infinité de nombres réguliers. Le théoréme
suivant est lié a ces questions.

THEOREME 2. — Il existe une infinité de nombres premiers irréguliers.

La démonstration du théoréme 2 s’appuie sur certaines propriétés des
nombres de Bernoulli. Ces propriétés seront formulées et démontrées dans le
paragraphe suivant.

Soit ps, . . ., ps un systéme fini quelconque de nombres premiers irréguliers.
Le théoréme 2 sera démontré si nous pouvons trouver un nombre premier
irrégulier p différent de p,, ..., p;. Posons

n=r(p,—1 ... (ps— D.

Puisque pour le nombre de Bernoulli By, on a
l%{’-‘ —> 00 pour k — o0,

. . . B
(cf. fin du § 8), si I’entier rationnel r est assez grand, le nombre rationnel —,;"

sera supérieur & 1 en valeur absolue. Soit p un nombre premier figurant
dans le numérateur (pour une écriture irréductible). Si (p — 1)|n, alors,
d’aprés le théoréme 4 du § 8, le nombre p figure dans le dénominateur de B,
ce qui n’est pas, d’aprés le choix de p. Ainsi (p — 1) + n et p est donc diffé-
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rent de p,, ..., p, (et différent de 2). Désignons par m le reste de la division
denparp— l,i.e.n=m -+ a(p — 1). I est clair que m est pair et

2<m<p—1.

De plus, simultanément avec 7, le nombre m n’est pas divisible par p — 1.

Utilisant maintenant la congruence dite de Kummer (théoréme 5 du § 8),

nous obtenons dans I’anneau des nombres rationnels p-entiers la congruence
B, B

"= (mod p).

. Bn 9 Bm
Mais " 0 (mod p), d’ou e 0 (mod p) et B,, = 0 (mod p). Puisque m

est égal ici a I’'un des nombres 2,4, ..., p — 3, alors, d’aprés le corollaire
du théoréme 2 du § 6, le nombre p est irrégulier. Le théoréme 2 est démontré.

EXERCICES

1. Démontrer que 1"équation x* 4+ »® = 5z% a pour unique solution x= y=2z=0
dans les nombres entiers rationnels.

2. Démontrer qu’il existe une infinité de nombres premiers irréguliers de la
forme 41 + 3 (utiliser les exercices 9 et 10 du § 8). :

§ 8. — LES NOMBRES DE BERNOULLI

Nous démontrerons ici les propriétés des nombres de Bernoulli qui ont
été utilisées dans les paragraphes précédents.

Toutes les séries entiéres considérées ci-dessous convergent dans un cer-
tain voisinage de I’origine des coordonnées et il est facile de déterminer leur
rayon de convergence. Nous ne nous intéresserons pourtant pas a ces ques-
tions de convergence puisqu’il suffit pour notre propos de considérer ces
séries formellement (3 I’exclusion de la démonstration du théoréme 6).

DEFINITION. — Les nombres rationnels B,, (m = 1) définis par le dévelop-
pement en série

t =B,
e,_l=1+zmtma (1)
m=1

sont appelés nombres de Bernoulli.
Nous utiliserons les notations abrégées suivantes. Si

fX)=as+ax-+ ... + axn
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est un polyndme, nous désignerons par f(B) le nombre

Qy + alBl + e + a,,B,,.

[+2]
De maniére analogue, si f (x, t) est une série entiére de la forme Z Jau(x)m,

n=0

ou f,(x) est un polynéme, nous désignerons par f(B, ¢) la série

Z.O Jo(B)tn,

Ainsi par exemple, on peut écrire la série (1) définissant les nombres de
Bernoulli sous la forme

t
e —1

= ebB,
Il est facile de voir que pour tout nombre g ona
ea1eBt — pla+B)t

(la démonstration s’effectue en multipliant terme 2 terme les séries de
gauche).

THEOREME 1. — Les nombres de Bernoulli vérifient la relation de récur-
rence

(I1+B"—B"=0 pour m> 2, 2

qui sous forme développée s’écrit
m—1
14 Zc’;,Bk= 0 (m=>2).
k=1

Pour la démonstration, écrivons I’égalité (1) sous la forme

t=e0+By _ B

- . m ’ .
Egalant les coefficients des termes ol (m = 2), nous obtenons la relation 2).

Pour m = 2, la formule (2) donne 1 + 2B, = 0, d’ou

B, = —

0o —

THEOREME 2. — 4/ ‘exception de B,, tous les nombres de Bernoulli d’indices
impairs sont nuls :

Binii=0 pour mz= 1. 3)
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Les égalités (3) équivalent au fait que la fonction

t t mBmm
er—1+§:l+2ﬁt
m=2

. . ile & vérifier
est paire, ce qui est facile a vérifier. o
Donnons les valeurs des douze premiers nombres de Bernoulli d’indices

pairs :
5
1 1 _ 1 S -
Bzza, B4=—ﬁ), B5—4—2, Bs— 30° 10 66
67
691 7 _ 3617 _43 867
Blz = - m » Bu = 6 ) Ble = 510 ° B1s 798
174 611 854 513 B, — _236 364 091
Bo=—"7335 R ET u 2730

Les nombres de Bernoulli sont liés aux sommes des puissances des nom-
bres entiers naturels. Posons

Si(n) =1k - 264 ... + (n— 1)~
THEOREME 3. — Les sommes Si(n) vérifient la formule
(m 4 1)Sp(n) = (n 4 By»+t1 —Bm+l  m>1 “

ou, sous forme développée,

(m+ DSu) = D> ChuiBu™™ ™%, m=1@B=1D. ()

k=0

En effet, I’expression de droite dans 1’égalité (4) est égale au coefficient
gm+1

de m = 1) dans la série e(®+BY — ¢B, Par ailleurs
m .
n-1
nt ] ﬁ
e(,,.’_B)t _ eBt — eBl(eM — 1) — tee'_ 1 S tZeft
@ n—1 ® m+1
tm+1 (m =+ l)S,,,(n)t
m=1‘r=1 m=1

ce qui démontre la formule (4). N
Remarquons que, pour n = 1, la formule (4) coincide avec (2).

THEOREME 4 (théoréme de von Staudt). — Soient p un nombre prenfzer
et m un nombre pair. Si (p — 1) + m, alors B,, est p-entier (i. e. B,, ne contient
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pas p en dénominateur). Si maintenant (p — 1)|m, alors pB,, est un nombre
p-entier et

pB,, = —1 (mod p).
Nous démontrerons le théoréme 4 par récurrence sur m en utilisant la
relation

m-1

(m + DSp(p) = (m + 1)B,,p + zci; 4B,
k=0

obtenue 2 partir de (5) en remplagant n par p. Ecrivons-la sous la forme

m—1

PBm=Su(p) — +  Cm1P™ " pBi ©)

et démontrons que tous les nombres qui figurent dans la somme sont des
nombres p-entiers et sont divisibles par p (dans ’anneau des nombres
p-entiers).

Le facteur pB, pour k < m est p-entier par hypothése de récurrence.
Etudions le nombre

Si p = 2, alors, puisque m -+ 1 est impair, ce nombre est 2-entier et divisible
par 2 (puisque k < m). Pour p # 2, écrivons le nombre (7) sous la forme

lmcm%—lkmk mm—1) .. (k+1),,,k
m+1 m+1 =

Le nombre p figure dans (m — k + 1)! = r! avec l’exposant

r r r r r r
- — Cee -1 — o= Lz r—1=m-—
[p]+[p2]+ “ptet poiszsrTl=m—k
m—k -
et par suite —— (m k T ——p est un nombre p-entier divisible par p.

On a ainsi démontré que pB,, est p-entier et que

PBym = S,(p) (mod p) (€)]

dans I’anneau des nombres p-entiers
D’autre part, on a les congruences

Sw(p)=—1(@modp) si (p—1)|m; )
S.(p)=0 (modp) si (p—1DIm. (10)

|
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En effet, si (p — 1) | m, alors x™ =1 (mod p) pour 1 <x <p—1, d’ou

m(p-——pz ;—Z —p—1=—1 (modp).

Si maintenant (p — 1) + m, soit g une racine primitive modulo p; nous
aurons

p—2

- —om

Sp) = D = ygm=ET 00 w0 (modp),
x=1 r=0

puisque g?~! = 1 (mod p) et g” == 1 (mod p).

Réunissant (8) et (10), nous obtenons que, si (p — 1) + m, alors pB,, =0
(mod p), i. e. B, est p-entier. Le deuxiéme argument du théoréme 4 résulte
des congruences (8) et (9).

Dans le cas m < p — 1, le nombre p — 1 ne divise aucun des nombres
k < m et par suite tous les B, pour kK < m sont p-entiers et par suite tous
les termes qui figurent dans la somme de droite de D’égalité (6) sont divi-
sible par p* On a donc le résultat suivant.

COROLLAIRE. — Si p # 2 et m < p — 1 (m pair), alors
By = Sn(p) (mod p?). (11)

THEOREME 5 (congruence de Kummer). — Si p est premier et p—Dtm

. B .
(m est pair positif), alors le nombre ;;—" est un nombre p-entier et on a la

congruence
Bm +p—1 B

_Zmtp-i M . 12
ity —1 m(modp) (12)

. B, .
Autrement dit, les quotients . (pour (p — 1)+ m) sont périodiques
modulo p, de période p — 1.

DEMONSTRATION, — Considérons la fonction

F(f) = 'e——g:t_-* — __1___ = Z Bm(g'i::"l_) tm, (13)

m!

ol g est une racine primitive moduio p, 1 <g <p. Posons e — 1 = u.
Alors

gt t
F(t) == m o 1—‘ == tG(u),

BOREVITCH - 28
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ou

@

_A_E_A___
G(u)_(l-i-u)g—l u  gu+ . _z cu

x~

=0
Il est clair que ces nombres ¢; sont p-entiers.
Démontrons que, dans le développement de la fonction G(u) suivant
les puissances de ¢ :
[*2]

Gu) = Glef — 1) = ZCk(e’ — = Z—tm (14)

k=0

tous les coefficients A,, sont p-entiers et de période p — 1 modulo p (pour
m > 0). Il est clair que si cette derniére propriété est satisfaite pour cer-
taines séries elle 1’est aussi pour toute combinaison linéaire a coefficients
p-entiers. Il nous suffit donc de le vérifier pour les fonctions (¢! — 1)*. Mais
ces fonctions, a leur tour, sont des combinaisons linéaires des fonctions e’
pour des entiers r > 0. Mais

ert_z_tn

et, d’aprés le petit théoréme de Fermat,
ritr=1 = (mod p) pour n>0;

par suite, les fonctions e possédent la propriété demandée et notre argu-
ment sur les coefficients A,, est démontré.

Egalant maintenant les coefficients correspondants dans (13) et (14),
nous obtenons

Bm(gm _ 1) _ Am—-l
m! T m—1’

d’ou
B,
; (gm - 1) = Am—l-

Puisque gm— 1=£0 (mod p) pour (p—1) ¥ m et que la suite des nombres gm—1
posséde, d’apres le petit théoreme de Fermat, la période p — 1 modulo p,

cis oax B
alors, d’aprés la propriété démontrée des nombres A,,, les nombres 7’"

pour (p — 1) + m sont p-entiers et de période p — 1 modulo p. Le théo-
réme 5 est démontré.
THEOREME 6. — Les nombres de Bernoulli B,,, vérifient la formule

Bun — (— -2 {2, as)
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ot Y(2m) est la valeur de la fonction zéta de Riemann {(s) pour s = 2m.

. - . - 1
Pour la démonstration, nous utiliserons la décomposition de 1 en

série de fractions rationnelles :

1 1 < 2t
= ‘+ Z 2-rrm §+?+zt2+(27m)z‘ (16)
n=1

n=— o

On peut déduire ce développement par exemple du développement classique
suivant de la cotangente :

[}
1 2z
cotg 2=+ D i e
n=1
en utilisant le fait que
eiz + e—iz i 2i
cotgz—ze Eape l+e—m_ I

Il résulte de (16) que

t 1 t 5 o 12
e—1- 17t Zt2-|-(2rm)2’
n=1

A G Z‘ ()
alors
ao1=1=+ 22 Z(_ b 1(21rn)"””

n=1m=1
— t I — 1yn—1 2C(2 ) m
1 i Z( 1) .

et puisque

(27t)2m

Comparant cette égalité avec (1) et égalant les coefficients correspondants,
nous obtenons 1’égalité (15).
La formule (15) permet d’étudier la croissance de | B,,, | quand I’indice

2m
croit. Puisque {(2m) > 1 et 2m)! > (27”1) (cela résulte de la formule bien

connue de Stirling), alors
m 2m
| Ban | > 2(7;) .

Nous obtenons en particulier que

| B |
2m

— pour m — oo.
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EXERCICES

1. Démontrer que
x+Bm=(x—1—B)m, mz1.

1 m 1
e = (- o

3. Soit p un nombre premier, p 5 2. Démontrer que

2. Démontrer que

-1

o1 2
Za‘ : Ez((‘;) 2) pex (@od p).
x=1
4. Soit p > 3 un nombre premier de la formc 4k + 3. Démontrer que le nom-

bre h des classes de diviseurs du corps quadratique imaginaire Q(1/— p) satisfait
a la congruence

h=—2 (mod p).

p+1
2
5. Démontrer que, pour p > 3 premier,
RN S +p—_l_fieo (mod p?)
6. Démontrer la formule
k-1
(ke + BY™ — Ic"'_lz (.z +3+ B)"‘
5=0
(k et m sont des entiers naturels).
7. La fonction tg x admet la décomposition

aen—1
tg.’l‘—zTn(zn_ 01!

| Ban |
) 2n

ou
T, = 22!:(22:: —1

Démontrer que tous les coefficients T, sont des entiers naturels.
8. Pour m > 1, démontrer
2B,,, =1 (mod 4).
9. Soit ¢ un nombre premier tel que 2g -+ 1 ne soit pas premier (par exemple

g = 1(mod 3)). Démontrer que le numérateur du nombre de Bernoulli B,, contient
(en écriture irréductible) un nombre premier de la forme 4n -+ 3.

10. Soient p,, ..., p; des nombres premiers supérieurs a 3,
=(—D...(ps— 1D

et a un entier naturel satisfaisant & la congruence ¢ = 1 (mod M). Démontrer
gu’aucun des nombres premiers p;, ..., p, ne figure dans le dénominateur de

1a fraction ]-32—“.
q
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§ 1. — FORMES QUADRATIQUES
SUR UN CORPS QUELCONQUE
DE CARACTERISTIQUE DIFFERENTE DE 2

Nous exposerons dans ce paragraphe une série de résultats généraux sur
les formes quadratiques sur un corps quelconque. Dans le cas de résul-
tats bien connus, nous nous contenterons de les énoncer. K désignera, sauf
précisions supplémentaires, un corps arbitraire dont la caractéristique est
différente de 2. Pour toute matrice rectangulaire A on désignera par A’ la
matrice transposée.

1) Equivalence des formes quadratiques

On appelle forme quadratique sur un corps K un polynéme homogéne
de degré 2 A coefficients dans K. Toute forme quadratique f peut s’écrire

sous la forme
f: Zaﬁx,-x,-
ij

avec a; = a;. La matrice symétrique A = (a;) s’appelle la matrice de la
forme quadratique f. La forme quadratique est complétement déterminée
par la donnée de sa matrice 2 la désignation des variables prés. Le déter-
minant d =det A s’appelle le déterminant de la forme quadratique ; si
d = 0, la forme f est dite singuliére et non singuliére dans le cas contraire.
Désignant par X la matrice colonne des variables x,, x,, ..., X, nous pou-
vons écrire ainsi la forme quadratique f :

f=X'AX.

Supposons qu’a la place des variables x,, . . ., x, on introduise de nouvelles
variables y,, ..., y, par les formules

S‘Cuyx (1 <i<< n, ¢; € K)
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sous forme matricielle, cette transformation linéaire peut s’écrire sous la
forme

X=CY,

ol Y est la matrice colonne des variables y;, ..., y, et C la matrice (c;).
Remplagant dans la forme quadratique f les variables x,, ..., x, par leur
expression en fonction de y,, ..., y, nous obtenons (aprés avoir effectué
toutes les opérations convenables) une nouvelle forme quadratique g (encore
sur le corps K) des variables y,, ..., y,. La matrice A, de la forme quadra-
tique g est

A, = CAC. (6))

Deux formes quadratiques f et g sont dites équivalentes et on note f ~ g,
s’il existe une transformation linéaire non singuliére des variables par laquelle
une des formes est transformée en ’autre (4 la désignation des variables
prés). De la formule (1) résulte :

THEOREME. — Si deux formes quadratiques sont équivalentes, alors leurs

déterminants différent 'un de Pautre par un facteur non nul qui est un carré
dans K.

Soit v un élément quelconque de K. S’il existe dans K des éléments
oy, ..., %, tels que

f(ah ey an):Ya

on dit que la forme quadratique f représente y. En d’autres termes, 1'élé-
ment v est représenté par la forme f s’il est la valeur de cette forme pour
certaines valeurs des variables. On voit facilement que des formes quadra-
tiques équivalentes représentent les mémes éléments du corps K.

Nous dirons de plus que la forme quadratique représente zéro dans le
corps K ¢’il existe des nombres de K non tous nuls «; € K (1 <i < n) tels
que f(«y, ..., «,) = 0. Il est clair que, pour une forme, la propriété de repré-
senter zéro est conservée par passage a une forme équivalente.

THEOREME 2. — Si une forme quadratique & n variables représente un
élément « # 0, elle est équivalente a une forme du type
axy + g(xe, + - -5 X0)
ot g est une forme quadratique a n — 1 variables.

Pour la démonstration de ce théoréme, remarquons ce qui suit. Si

oy, ..oy o) =0,

alors tous les a; ne sont pas nuls; nous pouvons donc construire une matrice C
non singuliére dont la premiére ligne est constituée par les nombres a;, ..., &,.
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Si maintenant nous effectuons sur les variables de la forme £ 1a transfor.
mation linéaire de matrice C, nous obtenons une forme dont le coefﬁciem
du carré de la premiére variable est égal & o. On continue alors la démopg-
tration comme d’habitude.

Si la matrice d’une forme quadratique est diagonale (tous les coefficients
des produits de variables différents sont égaux a 0), nous dirons que cette
forme est diagonale. Du théoréme 2 résulte facilement.

THEOREME 3. — Toute forme quadratique sur un corps K peut étre mise
sous forme diagonale par une transformation linéaire non singuliére des
variables.

Autrement dit, toute forme quadratique est équivalente 3 une forme dia-
gonale.

En termes matriciels, le théoréme 3 signifie que pour toute matrice symeé-
trique A il existe une matrice non singuliére C telle que la matrice C'AC soit
diagonale.

2) Somme directe de formes quadratiques

Puisque la désignation des variables est sans importance, nous pouvons
considérer que deux formes quadratiques f et g n’ont pas de variable
commune. La forme f -+ g s’appelle alors somme directe des formes f et g
et se désigne par f + g (3 ne pas confondre avec I'addition usuelle des
formes quadratiques des mémes variables). Il est évident que si g ~h,
alors f + g ~f 4 h. Ce dernier fait admet une réciproque.

TutorEME 4 (théoréme de Witt). — Soient f, g, h des formes quadratiques
non singuliéres sur un corps K. Si les formes f + g et f + h sont équivalentes,
alors les formes g et h sont aussi équivalentes.

DEMONSTRATION. — Soit f;, une forme diagonale équivalente a la forme N
Alors, comme on 1’a remarqué ci-dessus, f + g ~fo + getf +h ~fo + h,
d’ot f, + g ~fo + h. Ainsi, nous pouvons supposer que f est une forme
diagonale. 11 est clair maintenant qu’il suffit de considérer le cas f = ax;,
a # 0. Désignons par A et B les matrices respectives des formes g et h.
Puisque les formes ax® + g et ax; 4+ h sont équivalentes, il existe une

o

G o)l NG Q=G 3

matrice

telle que
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(ici S est une matrice ligne et T une matrice colonne). De cette égalité résulte
v2a+TAT =a )
vaS+ T'AQ =0 3
S'aS + Q'AQ =B. ©)]
Il faut montrer qu’il existe une matrice C,, non singuliére, telle que
C,AC, = B.
Nous chercherons cette matrice sous la forme
Co=Q+ ETS,
ol £ sera choisi de maniére convenable. D’aprés (2) et (3), nous avons
CAC, = (Q' + EST) AQ + ETS)
= Q'AQ + EST'AQ + EQ'ATS + E*S'T'ATS
— QAQ + al(l — Y)E — 2¢S'S.
I_)’aprés P'égalité (4), cette derniére expression sera égale 4 la matrice B
si (1 — y?)E? — 2yE = 1. L’équation en £ obtenue peut s’écrire sous la
forme £* — (y£ 4+ 1)? = 0 et a donc une solution &, dans le corps K pour
tout y € K (la caractéristique de K n’est pas égale a 2). Ainsi, nous avons
trouvé une matrice C, = Q -+ E,TS telle que C,AC, = B. Puisque par hypo-

thése la matrice B est non singuliére, il en est de méme de C,. Le théoréme 4
est démontré.

3) Représentation des éléments du corps

THEOREME 5. — Si une forme quadratique non singuliére représente zéro
dans le corps K, elle représente aussi tous les éléments de K.

DEMONSTRATION. — Puisque des formes équivalentes représentent les
mémes éléments du corps, il suffit de démontrer le théoréme pour une forme
. _ 2 2 . 2
diagonale f = @i + ... + a,x5. Soit a,xi + a0 + ... + axi = 0, une
représentation non nulle de zéro et soit vy un élément quelconque du corps K.

Nous pouvons supposer que «, # 0. Donnons aux variables x,, ..., x, les
valeurs

x;=o,(1 + 1), xp =l — 1) k=12,...,n,

ol ¢ est une nouvelle variable et substituons ces valeurs dans la forme f;
nous obtenons

[* = (1) = 2a,0it — 2a,00t — ... — 2a,00t = 4a 05t
Si nous posons maintenant ¢ = -1;2, nous obtenons f*(t) = v.
11
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THEOREME 6. — Une forme quadratique non singuliére f représente un élé-
ment y # 0 de K si et seulement si la forme — ¥Xy + f représente zéro.

DEMONSTRATION. — La nécessité de la condition est évidente. Supposons

“Y“:—f_f(al’ »rey an)"_"oy

. o 3 ..
tous les «; n’étant pas nuls. Si « # 0, alors y = f (“-1, s ;:) Si mainte-
(1]

nant a, = 0, la forme f représente zéro et par suite, d’aprés le théoréme 5,
elle représente aussi tous les éléments du corps K.

Remarque. — 1l résulte de la démonstration du théoréme 6 que nous
obtenons toutes les représentations de I’élément y par la forme f a partir
des représentations de zéro par la forme — v.x3 + f (il suffit de connaitre
toutes les représentations telles que x, # 0). Ainsi I’étude des représenta-
tions par des formes quadratiques non singuliéres des éléments non nuls
d’un corps K se raméne & ’étude des représentations de zéro par des formes
non singuliéres 4 une variable de plus. ‘

THEOREME 7. — Si pour une forme f représentant zéro, on connait une repré-
sentation de zéro, on peut trouver explicitement une transformation linéaire
non singuliére des variables telle que la transformée de f soit du type

Y12+ 80a - -5 Y-

DEMONSTRATION. — D’aprés la démonstration du théoréme 5, on peut
tIOUVET &y, ..., %, tels que f(a, ..., %) = L. D’aprés le théoréme 2, on
peut maintenant transformer f en la forme x} + filxas ..., Xa). Puisqu’on
connait une représentation de zéro de la forme x} 4+ f, on peut trouver
By ..., B tel que fi(Bs ..., Ba) = — 1. Appliquant de nouveau le théo-
réme 2, f, prend la forme — x; + g(ys, ..., Yn). Posant x; — X, = yp
X1 + X, = y,, nous obtenons le résultat demandé.

Remarque. — Supposons que pour toute forme quadratique sur K qui
représente zéro dans ce corps, on sache trouver au moins une représentation
de zéro. Alors on peut transformer toute forme non singuliére en

YiVe+ oo F YasorVes + BDasirs <o o5 ) &)
ol la forme % ne représente pas zéro. Pour toute représentation de zéro
par la forme (5) la valeur d’une au moins des variables yi, Y2, .. -5 Yas—1,

¥.s est non nulle. Pour trouver toutes les représentations telles que, par
exemple, y, = «; # 0, nous pouvons donner aux variables y,, ..., y» des
valeurs arbitraires a, ..., «, ¢t définir la valeur de y, par I’équation

Ve + % + .00+ gloastrs - 1o a,) = 0.
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Ainsi, le probléme de la recherche effective de toutes les représentations de
zéro dans le corps K par une forme quadratique non singuliére est résolu
si on connait des critéres permettant de savoir si une forme donnée repré-
sente z€ro ou non et si on connait un algorithme permettant de trouver une
représentation de zéro pour toute forme représentant zéro.

THEOREME 8. — Soit un corps K contenant plus de 5 éléments. Si la Jorme
diagonale

axi+ ... +ax;  (g€K)

represente zéro dans le corps K, il existe une représentation de zéro telle que
les valeurs de toutes les variables soient différentes de zéro.

DEMONSTRATION. — Montrons tout d’abord que si aé* = a # 0, alors,
pour tout b # 0 il existe des éléments « et P différents de zéro tels que

ae® + bp? = A,
Pour le démontrer, considérons 1’identité

(-1 4
¢+17 @+

Multipliant cette identité par a2 = A, nous obtenons

LS R R

Choisissons maintenant dans le corps K un élément y # 0 tel que la valeur

1.

byr . ., .
t=t, = % soit différente de + 1. Puisque chacune des équations

bx* —a=20 et bx*+a=0

n’a pas plus de deux solutions en x dans K, il y a au plus 5 éléments du
corps K qu’on ne peut pas prendre comme y. Puisque par hypothése le
corps K contient plus de 5 éléments, on peut trouver un tel y. Posant ¢ = ¢,
dans I'identité (6), nous obtenons

t, — 1\? 28y 2_
"(‘t’wl) +"(t.,+1) =%

ce qui démontre Paffirmation ci-dessus.

I est maintenant facile de terminer la démonstration du théoréme. Si la
représentation @& + ... + a,fr = 0 est telle que &, #0, ..., & #0,
L= ... =E&,=0, avec r =2, alors, d’aprés ce qui précéde, on peut
trouver « # 0 et B # O tels que q,&; = a,«* + a,,#° et nous obtenons une
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représentation avec une variable de plus non nulle. Répétant ce raisonne-
ment, on obtient une représentation dont toutes les valeurs des variables
sont non nulles.

4) Formes quadratiques binaires

On appelle forme binaire toute forme quadratique de deux variables.

THEOREME 9. — Toutes les formes binaires non singuliéres représentant zéro
dans le corps K sont équivalentes entre elles.

En effet, d’aprés le théoréme 7, toutes ces formes sont équivalentes a la
forme y,y,.

THEOREME 10. — Pour qu’une forme quadratique binaire f de déterminant
d # 0 représente zéro, il faut et il suffit que — d soit un carré dans K (i. e.
—d=0a acK).

DEMONSTRATION. — La nécessité de la condition découle des théorémes 1
et 7. Réciproquement, si f= ax? + by* et —d = — ab = o, alors

[, a) = au® + ba® = 0.

THEOREME 11. — Pour que deux formes binaires non singuliéres f et g
soient équivalentes sur le corps K, il faut et il suffit que tout d’abord leurs
déterminants différent par un carré dans K et ensuite qu’il existe dans K au
moins un élément non nul représentable simultanément par les deux formes f
et g.

DEMONSTRATION. — La nécessité de ces deux conditions est évidente.
Pour démontrer la suffisance, choisissons dans K un élément o # 0 repré-
sentable par les formes fet g. D’aprés le théoréme 2, les formes fet g sont
équivalentes respectivement a des formes du type f; = ax® + py? et

g1 = ox® + By

Mais, d’aprés la premiére condition, of différe de «ff’ par un carré, d’ou
B’ = By% yeK, ce qui entraine f; ~ g,, d’ou f ~g.

EXERCICES

1. Démontrer que toute forme quadratique singuliére représente zéro.

2. Démontrer que le théoréme 5 n’est pas valable en général pour les formes
singuliéres.

3. Démontrer que si la forme binaire x* — ay? représente deux éléments v, et v,
de K elle représente aussi leur produit v,v,.
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4. Montrer que le théoréme 8 n’est pas toujours vrai pour les corps dont le
nombre d’éléments ne dépasse pas cing.

5. Considérons la répartition suivante de toutes les formes quadratiques non
singuliéres & n = 0, 1, 2, ... variables sur un corps donné K en classse appelées
classes de Witt (nous interpréterons zéro comme une forme non singuliére d’un
ensemble vide de variables et considérerons que cette forme représente zéro).
On dit que deux formes f et f, appartiennent & la méme classe de Witt, [ /] = [ £3),
si aprés réduction de ces formes a des formes du type (5) les formes correspon-
dantes /# {qui ne représentent pas zéro) contiennent le méme nombre de variables
et sont équivalentes. L’addition des classes de Witt est alors définie par

A+ A=A+ AL

Démontrer que les classes de Witt forment un groupe pour cette opération.

6. Définir le groupe des classes de Witt pour les formes quadratiques sur le
corps des nombres réels ou sur le corps des nombres complexes.

7. Démontrer qu’une forme quadratique sur un corps fini représente zéro si et
seulement si le nombre de ses variables est supérieur ou égal & 3 (on suppose la
caractéristique du corps différente de 2).

§ 2. — EXTENSIONS ALGEBRIQUES

Nous énoncerons sans démonstration les théorémes de ce paragraphe.
Le lecteur pourra trouver les démonstrations dans le livre d’algébre
moderne de Van der Waerden, t. I, chap. 5.

1) Extensions finies

Si un corps Q contient un corps k& comme sous-corps, nous dirons que Q
est une extension du corps k. Si on veut préciser que Q est considéré comme
une extension du corps k, on écrit Q/k. Un corps K qui est un sous-corps
du corps Q contenant k, i. e. k = K < Q, est appelé un corps intermédiaire
de I’extension Qlk.

On peut considérer toute extension Q/k comme un espace vectoriel sur
le corps k (pour les opérations d’addition dans Q et de multiplication par
les éléments de k).

DEFINITION. — Une extension K/k est dite finie si le corps K, considéré
comme espace vectoriel sur k, est de dimension finie. Cette dimension s’appelle
le degré de I'extension K [k et est désignée par (K : k). Toute base de I'espace
vectoriel K sur k est appelée une base de I'extension K [k.

Si I'extension K/k est finie, alors, pour tout corps intermédiaire K,,
les extensions K,/k et K/K, sont aussi finies. La réciproque est vraie :

THEOREME 1. — Soit K, un corps intermédiaire d’une extension K/k. Si
les extensions K/K, et Ko/k sont finies, alors K[k est également une extension
Jinie et son degré est égal au produit des degrés des extensions K/K, et K,/k :

(K :k) =K :Ky) (K, : k).

APPENDICE ALGEBRIQUE 445

DEMONSTRATION. — Soient 9,, ..., 0,, une base de K/K, et w,, ..., o,
une base de K,/k. Puisque tout élément de K se représente comme combi-
naison linéaire des produits «;8;, alors I’extension K/k est finie. De plus,
il est facile de voir que ces produits sont linéairement indépendants sur K
et par suite (K : k) = mn.

Pour tout corps k, on désigne par k[t] I’anneau des polyndmes en ¢ 2
coefficients dans k.

Soit Q/k une extension du corps k. Un élément o € Q est dit algébrigue
sur k si ¢’est une racine d’un polyndme non nul de I’anneau k[¢]. Choisis-
sons parmi ces polynémes f(z) (dont « est une racine) le polyndme ¢(#) non
nul de plus bas degré dont le coefficient du terme dominant est égal a 1.
Puisque tout f(r) est divisible par ¢(¢) (sinon, le reste de la division par (¢)
ne serait pas nul, aurait « comme racine et serait d’un degré inférieur 2 celui
de ¢), le polyndme ¢(¢) est défini de maniére unique par ces conditions;
on l’appelle le polynéme minimal de 1’élément du corps Q algébrique sur k.
Le polyndme minimal ¢ € k[¢] est toujours irréductible puisque la décom-
position ¢ = gh entraine que « est racine de g(t) ou de A(t). Tout élé-
ment a €k est algébrique sur & et son polyndme minimal est ¢ — a. Un élé-
ment £ € Q qui n’est pas algébrique sur k est dit transcendant sur k.

L’extension Q/k est dite algébrigue si tout élément « € Q est algébrique
sur k.

THEOREME 2. — Toute extension finie K[k est algébrique.

THEOREME 3. — Soit o un élément d’une extension Qfk, algébrique sur k
et soit ¢(t) e k[t] son polynéme minimal, de degré m. Alors les puissances
1, «, ..., am=Y sont linéairement indépendantes sur k et leurs combinaisons
linéaires

ay+ ae+ ... F Qo™ 1))

a coefficients a; € k forment un corps intermédiaire noté k(x). L’extension
k(2)/k est finie et de degré m.

Pour effectuer la somme de deux éléments du corps k(x) écrits sous la
forme (1), il est clair qu’il faut additionner les coefficients correspondants.
Pour mettre sous la forme (1) le produit des éléments £ = g(«) et v = (=),
ol g(r) et h(r) sont des éléments de k[#] de degré << m — 1, on divise gh par o,

g(t) h(r) = (1) q(1) + r(0),

le reste r(¢) étant de degré inférieur ou égal a4 m — 1; puisque ¢(x) = 0,
alors £m = r(e). Ainsi U'opération de multiplication dans 1’extension k(«)/k
est complétement définie par la connaissance du polyndme minimal ¢(r)
de ’élément «.
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Soient «;, ..., %, un nombre fini d’éléments du corps £, algébriques
sur k et soient m,, ..., m; les degrés respectifs de leurs polyndmes mini-
maux sur k. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des éléments

k k
alt. s (0<k1<m1,...,0<ks<ms),

a coefficients dans k, est un corps intermédiaire que nous désignerons par
k(e ..., a5); on I'appelle le corps engendré par les éléments «, ..., «,. Son
degré sur k est inférieur ou égal au produit m, ... m,.

Toute extension finie K/k contenue dans Q se représente sous la forme
K = k(ey, ..., o) pour certains «,, ..., «,.

DEFINITION. — Une extension finie K/k est dite monogéne s’il existe un
élément 9 dans K tel que K = k(8). Tout élément 6 € K tel que K = k(0) est
appelé un élément primitif du corps K sur le corps k.

Les éléments primitifs du corps K sur k sont caractérisés, c’est clair, par
le fait que le degré de leur polyndme minimal est égal au degré de I’exten-
sion K/k.

THEOREME 4. — Soient Qfk et Q'[k deux extensions du corps k et soient
des éléments 8 € Q et 0" € Q' algébriques sur k, possédant le méme polynéme
minimal ¢(t); alors il existe un isomorphisme (et un seul) du corps K(0) sur
le corps K(0') tel que 0 — 0’ et a — a pour tout ack.

Soit m le degré du polyndme ¢(¢). L’isomorphisme k(0) — k(0") défini
par le théoréme 4 coincide avec ’application

aG+ad+ ...+ "> g+ @b+ . F a0 (2)

(ao, ay, ..., ay_, sont des éléments quelconques du corps k).

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que des extensions finies K/k
contenues dans une extension précédemment donnée Q/k. Etudions main-
tenant la construction des extensions finies d’un corps fondamental fixé k.

THEOREME 5. — Soit k un corps. Pour tout polynéme irréductible ¢(t) € k[t]
de degré n, il existe une extension finie K|k de degré n dans laquelle ce poly-
néme ¢ a une racine. L’extension K/k est unique, & un isomorphisme laissant
invariant les éléments de k prés. Si ¢(6) = 0, 0 € K, alors K = k().

Le corps K (pour 7 > 1) se construit ainsi. Choisissons un nouvel objet 6

et considérons ’ensemble K de toutes les combinaisons linéaires formelles
de 6,

@G+ af+ ...+ a,, 0! €))

a coefficients a; € K. Si on désigne par g(¢) le polyndme

Ao+ at+ ...+ Q"
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I’expression (3) peut aussi s’écrire sous la forme g(0). Soit £ = g(0) et
7 = h(6) deux combinaisons linéaires du type (3) (g et hek[t] et sont de
degrés < n — 1). Désignons par s(¢) la somme g(t) + h(r) et par r(z) le
reste de la division du produit de A(z) g(z) par ¢(¢). Posons
E+n=s(9)
&n = r(0).

11 est maintenant facile de vérifier que pour ces opérations, I’ensemble K
est le corps cherché.

COROLLAIRE. — Pour tout polynéme h(t) € k[t], il existe une extension
finie K[k dans laquelle h(t) se décompose en facteurs linéaires.

2) Normes et traces

Soit K/k une extension finie de degré n. Pour tout élément « € K, I’appli-
cation £ — «f (£ € K) est une transformation linéaire de K (comme espace
vectoriel sur k). Le polyndme caractéristique f,(#) de cette transformation
linéaire est aussi appelé polynéme caractéristique de I'élément o€ K dans
’extension K/k. Soient o, ..., w, une base de I’extension K/k et

LIOTES Zaxjiwja a; € k; 4
j=1
alors
Ja(t) = det ((E — (ay)),
ou E est la matrice unité d’ordre n.

THEOREME 6. — Le polyndéme caractéristique f(t) d’un élément « € K dans
Pextension K|k est égal a une puissance de son polynéme minimal ,(t) par
rapport d k.

DEMONSTRATION. — Soit

e (t)=t"F+ ™+ L.t Cm

D’aprés le théoréme 3, les nombres 1, «, ..., «m~1 forment une base de
I’extension k(x)/k. Si 6,, ..., 6 est une base de K/k(«), on peut prendre
comme base de K/k les produits

0y, abyy o ..y ™10, 5 . 0 b, ..., @m0,
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La matrice de la transformation linéaire £ — «£ par rapport a cette base
est

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
- C,,, - C,,,,l - Cm~2 e s T C2 - (,‘1

Son polyndme caractéristique, comme on le vérifie facilement est éga]
armtatmt 4 L 4 e, i €. est égal A g (2). Par suite f, = ¢, et le théo-
réme 6 est démontré.

Puisque, par passage d’une base de I’espace 4 un autre, la matrice d’une
application linéaire est remplacée par une matrice équivalente, le détermi-
nant et la trace de la matrice (a;) définie par les égalités (4) ne dépend pas
du choix de la base w,, ..., o,

DEFINITION. — Le déterminant det (a;) de la matrice (a;) et sa trace

Tr (a,,) ZZ a;;
i=1

sont appelés respectivement norme et trace de I’élément « € K. dans I'exten-
sion K/k. La norme et la trace sont désignées respectivement par N (o).
et Trxu(«) ou, plus simplement, par N(«) et Tr («).

Pour a €k, la matrice de la transformation linéaire £ — af (EeK) est
la matrice diagonale gE. Par suite, pour a€k, on a

Ngi(@) = a"

Trg @) = na.

D’aprés les propriétés des matrices des applications linéaires, on a
pour «, BeK,

)

Nix(@P) = Ngu(@)Ngi(B), &)
Trw(a + B) = Trx(«) + Tru(p). ©)

La matrice de la transformation linéaire £ — aaf (a € k, « € K) est obtenue
en multipliant par a tous les termes de la matrice de la transformation
£ — k. Par suite, on a la formule

Trgk (ae) = a Trg i () (ack, xcK). @)

Si « # 0, d’aprés la non-singularité de I’application £ — «%, la norme
Nk« («) est différente de zéro. La formule (5) montre que I’application
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« —> Nk (@) est un homomorphisme du groupe multiplicatif K* du corps K
dans le groupe multiplicatif k* du corps k. En ce qui concerne I’application
« —> Trgy « de K dans k, il résulte de (6) et (7) qu’elle est linéaire.

THEOREME 7. — Soit Q/k une extension telle que le polynéme caractéris-
tigue f,(t) de I'élément « € K dans une extension finie K[k soit décomposable
en facteurs linéaires dans Q :

S =0 —a) ... (t—ap
Nijl(a) = s ... oy,
Trxp@ =+ o+ ... +
DEMONSTRATION., — Si
S =det((E —(@y)))=t"+ay* '+ ... +a,

Alors

alors
a,=—Tr (ai.i)! ap = ("" 1)“ det (aij)'

D’autre part, d’apres les formules de Victe,
&t ... Foay=—ay, Xydg ... %y = (— 1)"a,,
d’oul le théoreme.

THEOREME 8. — Avec les notations et hypothéses du théoréme 7, le poly -
néme caractéristique f(t) d’un élément v = g(x) € K (g(t) € k[t]) admet la
décomposition

(t—gla) (t — glo) ... (¢ — g(xn) (®)
dans le corps Q.

DEMONSTRATION. — Remarquons tout d’abord que les coefficients du
polyndme (8), étant des expressions symétriques de «,, . . ., a,, appartiennent
au corps k. Soit ¢.(f) le polyndme minimal de 1’élément y sur K. En soumet-
tant 1’égalité ¢ () = 0 & I'isomorphisme k(x) — k(a;) (tel que a — «; et
a — a pour ack), on obtient ¢(g(x;)) = 0. Toutes les racines du poly-
ndme (8) sont ainsi les racines du polyndme ¢.(¢), irréductible sur & et ?ela
n’est possible que si ce polyndme est une puissance de ¢,(f). Pour terminer
la démonstration, il suffit d’appliquer le théoréme 6.

Soit k' < K < L une chaine d’extensions finies. Choisissons pour K/k
et L/K respectivement des bases o, ..., &, ¢t 8, ..., 6, Pour tout yeL,
posons

m

Ye = -2. ajsen ajse K
s=1

®Ajsj = zajmwn ajsir €K.
r=1

29
BOREVITCH
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Y(‘)ie j = Zajsirwres’

s,r

Puisque

alors
Tryx(y) = Zajﬁi-
ii
D’autre part, nous avons aussi

Tru(Tryx(y)) = Tr K/k(zaii) = Zaijii-

i ij
Par suite, pour tout ye K, on a

Trpu(y) = Trgu(Trox(y)). ®

On a une formule analogue pour la norme (exercice 2).

3) Extensions séparables

DEFINITION. — Une extension finie K/k est dite séparable si I'application
linéaire & — Trxy (8), £ € K, n’est pas identiquement nulle.

Si la caractéristique du corps k est nulle, alors Trgy (1) = n = (K : k).

Par suite, toutes les extensions finies d’un corps de caractéristique zéro sont.

séparables. C’est vrai aussi, bien entendu, pour toutes les extensions finies
d’un corps de caractéristique p dont le degré n’est pas divisible par p.
Choisissons dans une extension finie séparable K/k une base «,, ..., o,
et considérons la matrice
(Tr (i) <ij<n (10)

Si le déterminant de cette matrice était nul, alors on pourrait trouver dans
le corps k des éléments non tous nuls ¢,, ..., ¢, tels que

n

Zc,- Tr (o) =0 (=1, ...,n).

j=1

Posant v = c;o; + ... + ¢,w,, nous pouvons transcrire ces égalités sous
la forme

Tr(wy)=0 (i=1,...,n). 11

Soit £ un élément quelconque de K. Puisque y # 0, on peut représenter £
sous la forme

E=aoy+ ... + g,y (a;ek),
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d’on, d’aprés (6), (7) et (11), Tr () = 0. Cela contredit la séparabilité
de K/k. Ainsi la matrice (10) est toujours non singuliére pour toute extension
séparable.

DEFINITION. — Le déterminant det (Tt (w;w))) est appelé le discriminant
de la base o, ..., », de I'extension finie séparable K]k et est désigné par
D(oy, ..., o).

D’aprés ce qui précede, le discriminant de toute base d’une extension finie
séparable est un élément non nul du corps de base.
Soit @y, ..., @, une autre base de I’extension K/k et soit

n
o) = Zc;,-(oj (i=1,...,n).
j=1

Puisque la matrice (Tr (wjw;)) est égale au produit (c;) (Tt (wiw))) (cz)
(le prime indique la transposition de la matrice), alors

D(w1, - - ., o) = (det (¢;))* D(wy, - . ., o). (12)

Ainsi, les discriminants de deux bases différentes différent ’un de ’autre
par un facteur qui est le carré d’un élément du corps fondamental.

Fixons une base quelconque de ’extension K/k. Alors pour des éléments
quelconques ¢, ..., ¢, du corps k il existe un élément « € K (et un seul)
tel que

Tr (w) = ¢ (i=1,...,n). (13)

En effet, écrivant « sous la forme « = xy0; + ... + X0, (x; € k) et substi-
tuant cette expression de « dans I’égalité (13), nous obtenons un systéme

de n-équations linéaires 4 » inconnues x,, ..., X, dont le déterminant est

différent de zéro. Ainsi, on peut trouver dans le corps K 7 éléments o}, ..., o)

tels que
1 [ =j
Tr(wwf)=)  Por 17 (4)
0 pour i#j

Ces n éléments ;" sont linéairement indépendants sur k puisque si

cor + ... +eof=0 (c;e k),

alors multipliant cette égalité par w; et prenant la trace on obtient ¢; = 0
pourtouti=1, ..., n

DEFINITION. — La base f, ..., o, de extension séparable K[k définie de
maniére unique par les égalités (14) est appelée base duale de la base o, ..., 6>,
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La base duale permet d’écrire sous forme simple les valeurs des coefficients
a; € k dans la décomposition

o=@+ ... + oy,

d’un élément quelconque « de K. En effet, prenant la trace du produit aw;*
nous obtenons les formules

a; = Tr (xw]) Gi=1,...,n).

Supposons que le polyndme minimal ¢(¢) d’un élément « dans une exten-
sion séparable K/k se décompose en facteurs linéaires dans ’extension Q/k :

PO = —a) ... (t— )

11 résulte de maniére évidente de la formule (9) que, de méme que K/k,
I’extension k(«)/k est aussi séparable. Puisque le polyndme minimal ¢ est
aussi le polyndme caractéristique de « dans I’extension k(«)/k, alors, d’aprés
les théorémes 7 et 8 ,

m
Trianle®) = Zatf,

s=1

et par suite le discriminant D =D (1, «, ..., a" %) de la base 1, «, ..., ™1
de ’extension k(«x)/k s’écrit

m

D=det (Duf”)  —det()det(@)= [] u—a
<ij<m-—

§=1 0<i,j<sm—1
Mais D # 0, d’olt o; # ; et nous avons établi le résultat suivant.

THEOREME 9. — Le polynéme minimal de tout élément d’une extension
séparable n’a pas de racine multiple (dans tout corps ol il se décompose en
facteurs linéaires).

TurorEME 10 (théoréme de 1’élément primitif). — Toute extension finie
séparable K[k est monogéne, i. e. il existe un élément 6 tel que K = k(6).

THEOREME 11. — Pour toute extension finie séparable de degré n, il existe
n isomorphismes (et n seulement) de I’extension Q/k laissant fixe tout élément
de k. Si oy, ..., 6, sont ces isomorphismes, pour tout élément o.€ K, le poly-
néme caractéristique f(t) admet dans Q la décomposition

) = (t — (@) (t — (@) ... (1 — o).

Les éléments 6,(2), ..., o,(®) (appartenant au corps Q) sont appelés les
conjugués de 1’élément o € K. Les images 6,(K), ..., 6,(K) du corps K par
les isomorphismes o; sont appelés corps conjugués du corps K. Si 6 est un
élément primitif du corps K/k, il est évident que o(K) = k(s:i(6)).
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COROLLAIRE 1. — Avec ces notations, nous avons

N () = ay() o2(e) . .. o.(2)
Trgp(®) = ox®) + 02(0) + ... + o, (o).

COROLLAIRE 2. — Pour toute extension finie de degré n du corps des nombres
rationnels, il existe exactement n isomorphismes dans le corps des nombres
complexes.

Soit «y, ..., o, une base de K/k. Puisque

n

Tr (0),'0)]) = Zas(mi)cs(wj)’

§=1

la matrice (Tr (w;w;)) est égale au produit des matrices (o/(wy)) (o))
(le prime signifie la transposition) et par suite on a la formule suivante :

D(wy, - . .» @) = (det (si())* (15)

EXERCICES

1. Soit Q = k(x) le corps des fonctions rationnelles en x a coefficients dans le
corps k. Démontrer que tout élément de Q qui n’appartient pas a k est transcen-
dant sur k.

2. Soit k = K < L une chaine d’extensions finies. Pour tout 0 €L, établir la
formule

NK/k(NLlK(e)) = NL/I:(G)

(Supposer tout d’abord que L = K(6) et prendre comme base de I’extension L/k
1a base w;8/, ol o; est une base de K/k).

3. Trouver un élément primitif pour I’extension Q(_\/ 2,4/ 3) du corps Q des
nombres rationnels et I’exprimer avec les nombres V2 et 1/3.

4. Démontrer qu’une extension finie K/k est monogene si et seulement si pour
cette extension il n’existe qu’un nombre fini de corps conjugues.

5. Soit k un corps quelconque de caractéristique p # 0. Démontrer que le
polynéme f(1) =tP—t — a(a€ k) ou bien se décompose en un produit de fac-
teurs linéaires dans le corps k ou bien est irréductible. Montrer de plus que, dans
le deuxiéme cas, I’extension k(8)/k, ol f(8) = 0, est séparable.

6. Soient k, un corps de caractéristique p = Oetk = ko(x) le corps des fonctions
rationnelles en x a coefficients dans k,. Montrer que le polynéme f@y=t?—x
est irréductible dans ’anneau k[t]. Démontrer de plus que I’extension k(9)/k,
ol f(8) = 0, n’est pas séparable.

7. Démontrer que si, pour une extension finie K/k de degré , il existe n isomor-
phismes distincts dans une extension Q/k, laissant invariants les éléments de k,
alors ’extension K [k est séparable.
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?3. .Spit k un corps quelconque de caractéristique # p contenant une racine
primitive d’ordre p de 1. Démontrer que si un élément « € k n’est pas égal a la
puissance pitme d’un élément de &, alors :

k(%) : k) = p.

9. Soient K/k une extension finie séparable et ¢ une forme linéaire sur I’espace

velctoriel K sur le corps k. Démontrer qu’il existe dans le corps K un élément «
tel que

¢(E) = TrK]k(ai)s E € K’

§ 3. — CORPS FINIS

Un corps X est dit fini s’il ne contient qu’un nombre fini d’éléments. Un
exemple de corps fini est le corps Z/pZ = F, des classes résiduelles modulo
un nombre premier p dans I’anneau Z des entiers rationnels. Tous ces corps
ont une caractéristique qui est un nombre premier et si la caractéristique
d’un corps fini X est égale 4 p, alors ce corps contient un sous-corps premier
(n’admettant pas de sous-corps propre), qui est isomorphe au corps F,.
C’est pourquoi on peut considérer que F, = . L’extension Z/F, est finie;
si son degré est égal A metsi o, ..., w, est une base de X sur F,, tout élé-
ment £ € X s’écrit de maniére unique £ = ¢,0, + ... + ¢, ol les ¢; par-
courent, indépendamment 1’un de 1’autre les p éléments de F,. Puisque le
nombre de ces combinaisons linéaires est égal & p™, cela démontre que
le nombre d’éléments d’un corps fini est égal @ une puissance de sa caracté-
ristique.

Le groupe multiplicatif £* du corps fini = est un groupe abélien fini.
Précisons sa structure.

LEMME. — Tout sous-groupe G du groupe multiplicatif K* d’un corps fini K
est cyclique.

DEMONSTRATION. — Montrons tout d’abord que si, dans un groupe abé-
lien G, il existe des éléments d’ordres m et n, alors il existe également dans G
un élément dont I’ordre est égal au plus petit commun multiple £ des nom-
bres m et n. Supposons que les éléments x et y de G sont d’ordres respectifs m
et n. Si (m, n) = 1, le produit xy est d’ordre k = mn. Dans le cas général,
utilisons les décompositions canoniques des nombres m et # comme produit
de puissances de nombres premiers; nous pouvons les écrire sous la forme

m = myh,, n=n

tels que (mo, ny) = 1 et k = mgn,. Les éléments x™ et y™ sont d’ordres
respectifs m, et n, et leur produit x™ ym est d’ordre k = nom,.
Soit maintenant un sous-groupe fini d’ordre g du groupe multiplicatif
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du corps K. Si m est le plus grand des ordres des éléments du groupe G,
il est clair que m < g. D’autre part, d’aprés ce qui précéde, I’ordre de tout
élément de G divise m, i. e. tous les éléments du groupe G sont des racines
du polynéme 1™ — 1. Mais, dans un corps, un polyndme de degré m ne
peut avoir plus de m racines, d’olt g < m. Ainsi g = m et cela signifie que
le groupe G est cyclique.

Appliquant le lemme ci-dessus au cas d’un corps fini, nous obtenons :

THEOREME 1. — Le groupe multiplicatif d’un corps fini a p™ éléments est
un groupe cyclique d’ordre p™*.

COROLLAIRE. — Toute extension finie d’un corps fini est monogéne.

En effet, si  est un élément du groupe Z*, alors il est évident que F,(0)==X.
Pour tout corps intermédiaire 2, on a donc Z(0) = . '

Du théoréme 1 découle aussi que tous les éléments de = sont les racines
du polyndme 7" — t et puisque le degré de ce polync“)x?l.e est égal au nombre
d’éléments de = on a dans I’anneau Z[t] la décomposition

tv'"-—zzn(t—ﬁ)

EecX
(£ parcourt tous les éléments du corps ).

THEOREME 2. — Pour tout entier premier p et pour tout entier naturel m,
il existe un corps fini et un seul a isomorphisme prés, contenant p™ éléments.

DEMONSTRATION. — D’aprés le corollaire du théoréme 5, £ 2, il existe une
extension Q/F, dans laquelle le polynome 7" — t se décompose en facteurs
linéaires. Désignons par X I'ensemble de toutes ces racines (contenues
dans Q). Puisque dans tout corps de caractéristique p, on a la formule

(x 4 p)" = xP" L o7,

la somme et la différence de deux éléments de X sont encore des éléments
de =. L’ensemble = est fermé aussi par rapport aux opérations de multipli-
cation et de division (par un diviseur non nul). Par suite Z est un sous-corps
du corps Q. Le polyndme ##” — t n’a pas de racines multiples (puisque sa
dérivée pmtP?"-1 — 1 = — 1 n’est nulle pour aucune valeur de ¢); ainsi Z
contient p™ élément. Ceci démontre ’existence d’un corps fini a p™ éléments.

Soient maintenant X et &’ deux extensions de degré m de F,. Choisissons
dans T un élément primitif 6 (corollaire du théoréme 1) et désignons par ()
son polyndme minimal. Puisque ¢(7) est un diviseur du polyndme 7" — ¢
et que ce dernier est décomposable dans 3’ en facteurs linéaires, alors o(f)
a une racine o € =’. L’extension F,(6")/F, est de degré égal au degré du
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polyndme ¢(?), i. e. m; par suite, F,(0") = Z’. L’existence de I’isomorphisme
des corps X et I’ résulte alors du théoréme 4, § 2.

On désigne habituellement par GF(p™) ou FP,,, le corps fini & p éléments
(appelé corps de Galois).

COROLLAIRE. — Sur tout corps fini Z, = GF(p"), il existe des polynémes
irréductibles de degré n quelconque.

En effet, p» — 1 est un diviseur de p™ — 1 et par suite toutes les racines
du polyndme 7" — t dans le corps £ = GF(p™) constituent un sous-corps
isomorphe au corps Z,. Nous pouvons donc considérer que %, < X, Le
polyndme minimal d’un élément primitif quelconque 0 € X par rapport & Z,
est un polyndme irréductible de I’anneau Z,[¢], de degré n puisque

. E:F) m
(Z.Zo)=m=7=n.

Remarquons pour terminer que pour qu’un anneau commutatif fini soit
un corps, il suffit qu’il n’ait pas de diviseur de zéro. En effet, soit D un anneau
commutatif fini sans diviseurs de zéro et soit @ un élément différent de zéro
de D. Si ax, = ax,, alors (x; — x,) =0, d’olt x; = x,; ainsi, i x; # Xy,
les produits ax, et ax, sont aussi distincts et cela signifie le produit ax par-
court avec x tous les éléments de I’anneau D. Mais alors pour tout b # 0
I’équation ax = b est résoluble dans D, i. e. tous les éléments non nuls de
I’'anneau D constituent un groupe multiplicatif.

EXERCICES

1. Montrer que le nombre r(m) de polyndmes irréductibles de degré m distincts
de I’anneau F,{t] de coefficients dominants égaux a 1 s’exprime par la formule

o 1 m\ g4
r(m) = m ZP("?)P
dim
(d parcourt tous les diviseurs du nombre m et p.(k) désigne la fonction de Moébius).

2. Trouver tous les polyndmes irréductibles de degré 2 sur le corps F;, = GF(5)-

3. Montrer que le corps GF(pm) est contenu dans le corps GF(p~) (au sens d’un
plongement isomorphe) si et seulement si m|n.

4. Quel est le degré sur F, du corps de décomposition du polynéme ¢"— 1 ?
5. Soit = = GF(pm). Montrer que les applications
6 :E—>EP, Eex (=0,1,..,m—1)

sont des automorphismes deux a deux distincts du corps Z et que tout automor-
phisme de X coincide avec un des o;.
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6. Soient T, = GF(p’) et T une extension finie de degré n de I, Démontrer

que les applications £ — EP", E€Z (i =0, 1, ..., n — 1), constituent un systéme
complet de n automorphismes deux a deux distincts de T laissant invariant les
éléments de Z,. Montrer que le polynéme caractéristique fz(¢) d’un élément £€ X
pour I’extension Z/Z, admet dans le corps T la décomposition

fu) = —efe—e) . (e—57")
oul ¢ = pr (utiliser le théoréme 8 du § 2). En déduire que

n-—-1

Trz/zo(5)25+ﬁq+ L. BT, szz,(g):§1+q+”‘+"“‘l.

7. Démontrer que toute extension finie d’un corps fini est séparable.

8. Avec les notations de 1'exercice 6, démontrer que tout élément du corps Z,
est la norme d’un certain élément de 2.
9. Soient £ = GF(p™), p" = g, a € . Démontrer que 1’équation & — & = «
. r—1
est résoluble dans le corps T si et seulement si o +af 4+ ... +o? =0

10. Soit = une racine primitive de 1 d’ordre premier p. Puisque les ¢léments du
sous-corps premier £, = GF(p) du corps £ = GF(pm) sont des classes résiduelles
de I’anneau des nombres entiers rationnels modulo p, la puissance €Tr ¥ a un sens
pour tout y€ = (la trace est considérée dans ’extension X/Z,). Démontrer que

0 si a#0,
Zema”'z m s a=0
& p" si a=0.

11. Soient ¥ un caractére du groupe multiplicatif du corps & = GF(pm), pm = q
(pour la définition des caractéres, cf. § 5). Prolongeons x 4 tout le corps Z en posant
7(0) = 0. L’expression

00 = D HOTE (xed),

el

qui est un nombre complexe, est appelé une somme de Gauss du corps fini Z.
Supposant que le caractére y est différent du caractére unité 3, démontrer les
formules

o0 =1 (),  a#0;
%01 =V, at0;
ZT“(X) =0.
aFE0

12. Soit p # 2. Puisque tous les carrés du groupe multiplicatif * du corps
T = GF(pm) forment un sous-groupe d’indice 2, alors, posant (x) = + 1sia # 0
est un carré et $(«) = — 1 dans le cas contraire nous obtenons un caractére ¢ du
groupe =*. Démontrer, pour «8 # 0,

5 §) T9) = U= oB)p™

13. Démontrer, pour o # 0, la relation

DUE -0 =—1.

EeX
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. 14. Sqit f(xy, ..., x,) une forme quadratique non singuliére, de déterminant 3,
a co;ﬁ‘iqents dans £ = GF(pm), pm = g, p # 2 et soit « un élément quelconque
de X. Démontrer que le nombre N de solutions dans £ de ’équation

flxy oo, x) =«

s’exprime par les formules

N =g¢" + ¢ U(— 1Y «d), i n=2r41,
N=¢""4 o (= 1)), si n=2r
avecw = — lpoura #0etw=¢g — 1 pour a = 0.

15. Soient p et g des nombres rationnels premiers impairs distincts. Nous dési-
gnerons par la méme lettre x les classes résiduelles d’un entier x dans les corps
GF(») et GF(g). Choisissons une extension A du corps GF(g) dans laquelle le

polyndéme ¢? — 1 se décompose en facteurs linéaires et désignons par e une racine
primitive d’ordre p de 1 appartenant 4 A. Le symbole de Legendre ( x—) coincide,
c’est clair, avec le caractére ¢(x) du corps GF(p) introduit dans exercice 12,

Puisque ses valeurs sont + 1, on peut considérer que (g) € A. Démontrer que la
« somme de Gauss »

T= Z (lx—)ex €A
\p
xeGF(p)
du corps GF(p) vérifie les égalités :

p-
7%= (_ 1) 2 D, (])

- (0

-1
16. Utilisant la valeur (q) = p * du symbole de Legendre dans le corps GF(g),

déduire des formules (1) et (2) la loi de réciprocité de Gauss :
p-1 g-1 » q
) (o)
o (@)= ()

§ 4. — NOTIONS SUR LES ANNEAUX COMMUTATIFS

Dans ce paragraphe, nous entendrons par anneau un anneau commutatif
avec élément unité 1 et sans diviseurs de zéro.

1) Divisibilité dans les anneaux

Soit D un anneau. Si pour des éléments « et B # 0 de D il existe un él¢é-
ment £ € D tel que BE = «, on dit que « est divisible par B (ou que 8 divise «)
et on écrit B|«. Puisque D n’a pas de diviseurs de zéro, I’égalité PE = «
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définit de maniére unique 1’élément £. La notion de divisibilité dans un
anneau quelconque posséde, c’est clair, les propriétés de la divisibilité pour
les entiers rationnels. Par exemple, si y/B et B/a, alors y/a.

Un élément ¢ €D qui est un diviseur de I’élément 1 s’appelle une uniré
de I’'anneau D (ou élément inversible).

THEOREME 1. — Les unités d’un anneau D constituent un groupe multipli-
catif.

DEMONSTRATION. — Soit E I’ensemble de toutes les unités de 1’anneau D.
SicecEetneE, alorsee’ = 1 et vy = 1 pour ¢/, v € D; mais alors

En) ) =1

et par suite ¢ € E. Puisque 1 € E et que pour toute unité ¢ il existe un élé-
ment ¢' défini par 1’égalité e’ = 1, alors ¢’ € E et E est donc un groupe.

Des éléments « # 0 et § # 0 de 'anneau D sont dits associés s’ils sont
divisibles I’un par P’autre. Des égalités « = BE et B = an (€, € D), il résulte
que a = afn, d’oll 1 = Ex (puisque « 0 et qu’il n’y a pas de diviseurs
de zéro dans ’anneau). Ainsi, dire que deux éléments non nuls sont associés
signifie qu’ils différent I’'un de I’autre par un facteur qui est une unité de D.

Soit & # 0 un élément de I’anneau ‘D qui n’est pas une unité. On dit que
deux éléments « et § de D sont congrus modulo u et on écrit « = B (mod w),
si la différence « — B est divisible par . Cette notion de congruence vérifie
les propriétés habituelles des congruences dans 'anneau des nombres
entiers. Pour tout « €D, on désigne par « I’ensemble de tous les élément$
de D congrus & « modulo w. L’ensemble « est appelé une classe résiduelle
modulo p., L’égalité a = § est satisfaite, c’est clair, si et seulement si « =
(mod w). On peut définir la somme et le produit de deux classes dans I’ensem-
ble des classes résiduelles modulo @ en posant

at+B=a+B, «p = af.

Puisque la relation de congruence est compatible avec ’addition et la multi-
plication de I’anneau D, la somme et le produit des classes ainsi définis ne
dépendent pas du choix des représentants « et . Une simple vérification
montre que I’ensemble de toutes les classes résiduelles modulo p. constitue
un anneau commutatif pour les opérations ci-dessus, & élément unité 1
(c’est vrai méme s’il y a des diviseurs de zéro). Cet anneau s’appelle ’anneau
des classes résiduelles modulo w.

Si dans chaque classe résiduelle modulo ¢ on choisit un représentant,
I’ensemble S de ces éléments s’appelle un systéme complet de résidus
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modulo p. Un systéme complet de résidus S est donc caractérisé par le fait
que tout élément de 'anneau D est congru modulo ¢ 4 un élément de S et
un seul.

2) Idéaux

Un sous-ensemble A d’un anneau 9 s’appelle un idéal si c’est un sous-
groupe du groupe additif de ’anneau D et si pour tout a € A et tout £ €D,
le produit £« appartient 4 A. L’ensemble réduit a ’élément zéro et I’anneau D
tout entier constituent des exemples triviaux d’idéaux (appelés respective-
ment idéal nul et idéal unité).

Soient ay, ..., o, des éléments quelconques de ’anneau D. II est évident
que ’ensemble A de toutes les combinaisons linéaires

E1a1 + Ez“z + ...+ im‘xm

de ces éléments 4 coeflicients £; € D est un idéal de ’anneau D, appelé idéal
engendré par les éléments a,, ..., a,, et désigné par A = («,, ..., %,,). Les
éléments a4, ..., «, sont appelés des générateurs de I’idéal A. Dans le cas
général, il n’existe pas pour tout idéal de systéme fini de générateurs. Un
idéal A est dit principal s’il admet un systéme de générateurs formé d’un
seul élément, i. e. s’il est de la forme A = («). Il est clair que tout idéal
principal non nul («) est égal & [’ensemble des éléments de ’anneau D qui
sont divisibles par «. Les idéaux nul et unité sont principaux : I’idéal nul
est engendré par O et I’idéal unité par une unité quelconque e de I’anneau D.
Deux idéaux principaux («) et (8) coincident si et seulement si « et 3 sont
associés.

Soient A et B deux idéaux d’un anneau D. L’ensemble de tous les élé-
ments £ € D de la forme

E=afi+ ... + af;

ol ;€ A, B;€B (s = 1) est encore un idéal dans D, que nous appellerons
P’idéal produit des idéaux A et B; il sera désigné par AB. Puisque la multi-
plication des idéaux est commutative et associative, les idéaux de 1’anneau D
(commutatif) constituent un monoide pour cette opération.

Deux éléments « et B de D sont dits congrus modulo un idéal A et on
note « = 8 (mod A), si la différence « — B appartient 4 A, i. e. si x et
appartiennent a la méme classe résiduelle relative au sous-groupe additif A.
Il est clair que la congruence « = B (mod A) est satisfaite si et seulement
si @ = B, en désignant par v la classe résiduelle relative au sous-groupe A
qui contient y € D. La relation de congruence modulo un idéal, dans le
cas d’un idéal principal (i) coincide avec la congruence modulo 1’élément p
(cf. 1)). Considérons le groupe D/A quotient du groupe additif de I’anneau D
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par le sous-groupe A. Dans le cas ol A est un idéal, on peut définir une
multiplication dans le groupe quotient D/A : pour « et B dans D/A, posons

B.

Si @ = a, et § = B,, alors, d’aprés I’égalité

af =

By — o = o (By — B) + By — @)

et puisque «; — « et B, — B appartiennent 3 A, on a «,8, = «f (mod A)
(ici le fait que A soit un idéal est essentiel) et cela signifie que le produit «,5
ne dépend pas du choix des représentants « et B. Il est facile de vérifier que
le groupe quotient D/A est un anneau pour cette multiplication et pour
’addition « 4+ B = « + B. L’anneau D/A est appelé anneau quotient de
I’'anneau D par I’idéal A. Dans le cas d’un idéal principal (i), I’anneau
quotient D/(w) n’est autre que 1’anneau des classes résiduelles modulo g.

3) Eléments entiers

Tout anneau W (commutatif et sans diviseurs de zéro) peut étre plongé
dans un corps. Pour montrer ce résultat, considérons ’ensemble de toutes"
a
B,

. a ¢ o . . o
fractions 5 et p seront dites égales si et seulement si ad = be. Définissons

P’addition et la multiplication par les formules

les fractions formelles ;, ol 4 et b sont des éléments de W et b # 0. Deux

4
b

E_gd—f—bc
d bd
__ac

=i

+

a,
b

Ul

1l est facile de vérifier que ces opérations sont compatibles avec 1’égalité
et que ’ensemble de toutes les fractions considérées est ainsi muni d’une
structure de corps; désignons ce corps par k,. Si nous identifions les frac-
. a ac -

tlonsi = ¢ # 0 4 I’élément a €U, alors W est un sous-anneau du
corps k,. Tout élément de k, est alors le quotient de deux éléments de U,

Soit maintenant £ un corps quelconque contenant b comme sous-
» . a Y
anneau. L’ensemble k de tous les quotients 5 OU & beW (b £ 0) est un

sous-corps du corps Q. Ce sous-corps est appelé corps des fractions de
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I’anneau U (il est facile de voir que le corps k est isomorphe au corps &,
construit ci-dessus et qu’il est défini par I’anneau W de maniére unique (2 un
isomorphisme prés).

DEFINITION. — Soit un anneau Us contenu dans un corps Q. Un élément o € Q
est dit entier sur W si ¢’est une racine d’un polyndme @ coefficients dans W et
dont le coefficient dominant est égal a 1.

Puisque tout élément a € U est racine du polyndme ¢ — q, alors tout élé-
ment de W est entier sur “W.

Soient «,, . . ., &, des éléments quelconques de Q. L’ensemble M de toutes
les combinaisons linéaires a0, + ... + a,w,, a coefficients a; €U est
appelé un W-module de type fini dans Q et les éléments o, ..., o, sont
appelés des générateurs du W-module M. Puisque 1 € U, tous les w; appar-
tiennent 3 M.

LEMME 1. — Si un W-module de type fini M est un anneau, alors tous ses
éléments sont entiers sur U..

DEMONSTRATION. — Nous pouvons bien entendu supposer qu’aucun
des w; n’est nul. Soit « un élément quelconque de M. Puisque pour tout i
le produit aw; appartient 2 M, alors

m
xe; = zaijwj, ageW, (=1 ...,m).
j=1
Il en résulte que det («<E — (a;)) = 0 (E est la matrice unité d’ordre n).
Ainsi I’élément « est racine du polyndme f(t) = det (t{E — (ay)) a coeffi-
cients dans W et dont le coefficient dominant est 1. Cela démontre le lemme.

THEOREME 2. — L’ensemble D de tous les éléments de Q entiers sur U est

un anneau.

DEMONSTRATION. — Il faut montrer que la somme, la différence et le
produit de deux éléments entiers « et B de Q sont aussi des éléments entiers.
Si « et  sont respectivement des racines des polyndmes

" — gutm-l— L —aq, tn— bt — . — by ;
ou a et b €U, alors

o =a, + @+ ... + auaml, "=b+ b+ ...+ bp

Il en résulte facilement que le W-module constitué par toutes les combi-

naisons linéaires des produits

W O<i<m, 0<j<m) ¢))
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a coefficients dans U, est un anneau (puisque les produits o*B! pourk =0
et 12'0 § ccrivent comme des combinaisons linéaires des éléments 1 a
coefficients dans ). D’aprés le lemme 1, tous les éléments de cet anneau

s?nt donc entiers sur U;; en particulier, « 4- B et «8 sont entiers. Le théo-
réme 2 est démontré.

DEFINITION. — Soit W un sous-anneau d’un corps Q. L’ensemble D de tous

les éléments de Q entiers sur U, s’appelle la fermeture intégrale de I'anneay U
dans le corps Q.

DE’FINITION. ~ Un sous-anneau D, d’un corps K est dit intégralement
Jermé dans X si sa fermeture intégrale dans K coincide avec D,
On dit simplement que I’anneau W, est intégralement clos s’il est intégra-

lement fermé dans son corps des fractions.

THEOREME 3. — Soit U un sous-anneau d’un corps Q. La fermeture inté-
grale D de l'anneau s dans le corps est intégralement fermée dans Q.

DEMONSTRATION. — Soit 6 un élément quelconque de Q entier sur D donc
tel que
0= oy 4 a0 + ... 4 o071, )

ol tous les «; appartiennent 3 D. Il faut démontrer que 9 e D. Pour tout
i=1, ..., n il existe un entier m tel que 1’on ait I"égalité

mi
mp Jj-1
= Zaa‘“i , a,eW 3)
j=1

(puisque «; est entier sur U). Considérons le U-module M engendré par
les produits

k kpnk ‘
... " O<k, <m, 0<k<n). 4
11 résulte facilem it o ng!

a ’cnt c‘le (2) et (3) que tout produit al ... "8 avec des expo-
sants positifs s’exprime comme combinaison linéaire des éléments (4) a

coefficients dans U, et cela signifie que le module M est un anneau. D’aprés

le lemme 1, tous les éléments de M sont donc entiers sur “W. En particulier
0 est entier, C. Q. F. D. ’

LeMME 2. — Soit W un anneau intégralement clos (dans son corps des

Jractions k) et supposons que le coefficient dominant d’un polynéme f (t) eW[t]

est égal a 1. Si le coefficient dominant d’undiviseur ®(t) € klt] du polynéme f(t)

est égal a 1, alors ¢(t) € W[t].
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DEMONSTRATION. — Considérons une extension Q/k du corps k dans
laquelle f(¢) se décompose en facteurs linéaires (corollaire du théoréme 5,
§ 2). Toutes les racines de f(¢) appartiennent a la fermeture intégrale D
de I'anneau U dans le corps Q. En particulier, toutes les racines de ¢(¢)
appartiennent 4 ’anneau 9. Mais il résulte de la décomposition

W)= —v) ... (t— )
que tous les coefficients de ¢(#) appartiennent a3 D et puisque D Nk =W
(puisque WU est intégralement clos), ces coefficients appartiennent a W.
C.Q.F.D.
Du lemme 2 découle de maniére évidente le théoréme suivant.

THEOREME 4. — Soit W un anneau intégralement clos (dans son corps des
fractions) et soit QJk une extension algébrique du corps k. Pour qu’un élé-
ment a € Q soit entier sur W, il faut et il suffit que tous les coefficients de son
polynéme minimal appartiennent a ..

EXERCICES

1. Un idéal A d’un anneau D est dit maximal si A # D et si tout idéal B conte-
nant A (i. e. tel que A < B < D) coincide soit avec A soit avec D. Démontrer
qu’un idéal A est maximal si et seulement ’anneau quotient D/A est un corps.

2. Démontrer que si un anneau O est intégralement clos, alors ’anneau O[t]

des polyndmes a coefficients dans D est aussi intégralement clos.

§ 5. — CARACTERES

Dans ce paragraphe, nous exposerons quelques notions relatives aux
caractéres des groupes abéliens finis et aux caractéres modulaires.

1) Structure des groupes abéliens finis

La structure des groupes abéliens finis quelconques est décrite par le
théoréme suivant (cf. par exemple M. Hall, Theory of groups, New York,
The MacMillan Company, 1959).

THEOREME 1. — Tout groupe abélien fini peut se représenter comme produit
direct de sous-groupes cycligues.

En accord avec les exercices 1 et 2, un groupe cyclique fini n’est pas décom-
posable .en produit direct de sous-groupes propres si et seulement si son
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ordre est une puissance d’un nombre premier. Par suite, si dans la décom-
position d’un groupe abélien fini quelconque G en produit direct,

G=A, X ... XA,

les facteurs cycliques A; ne sont pas décomposables, alors leurs ordres sont
des puissances de nombres premiers. La décomposition du groupe G en
produit direct n’est pas définie de maniére unique par ses facteurs non décom-
posables. Cependant, I’ensemble des ordres des facteurs non décomposa-
bles A; est défini de maniére unique par le groupe G. Ces ordres, qui sont
des puissances de nombres premiers, s’appellent les invariants du groupe
abélien fini. Le produit de tous les invariants d’un groupe donné est égal a
son ordre.

2) Caractéres des groupes abéliens finis

DEFINITION. — On appelle caractére d’un groupe abélien fini G tout
homomorphisme de G dans le groupe multiplicatif du corps des nombres
complexes.

Autrement dit, un caractére du groupe G est une fonction y sur G, a
valeurs complexes, ne s’annulant pas, et telle que

x(x) = 2(x) x(») M)
pour x, ye G.
Puisque pour tout homomorphisme de groupe, I’élément unité a pour
image I'unité, alors y(1) = 1; si I’élément x € G est d’ordre k, alors

) = x(x) =1, @

i. e. y(x) est une racine ki*me de 1. Si m est le plus grand des ordres des
éléments du groupe G, alors, d’aprés ’exercice 3, ’ordre de tout élément
de G est un diviseur de m. Toute valeur y(x) est donc une racine d’ordre m
de 1 et par suite on peut définir les caractéres comme les homomorphismes
de G dans le groupe des racines mi¢mes de 1.

Représentons le groupe G comme un produit direct de sous-groupes
cycliques :

G={a}x ... x {a}.
Puisque tout élément x € G peut s’écrire sous la forme

x=d*. .. a5, €))

alors, d’aprés (1),

x(x) = x@)* ... y(a)*;

BOREVITCH 30
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ainsi, le caractére y est complétement déterminé par les valeurs y(ay), ..., x(as)-
Si a; est d’ordre m;, d’aprés (2), y(a;) est une racine d’ordre m; de 1. Réci-
proquement, choisissons pour tout i = 1, ..., s une racine quelconque ¢;
d’ordre m; de 1 et pour tout élément x € G représenté sous la forme (3),
posons

X)) = el @

11 est facile de voir que la valeur (4) ne dépend pas du choix des exposants k;
dans la décomposition (3) (chaque exposant £ est défini modulo m;) et
que la fonction y ainsi définie sur G satisfait a la condition (1) et par suite
est un caractére du groupe G. On peut choisir la racine ; de m; maniéres et
par suite nous avons 1, ... m;, fonctions y distinctes du type (4). Ceci
démontre le théoréme suivant.

THEOREME 2. — Le nombre des caractéres d’un groupe abélien fini est égal
a son ordre.

Définissons la multiplication des caractéres. Pour deux caracteres yx et '
du groupe G, posons

)@ =x®)x(x), xeG.

11 est évident que la fonction yx' est encore un caractére du groupe G. Le
caractére ¥, tel que xo(x) = 1 pour tout x € G est appelé caractére unité.
11 est clair que yx, = x pour tout caractére x. Si pour tout caractére y du
groupe G nous posons

1x) = 7(x), xeG

(x(®) est le nombre complexe conjugué de x(x)), alors la fonction y ainsi

définie est un caractére du groupe G tel que xy = xo. Puisque la multipli-
cation des caractéres est associative, ’ensemble de tous les caractéres forme
un groupe pour la multiplication ci-dessus.

Soit G = { a } un groupe cyclique d’ordre m et soit ¢ une racine primitive
d’ordre m de 1 fixée. Désignons par y le caractére du groupe G tel que

x@=¢  (d’ou x(@") =)

Puisque y’(a) = ', les caractéres yo = x™, % X% ..., ™ ! sont deux a
deux distincts et par suite épuisent tout le groupe des caractéres du groupe G.
Ainsi, nous voyons que le groupe des caractéres d’un groupe cyclique fini
est aussi cyclique. Dans le cas général, on peut facilement démontrer le
théoréme suivant : tout groupe abélien fini est isomorphe au groupe de ses
caractéres.

Dans un groupe abélien G d’ordre n, considérons un sous-groupe H
d’ordre m. Si on considére la restriction 3 H d’un caractére du groupe G,

APPENDICE ALGEBRIQUE 467

il est clair que cette fonction est un caractére du groupe H; désignons-le

pari)z. Il est clair que ’applicationy — ;(\est un homomorphisme du groupe X
des caractéres du groupe G dans le groupe Y des caractéres du sous-
groupe H; soit A son noyau. Les caractéres y € A sont caractérisés par le
fait que x(z) = 1 pour tout z € H. Si y € A et x, x’ appartiennent 4 la méme
classe résiduelle de G selon H, il est clair que y(x) = x(x'). Posant x(x)=x(x),
% € A et x classe résiduelle de x dans G selon H, nous avons une fonction x
sur le groupe quotient G/H et cette fonction est un caractére du groupe G/H.

Réciproquement, si £ est un caractére quelconque du groupe quotient G/H,
posant

1%) = (), x€G,

nous obtenons un caractére y € A tel que x = . Puisque par I’application
x — ¥, (x € A), a des caractéres distincts de A correspondent des caractéres
distincts du groupe G/H, nous avons établi que le nombre de caractéres y
de A est égal au nombre de caractéres du groupe G/H, i. e. égal é’% (théo-~
réme 2). Mais, dans ce cas, I’image du groupe X par I’homomorphisme
~ n .

¥ —> x (du groupe X dans le groupe Y) est d’ordre » : n=m et puisque,
d’aprés le théoréme 2, le groupe Y est aussi d’ordre m, alors cette image
est égale 4 Y. Cela signifie que tout caractére du groupe H est de la forme/i
pour un certain caractére 3 du groupe G. 1l est clair que le nombre des
caractéres y, € X qui induisent le méme caractére sur H est égal & % = (G :H).
Ceci démontre le théoréme suivant :

THEOREME 3. — Soit G un groupe abélien fini et H un sous-groupe. Tout

caractére du groupe H est prolongeable en un caractére du groupe G et le
nombre de ces prolongements est égal a lindice (G : H).

COROLLAIRE 1. — Si x est un élément de G différent de I'unité, il existe
un caractére y, du groupe G tel que y(x) # 1.

En effet, considérons le groupe cyclique { x } = H. Puisque son ordre
est > 1, alors il existe un caractére ' sur H différent du caractére unité et
donc tel que y'(x) # 1. Prolongeant y’ en un caractére de groupe G, nous
obtenons ainsi le caractére y demandé.

COROLLAIRE 2. — Si un élément x € G n’appartient pas a un sous-groupe H,
alors il existe un caractére y, du groupe G tel que y(x) # 1 et y(z) = 1 pour
tout ze H.

En effet, on peut prolonger le caractére unité du groupe H en un carac-
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tére différent du caractére unité du sous-groupe { x, H }, qui se prolonge
3 son tour en un caractére du groupe G.
Ftablissons maintenant quelques relations. Si x, est le caractére unité,

alors yo(x) = 1 pour tout x € G et par suite Z Yo(X) = n, ol n est ’ordre

xeG
du groupe G. Supposons que le caractére y est différent de y,, i. e. x(z) # 1
pour un certain z € G. Si x parcourt tous les éléments du groupe G, zx par-

court aussi tous les éléments de G; posant S = Z x(x), nous aurons donc
xcG

Puisque x(z) # 1, cette égalité n’est possible que si S = 0. Ainsi nous avons
établi la formule :
no si oy=1x
Suw=1 . " )
0 si x# x.
xeG
La valeur de chaque caractére sur 1’élément unité du groupe est égale a 1

et par suite Zx(l) =n (y parcourt ici tous les caractéres du groupe G).
X

Posons T = Z x(x). D’aprés le corollaire 1 du théoréme 3, il existe un carac-

%
tére y’ tel que x'(x) # 1 (si x # 1). Le produit ¢y parcourt en méme temps
que y tous les caractéres du groupe G, d’ou

T=>GnM= D16 1) =1,

et puisque x'(x) # 1, on a T = 0. On a donc établi la formule
n si x=1
= i 6
21 go i ox# L ®
%X
3) Caractéres modulaires

Pour tout nombre entier naturel m, désignons par G,, le groupe multi-
plicatif des classes résiduelles modulo m des entiers rationnels relativement
premiers avec m. Nous désignerons par a la classe résiduelle de ¢ modulo m.

A tout caractére y du groupe G,,, nous pouvons associer la fonction x*
définie sur I’ensemble des nombres a premiers avec m par la formule

x*@ = x(a)-
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Prolongeons cette fonction x* a ’ensemble de tous les entiers rationnels
en posant y*(a) = 0 si a et m ne sont pas premiers entre eux. La fonction y*
ainsi définie (sur I’ensemble des entiers rationnels) est appelée un caractére
modulaire modulo m. Dans la suite, nous désignerons y* par la méme lettre y
que le caractére du groupe G,, qui I’engendre. 11 est clair que des caractéres
distincts du groupe G,, engendrent des caractéres modulaires distincts et
par suite le nombre de caractéres modulaires modulo m est égal a o(m).

De cette définition découlent facilement les propriétés suivantes des carac-
téres modulaires :

1° pour tout entier rationnel q, la valeur y(a) est un nombre complexe
et y(a) # 0 si et seulement si a est relativement premier avec m;

20si @ = a' (mod m), alors y(a) = y(a');

3¢ pour tout couple d’entiers rationnels a et b, on a y{ab) = x(a) x(b).

Montrons que les caractéres modulaires sont entiérement caractérisés par
ces trois propriétés. En effet, soit v une fonction satisfaisant aux condi-
tions 19, 20 et 3°, Pour toute classe a€ G, (a, m) = 1, posons y(a) = n(a);
d’aprés 29, la valeur y(a) ne dépend pas du choix du représentant a et est
différente de 0 d’aprés 1°. En outre, si (@, m) = 1 et (b, m) = 1, on a, d’aprés
la condition 3°, '

x(ab) = y(ab) = n(ab) = n(a) #(b) = x(@) x().

Ainsi, y est un caractére du groupe G,, et le caractére x* qu’il engendre
coincide avec la fonction .

Soit m' un entier naturel divisible par m. Nous pouvons associer a tout
caractére y, modulo m un certain caractére 3’ modulo m’ : si a est relative-
ment premier & m’ (et par suite aussi & m), posons x'(a) = y(a); si(a, m") > 1,
posons y'(a) = 0. La fonction numérique ¥’ satisfait aux trois conditions 19,
20 et 30 et par suite est un caractére modulaire modulo m’. Nous dirons que
le caractére y’ est induit par le caractére y.

DEFINITION. — Soit y un caractére modulaire modulo m. S’il existe un
diviseur propre d du nombre m et un caractére y, modulo d qui induit y, on
dit que le caractére y, est non primitif. Dans le cas contraire, il est dit primitif.

THEOREME 4. — Pour qu’un caractére y modulo m soit primitif, il faut et
il suffit que pour tout diviseur propre d du nombre m il existe un nombre x,
x =1 (mod d), (x, m) = 1 tel que y(x) # 1.

DEMONSTRATION. — Si le caractére y est non primitif, il est induit par un
caractére y, modulo d, ol d est un diviseur propre de m. Ainsi, pour tout x
relativement premier avec m, on a x(x) = y:(x); si de plus x =1 (mod d),
alors y(x) = 7:(x) = 1. Réciproquement, supposons que pour un certain
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diviseur propre d du nombre m on ait y(x) = 1 pour tout x tel que x =1
(mod d) et (x, m) = 1. Pour tout a relativement premier 4 d, on peut trouver
a’ tel que (@', m) =1 et @’ = a (mod d). Posons

(@ = x(@).

La valeur y,(a) est indépendante du choix de a'. En effet, sia’ = a” (mod d),
(a", m) = 1, alors " = xa’ (mod m) pour un certain x relativement premier
avec m. Puisque x =1 (mod d), on a donc par hypothése x(x) = 1, d’ou
x(@") = x(x) (@) =x(@). Posant de plus y,(a) = 0 si (a, d) # 1, nous
obtenons une fonction numérique y; qui est un caractére modulaire modulo d.
Puisque x.(a) = x(a) pour (a, m) = 1, y est induit par le caractére y,. Cela
termine la démonstration du théoréme 4.

EXERCICES

1. Mor}trer qu’un groupe cyclique fini dont I’ordre est une puissance d’un nom-
bre premier n’est pas décomposable en produit direct de sous-groupes propres,

2. Supposons que ’ordre d’un groupe cyclique fini G est égal au produit de
d(;ux nombres premiers k et /. Montrons qu’on peut représenter G comme produit
direct de deux sous-groupes cycliques d’ordre k et /.

3. Soit @ un élément d’ordre maximum d’un groupe abélien fini G. Démontrer
que le sous-groupe cyclique { a } est facteur direct dans G.

‘_1. Soit k un entier naturel. Démontrer qu’un élément x d’un groupe abélien
fini G est la puissance kitme d’un élément de G si et seulement si on a xx) =0
pour tout caractére y du groupe G tel que yk = y, (), est le caractére unité).

5. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Numérotons ses éléments x,, .. ., X,
et ses caractéres g, ..., ), Démontrer que la matrice

(}z Xi(xj))i,j

6. Soient my, . . ., my, des entiers naturels premiers deux a deux et m = m, ... my.
Démontrer que pour tout caractére y, modulo m il existe des caractéres x; modulo m;
(i=1, ..., k), définis de maniére unique, tels que pour tout entier rationnel a
on ait 1’égalité '

est unitaire.

1@ = @ ... y@.

(Pour tout / le caractére y; est défini par 1’égalité y;(a) = y(a’), ol a’ est défini
par les congruences

a’ =a (mod m,), a =1 (mod ﬂ))
m;

7. Sous les hypothéses de 1’exercice 6, montrer que si le caractére y modulo m
est primitif, alors, pour tout i = 1, ..., k, le caractére y; modulo m; est aussi
primitif.

8. Soient d, et d, des diviseurs d’un nombre entier naturel m et d = d,d,. Démon-
trer que si un caractére y modulo m est induit par un certain caractére modulo d;
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et est induit par un certain caractére modulo d,, alors il est induit aussi par un
caractére modulo d.

9. Montrer que tout caractére y modulo m est induit par un caractére primitif
modulo f, défini de maniére unique (f est un diviseur de m). Le nombre f est
appelé le conducteur du caractére .

10. Démontrer que le nombre des caractéres primitifs modulo m est égal a

> wde(5)

dim

(d parcourt tous les diviseurs du nombre m; p est la fonction de Moébius; ¢ est
la fonction d’Euler).

11. Démontrer qu’il existe des caractéres primitifs modulo m si et seulement si m
est soit impair soit divisible par 4.

12. Soit F I'espace vectoriel sur le corps des nombres complexes formé des
fonctions f définies sur un groupe abélien G, a4 valeurs complexes f(s), s €G.
Pour tout élément w € G, désignons par T, ’opérateur de translation défini par
la formule (T, f) (¢) = f (wo). Démontrer que tous les caractéres y du groupe G
sont des vecteurs propres des opérateurs T,,. Quelles sont les valeurs propres cor-
respondantes ?

13. Conservant les notations de 1’exercice précédent, considérons, pour une
fonction fixée f€ F, la matrice carrée

A = (/1 [C) M

ol o et T parcourent tous les éléments du groupe G disposés dans un certain ordre.
Démontrer que le déterminant de cette matrice est égal a

[ 1S reme)

(o parcourt tous les éléments et y tous les caractéres du groupe G).
Indication. — La matrice A est la matrice de "opérateur

T= Z f(@)To

par rapport 4 la base formée par les fonctions L, telles que
1 pour o=~
Lo(@) = % 0 pour o#r

Trouver les valeurs propres de ’opérateur T.

14. Démontrer la formule de I’exercice 13 en considérant le déterminant du
produit de la matrice (x()),,c par la matrice A.
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