FORMES MODULAIRES, COURBES ELLIPTIQUES
ET NOMBRES p-ADIQUES

(groupe de lecture a ’'Ecole Normale Supérieure de Lyon

e-mail : panchish@ujf-grenoble.fr,
FAX: 33 (0) 4 76 51 44 78)

Plusieurs niveaux de lecture sont possibles. J’ai signalé avec une * ce qui peut étre sauté en premiére
lecture.



Résumé

Le sujet du présent groupe de lécture est centré sur les formes modulaires et courbes ellip-
tiques. La théorie des formes modulaires est un moyen important pour résoudre des problémes de
théorie des nombres car les formes modulaires représentent des fonctions génératrices de fonctions
arithmétiques. Un exemple célébre provient de la preuve de A.Wiles du Théoréme de Fermat et de
la Conjecture de Taniyama-Weil, o la fonction génératrice est associée au comptage du nombre
de points d’une courbe elliptique sur un corps fini.

On va utiliser quelques notions de 'analyse complexe (fonctions holomorphes), et de la théorie
de Galois (introduites au fr et & mesure dans les cours "Fonctions holomorphes" et "Algébre 2").

Une grande partie de travail est consacré a la théorie complexe des courbes elliptiques, des
fonctions double-périodiques et les notions de surfaces de Riemann. Des exemples d’application
sont développées utilisant une version accéssible du théoréme de Riemann-Roch. Du point de vue
algorithmique, les espaces des formes modulaires admettent des bases explicitement calculables,
ot ces bases correspondent aux représentations galoisiennes (complexes ou p-adiques). Une telle
correspondance est fournie par les fonctions zeta. En conclusion vers la fin du travail on envisage
faire la connaissance avec la théorie des fonctions zeta créée par Hecke.

On utilise comme prérequis les notions de groupe, d’homomorphisme, d’actions des groupes
sur un ensemble, ainsi que des généralités sur les anneaux factoriels, la classification des modules
de type fini sur les anneaux principaux, et en particulier, la structure des groupes abéliens de type
fini. Des applications des formes modulaires et des courbes elliptiques dans la théorie des nombres
serons étudier (aux sommes de carrés, aux partitions, aux sommes de Gauss, etc.)

Plusieurs niveaux de lecture sont possibles. J’ai signalé avec une * ce qui peut étre sauté en
premiére lecture.

Le travail est basé sur les ouvrages :

Serre J.—P., "Cours d’arithmétique", Paris 1970,

Yu.I. Manin et A.A.Panchishkin, "Introduction to Modern Number Theory", Encyclopaedia
of Mathematical Sciences, vol. 49 (2nd ed.), Springer-Verlag, 2005, 514 p.

Shimura Goro, "Introduction to arithmetic theory of automorphic functions", Princeton Uni-
versity Press, 1971.
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Lecon N°1

0 Introduction

Formes modulaires comme un moyen pour solution des problémes et pour les calculs en
théorie des nombres
On considére

les formes modulaires comme
1) certaines séries de puissances de la variable q :
oo

ol ¢ = exp(2miz),
z € $), et on considére
les fonctions L attachées

f= nz%anq" € Cl[g]] et comme L(f,5.%) Z (m)ann

n=1
. . p pour tout caractére de Dirichlet
2)  sur le demi-plan de Poincaré x: (Z/NZ)* = C.

H={2€C|Im z >0}

certaines fonctions holomorphes

Un exemple célébre : la fonction de Ramanujan 7(n)

La fonction A (de la variable 2)

]} ; ) (1) =1,7(2) = —24,
donnée par l’expression formelle 7(3) = 252, 7(4) = —1472
7(m)T(n) = 7(mn)

A=3700 T(n)g" for (n,m) =1,

o0 m IT(p )|§2p11/2
= ¢ (1= q™)* = g —24¢° +252¢° + - -- pre
(c’est une forme modulaire ( Ramanujan-Deligne) '
par rapport au groupe T' = SLy(Z)). pour tous les nombres premiers p .

A quoi servent les forms modulaires et leurs fonction zeta 7

Une procedure trés populaire en théorie des nombres est la suivante :
On calcul f via

On construit la fonction génératrice formes modulaires,

=0 ganq" - par exemple _, Un nombre
€ C[[¢]] d’une fonction arithmétique Zp (solution)
n — ay, par exemple a,, = p(n)
A
Exemple 1 [Chand70] :
(Hardy-Ramanujan) T T
Bonnes bases, Valeurs
p(n) = % finitude des dimensions, de fonctions L,
+O(emVEBm—172T) )33 ), beaucoup de relations périodes,
An =V 1724, et d’identitiés congruences, . ..

Autres exemples : Conjecture de Birch et de Swinnerton-Dyer, théoréme de Fermat-Wiles, voir
le livre [Ma-Pa] de Yu.I. MANIN et A.A.PANCHISHKIN, Introduction to Modern Number Theory,
Encyclopaedia of Mathematical Sciences, vol. 49 (2nd ed.), Springer-Verlag, 2005, valeurs de fonctions
L attachées aux formes modulaires, ...



Un calcul rapide de la fonction de Ramanujan

e 0 dk—1g4d
On pose hy := Zde_lq" = - ;. On montre que : A = (E} — E2)/1728 ou E4
n=1djn d=1

1+ 240hy et Eg = 1 — 504hg :

On utilise PARI-GP
(voir [BBBCQ], The PARI/GP number theory system), http://pari.math.u-bordeaux.fr

0 dkflqd
T B DA Dk
n=1 dn o 1-a

gp > h6=sum(d=1,20,d"5*q~d/(1-q~d)+0(q~20))
gp > h4=sum(d=1,20,d"3*q~d/(1-q~d)+0(q~20)
gp > Delta=((1+240%h4)~3-(1-504*h6)~2)/1728

q - 24%q~2 + 252%q~3 - 1472%q"4 + 4830%q~5 - 6048%q~6 - 16744%q"7T

+ 84480%q~8 - 113643%q~9 - 115920%q~10 + 534612%q~11

370944%q~12 - 577738%q~13 + 401856%q~14 + 1217160%q~15
987136%q~16 - 6905934%q~17+ 2727432%q~18 + 10661420%q~19 + 0(q~20)

+

Congruence de Ramanujan :

7(n) = Zdu mod 691 :
d|n
Vérification :

gp > h12=sum(n=1,20,n"11*q"n/(1-q"n)+0(q~20))

%9 = q + 2049%q~2 + 177148%q"3 + 4196353%q 4

+ 48828126%q~5 + 362976252xq~6 + 1977326744%q"7

+ 8594130945%q~8 + 31381236757*q~9 + 100048830174%q~10
+ 285311670612%q~11 + 743375541244%q~12

+ 1792160394038*q~13 + 4051542498456*%q~14 + 86498048
64648xq~15 + 17600780175361*q~16 + 34271896307634*q~17
+ 64300154115093%q~18 + 116490258898220*q~19 + 0(q~20)

—

gp > (Delta-h12)/691
%10 = -3%q~2 - 256%q~3 - 6075%q~4 - 70656%q"~5 - 525300%q~6
- 2861568%q~7 - 12437115%q~8 - 45414400%q~9
- 144788634%q~10 - 412896000%q~11 - 1075797268%q"12
2593575936%q~13 - 5863302600%q~14 - 12517805568%q"15
25471460475%q"16 - 49597544448%q 17
- 93053764671%q~18 - 168582124800%q~19 + 0(q~20)



Premiére partie
Espaces de formes modulaires

Espaces de formes modulaires. Formes modulaires avec caractéres de Dirichlet. Exemples et motiva-
tions d’étude des formes modulaires

Ce chapitre consiste en une premiére introduction a la théorie des formes modulaires, considérées
comme séries de Fourier ou comme fonctions de réseaux. Il a aussi pour objet de relier ces fonctions
avec les objets utilisés aujourd’hui en arithmétique. Sans trop insister pour le moment sur certaines
démonstrations, on s’est attaché & donner des exemples susceptibles de motiver les études plus appro-
fondies qui suivront.

Notations. §) - le demi-plan de Poincaré, ensemble des nombres complexes de partie imaginaire

strictement positive.

Z(@G) - le centre du groupe G.

GL(2, A) - le groupe des matrices carrées inversibles & coefficients dans un anneau commutatif A.
SL(2, A) - le sous-groupe de GL(2, A), le noyau du déterminant.

SO(2, R)-le sous-groupe des matrices orthogonales de SL(2,R).

1.1 Action de GL"(2,R) sur le demi-plan de Poincaré.

On définit GLT(2,R) comme le sous-groupe de GL(2,R) dont les éléments sont de déterminant
positif. Ce groupe opére naturellement & gauche sur $) par
az+b
cz+d

&

Cette opération est transitive. Comme espace homogéne de GLT(2,R), $ s’identifie au quotient
GL(2,R)/Z(SO(2,R)).

1.1.1. Lemme. Avec les notations ci-dessus, on a les deux identités

ab Im (= d det (y

A partir de I'opération & gauche définie ci-dessus, on obtient une opération a droite de GLT (2, R)
sur I’ensemble des applications de $ dans C qui est donnée par la formule :

Vf:H—=C, ¥y e GLT(2,R), Yz €9, (foy)(2) = f(y-2)

1.1.2. Lemme. Pour tout entier rationnel k, on définit une nouvelle action & droite de GL™ (2, R)
sur I'ensemble des applications de $) dans C en posant

(det 7)’“/2

Vf:H=C, Vye GL+(2,R)7 (fllc '7)(2) = m

f(y-2)



. . o . . (det ~)1/?
Démonstration. On commence par définir la fonction j par j(v,z) = ————

g cz+d
On a alors les identités : (’Zl 2 _ i(v,2)%
z
dviv2-2) . o dyye-z) dly-z) 2 . 2,
dz _.7(,)/1’}/272”) - d('}/Q Z) dz _.7(’}/1772 Z) .](7272:) )

(fle (=) =35(7,2)" - f(v - 2)
Pour cette raison la fonction j est appelée le facteur d’automorphie (associé a Uentier k).

1.1.3. Définition. Soient T' un sous-groupe d’indice fini de SL(2,Z) et k un entier rationnel. On
appelle ensemble des formes modulaires de poids k relativement au groupe I" I’ensemble des applications
f:$ — C ayant les trois propriétés (i) L’application f est holomorphe sur §; (ii) L’application f est

invariante par 'opération de I' associée & I’entier k, induite par I'opération a droite de GL™(2,R) sur
l’ensemble des applications de $) dans C. (iii) Pour tout o € SL(2,Z), il existe un entier naturel N (o)

tel que lapplication f admette un développement “régulier” de la forme (f|x 0)(2) = Z a(n, o)g/N@)
n>0
ou, comme d’habitude, on a posé ¢ = exp(2imz).

Dans la suite on désigne cet ensemble par M(k,T"); on 'appelle ’ensemble des formes modulaires
T'-invariantes de poids k.

Remarque. Il est clair que M(k,T") est un C-espace vectoriel.

Par ailleurs, si ’on se place dans le cas trés particulier ou T" est le groupe SL(2,Z), on obtient pour
toute fonction ayant les propriétés (i) et (ii) une fonction holomorphe sur $) qui est invariante par
Paction usuelle de SL(2,Z). En particulier le groupe SL(2,7Z) contient la matrice correspondant a la
translation de vecteur 1, soit T' = ((1) }), c’est-a-dire que I'application f est périodique de période 1.
De ce fait elle s’écrit comme famille sommable indiciée par Z en g = exp(2irz). La troisiéme assertion
de la définition stipule que f est une série entiére en ¢, ou encore que c’est une fonction holomorphe
au voisinage de oo, car lapplication z — exp(2irz) réalise une surjection holomorphe du demi-plan
de Poincaré sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 privé du point 0.

Lorsque T" est un sous-groupe d’indice fini de SL(2,Z), il existe un plus petit entier n, diviseur de
lindice de I' dans SL(2,Z), tel que T™ appartienne a I' et pour tout o € SL(2,Z), il existe un entier
N(o) tel que TN() appartienne & ¢T'c~'. On obtient ainsi la propriété périodique de période N (o).

1.1.4. Définition. Un élément de M(k,T") qui est nul & 'infini, c’est-a-dire dont le premier terme du
développement en série entiére en ¢ est nul, est appelé une forme parabolique de poids k relativement
a T'. Le sous-espace vectoriel des formes paraboliques de poids k relativement a ' est noté S(k,T).

On définit respectivement l’espace des formes modulaires relativement a I, M(T'), et son sous-
espace des formes paraboliques S(T") par

M(T) = P M(k,T) et ST) = P S(k,T)

keN keN

Ultérieurement on démontrera le théoréme de structure suivant pour ces espaces de fonctions

1.1.5. Théoréme. L’espaces M(I") et son sous-espace des formes paraboliques S(I') ont les propriétés
(i) Pour tout couple d’entiers rationnels (k,m) on a les inclusions :
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M(k,T) e M(m,T') C M(k+m,T)
S(k,T) e M(m,T) C S(k + m,T) (ii) Pour tout sous-groupe d’indice fini I' de SL(2,Z) et pour

tout entier rationnel k le C-espace vectoriel M(k,T") est de dimension finie. (iii) L’espace M(T") muni
de la multiplication ordinaire des fonctions est une C-algébre graduée de type fini. (iv) Dans le cas

particulier ou T est le groupe SL(2, Z), ’algébre graduée M(T') est Palgébre C[Gy4, Gg] ot G (t € 4,6)
est la série d’Eisenstein de poids ¢ qui engendre M (¢, T).

1.1.6. Caractéres de Dirichlet.

Ce paragraphe constitue d’abord un préliminaire & 'introduction des formes modulaires avec ca-
ractéres introduites dans le paragraphe suivant, ensuite une courte digression sur ’arithmétique. Bien
entendu son contenu sera considérablement développé par la suite.

Définition. Pour tout entier naturel N > 2, un caractére modulaire ou caractére de Dirichlet modulo
N est un homomorphisme x(Z/NZ)* — C* défini sur le groupe (Z/NZ)* des éléments inversibles de
Z/NZ et a valeurs dans C*, donc dans le groupe des racines ¢(N)-iémes de I'unité ou ¢ est la fonction
d’Euler. Par extension on nomme aussi caractére le relévement de y : (Z/NZ)* — C* sur Z nul sur les
entiers non premiers avec N. Un caractére de Dirichlet modulo N est dit primitif s’il ne se factorise
pas en un caractére de Dirichlet modulo un diviseur propre M de N.

Dans la suite de ce paragraphe, on se fixe un entier N > 2 et on désigne par Q une cloture
algébrique du corps Q des nombres rationnels. Le corps Q(N) des racines N-iémes de 1'unité inclus
dans est une extension galoisienne de Q dont le groupe de Galois est isomorphe au groupe (Z/NZ)*;
un isomorphisme est donné par Hy : a — ((y — (%), ol est (x une racine primitive N-iéme de
Punité arbitraire. A partir de 1a, a tout caractére de Dirichlet x : (Z/NZ)* — C* on associe une
représentation de dimension 1 sur C du groupe de Galois de Q sur Q, p, : Gal(Q/Q) — C* donnée par
Py = XO© Hg,l ory, oil, pour tout o € Gal(Q/Q), rn (o) est la restriction de o au corps cyclotomique
QW) La plus belle illustration de cet objet est

1.1.7. Théoréme de Kronecker-Weber. Soit p : Gal(Q/Q) — C* une représentation de dimension
1 et d’image finie du groupe de Galois de Q sur Q. Alors il existe un et un seul caractére primitif de
Dirichlet x tel que p = p,.

Remarque. Pour une démonstration, voir par exemple le livre de Cassels J.W. et Frolich A., ch. VIII.
1.1.8. Formes modulaires avec caractére

Définition. Soient I' un sous-groupe d’indice fini de SL(2,Z), et N > 2 un entier. On note respec-
tivement les sous-groupe de T' T'o(V) :{ (‘C‘Z) eI, ¢ =0 mod N} I (N) :{ (‘;Z) el, c=
OmodN&ablmodN}

Soient x un caractére de Dirichlet modulo N et k un entier rationnel. On désigne par M (T, x, N) le
sous C-espace vectoriel de M (I'1(N)) formé des formes f telles que

Vy = (ZZ) € Lo(N), flx~y=x(d)f.

On a une définition du méme type pour lespace Si(I', N, x) des formes paraboliques associées au
caractere x.
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1.1.9. Proposition. Pour tout sous-groupe d’indice fini I de SL(2,Z), le groupe I';1 (V) est un sous-
groupe invariant de T'g(N) et le groupe quotient est isomorphe & (Z/NZ)*. On a donc une représen-
tation linéaire naturelle de (Z/NZ)* dans My (N, x) qui se décompose en produit de représentations
irréductibles

1.1.10. Proposition. Pour tout entier naturel N > 2 et pour tout entier rationnel k& on a les égalités
suivantes sur les espaces de formes modulaires :

Mi(T1(N)) = @ M(N,x),  Sk(T1(N)) = P Sk(N, x)

ol la somme directe porte sur ’ensemble des caractéres modulo N. Pour tout caractére x modulo N,
Sk(N,x) = Mi(N,x) N Sk(I'1(N))

-1 0
0 -1

rationnel impair & on a Mg (T') = 0. De méme, pour tout caractére y modulo N et pour tout entier
rationnel k, espace My () est réduit a 0 si k n’est pas de la parité de x. Ceci est conséquence
immeédiate des définitions.

Remarques. Soit I" un sous groupe d’indice fini de SL(2,Z) contenant ( ) Pour tout entier

1.1.11*. Théoréme de Deligne-Serre. Soit f une forme modulaire parabolique primitive de poids
1 asociée a un caractére x modulo N impair. On désigne par Za( fyn)q" la série de Fourier de
n>1
f. Alors il existe une représentation irréductible de degré 2 py : Gal(Q/Q) — C? telle que la série
L(pys,s) d’Artin coincide avec la transformée de Mellin de la fonction f. En d’autres termes on a
Lips )= Y alfim)n~.
n>1

Réciproquement, soit p : Gal(Q/Q) — C? une représentation irréductible de Gal(Q/Q) qui soit d’image
finie. Sous la condition que la conjecture d’Artin soit vraie, c’est-a-dire que la fonction L d’Artin
associée soit holomorphe sur C, il existe une forme modulaire f, parabolique de poids 1 et primitive,
associée & un caractére x telle que p = py.

1.1.12. Sommes des carrés, séries théta et formes modulaires.

Lagrange a trouvé que tout entier strictement positif est une somme de quatre carrés. Un résultat
plus difficile di & Gauss dit que tout b > 0 est une somme de trois entiers carrés ssi il n’est pas de la
forme 4%(81 — 1), k,l € Z. On peut déduire le théoréme de Lagrange de ce résultat (cf. [Sell).

On pose

re(n) = Card{(ny,...,n) €Z* | n? +--- +n} =n}. (1)

Par exemple, 75(5) = 8, en donnant une liste des solutions. Il existe beaucoup de formules explicites
pour cette fonction arithmeétique. En particulier, la grande partie d’eux provient de la formule classique
de Jacobi (voir [Ma-Pal, p.29) :

SZd, si n est impair,
d|n
ra(n) = § 24 Z d, si n estpair.
d|n
d=1(2)
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La preuve est basée sur une étude de la fonction génératrice pour la suite rg(n), c’est-a-dire, que la
série

(oo}

Z Tk(n)qn — Z qnf+n§+...ni _ O(T)k

n=0 (n1,...,nk)EZ*
ou

9(7’) _ anz’ q= eQTFiT.

nez

Cette fonction théta est une fonction holomorphe sur le demi plan complexe $ = {7 € C | Im () > 0}.
Elle posséde beaucoup de propriétés analytiques remarquables, exprimant le fait que la fonction 6%(7)
est une forme modulaire de poids 2 par rapport au groupe I'g(4) ou

FO(N):{@ Z) € SL(2,7)

N|c} . 2)

This means that the holomorphic differential §*(7)d7 is invariant with respect to the substitutions

7+ (a7 + b)(cT + d)~! for every matrix (Z Z) in T'y(4).

1.1.13. Définition. Soit m un entier strictement positif. Une forme quadratique @ & m variables sera
dite entiére si sa matrice est de la forme (1/2)A ou A est une matrice carrée symétrique d’ordre m a
coefficients entiers dont les éléments diagonaux sont pairs. Etant donnée une telle forme quadratique,
pour tout enier n on désigne par A(n,@Q) le nombre de solutions en entiers rationnels de I’équation
Q(z) = n. On appelle alors niveau de @ le plus petit entier N tel que la forme quadratique de matrice
(1/2N)A~1! soit une forme quadratique entiére.

1.1.14. Définition. Soient m = 2k un entier strictement positif pair et ) une forme quadratique défi-
nie positive et entiére & m variables. On appelle fonction theta associée a cette forme quadratique la

o0

fonction dont le développement en série de Fourier est de la forme ©(q) = Z A(Q,n)q" = Z ¢
n=0 rcZ2k

otl la derniére somme porte sur tout les points du réseau Z2*.

1.1.15. Proposition. Soit () une forme quadratique entiére et définie positive de niveau N. Soient A
le discriminant de @ et ea le symbole de Legendre associé & A. Alors la fonction theta de @ appartient
a lespace My (SL(2,Z), x, N).

Remarques. Pour une preuve, voir par exemple [Miy], [Schoeneberg].
Dans le cas N = 1 il est facile & démontrer cette proposition (voir [Sel] , p.172. Car le groupe
SLo(Z) est engendré par les matrices élémentaires entiéres, on peut choisir S = (2 _01) et T'= ((1) })
o0
en tant qu’'un systéme de générateurs de SLy(Z). Evidemment, la série O¢g(z) = ZA(Q,n)q” est
n=0
invariante par raport a T, et ce qu’il reste & vérifier dans ce cas est le fait que O¢(52) = zF0q(2).

1.1.16*. Exemple. Cet exemple est une illustration du théoréme de Deligne-Serre. On considére la
forme quadratique binaire de discriminant 23, Q(x,y) = 22 + 23y2. La fonction theta de cette forme
quadratique est une forme modulaire de poids 1 associée au symbole de Legendre e93. Ecrivant le

o0
développement de Fourier de cette fonction sous la forme O(q) = Z A(Q,n)q", il résulte du théoréeme
n=0
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de Deligne-Serre qu’il existe une représentation irréductible de degré 2 p : Gal(Q/Q) — GLy(C) telle
que pour tout nombre premier p et tout idéal m au dessus de (p) on ait

a(p) = Tr(ps(Fr(m)))

L’anneau des entiers de Q(v/—23) n’est pas principal. Son groupe des classes est cyclique d’ordre
3, engendré par I'idéal premier m engendré par 2 et w. On a dans cet anneau d’entiers (2) = mr’.
Soit H l’extension maximale non ramifiée ou corps de classe de Hilbert de Q(v/—23). Le corps H est
cyclique de degré 3 sur Q(v/—23) et admet comme groupe de Galois sur Q le groupe Ss3. L’'image de la
représentation p : Gal(Q/Q) — GLy(C) est un sous-groupe de GL(2,C) isomorphe & S3 et son noyau
est Gal(Q/H). Le groupe image de la représentation p est un groupe conjugué du groupe de matrices

engendré par { (\_/%g ﬁg) ) ((1) —01

dont I'image est triviale, 0 pour les éléments dont 'image est d’ordre 2 et —1 dont 'image est d’ordre
3. On a en général a(p) < 2, et a(p) = 2 si et seulement si 'idéal (p) est décomposé dans H en deux
idéaux principaux, c’est-a-dire si et seulement si la représentation cherchée est triviale sur le Frobenius
d’un idéal 7 au-dessus de (p).

On peut enfin montrer, que la densité arithmétique de ’ensemble des nombres premiers représentés
par la forme Q(x,y) est égale & 1/6. (Et pourtant les deux premiers de ces nombres sont 59 et 101!).

)} Les valeurs possible des traces sont donc 2 pour les éléments

On considére la fonction fa3(2) = ¢ H (1 — ¢™)(1 — ¢**™). Cette fonction s’écrit aussi sous la
m>0

1
forme fo3(2) = { Zq”2+m”+6m2 — Zq2n2+m"+3m2} = Za(n)q". C’est une forme parabolique
m,n

2
m,n
de poids 1 associée au caractére de Legendre ea3.
Par ailleurs, la fonction f dont le développement de Fourier est

f)= Y ¢ =3 a@n)g"

(z,y)€Z? n20

n

n’est pas une forme parabolique puisque son terme constant est 1. Cependant on a le

1.1.17*. Lemme. Avec les notations ci-dessus, pour tout nombre premier p le nombre a(Q, p) est non
nul si et seulement si le nombre a(p) est non nul.

Démonstration. Il est clair que a(Q,p) est non nul si et seulement si le nombre premier p est
représenté par la forme quadratique 22 + 2332, c’est-a-dire si et seulement si p est une norme sur Q
d’un élément de Z[/—23]. Or le discriminant —23 de Q(v/—23) est congru & 1 modulo 4. Une Z-base
de lanneau des entiers de Q(1/—23) est donc 1,w avec w = HT‘/*T?’ La norme de z + wy est alors
{2z +y)? + 23y%} = 2% + 2y + 6y,

Si a(p) est non nul, alors p est représentable sous la forme m? + mn + 6n? avec m et n entier, ce
qui implique m impair et n pair, m = 2z + 1 et n = 2y, et p est la norme de U'entier 2z 4+ y + y/—23
et on conclut que a(Q,p) > 0.

Réciproquement, il suffit de montrer que si p est un nombre premier impair tel que a(Q,p) soit
strictement positif, alors p est représenté sur par la forme quadratique 2z2 + zy + 3y? mais ne 'est pas
par la forme s% + st 4 6t2. Si p était représenté par cette derniére forme, alors p et 2p le seraient tous
deux par la forme 222 + 2y +3y?, ce qui impliquerait que 2 serait représenté sur par la forme u? +23v2.
Il existerait trois nombres entiers rationnels (a,b,c) premiers entre eux dans leur ensemble tels que
2¢? = a® + 23b%. On aurait a impair, puis b impair, a® 4+ 23b% congru & 2 modulo 8 et ¢ impair. On
aurait alors 2¢? congru & 2 modulo 16 et a? 4 23b2 congru & 0 ou 8 modulo 16, d’ou la contradiction.
Une autre fagon de dire la méme chose est que —23 est un carré dans Qo, le complété de Q pour la
valuation dyadique, donc que Q(v/—23) se plonge dans Q9, donc que 2, qui n’est pas un carré, n’est
pas une norme.
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1.2. Motivations : la fonction 7 de Ramanujan et son contexte.

Comme son titre veut 'indiquer, ce cours traitera des formes modulaires et de leur application &
I’étude des courbes elliptiques. L’idée de ce chapitre initial est de se promener un peu dans le jardin
de I'arithmétique en se laissant conduire par I’exemple séduisant des propriétés de la fonction 7 de
Ramanujan.

Cet exemple célébre commence par la définition d’une premiére forme modulaire associée a la série
génératrice de la fonction 7 on commence par considérer la série obtenue comme développement en
série entiére du produit infini

q H (1- qm)24 = Z 7(n)qg" =q— 24¢% + 252¢° — 1472¢* + - - -

m>1 n>1
Posant ¢ = exp(2imz) pour z appartenant au demi-plan de Poincaré = {z € C | Im(z) > 0}, on

réalise une surjection ¢ : $§ — D(0,1)\{0}, holomorphe sur $), & valeurs dans le disque unité ouvert
privé de son centre.

On définit la fonction A : ) — C, holomorphe sur §), par ’écriture :

A(z) =As(g)=q [J 1 =™

m>1
Cette fonction est une forme modulaire. Elle a les propriétés remarquables suivantes :

1.2.1 Automorphie. Le groupe SL(2,Z) des matrices carrées d’ordre 2 A coefficients entiers rationnels
et de déterminant 1 opére sur le demi-plan de Poincaré par

ab Haz—&—b
cd)’” cz+d

11
Le groupe SL(2,Z) est engendré par les deux matrices (O 1) et (0 _1) Pour s’en rendre compte

10

on peut utiliser I’algorithme de la division euclidienne sur le couple (a,b) et des produits par une
puissance de S, laquelle est d’ordre 4.

La propriété d’automorphie s’énonce sous la forme

vy = (ZZ) € SL(2,Z), ¥z € = Aly-2) = (cz + d)?Al2).

Remarques. Il est parfois utile de se servir de la convention d’écriture suivante. Pour tout vy €
SL(2,Z), et pour tout z € §, on a

y = (i Z) = d(y-2) = (cz+d)2dz

On peut dire formellement que A(z)(dz)® est invariante par I'action de SL(2,Z).

1.2.2. Multiplicativité. La fonction 7 de Ramanujan est multiplicative au sens suivant [dans la
formule ci-dessous et dorénavant, P désigne ’ensemble des nombres premiers] :
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Ym € N*, V¥n € N*, (m,n) =1= 7(mn) =7(m) - 7(n);

VpeP, ¥r e N*, 7(p"t) = 7(p")7(p) —p'7(p");

Vm € N*, Vn € N*, 7(m)7(n) = Z d" r(mn/d?).

d|(m,n)

Cette derniére formule fut conjecturée par Ramanujan puis démontrée par Mordell et Hecke. 11 se peut
qu’il n’existe pas de preuve “élémentaire” au sens de l'arithmétique de Godel de cette formule. I en
est ici comme de la démonstration hautement “non-élémentaire” de la preuve de I’énoncé de Fermat
que Wiles a donnée en 1994 [laquelle utilise des fonctions modulaires, de ’analyse p-adique, la théorie

des déformations des représentations galoisiennes, de la géométrie algébrique, la théorie des faisceaux
étales ...].

Une interprétation commode de la formule générale de Ramanujan & partir de la précédente repose
sur 'utilisation de la série de Dirichlet formelle associée a la fonction 7 :

L(A,s) = Z T(n)n™° = H (1—7(p)p—* +p11—25)—1.

n>1 peP

Cette série est analogue a la série de Dirichlet de la fonction zeta de Riemann,

)= =[[-p)"

n>1 peP

ou l'égalité résulte simplement de ’existence et de 'unicité de la décomposition primaire de tout entier

naturel non nul.

De méme dans le cas de la fonction 7 de Ramanujan, on a 1’égalité

3 st = T Z o)

n>1 peP \r>0

et on vérifie 'identité résultant de la seconde formule ci-dessus :

(1—7(p)p~* +p11_25)-<27(pr)p_”> =1

r>0

1.2.3*. Estimations. La propriété ci-aprés, conjecturée initialement par Ramanujan, fut prouvée par
Deligne :

¥p € P, |r(p)| < 2p'!/2.
Cette propriété est équivalente a la négativité stricte du discriminant du polynéme du second degré
X? — 1(p)X + p'', ceci pour tout nombre premier p. Pour p fixé, soient a, et (3, les zéros complexes
conjugués de ce polynome. La formule de multiplicativité ci-dessus implique I’identité entre fractions
rationnelles et série formelle :

1 1 T T

r>0
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T T
On en déduit pour tout r > 1 la relation 7(p") = Zagﬁ;*j = Zaﬁj”pll(“]‘). Le module de «,
j=0 Jj=0

11/2

est p* '/, ce qui implique la majoration

[7(p")| < (r+ 1)p't/2,

Appliquant la formule générale de Ramanujan, on obtient I’estimation

Vn € N*, |7(n)| < oo(n)n'/? = O(n'2 +°)
ol 0y(n), le nombre des diviseurs de n, est O(In(n)) = O(n®) pour tout £ > 0.

On en conclut en particulier que la série L(A, s) définit une fonction holomorphe dans le demi-plan
Re(s) > 13/2.

1.2.4. Equation fonctionnelle de L(A, s). On définit la fonction L*(A, s) par la formule L*(A, s) =
(2m)~°T'(s)L(A, s). Cette fonction, d’une part se prolonge en une fonction holomorphe sur C tout
entier, d’autre part satisfait & ’équation fonctionnelle L*(A,12 — s) = L*(A, s). Cette relation fonc-
tionnelle peut étre comparée avec ’équation fonctionnelle de la fonction ((s) de Riemann :

¢*(s) =7 */*T(s/2)¢(s) = C(1 — s).

1.2.5. Lien avec les partitions d’entiers. On appelle partition d’un entier n une séquence croissante
d’entiers naturels non nuls dont la somme est n. On désigne par p : N — N la fonction nombre de
partitions, avec p(0) = 1. La série génératrice de la fonction p : N — N est obtenue a partir d’un

produit infini Z p(n) X" = H (1 — X™)~!. La série entiére correspondante est convergente dans le
n>0 m>1
disque unité ouvert. On obtient donc une fonction holomorphe sur §), f : $$ — C en posant

fl)=> pm)g" = J[a-q¢™m"

n>0 m>1

On a évidemment A(q) = q(f(¢))~2* ce qui établit le lien entre la fonction de partition et la fonction

7 de Ramanujan. En utilisant les propriétés d’automorphie 1.2.1, Hardy et Ramanujan ont démontré

Pestimation de p(n)
(1 1 _exp(K - A(n))
w0 =13+ () 5
ot A(n) = \/n— 1 et K =m\/2/3.

1.2.6. Congruences de Ramanujan. Pour tout nombre premier p différent de 691 on a la relation de
congruence 7(p) = 1+p'tmod 691, d’oit on déduit d’aprés la relation de multiplicativité, en raisonnant
par récurrence sur 7, la relation de congruence

r+1

" =7 (p")1(p) — ptr(pt ) = anjmod 691,
j=0

7(p
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puis la relation de congruence plus générale :

VneZt, 7(n) = Zdnmod 691.
d|n

Serre donne de cette relation de congruence une interprétation dans le cadre de la théorie de
Galois. Soit Q une cloture algébrique de Q. Soient p un nombre premier différent de 691 et p un idéal
premier au-dessus de (p) dans ’anneau O des entiers de Q. Soient G, et I, les sous-groupes du groupe
G = Gal(Q/Q) respectivement définis par

Gy={ceG|op=p}letl,={c€G|VxeO, or=xmodp}.

Le groupe G, s’identifie au groupe de Galois de la cloture algébrique @p du corps Q, des nombres
p-adiques, tandis que le groupe I, s’identifie au groupe de Galois de la cléture algébrique du corps fini
F,.

Serre a conjecturé, et Deligne a démontré, que pour tout nombre premier [, il existe une re-
présentation galoisienne p; : G — GL(2,7Z;) telle que pour tout nombre premier p différent de I,
d’une part le groupe I, agit trivialement (on dit que la représentation p; est non ramifiée en p),
d’autre part on a det(Id—p;(Frp) - X) = 1+ 7(p)X + p*' X2. Dans le cas | = 691 on a la congruence

p(FWb)zz(%1I>1nod691,dbﬂ7{p)z]x+p15nod69L
1.2.7*. Formules de Manin. En partant de la démonstration des congruences de Ramanujan décrites
plus haut, et en utilisant la théorie des symboles modulaires, Manin a démontré des formules qui
permettent de calculer les 7(n) beaucoup plus rapidement que par le biais du produit infini. Ces
formules sont les suivantes :

691 691
7(n) = o11(n) — Z (18(A852 — A%5®) + ?(A654 _ A456)>;
*(n)
7(n) = o11(n) — % > AP (AT - 5%)°

ou o11(n) = Zdn et la somme ci-dessus porte sur toute les décompositions “admissibbles” n =
d|n
AA + 64 ie.

{(A,(S)’nzAA’—!—(S(S’, A>6>0, A'>§ >0, ou

’ n , 1)
= — = — < =,
A|n, A y 0 0, 0< }

—_

Cette formule nous donne une autre démonstration de la congruence de Ramanujan ci-dessus.
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Lecon N°2 LIEN AVEC LA THEORIE DE REPRESENTATION. DEFINI-

TION GEOMETRIQUE DES FORMES MODULAIRES COMMES FONCTIONS
DE RESEAUX.

1.3. Lien entre formes modulaires et représentations

Formes modulaires (plus généralement, formes automorphes) sont certaines fonctions sur les groupes
réductifs réels G(R) (ou sur les espaces symétriques G(R)/K - Z associés, K étant un sous—groupe
maximal compact, Z le centre de G(R)). Ces fonctions sont des objets d’analyse, mais il arrive qu’ils
sont étroitement liées aux a) équations diophantiennes ("schémas arithmétiques"), et aux b) repré-
sentations galoisiennes. On peut établir un lien entre ces trois types d’objets a ’aide des fonctions L
correspondantes.

On revient a la caractérisation initiale de $) comme quotient
GLT(2,R)/Z(SO(2,R)).

Toute matrice g € SL(2,R) peut se décomposer sous la forme

ab a fB cos O —sin 0
‘- (0d> _€<0041) (Sin9 c089>’ e€{-L1} a>0,0€[0n]

On explicite cette décomposition sous la forme : si ¢ = 0, alors € = sign(a), « = 1, § = b-sign(a), § =0

sic#0,alors e = sign(c),a = (2 +d?*) =2, § = Arccos(e-d- (2 +d?)~'/?) et B = (ac+bd)(c2+d>)~1/?

Sion pose y = (¢ +d*) ™! et x = (ac+bd) -y, c’est-a-dire o = \/y et x = 3,/y, on obtient g-i = z +iy
Cela étant, soit f une forme modulaire de poids k relativement & un sous-groupe d’indice fini I" de
SL(2,Z). On lui associe I'application f°: GL(2,R) — C définie par la formule
o) {1 DI i det(g)>0,
F(g - (=))i(g, —)* sinon.

Un calcul élémentaire montre qu’on a

ad+bc+e -1 -det(g)

ab .
g_<cd> etee{-1,1} =g-(e1) = T 7

ce qui prouve que I’application f° est bien définie.

1.3.1. Lemme. Pour tout f € M(k,T'), I'application f°:GL(2,R) — C satisfait a

cos 0 —sin 60

VyeT foy-9)=fg); V9eR [ (g ( ) = exp(—ikd) f*(g).

sin @ cos 0

Démonstration. On peut se contenter de faire la preuve pour g € GL™(2,R), I’autre cas étant analogue.
On remarque que les relations établies dans le lemme 1.1.2 sur la fonction j sont vraies pour deux
éléments quelconques de GL(2,R). En les applicant a la premiére formule & démontrer, on a
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fv9) = flvg - 1)i(vg. 1) = [fle Ng - )i(v,g-1) " i(vg, )" = fg-)i(g,9)" = f°g).

En ce qui concerne la seconde formule, on remarque d’abord que i est invariant par ’action d’une
matrice de rotation. On a donc pour tout 8 € R

. cos f —sin 0\ )\ . . o
j<(<SiH9 COSG)’Z)_(Z sin 0 +cos )7 =e”".

1.3.2. Proposition. Avec la notation ci-dessus, la fonction f° est une application de I’espace quotient
I"\GL(2,R) a valeurs dans C. La forme modulaire f est une forme parabolique si et seulement si la
fonction fO est une fonction de carré intégrable sur I'\GL(2,R). Elle définit une représentation de
GL(2,R) engendrée par les fonctions de la forme g — f°(gh).

1.3.3*. Une construction plus générale des représentations associées aux formes modulaires est liée & la
notion d’adéle. On sait que Z est un réseau dans R, i.e. un sous-groupe discrét avec le groupe quotient
R/Z compact. L’anneau d’adéles A peut étre définit informellement comme un anneau minimale
localement compact contenent @Q comme un réseau. Explicitement A = R x Ay, ot Ay = 7Z®Q
I’anneau d’adéles finis, 7= lim Z/nZ la completion profinit de Z, donc un anneau compact,

neN
z= 1] 2.

p premzier

Z, l'anneau des entier p-adiques. Alors Ay est A sont localement compact, est on vérifie que Q est
un réseau dans A. Plus précisement, pour v = 00, p, posons Q. = R, et Q, le corps des nombres
p—adiques, alors

A={z=(z,) |z, € Qu, est z, € Z, pour tout p sauf un nombre fini,}

et A admeét la base des ouverts suivante : pour tout ensemble fini S = {00, p1,...,pm} et pour tout

ouverts U, C Q, posons
U=][Uox]]%Z.
veS vgS

Ensuite, on remplace R par A, et GLy(R) par GL(A), et on remarque que pour le sous groupe de
congruence I' = T'(N)
M\GL(2,R).

la fonction f peut étre enlevée en une fonctions sur GL2(Q)\GL2(A) qui engendre une représentation
my du groupe GL2(A) (avec l'espace de représentation engendré par les fonctions g — m¢(h)(g) =

f(gh)).

Alors toute forme modulaire

oo

f(z) = a(n)e(nz) € Mp(N,¥) C My(Ty)

n=0

peut étre relevé 4 une fonction f° sur le groupe GLo(R) qui satisfait la condition d’invariance suivante :

f(vg) = f(g) forall v €Ty C GLy(R).
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Pour définir f° on pose

o~ ) f(g(@))i(g, i)k, si det g>0
e = {f(g(—i )j(g,—i)7",  si detg=0,

ol g = (Z Z) € GLy(R), j(g,i) = |det g|~/%(cz + d) le facteur d’automorphie.

On a fo(xg) = eXp(_ikg)fo(g) if 2 = (sin@ cos

Considerons le groupe GLa(A) des matrices non—dégénérées a coefficients dans 'anneau d’adéles
A et son sous—groupe

cosf —sinf . ,
est une rotation par 'angle 6.

U(N) = {g =1x ng € GLa(A) | gp € GL2(Zy), g, = ((1)(1)) mod NZ,,}.)

Selon le théoréme chinois (théoréme d’approximation) on a la décomposition suivante :
I'n\GL2(R) = GL2(Q)\GL2(A)/U(N),

qui nous premet voir f° comme une fonction sur GLo(A).
L’action de GL2(A) sur fO par les décalage de I’argument définit une représentation 7 = 7 du
groupe GLy(A) dans 'espace des fonctions lisses & valeurs complexes sur GL2(A), pour laquelle

(w(h)f°)(g) = f°(gh) (g,h € GLy(A)).

L’observation-clé du développement modern de la théorie des formes modulaires fait par Lan-
glands et Piatetski-Shapiro dit que la propiété de la multiplicativité de type 1.2.2 pour les coefficients
de Fourier (normalisés) d’une forme modulaire est équivalaent & irréductibilité de la représentation
correspondante 7, du groupe GL2(A). Autrement dit, la condition que la représentation 7y e irreduc-
tible admeét une interprétation arithmétique remarquable : f est une forme propre des opérateurs de
Hecke (pour presque p).

Dans ce cas my = ®,7y, avec ms, certaines représentations de GL2(Q,), v = oo, p. Etude de
certaines propriétés importants des formes modulaires ce réduit a I’étude des représentations corres-
pondantes 7y .

Dans ce cas le produit tensoriel infinit

T = QuTy,

ou 7, sont représentations des groupes locals GL2(Q,,) et GL2(R) (avec p, les nombres premiers ou
v = 00).

Jacquet et Langlands ont choisi comme une point de base de construction de fonctions L associées
aux formes automorphes les représentation irréductibles des groupes de type GL2(Q,). Telles repré-
sentations peuvent étre classifié explicitement. En particulier, on vérifie que les représentations
ci-dessus pour presque tout v = v, ont la forme d’une représentation induite 7, = Ind(p1 ® po) d’une

représentation de dimension un du sous—groupe es matrices diagonales : ({1 ® u2) (i ;) = pa(z)p1(y),

ot p; : Q — C* sont des quasicarateres non-ramifiés.
Cette classification permet de définir pour presque tout p I’élément

_ pa(p) 0
hp_( 0 uz(p))EGLQ(C)
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et le produit d’Euler suivant :
L(my,s) = H L(mp,s) = H det (15 — p~*h,) !
PES PES

étendu sur presque tout nombres premiers.
Il arrive que la fonction L(w,s) coincide essentialement avec la transformation de Mellin de la
forme modulaire initiale f :
L(s, f) = L(my, s+ (k—1)/2).

La notion d’une forme primitive f a le sens suivant : la fonction f° de I'espace de représentation a
le stabilisateur maximal possible dans ’espace de représentation. La théorie d’Atkin — Lehner peut
étre reformuler en disant que la représentaion 7y entre avec la multiplicité un dans la représentation
régulier du groupe GL2(A) (I'espace de toutes les fonctions intégrables avec carrée).

1.4. Formes modulaires comme fonctions de réseaux.

Soit A C C un réseau, alors A = (w;,ws) pour une base {wy,ws}. Le réseau de type A, = (1, z)
s’appelle standard.

Propositon. (a) Pour tout A il exist A € C* tel que A = XA,
(b) Si A = (w1, ws) = (w},w}) alors

(w1, w2) = (wh,wh) (Cclfl) avec a,b,c,d € Z,ad —bc = 1.

Soit £ désigne ’ensemble de tous les réseaux dans C.

1.4.1. Définition (fonctions de réseaux homogénes de degré k) Une application F' : £L — C
s’appelle fonction de réseaux homogeéne de degré —k si pour tout A € C* F(AA)A~FF(A). Notation :
H e H_y.

1.4.2. Définition (fonctions faiblement modulaires). Pour & € N et pour un sous groupe I' C
I'(1) d’indice fini on défini I'espace vectoriel complex M (TI") des fonctoins faibleent modulaires par

ab
MYT) = {f:f)—>@ | vy = (cd) 6I‘f|k'y:f}.
1.4.3. Propositon. Il exist une bijection H_j = M$(T'(1)) donnée par la régle :
F f, f(z) = F(A).

Démonstration. On vérifie d’abord que f € M¢(I'(1)). On a

f (Zjig) —F <<Z§j—2 1>) — F((cz+d)"Maz +b,cz +d)) =

(cz+ d)FF({az + b,cz + d)) = (cz + d)*F(A.) = (cz + d)F f(2).

Maintenant pour un réseau donné A choisissons une base {wy,wz} de telle fagon que Im (wy/wz) > 0
et pour une f € M{(I'(1)) posons
F(A) = wy " f (wi,w,) -
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Cette définition implique immédiatement F' € H_.

De méme facon on définit

Lo(N) ={(A,(Pmod A))| Pmod A € C/A, #(P mod A) = N},
L(N)={(A,Pmod A,Q mod A)| P,Q mod A € C/A,

(P mod A) @ (Q mod A) = N~'A/A 53 (Z/NZ)Q} .

L1(N)={(A,Pmod A)| Pmod A € C/A, ord(P mod A) =N},
(

1.4.4. Proposition (exercise). Il y a des ismorphismes naturels :
(a)
H_r(L(N)) = ME(T(N)),
(b) ~
Hi(L1(N)) = MG (T (N)),
(c)
H_1(Lo(N)) S ME(To(N)).

Démonstration est analogue a la précedante. On pose F' — f ou
(a)

F(2) = F((As, (5 mod A.)),

(b)
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Lecon N°3 SERIES D’EISENSTEIN ET LEURS DEVELOPPEMENT DE

FOURIER. FONCTION A COMME UN PRODUIT INFINIT.

1.5. Séries d’Eisenstein et et leur développements de Fourier.

Soit k > 2. Pour un réseau A C C posons

Gir(A) = Zlik = Z’(mwl + nwe) R, A = (w1, wa),

leA m,n

Cette série converge absolument pour k > 2.

1.5.1. Proposition. (a) On a

Gr(z) =Y '(mz+n)™" € My(T(1));

m,n

Gr(z) = 2¢(k) |1 — %’Z nz::l or_1(n)q"|

ot g = e(z) = exp(2miz), By sont les nombres de Bernoullli définis par le développement suivant

x > xF
f— B -_
er —1 ; R R

(Table numeérique :

1 1 1 1
By =1, Bli*i, 32:67 B3 =B =---=0, 341*%7 Bﬁiﬁ,
5 691 7 3617 43867
Bs=—— Bia= —— Buu=——, Big= —— Big = ———* ).
87 766 T 2130 M 6 T mip 8 798 )
QWikBk
Ona(j(k:):—( 2) e
(2mi)* B, = n
Ox(2) = Gy |k + 2 i)
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Exemples.

E()_1+240203 n)q" € M4(SL(2,Z)),

n=1

Es( —1—504205 n)g" € Mg(SL(2,Z)),

Eg(2) =1+480 Z or(n)q" € Mg(SL(2,7)),

n=1

Eio(z —1—264209 n)q" € Mio(SL(2,2)),

65520
Ep(z) =1+ 6oL 011( )q" € M12(SL(2,Z)),
n=1

Bz _1—2420—13 n)g" € Mi4(SL(2,Z)).

Démonstration. L’automorphie est claire car G (AA) = A"*G}(A) donc Gy, € H_y, est une fonction de

réseaux homogeéne de degré —k. Pour trouver le développement de Fourier on utilise la décomposition

classique du sin en produit
sin(ma) = ma H (1 - ) . (5.1)

La dérivée logarithmique de (5.1) nous donne

— 1 1
e 1 ~ . 5.2
mctgma aJrnZl(a_,_n a—n> 2
Remarquons
.eﬂ'ia + e~ Tia - 271 _ori i 2mina (5 3)
M———————— =T+ —5———— =7 — 27 Y ¢ '
emia _ p—Tia 6271'2(1 -1

et posons x = 27ia; ceci implique

x
=1
2 -1 + Z r2 — 2ﬂ'm
ou
T N2
= ot = 2(0m)
S hi g1y i
k=0 n=1 —( ) +1
2min
1-2 ( ) —1-2
> Y i PO
n=1k=2k'>2 k= 2k’>2
Ceci implique immédiatement
(2mi)* By,
k)=— — 4
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en particulier,

4
T
(@)= =1
Pour démontrer (b) on effectue l'intégration des deux parties de (5.3) par raport & a (k — 1) fois :
(o)
—@2mi)F Y nk e = ()P k-1 (a+n)7F, (k€2Z,k>2). (5.5)
nez

Posons a = mz alors

(27Ti)k i pk—1p2minmz _ Z(mz + n)—k (5.6)
k o 1)| n=1 | |

nez
Si maintenant k > 2 on peut effectuer la sommation pa rapport & m de 1 & co. Comme résultat on ait

Gr(z) =2¢(k) +2 ) i (mz 4+ n)~% = 2¢(k) 1—— i dFtgmdl (5.7)

m=1n=—oc0 md 1

Remarquons que la série double dans (5.7) est absolument convergente pour k > 2 mais la séries (5.7)
a un sens aussi pour k = 2 comme une série réitérative avec la convergence conditionnelle. On finie la
démonsration en substituant (5.4) dans (5.7).

1.5.2. Théoréme. Soit A(z) = ¢ H 4. Alors on a
m>1

A(—z71) = 22A(2).

Démonstration. Posons

z)=1-— 24201(n)q

d d = d .
$log(A(z)) = ﬁlogq+ 24 Z £log(1 —q™) =

m=1

. - my— ‘ d .
2mi(1 — 24 Z mq(1 —q™) 1) = 2miEy(2), CTZ = 27ig.

m=1
Il est suffit d’établir

1.5.3. Proposition.
12

2miz

27 2By (=27 Y = Ea(2) + (5.8)

Démonstration da la proposition. On utilise la série (5.7) avec k = 2 qui converge conditionnelement, :

Ez(z):ch(Z)m;w n;oo(mz—i—n) 2| =
1+7§22_7;0<_Z_ (mz+n)~ ) ;2(; mz+n)2>.
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Pour tout m fixé on a

oo

Z(mz+n 71772dqmd71724201

n=—oo

Maintenant on substitue

1 & > 3«
2By (-2 = 20(2 Z Z (—m+n2)? [ =1+ Z Z (mz +n)~*
C( ) m=—o0 ni;om & n=-—00 m#0

Si on pose a,,,, = (mz +n)~2, la démonstraton ce réduite a égalité

*Zzamn“i’zzamn* 27T’LZ

Pour la démontrer on introduit le terme correctif suivant

1 1 1

brn(7) = (mz +n—1)(mz+n) N (mz+n—1)  (mz+n) >

Alors on obtient la série modifiée

Esy(z)=1 + — Z Z (mz +n)"2 = bym,n(2)) (5.10)

m#0 n=—00
qui déja converge absolument car

2 1

(mz4+n)"2 = ((mz+n—1)(mz+n))"t = (mz+n)2(mz+n—1)""

D’autre part

EQ(Z) =

1+Z<Z mz+n)” ) =2 Z (mz+n _(mz+1n1))’

m#0 \n=—00 m#0 n=—00

et la derniére somme ce téléscope vers zéro, donc
EQ(Z) = EQ(Z)

Il est possible de changer ’ordre de sommation dans (5.10) grace a la convergence absolue, d’ou

Eo(z) =1+ 3 Z Z (mz4+n)"% = bpn(2)) =

o) n=N
_Z Z bm,n = 1\}51100 Z Z bm,n
n=—oo \ m#0 n=—N+1 \m#0



Mais
—2_ 1 - 1 4Am N o
Z(mz—n) 22;2(”/2—’”1) 2:_7_?2616 2mind(1/z)
d=1

712
m##0 m=#£0

donc pour tout z la somme externe converge absolument, et ce transforme en

2 (iv b’”’") -2 ((mzlm - <mz1N>> -

m#0 =—N+1 m#0
2y 11 _2 (e (- L 2) L, 2
z £ \(=N/z+m) (=N/z—m) — o\ z N z

quand N — oo, z € ), entrainant proposition 1.5.3 et théoréme 1.5.2.
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Lecon N°4 STRUCTURE DES FORMES MODULAIRES POUR SUR SLy(Z).

APPLICATIONS. CONGRUENCE DE RAMANUJAN ET SON INTERPRETA-
TION GALOISIENNE.

1.6. Structure des espaces des formes modulaires de niveau 1

(voir [Serre, pp.127-178]).

1.6.1. Domaine fondamentale du groupe modulaire. Soient S = ((1) _01) et T = ((1) }) On a
S(z)=—2"1 T(z) =2+ 1.

Soit d’autre part, D le sous—ensemble de §) formé de points z tels que |z| >> 1 et |Re ()] < 1/2. Nous
allons voir que D est un domain fondamental pour ’action de I'(1) = SL(2,Z) sur $, i.e. application
naturelle D — I'(1)\$) est surjective, et sa restriction a l'intérieur de D est injective. En méme temps
on va voir que S et T engendrent I'(1) = SL(2,Z).

Théoréme. 1) Pour tout z € ) il existe v € T'(1) tel que v(z) € D.

2) Supposons que deux points distincts z, z' € D soient congrus modulo T'(1). On a alors, soit Re (z) =
+1/2 et z=2"+41, soit |z| =1 et 2/ =—1/z.

3) Soit z € D, et soit St(z) = {y € T'(1) | v(2) = z} le stabilisateur de z dans I'(1). On a St(z) = {£1}
sauf dans les trois cas suivants :

z =i, auquel cas St(z) est le groupe d’ordre 4 engendré par S ;

z = p=e>™/3, auquel cas St(z) est le groupe d’ordre 6 engendré par ST = (9 7');

z=—p=e"/3, auquel cas St(z) est le groupe d’ordre 6 engendré par T'S = (1 51) )

1.6.2. Théoréme (générateurs du groupe modulaire). Les matrices S et T engendrent I'(1)

Démontration des théorémes 1.6.1 et 1.6.2. Soit I le sous—groupe de T'(1) engendré par S et T, et soit
z € 9. On va voir qu'il existe v/ € T tel que v' € D (ce qui démontrera I’assertion 1) de Théoréme

1.6.1. Siy = (g Z) est un élément e IV, on a
Im (2)

Im ((z) = m;

comme ¢ et d sont entiers, le nombre des couples (c,d) tels que |cz + d| sont inférieur & un nombre
donné est fini. On en conclut qu'il exist v € IV tel que Im ((z)) soit maximum. Il existe d’autre part
un entier n tel que T"v(z) ait une partie réele comprise entre —1/2 et 1/2. L’élément 2’ = T™v(z)
appartient & D ; en effet, il suffit de vour que |2’| > 1; mais si on avait |2/| < 1 I’élément S(z') aurait
une partie imaginaire strictement plus grande que Im (z’), ce qui est impossible. L’élément 1/ = T"~
répond donc a la question.

Prouvons maintemant les assertions 2) et 3) du théoréme. Soient z € D et v € T'(1) tels que
v(z) € D. Qitte a remplacer (z,v) par (y(z),7"') on peut suposer que Im (g(z)) > Im (2), i.e. que
|cz 4 d| est < 1. Ceci est évidemment impossible si |¢| > 2. Restent donc les cas ¢ =0,1,—1. Si ¢ =0,
on ad = +1 et y est une translations par +b. Comme Re (2) et Re (7(z)) sont deux compris entre —1/2
et 1/2, cela entraine, soit b = 0 et v = %1, soit b = £1, auquel cas I'un des nombres Re (2) et Re (y(z))
doit étre égal a 1/2, 'autre —1/2. Si ¢ = 1, le fait que |z+d| soit < 1 entraine d = 0, sauf si z = p (resp.
z = —p) auquel cas on peut avoir d = 0,1 (resp. d = 0,—1). Le cas d = 0 donne (z) = a — (1/z) et
la premiére partie de la discusion montre que a = 0 sauf si Re (z) = £1/2, i.e. si z = p ou —p, auquel
cas on peut prendre a = 0,—1 oua=0,1. Lecas z = p, d =1 donne y(z) =a—1/(14+p) =1+ p,
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d’ott @ = 0,1; on traite de méme le cas ¢ = 1 en changement les signes de a,b, ¢, d (ce qui ne change
pas la transformation definit par v. Ceci achéve la vérification des assertions 2) et 3).

Il nous reste & prouver que I'' = T'(1). Soit v un élément de I'(1). Chosissons un point z intérieur
a D (par exemple zg = 2i), et soit z = v(zp). On a vu plus haut qu’il existe v € T tel que v/(z) € D.
Les points zg et 4/(z) sont congrus modulo I'(1), et I'un d’eux est intérieur & D. D’apreés 2) et 3) il en
résulte que ces points sont confondues et que 7'y = £1. On a donc bien que v € IV ce qui achéve la
démonstration.

1.6.3. Classification des éléments de SL(2,R). Nous appellons une classification géométrique des

éléements de SL(2,R). (a) On apelle y = (ﬁ Z) elliptique, si la forme normale de Jordan de y est de type

0 X
que la transformation z — v(z) a une seul point fixé dans §) (et deux points complex—conjugués dans

Q).

(b) On apelle v = (‘Z g) parabolique, si la forme normale de Jordan de v est de type % ({4 ) avec

v # 0. Cette condition est équivalante au fait que |a + d| = 2, ou & la condition que la transformation
z — 7v(2) a une seul point fixé dans C = C U co qui appartient &8 R = R U co.

(”\ 9) avec |A| = 1, A # £1. Cette condition est équivalante au fait que |a 4+ d| < 2, ou a la condition

(¢) On apelle v = (‘Z Z) hyperbolique, si la forme normale de Jordan de v est de type (

mu o )
0 mu—1

avec u # £1, 1 € R. Cette condition est équivalante au fait que |a + d| > 2, ott & la condition que la
transformation z — y(z) a deux points fixés dans R.

Exemples. S, ST, T'S sont elliptiques, 7™ sont paraboliques, ({ 1) est hyperbolique.

Théoréme 1.6.1 facilement implique que tout élément elliptique de I'(1) est conjugué dans I'(1) soit
a £S5, soit & ST, tout élément hyperbolique de I'(1) est conjugué dans I'(1) a £7™.

Soit f une fonction méromorphe sur $ non identifiquement nulle, et soit p un point de $. Nous
appellerons ordre de f en p, et nous noterons v,(f), l'entier n tel que f/(z — p)™ soit holomorphe et
non nul en p.

Lorsque f est une fonction modulaire de poids k, l'identité

1) = e+ )t (257

montre que v, (f) = vy (f) pour tout v € I' = I'(1) ; en autre termes v,(f) ne dépend que de I'image
de p dans T'\H. On peut de plus définir v, (f) comme 'ordre pour ¢ = 0 de la fonction f(q) = f(z2)
asociée & f. Posons e, = 2 (resp.e, = 3) si p est congru modulo I' & 7 (resp. & p), et e, = 1.

1.6.4. Proposition (sur le degré du diviseur d’une forme modulaire pour SL(2,7)). Soit f
une fonction modulaire de poids k par rapport a I'(1), non identiquement nulle. On a

1 k
Voo (f) + Z —vp(f) = 12
p
PET(1)\H
[On peut aussi écrire cette formule sous la forme
1 1 . k
voo(f) + i) + 30N+ D Tl =55

peT(1)\H
o le signe Z * indique que la sommation porte sur les points de T'(1)\$ ditincts des classes de

pel(L\H
i et de p|.

30



Une démonstration simple utlise la structure naturelle de surface de Riemann sur I'(1)\$, ot $ =
HUQUoo (voir §2).

1.6.5. Théoreme (sur la fonction A de Ramanujan et les séries d’Eisenstein) (i) On a

M(T(1)) =0 pour k <0 et k = 2.

(ii) Pour k = 0,4,6,8,10 M (I'(1)) est un espace de dimension 1 admettant pour base 1, E4, Eg, Es, E1¢ ;
on a S(T'(1)) = 0.

(iii) La multiplication par A définit un isomorphisme de My_12(I'(1)) sur S;(T'(1)).
1.6.6. Téoréme (dimension des espaces des formes modulaires pour SL(2,Z)). (a)
[£], k = 2(mod12),k > 0,

dim M;(I'(1)) = < 0, k = 1(mod2),
[£]4+1, k= 2(modl2),k > 0,k € 2Z.

[£] -1, k=2(modl2),k > 12,
dim S (T'(1)) = < 0, k = 1(mod?2),
[&], k # 2(mod12),k > 0,k € 2Z.
(b) Les produits
{ESEL | 40+ 68 =k}
forment une base de My (T'(1))
Démonstraion est immédiate de 1.6.5.

Corollaire. On a lidentité 1
— 3 _ 3
A(2) = g (B~ ER).
En effet A(z) € S12(T'(1)), et par 1.2.6 dimS12(I'(1)) = 1, et il reste & remarquer que la fonction

ﬁ(EZ — E?) aussi appartient & S12(I'(1)), et que toutes les deux fonctions ont le coefficient de ¢

égale a 1.

1.6.7. Application : une démonstration de la congruence de Ramanujan

7(n) = o11(n) mod 691.
En effet,
o 2
B§(2) — (1 — 504 05(”)(1”) € Z{[q]],

donc on peut déveloper EZ(z) sur la base E12, A de I'espace M15(T'(1)) de dimension 2 : E2 = Eja+al),

ou
65520

1 1008g 4 =142 4 ..
q+ + 691 q+ +aqg+...,
et --- = O(q¢?). Alors
65520
o = 1008 - 20 = %l donc a = —65520(mod691),
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et le développement implique

65520 (n)—i—i
691 691"

d’otu la congruence.

(n) € Z, avec 65520(c11(n) — 7(n)) = 0(mod691),

1.6.8. Séries d’Eisenstein de niveau supérieur. La théorie de séries d’Eisenstein peut étre étendue
sur les sous—groupes de congruence (voir Hecke, Mathematische Werke, S.461-486).

Pour un réseau A = (wq,ws), une base (P, Q) du groupe Ay = N~'A/A = (Z/NZ)?, et pour une
paire a1, as mod N posons

GNP = Y IR
leA+azP+as@Q

ou k > 3. Alors la série définit une forme modulaire suivante pour le sous—groupe de congruence
principal T'(N) de niveau N et de poids k :

— ay,az,N 1
Gk(z;a17(l27N) = Z (m12’+m2) k = Nkal 2 (Az, ;,

m1=aj; mod N
mog=ag mod N

),

2~

ou A, = (1, 2).
En effet, cette série converge absolument, satisfait la propriété d’automorphie par rapport a I'(IV)
et admet le développement de Fourier suivant :

Gk(z;al,a27N):5(%) Z my "

mo=as mod N

(_27Ti)k k—1 azm _mmi /N
Nego 2 semGng
N (k. - 1)! mmq >0

m1=aq1 mod N

ot (n = exp(2mi/N).
Cette formule est facilement impliquée par le développment

-k _ (_27Ti)k - k—1 _2mwinmz
Z(mz—i—n) —7'211 e (k>2,m=#£0)
nez (k o 1) n=1
que nous avons déja unilisé plus haut. D’un autre coté, pour tout v = <‘; Z) on a

Gr(z;a1,a2, N)|ey = (cz + d) *Gr(v(2); a1, a2, N) = Gy(2;a}, ab, N)
avec

; ab
(a,a3) = (a1, az2) cd mod N.

Cela signifie que toutes les condition de la définition des formes modulares de poids k sur y(n) sont
satisfées.

De méme fagon on peut on peut construire des séries analogues sur les groupes I'1 (V) et T'o(NV)
(aussi avec un caractére de Dirichlet xy mod N quelconque) :

GNP = Y

leA+aP

GNP = Y X(@GEN (A, P)),
a mod N

GeNA P = > GNP
a€(Z/NZ)*
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Exercise. Trouver les développements de Fourier des séries

1

Gr(a, N, z) = N*GON (A, N)
1

Gk(X7N7 Z) = NkG?c(7N(AZ7 N)

Pour définir les séries d’Eisenstein dans les cas & = 1,2 on introduit un paramétre additionnel
s € C et on utilise la méthode de Hecke basée sur un prolongement analytique au point s = 0 des
séries
Gi(z;a1,a9, N) = y° Z (m1z+m2)_k|mlz+m2|_25,

m1=aj; mod N
mog=ag mod N

qui sont absolument convergentes pour k + Re (2s) > 2, et qui satisfont les conditions d’automorphie
pour tous tels s € C.
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Deuxiéme partie

Surfaces de Riemann et formes modulaires

Lecon N°5 SURFACES DE RIEMANN. DOMAINE FONDAMENTAL DE

SLo(Z) COMME SURFACE DE RIEMANN. FORMES MODULAIRES COMME
DIFFERENTIELLES MULTIPLES ET LIEN AVEC LE THEOREME DE RIEMANN—
ROCH.

2.1. Surfaces de Riemann : généralités et exemples.

Pour obtenir une description de la structure de 1’algébre des formes modulaires par rapport & un
sous—groupe de congruence I'de SL(2,Z) il faut de nouveau considérer le domaine fondamentale T'\ ).
Cependant, la structure de I'\$) en général est beaucoup plus complqué que celle de SL(2,7Z)\$. Pour
la mieux comprendre il faut fournir I'\§) avec une structure d’une surface de Riemann, c’est a dire,
d‘une variété analytique complexe de dimension 1.

2.1.1. Rapplels sur les surfaces de Riemann (voir [Farkas—Kra]). Plus précisement, une surface
de Riemann X est un espace topologique de Hausdorf avec la structure suivante :
1)

X =UUq, (Umpa), Dot Ua ;pa(Ua) cC,

(pa(Uy) un ouvert, U, s’appele une carte, p, un homéomorphisme (un paramétre locale) ;

2) Si U, UUgs # 0, Papplication pg o py : pa(Us UUgs) = pg(Us U Ug) est biholomorphe ;

[3) on peut choisir une telle structure de fagon maximale en utilisant le lemme de Zorn, mais on va pas
utiliser ce choix ; autrement dit, on considére une surface de Riemenn avec une classe d’équivalence
d’atlases, et pas avec un seul atlas; ceci permet d’utiliser des cartes les plus commodes dans les
situations concrétes.]

En tout cas, pour tout point zy € X soit p,, : Uy, — C un paramétre local en zg, i.e. un paramétre
locale de U, 3 zp avec p,,(z0) = 0. De plus, X est naturellement orienté par I’orientation induit de C.

Soit maintenant X une surface de Riemann compacte. Alors la structure topologique de X est
complétement déterminée par un nombre naturel g = g(X) qui s’appell le genre de X. Pour décrire
cette structure on utilise un polygone normal de 4g cotés de X désigné par

(alblal_lbl_1 .. agbgag_lbgl)

(ou une forme normale) qui peut—étre définit & partir d’une triangulation de X . Dans une triangulation
d’une variété réele on appelle les triangles 2-simplices, les cotés 1-simplces, et les sometes 0-simplices.
De plus on utilise les points {Py, Pa,...,} pour marquer les cotés et les triangles orientés comme
(Py, Py) et (Py, Py, P3) respectivement, donc (Py, Py) = —(Pa, P1), (P1, Py, P3) = —(Py, P3, P5). Dans
le cas o X est compacte une triangulation de X ne contient qu’un nombre fini de triangles.

Nous donnons quelques examples et propriétés des surfaces de Riemann : Exemples les plus connus
de surfaces de Riemann sont :

2.1.2. La sphére de Riemann S?, pour laquelle la structure de surface de Riemann est donnée par
la projection stereographique, qui identifie S? avec le plan projectif CP! = C U oo

2.1.3. Tore complexe C/A, A = (w;,ws) est un réseau de C. On peut fournir C/A avec la structure
d’une courbe projective complexe & la maniére suivante.
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Considérons la fonctions p de Weierstrass

1 , 1 1
plu) = pluA) = =5 + 3 <(U+l)_l>

leA

(le prime signifie que ! # 0); c’est une fonction méromorphe double périodique sur C avec les poles
doulble dans les points u = [. Pour sa dérivé on a
1

) = o (u,A) = -2 ———
v e IGZA (u+1)3

Il est facile de voir que les développements de Laurent de p(u) et de p'(u) sont

o(u) =u"? + Z(Qn — 1)Gon(Mu?"? = u™? 4+ 3G4u® 4 5Gsu* + O(u®)

n=2

o (u) = —2u™> + i(Zn —1)(2n — 2)Ga, (A)u?"3

n=2

= —2u"? + 6G4u + 20Geu® + O(u®)

D’ou on obtient la relation suivante

ou

92 = 602/%4, g3 = 1402/%6~

leA leA
(voir Chapitre 3).

2.1.4. Domaine fondamental de SLy(Z). Nous avons vu que

1 _
A(2) = 55 (B1 = B8) = (2m) (g2 — 2793).
Posons 5
. 92 = .
i1(2) = ———=, T\H=T\HU{ic0}.

2.1.5. Lemme. La fonction j(z) provient isomorphismes I'\$) = C et I'\$) > C = S = CU c0.

Preuve est impliquée par le fait que j(z) est une fonction modulaire sur I' = T'(1) = SL(2,Z), i.e. une
forme modulaire méromorphe de poids 0. En effet, pour tout a € C la fonction f(z) = j(z) — a est
aussi une fonction modulaire sur T', et on a vu I’égalité

1 1
Sordz=i(f) + gordeey(f) + > ord._p(f) —1=0,
Per\H
P+#i,p
car ord,—(f) = —1. Ceci implique que f a une seule racine, notamment, soit z = i avec multiplicité
2 (pour a = 0), soit z = p avec multiplicité 3 (pour @ = 1), soit z =P € H, P # i, p.

On va fournir I'\$) avec une structure de surface de Riemann compacte. Ceci nous permetra de
déterminer les dimensions des espaces des formes modulaires sur sous—groupes de congruence.
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2.2. Théoréme de Riemann—Roch et ces corollaires.

2.2.1. Soit F' = C(X) le corps de toutes les fonctions méromorphes sur une surface de Riemann
X (ie. les applications f : X — C, avec C la sphére de Riemann), ou F = k(X) le corps des
fonctions algébriques méromorphes sur une courbe algébrique X projective et lisse sur un corps k = k
algébriquement clos (et on va utiliser la notaton k& = C pour les surfaces de Rieman compactes).
On identifie les points P de X avec les valuations discrétes vp : F — Z telles que vp(t) pour une
uniformisante locale t =tp € F* en P. Posons Op = {f € F' | (vp(f) > 0}.

Attention : pour une surface de Riemann X il n’est pas évident qu’il existe une telle ¢, méme que
C(X) # C. On construit des fonction méromorphes (globales) non nulles & l’aide de la théorie de
différentielles harmoniques (voir [Farkas et Kra], I1.4, I1.5), ou on a montré que pour tous P # @ il
existe f € C(X)*, telle que f € Op mais f & Og (vp(f) > 0, vo(f) < 0). Ce fait sera utilisé sans
démonstration parce que pour les courbes algébriques c’est la définition d’un point, et sa démonstration
dans le cas de surfaces de Riemann utilise des moyens essentielement analytiques. Posons

Divyx = {Z npP | np € Z presque tous nuls},
P

le groupe de diviseurs de X (le groupe abelien libre engendré par les points de X). On a un homo-
morphisme de groupes abeliens (le degré) :

d: Divxy = Z, d() _npP)=> np,
P P

pour D = )" ,npP on écrit vp(D) = np, et on dit que D; < Dy si VP € X vp(D1) < vp(Ds3). Le
symbol S(D) ={P € X | np} désigne le support de D (c’est un ensemble fini de diviseurs premiers).

Soit S maintenant un ensemble fini de diviseurs premiers (i.e. des points de X), et D € Divx un
diviseur.

Définition. (a)
Fg = ﬂpesOp, Fs(D) = {f eF | VP e S ’Up(f) > —UP(D)},
(b)
LD)={feF|VPeX vp(f)>—vp(D)}
Oun voit que Fs, Fs(D), £(D) sont des espaces vectoriels sur k.

2.2.2. Théoréme de finitude des dimensions. (a)

dimy £(D) = (D) < oo,

(b) £(D) =0 pour D <0,
(c) pour tous A, B avec B < A on I(A) — d(A) < I(B) — d(B).
2.2.3. Le théoréme de Riemann-Roch donne un moyen de calcul des dimensions /(D) a l'aide de

différentielles.

Diviseur d’une fonction. Pour f : X — C une fonction méromorphe posons (f) = div(f) =Y. pvp(f)P €
Divx. On ecrit (f) = (f)o — (f)oo 01t (f)o, (f)oo > 0 le diviseur de zéros (de poles) de f.

Diviseur d’une différentielle. Soit w € Qx, t = tp : X — C une uniformisante locale en P, alors
(w) =div(w) =Y pvp(fp)P € Divx, ot w = fpdtp. Pour un diviseur D € Divx on pose Qx (D) =
{weNx | (w) > D}.
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Proposition. (a) d(div(f)) =d(f) =0;
(b) [F : k(f)] = d(f)o = d(f)s = "le nombre d’images réciproques de 0 ou de co"; en particulier
pour f €k d(f)o=d(f)e > 0.

Groupe des classes de diviseurs est définit comme le groupe quotient Clx = Divx/Px, ou
Px ={(f) | f € F*} C Divx le sous—groupe des diviseurs principaux.

2.2.4. Proposition. (a) Les nombres d(A) et [(A) ne dépendent que de la classe de A dans Clx.
(b) La classe K d’une différentielle non—nulle (w) dans Clx est bien définit et s’appele la classe
canonique de X, K = Kx.

(c) dimg Qx (D) =I(K — D).

Démonstration est, directement impliquée par les deux propositions précédentes.

2.2.5. Théoréme de Riemann—Roch. (a) Il existe un nombre entier g = g(X) tels que pour tout

diviseur D on a
I(D)=d(D)+1—-g+I(K - D);

(b) le nombre g coincide avec I(K) = dimy Qx(0) = dimy Q[X] ou dimy Qx(0) = dimg Q[X] la
dimension du k-espace vectoriel des différentielles algébriques holomorphes sur X (on pose D = 0
dans (a)).

Lecon N°6 THEOREME DE RIEMANN-ROCH POUR LES SURFACES

DE RIEMANN COMPACTES ET POUR LES COURBES PROJECTIVES ET
LISSES. THEOREME DE FINITUDE DES DIMENSION. THEOREME D’AP-
PROXIMATION. GROUPE DES CLASSES DE DIVISEURS. LA CLASSE CA-
NONIQUE.

Tout d’abord on va démontrer le théoréme de finitude des dimensions [(A). Démonstration est basée
sur le "Théoréme chinois" sur X (plus précisement, le théoréme sur I'indépendence des valuations)

2.2.6. Théoréme d’approximation. (a) Soient vy, ..., v, les valuations normalisées associées aux
points Py, ..., P, correspondants. Alors Va; € F et Ym; € Z il existe un a € F tel que

vi(a — a;) > m;.
(b) Va; € F et Vm; € Z il existe u € F tel que

vi(u —a;) =m;.

2.2.7. Théorme d’approximation implique le théoréme de finitude. En effet, pour B < A on

) LA) LA LA+ F(B) _ Fs(4)

L(B) LA NFs(B)  Fs(B)  Fs(B)

2.2.8. Lemme. Soit B < A, S = Supp(A) U Supp(B). Alors

Fs(A)
Fs(B)

dimy, = d(A) — d(B).
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Fs(B+ P)
Fs(B)
d’approximation il existe u € F* tel que vp(u) = vp(B + P) et on v’erifie par d’efinition que

~ Fs(B+P
Papplicaton f +— fu fourinie un isomorphisme Op/mp — S’lg(;))
s

Pour déduire le théoréme de finituide on remarque que (b) est le résultat de ’égalité

Ona A= B+ P+ -+ P, et il suffit de montrer que dimy = 1. Par le théoréme

d’otu le lemme.

k= mP(QP7

et f € L(D) CNpOp pour D <0, et pour un P on a f(P) =0, donc f =0.

Indiquons la démonstration du théoréme de 'approximation, qui est est valable dans une situation
trés générale (pour un nombre fini des valuations indépendentes d’un corps). Remarquons que chaque
v définit une norme de F par la formule |z|, = p*®) avec 0 < p < 1. Alors on peut reformuler
le théoréme d’approximation de une fagon trés naturelle en disant que F' est dense dans le produit
Fl X oo X F’n des complétions correspondantes FZ

2.2.9. Lemme. Soient v,...,v, les valuations de F' tels que pour tous i,j, i # j O; ¢ O;. Alors il
existe un f € F tel que v1(f) > 0 et va(f),...,v,(f) <O.

Raisonement par récurrence. Soit g € F' tel que v1(g) > 0 et v2(g),...,v,—1(g) < 0 alors on peut
suposer que v,(g) > 0 (sinon on pose f = g). D’autre part il existe h € F avec v1(h) > 0 et v,(h) < 0.
Posons f = g + h™, alors vy (f) > 0, et l'inégalité v,.(f) implique » = 2,...,n — 1. Ici on a deux
cas : vp(h) > 0 ou v.(h) < 0. Si v.(h) > 0, on a v.(g + h™) < 0. Sinon v,(h) < 0 et I'hypothése
vr(g + A™r) > 0 implique pour tout m > m,

vp(g + h™) = min{v,(g + h"™"),v.(R™),v.(R™)} < 0,

donc f satisfait aux conditions du lemme pour m assez grand.

2.2.10. Lemme. Sous les mémes hypothéses il existe un fy € F tel quev1(fo) > 0etva(fo),...,vn(fo) <
0.

En effet pour un hy € F tel que v(hg) > 0 et pour f comme dans Lemme 2.2.9 on a fy = hof™ pour
m assez grand car v, (fo) = v.(h) + mov,.(f) et v.(f) <0 pour tout r =2,...,n.

2.2.11. Lemme. Sous les mémes hypothéses pour tout l; € Z il existent n f; € F tels que v1(f1 —1) >
l] et ’Ug(fg) > lz, - ,Un(fn) <I,.

Démonstration. Par lemme 2.2.9 il existent g; tels que v;(g;) > 0 et v;(g;) < 0. Posons f; = g{”lJr L
alors m
wlfi= 1) =wlmt ) = wilal)
car v;(g/" + 1) = min{v;(¢g"),v:(1)} =0, et
1
) =) = )

car v;(g7" + 1) = min{v;(g;"), vi(1)} = v; (g;")-
On finie la démonstration du théoréme en posant

n
a:Zaifi, avec lizmi—mirlwi(aj)
, j=

2
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car

Ulv(a—ai) = U; ai(fifl)JrZajfj Zmin{vi(ai),vi(fi—1),...,vi(aj)}.
v
Cela montre (a). Pour voir (b) on choisit un b € F tel que v;(b — a;) > m; et pour tout i = 1,...,n,
puis on choisit b; tels que v;(b;) = m,; et en utilisant encore Lemme 2.2.10, on trouve un ¢ avec
vi(c—b;) > m;. On pose u = b+¢, donc u —a; =b—a; +c—b; +b; et v;(u—a;) = min{v;(b;), v;(a; —
b),’t}i(C — bl)} = Ul(bl) =m;.

2.2.12. Différentielles et calcul de /(A). Soit R un anneau sur un autre anneau O (aveci: O € R
étant le morphisme de structure).

Définition. Le module de différentielles (g o est définit comme un R-module fourni avec une ap-
plication de R-modules d : R — Q(R/QO) qui satisfait la condition d(rs) = rd(s) + sd(r), et qui est
universel par rapport a cette condition. Une construction explicite : posons [ = Kerd, d : Ro R — R
morphisme de la multiplication, alors Q(R/O) =I/1?, et d(r)=r®@1—1®7.

Proposition. Soit R/O une extension des corps R = F et k = O. Alors Q(F/k) est un espace
vectoriel sur F et dfy,..., fn est une base de Q(F/k) sur F < F/k(f1,...,fn) est une extension
séparable algébrique des corps.

Démonstration voir [S.Lang, Algebre]. En particulier, pour une courbe X sur k on pose Qx =
Q(k(X)/k) : alors dimp Qx = 1 car le degré de transcendence de F/k est égale a 1.

Pour un P € X posons Qp = Q(Op/k), alors Qp = Opdt, ou dt une uniformisante locale en P, et
dt est en méme temps une base de Q2x sur F.

Diviseur d’une fonction. Pour f : X — C une fonction méromorphe posons (f) = div(f) =Y. pvp(f)P €
Divx. On ecrit (f) = (f)o — (f)oo 01 (f)o, (f)oo > 0 le diviseur de zéros (de poles) de f.

Diviseur d’une différentielle. Soit w € Qx, t = tp : X — C une uniformisante locale en P, alors
(w) = div(w) = > pvp(fp)P € Divx, ot w = fpdtp. Pour un diviseur D € Divx on pose Qx (D) =
{weQx | (w) > D}.

Proposition. (a) d(div(f)) =d(f) =0;

(b) [F : k(f)] = d(f)o = d(f)oo = "le nombre d’images réciproques de 0 ou de >"; en particulier
pour f &k d(f)o = d(f)sc > 0.

Groupe des classes de diviseurs est définit comme le groupe quotient Clxy = Divx/Px, ou
Px ={(f) | f € F*} C Divx le sous—groupe des diviseurs principaux.

Proposition. (a) Les nombres d(A) et I(A) ne dépendent que de la classe de A dans Clx.

(b) La classe K d’une différentielle non—nulle (w) dans Clx est bien définit et s’appele la classe
canonique de X, K = Kx.

(C) dimk Qx(D) = Z(K — D)

Démonstration est directement impliquée par les deux propositions précedentes.
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Lecon N°7 REPARTITIONS DE WEIL ET LE THEOREME DE RIEMANN.

IRREGULARITE ET SES PROPRIETES.

Rappellons que le théoréme de Riemann-Roch (théorme 2.2.5) affirme : (a) I existe un nombre entier
g tels que pour tout diviseur D on a

(D) =d(D)+1—g+I(K —D);

(b) le nombre g coincide avec I(K) = dimy Qx(0) = dimy Q[X] o dimy Qx(0) = dimy Q[X] la
dimension du k—espace vectoriel des différentielles algébriques holomorphes sur X (on pose D = 0
dans (a)).

2.2.13. Corollaire. d(K)=2g —2 (on pose D = K dans (a))
2.2.14. Corollaire. (D) = d(D)+1— g pour tout D avec d(D) > 2g — 2 (on remarque que [(D) = 0
pour d(D) < 0; sinon 3h € L(D) donc d((h)) > —d(D) > 0; puis on utilise (a) ou [(K — D) =0).

Démonstration du théoréme utilise la notion de répartition (de Weil) r = (rp)p ; elle est définie comme
un vecteur infinit avec les composantes dans F' avec vp(rp) > 0 pour presque tout P. Ces vecteurs
forment un F-algébre R (de dimension infinie), et pour tout D € Divx on pose

R(D) ={r=(rp) | vp(rp) > —vp(D)}.

La démonstration se décompose en trois parties suivantes :

(1) "Théoréme de Riemann") Il existe une constante, notée par 1 — g telle que pour tout D, {(D) —
d(D) > 1—g, et la borne est exacte, i.e. pour un Dy on al(Dy)—1(Dg) = 1—g (C’est la partie essentielle
de la démonstration. Riemann a démontré ce théoréme, mais n’est pas le théoréme de Riemann—Roch
sous la forme finale ci-dessus, qui a été démontré aprés quelque temps par Roch).

(2) Pour tout D

dimy, I(D)—d(D)+1-g.

R —
R(D)+F

Le nombre naturel i(D) = (D) —d(D)+1—g s’appel irrégularité de D, et cette affirmation est appélée
parfois "la forme préliminaire du théoréme de Riemann —Roch".

(3) Pour tout D

dimk l(K - D)

R p—
R(D)+F
(on peut considérer cette partie comme calcul de l'irrégularité i(D)).

2.2.15. Proposition ((1) implique (2)). (a) Pour tous A, B avec B < A on a

RA)+F

A B F

(I(B) = d(B)) = (I(A) = d(A)).
(b)Pour le nombre g = 1 — min(I{(A) — d(A)) de (1) on a

dimg, WRJrF =I(D)—d(D)-1+g.
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Preuve. Par le théoréme d’isomorphisme de Noether on a

R(A) + F _R(A)+R(B)+F _ R(A)
R(B) + R(B)+ F - R(A)N(R(B)+ F)

mais la définition de £(A) signifie que R(A) N (R(B) + F) = L(A) + R(B), et donc

RA)+F _ R(A) R(A)/R(B)
R(B)+F _ L(A)+ R(B) _ (L(A) + R(B)/R(B)

On voit également que
(L(A) + R(B))/R(B) = L(A)/(L(A) N R(B)) = L(A)/L(B),

donc R(A)+F R(A)/R(B)

R(B)+F  L(A)/L(B)

L’affirmation (a) est maintenant impliqué par le lemme suivant

2.2.16. Lemme. Pour tous A, B avec B< A on a

R(A)
R(B)

dimy, = d(A) — d(B).

Démonstration du lemme. 11 suffit de construire un isomorphisme

Fo(d) ~ R(4)

Fs(B)  R(B)’

~—

ou S = Supp(A) U Supp(B). Pour tout f € Fs(A) assignons la répartition suivante :

7 pour P €S,
rp =0 sinon.

r=(rp)p =7r(f), avec rg = {

Si f € Fsg(B)onare R(B) alors f +— r(f) définit une application injective

Fs(4) _ R(4)
Fs(B)  R(B)’

D’autre part, cette application est surjective : par le théoréme d’aproximation & partir d’une répartition
(rp)p on peut trouver une fonction f € Fg(A) telle que vp(f —rp) > —vp(rp(B)).

Pour vérifier I'affirmation (b) on prend le diviseur Dy du theoréme de Riemann donc I(Dg)—1(Dyg) =
1 —g. Soit D' = PPCM (Dy, A) ou A est un diviseur donné. Alors Dy < D', A < D’ donc

1—g<ID')—d(D") <I(Do) —d(Do)) =1—g

et
: . RD)+F
dlmkR(A)+F_dlmkR(A)+F (I(A) —d(A)) — (1 —g),
et pour démontrer (b) il faut montrer I'inégalité réciproque :
dim _R < (I(A) —d(A) —(1—g)
"RA)+F ~ 9
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Soient 71,...,7, € R linéairement indépendants modulo R(A) 4+ F. 1l faut montrer que m <
I(A) —d(A) — 1+ g. Pour cela on va construire un A’ tel que r1,...,r, € R(A4’), alors

R(A")

< di IR ——
m < dimy R(A) + F

(I(A) = d(A)) = (U(A) = d(A")) < (I(A) = d(A)) + (1 - g).

Construction de A’ est facile : on choisit un tel A’ que pour tout P € X
vp(A’) > max(vp(A), —vp(ry),...,—vp(rm))

(c’est possible car pour chaque r; € R I’ensemble de P € X avec —vp(r;) positive est fini), d’ou le
théoréme.

2.2.17. Démonstration du théoréme de Riemann. Soit f € F'* une fonction méromorphe non
constante, [F': k(f)] = N =d((f)o) = d((f)x). La démonstration se décompose en deux parties :

Proposition. (a) Soit Dy = (f)oc > 0. Alors il existe le minimum
min(l(mDy) — d(mDo)) =1 — g;

(b) pour tout D
(D) —d(D) > min(l(mDg) — d(mDgp)) =1 — g.

Preuve de (a). Rappellons qu’un élément h € F s’appel entier sur k[f] si
R™ 4 Gy 1R -4 ag =0 pour a; €k[f], i=1,...,m.

Cette propriété est équivalente au fait que Panneau k[f, h] est de génération fini comme k[f]-module.
Il est claire que pour un hy € F quelconque satisfaisant une équation de type

b h' 4 by 1B -+ by =0 pour b; € k[f], i=1,...,m,

lélément h = by, ho est entier sur k[f].

2.2.18. Lemme. Si h est une fonction entiére algébrique de f, pour tout P € X f € Op <= h € Op.
Autrement dit, pour tout P € X P J(f)eo implique P J (h)so, est alors le diviseur (h) + m(f)co €st
positive pour m assez grands.

Preuve du lemme : par ’hypothése, I’élément h est un entier sur Op donc la valeur vp(h) est positive
(sinon les puissances h™ engendreraient un module de génération infinie sur Op).

Soit ¢1,. .., gy une base de Uextension F'/k[f]. Par 'observation ci-desus on peut supposer que g;
sont des entiers de f, et si 'on cosidére N(1 + ¢) produits

flgj, (i=0,....,t; j=1,...,N)

on voit qu’ils sont linéairement indépendent sur k. Par le Lemme 2.218, il existe un nombre naturel s
tel que _
$(f)oo +(95) 2 0= (s +1)(f)c + (f*g;) 2 0.

Ceci résulte

N +1) <I((s +1)(loo) == U(s +1)(foo) (1 +1) 2 d((f)oo),

et sil'on pose m=s+t>savect >0

Lm(f)oo) = d(m(f)oe) = (1 = 5)d((f)oo)s
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ou dans la partie droite (1 — s)d((f)c) est une constante, d’ott on obtient (a).
Pour montrer (b) on utilise le fait que pour tout diviseurs D les nombres (D) et d(D) ne dépendent
que de la classe de D dans Clx. Posons Dy = (f)eo > 0 ci-dessus, D = Dy — Dy, Dy, Dy > 0. Alors

l(mDo - Dl) — d(mDo - Dl) Z l(mDo) - d(mD()) Z 1-— g,
et pour m asez grand on a
I(mDo — D1) > md(Dg) —d(D1) +1—g > o,

car —d(D1) + 1 — g est une constante, et m > 0. Autrement dit, pour m > 0 il existe une h €
L(mDgy — Dy) non nulle, i.e.

(h)+mD0—D1 20:> —(h)+D1 §mD0:>D1 §mD0—|—(h),
donc
(D) —d(Dy) =1(—(h) 4+ D1) —d(—(h) + D1) > l(mDg) —d(mDy) >1—g
pa la définition de 1 — g dans (a).
D’autre part, D = Dy — Dy < D1 alors
(D) —d(D) > (D) —d(D1) >1—g,

entrainant le théoréme de Riemann.

o - - - -
Le@on N 8 RESIDUS ET DUALITE. CALCUL D’IRREGULARITE. CORROLAIRES DU THEO-
REME DE RIEMANN-ROCH. APPLICATIONS AUX FORMES MODULAIRES (DIMENSIONS DES ESPACES
DE FORMES MODULAIRES).

2.2.19. Résidus et dualité. Pour montrer que

dimk = dimk QX (D) = Z(K — D)

R
R(D)+ F

R
on construit un accouplement parfait entre Qx (D) et m a Paide des résidus. Pour tout P € X

et w € Qx écrivons w = f dt ot t = t,, une uniformisante locale en P, qui définit un isomorphisme
EFp 3 k((T)) pour lequel ¢+~ T.

Soit f — Z a,T™ par cet isomorphisme, alors a_; s’appel le résidu de w en P, la notation tradi-

n>>>—oo
tionnelle est : a_1 = Respw.

Proposition. (a) La définition ne dépend pas du choix de I'uniformisante locale t en P ;
(b)Vw € Qx on a ) p.y Respw = 0.

Preuve est impliquée par 1’observation Respw = ﬁ fp w et par la formule de Stokes.

Construction de ’accouplement entre Qx (D) et R(D)% Pour Vw € Wx et r = (rp) € R
on pose
(w,r) = Z Resp(rpw).

rPeX

Alors on vérifie immédiatment les propriété naturelles suivantes :
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(a) {w,ry =0 pour tout r € F (c’est l'affirmation (b) de la Proposition précédente) ;
(b) {(w,7) =0sir € R(D) et we Q(D) (dans ce cas r € R(D) et w € Q(D) implique que wrp € Qp);
(¢c)Vf € Fona (fwr) = (w, fr) (F-linéarité).
Soit R le dual de R (comme espace vectoriel sur k). On définit une application k-linéaire 6 : Qx —
R par la formule : (w,-), §(w)(r) = (w,) pour tout w € Qx et r € R.
Soit J(D) désigne le k—espace dual de R(TP§+F.

2.2.19. Théoréme (descripton du module de différentielles). Pour tout D I’application
définit un isomorphisme

0:Q(D) 5 J(D).
Preuve est basée sur deux lemmes suivants
2.2.20. Lemme. Sif(w) € J(D) on aw € (D)

Sinon, 3P tel que vp(w) < vp(D), et pour n = vp(w)+1on aalors n < vp(D). On définit r = (rg)gex
par

0, siQ # P
rg=41 . . .

m t etant une uniformisante locale en P,Q = P.

On a
vp(rpw) = —1 = Resp(rpw) # 0, et (w,ry #0
(contradiction)
Ce lemme implique directement 'injectivité de 6 : si f(w) = 0, on a w € Q(D) pour tout D —

w=0

Pour montrer surjectivité on utilise le k—espace vectoriel

J=lmJ(D)CR

D

formé par les formes linéaires sur R, qui s’annules sur un des sous espaces de type R(D) + F. Il y
a une structure naturelle d’'un F-espace vectoriel sur J définit par la formule (f1)(r) = I(fr), avec
feF,reRI1:R—k1lelJ.

Alors le lemme précédant montre aussi que 6 défini une application F-linéaire de Qx dans J. On
sait que dimp Qx = 1, et pour montrer la surjectivité on utlise

2.2.21. Lemme. dimgJ < 1.
Sinon, il existent deux «, o’ € J(D) C J linéairement indépendant sur F', donc application
(f:9) = fa+tgd', L(An)+ L(An) = J(D = Ay)
doit étre injective, ou A,, = nP. Par consequance,
dimy J(D — Ap,) > 2dimy, L(A,)
Mais cette inégalité contradicte a la forme préliminaire du théoréme de Riemann—Roch : d’une part,
dimg J(D—A,) =U(D—-A,)—dD—-Ap)+g9g—1=n+(g—1—-d(D))+ 1D —A,),

doncpourn>0onad(D—A,) <0eti(D—A,)=0;dautre part, [(A,) > n+1—g=d(A,)+1—g,
et on obtient une contradiction pour n > 0.

2.2.22. Théoréme de Riemann—Roch sur un corps arbitraire. Soit X un courbe algébrique
projective et lisse sur un corps arbitraire k (pas necessairement algébriquement clos). Alors on peut
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généraliser le théoréme de Riemann—Roch pour X, mais pour cela il faut modifier la notion du degré
d’un diviseur D = )", npP, ou P parcourt les points de k(X) (les valuations nomalisées de k(X)
triviales sur k). Un point P est dit k-rationnelle si dp = 1, i.e. P € X(k) (il a donnée par ces
coordonnées qui appartiennent a k). L’égalité dp = d signifie que les coordonnées de P appartiennent
a une extension de degré d de k. On désigne par dp = dimy Op/mp le degré du point P (Op étant
l’anneau de valuation, mp son idéale maximale). On pose d(D) = d(>_pnpP) =Y pnpdp, (D) =
dimy, (D), L(D) = {f € k(X) | VP vp(f) > —vp(D)}.

Théoréme de Riemann—Roch sur k. (a) Il existe un nombre entier g tels que pour tout diviseur
D on a
I(D)=d(A)+1-g+ (K — D);

(b) Ie nombre g coincide avec [(K) = dimj; Qx(0) = dimg Q[X] ou dimy Qx(0) = dimg Q[X] la
dimension du k-espace vectoriel des différentielles algébriques holomorphes sur X (on pose D = 0
dans (a)).

2.3. Surface de Riemann associée & un sous-groupe de congruence

2.3.1. Eléments elliptiques, paraboliques et hyperboliques d’un sous—groupe de SL(2,R).
Soit T' C SLa(R) un sous-groupe discrét.

Définition.
(a) On appelle s € H elliptique pour T §’il existe v # +1 tel que v(s) = s; notation :
Ellr = {s € H |s elliptique pour I'};
(b) On appelle s € RU {oo} parabolique pour T" §’il existe v # +1 tel que y(s) = s; notation :
Parp = {s € RU {ioo} |s parabolique pour T'};
(c) On appelle s € R hypérbolique pour T' §’il existe g a # +1 tel que vy(s) = s; notation :
Hypr = {s € R |s hyperbolique pour T'}

Exercise. Trouver tous les éléments elliptiques, paraboliques et hyperboliques de I' = T'(1) = SLa(Z).
(Montrer que Ellpr = {v(i),v(j)|v € SLa(Z)}, Parr = Q U ic0). Plus généralement, pour tout I' C
SL2(Z) d’indice fini on a Parr = QU ioo. Posons I'y; = {7y € T'|y(s) = s} le stabilisateur de s dans T".

Soit I' C SLy(Z) d’indice fini. Posons H = H UQUico = H U Parp. On a topoligie naturelle sur
H, ceci permit de définir 'espace topologique I'\ H. Pour cette topologie sur H une base de voisinages
d’un point parabolique s est donnée par les ensembles {s} U D, ou D est un disque ouvert dans H
tangent & la droite réele au point s.

2.3.2. Structure complexe sur I'\H. Pour fournir I'\H avec structure d’une surface de Riemann
remarquons que pour tout v € H il existe un voisinage U avec la férmeture compacte tel que

L, ={yeT y(U)NU =0}
cest dire, y(U)NU # 0 = g(v) = v.
Ceci implique qu’on a l'inclusion
r,\U < T'\H,
et I',\U est un voisinage du point o(v) oil ¢ la projection naturelle ¢ : H — T'\ H.
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Si le point v € H est ni elliptique ni parabolique on a que I';, ne contient que 1 et possiblement
—1. Donc on a un homéomorphisme ¢ : U — T',\U.

Supposons que v est elliptique et posons I', = I, - {#-1}/{41}. Soit A I"isomorphisme holomorphe
de H sur le disc D tel que A(v) = 0. Si Pordre de T, est égal a n, le groupe AI',A\~! est formé par les
transformations

we CFw, k=0,1,--- ,n—1, (=e*/",

Dans ce cas 1a on définit la structure complexe en v par p(p(z)) = A(z)™. Il est clair que p est un
homéomorphisme sur un ouvert de C.
Soit finalement s un point parabolique de T' et p un élément de SLo(R) tel que p(s) = co. Alors

1h\™
pI‘p_1~{j:1}:{:|: (01> meZ}
pour un nombre A > 0.

On définit alors un homéomorphisme p de T's\U dans C par

p(p(2)) = exp[2mip(z)/h]

qui provient la structure complexe cherchée au voisinage de s.

Soit X et X' deux surfaces de Riemann compactes et f : X’ — X une application holomorphe.
Alors f soit constante soit surjective. Dans le cas ou f est surjective on dit que f est un revétement.
Sizg € X', wg = f(20) € X et u, t — des paramétres locaux aux points zg, wp respectivement, on
apelle I'indice de ramification e = e(wp)de f en wgy au-dessus de zp le nombre e = v, (t(f(2))), i.e.

t(f(Z)) = aeu(z)e + ae+1u(z)e+1 o, Qe 7é 0;

dans un voisinage de zp. Il n’y a qu’un nombre fini des image réciproques d’un point wq fixé; si
e1,--- ,ep sont les indices de ramification correspondantes, leur somme n = ey + - - - + e5 ne depend
pas de point wq et est appellé le degré du revétement f.

2.3.3. Théoréme (formule de Hurwitz) Soit g = g(X), ¢’ = ¢'(X) les genres de X, X'. Alors

29 —2=n(29-2)+ > (e —1).
zeX'’

Démonstration est facilement impliquée par le fait d(f*(w)) = 2¢’ — 2, d((w)) = 2g — 2, ol w une
différentielle non nulle sur X.
2.3.4. Le revétement défini par un sous—groupe d’indice fini et sa ramification.
Considérons le revétement S
X — X[‘7 F/\H — F\H

pour un sous-groupe IV C I d’indice fini. Soit
T=T-{x1}/{x1}, =1 {£1}/{£1}

les images dans PSLy(R) = SLy(R)/{#1}, alors n = [ : T’]. Pour tout z € H considérons le diagramm
suivant :

K4
—

oo
| =

g
ES
=
=
=



les projections naturelles. Soit z € H, p = ¢(z) et f~1(p) = {q1, -+ ,qn}. Choisissons des points wy,
tels que g = ¢’ (wy)-

2.3.5. Proposition (Le genre d’une courbe Lnodulaire). L’indice de ramification e, de f en g est
égale a [Ty, : Iy, ]. Siwg = op(z) pour o, €T on a :

er =1,: O'k_lﬁ()'k NT,]

et I = Up_1n[Voxl, (la réunion disjoint). En particuliére, si I est distingué on a e; = --- = ey, et
e
[:T"] =erh.

Les surfaces de Riemann Xr = I'\H sont compactes et alors ils admetent une structure d’une
courbe algébrique notée aussi par Xp. On appelle Xr courbe modulaire. Par example Xp) =

SL2(Z)\H a une structure canonique de la droite projective complexe CP! fournie par I'invariant
1728E3
J(2) 4

B} - E§

dessus on va trouver tout d’abord les genres des courbes modulaires (voir Shimura, Ch.1, §1.6).

On voit donc que g(Xp(1y) = 0. En utilisant la description de la ramification ci-

Proposition. Le genre g = gr = g(Xr) est donné par la formule

1% Vo U3 Voo
—1y 2 Vo
9=t T T3

Démonstration utilise la formule de Hurwitz.

Soit ey, ..., e; les indices de ramification des points wy, de T\ H au-dessus de ¢r(j), j = €27/3. Alors
jt=e€1+...e;ou ez =1ou 3. Le nombre d’indices k avec e, = 1 est égale a vz car e, = [['(1); : 'y, ].
Posons t = v3 + 4 alors p = v3 + v5. Ceci implique

t
2 _
Z(Ek—1)=u—t=2vk§=w

k=1

Par analogie,

L ety

P au—dessus de ¢(i)
g (ep—1) = p— Voo
P au—dessus de ¢(00)

Il reste de substituer ces données dans la formule Hurwitz.

On utilise souvent la notation X (N) =T'(N)\H, Xo(N) =To(N)\H), X;1(N) =T1(N)\H).

2.3.6. Le genre de X(N). Soit I'(N) le sous groupe de congruence principal de niveau N donc
SLo(Z) =T'(1). Pour un revétement

NH — TA\H

on va déterminer les indices de ramification. On a vu que le degré du revétement est égal a = [['(1) :
I']. On va noter par ¢r la projection naturelle de H sur I'\H. Si z un point elliptique de I'(1) on a

IT'(1),] =2 ou 3.
Par contre, si N > 1 on a ||[I'(N),| = 1. En effet, Nous avons déja vu que tout élément elliptique
de T'(1) est conjugué a un des éléments suivants :

()= (0= ().
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Mais aucun de ces éléments est conjugué avec 1o modulo N. Le fait que I'(N) est distingué implique
I’affirmation.

Posons vo = 15(T"), v3 = v3(I') pour le nombre de point elliptiques d’ordre 2 (resp. 3) sur Xr, et
S0it Vs, le nombre des points paraboliques. Soit p = [[(1) : T).

Soit ' =T'(N), N > 1. Alors 1o = v3 = 0, Voo = 1/ N. C’est un sous-groupe distingué, et il suffit

de verifier que e, = N pour s € H tel que ¢r(y)(s) = ico. Mais T'(N), = {+ (é ]\ib) |b € Z} d’ou le

résultat. Alors

p- (N —6)
=gC(N) =14+ — > (N>1).
gx = gT(V) =1+ o2 (V> 1)
On a déja vu que
N3
H=5 (1 —p~2) pour N >3 et y =6 pour N = 2.
pIN

Exercise. Montrer que les points paraboliques s = a/b, s’ = a’/b' du groupe T'(N) sont I'(N)-

équivalent si et seulement si
a a
(b) = i(b’) mod N

2.3.7. Le genre de X,(NV). Considérons maintenant le sous-groupe I'g(N). On a p = N[, 5(1 +
p~1) = #PY(Z/NZ). La ramification est donnée par la

Proposition. Pour T =T((N) on a

0, siNestdivisiblepard,
_ -1
V2 = H (1 + ()) , sinon
pIN P
0, si N est divisible par 9,

] (1 + (f’)) . sinon,

()]

Démonstration. Considérons d’abord I’ensemble Ay des paires (¢, d) données par

ot ¢ est la fonction d’Euler.

Ax ={(c,d) | (c,d) =1, d|N,0 < ¢ < N/d}.

Pour une telle (c,d) choisissons a,b tel que (‘Z Z) € SLy(Z). Alors on obtient un systéme exact des

réprésentant de I'g\SL2(Z). En effet ces éléments ne sont pas équivalents modulo I'g(N) et leur nombre
est exactement égale & p ci-dessus.
Le nombre v, est égale au nombre des classes d’équivalence doulbles

Lo(NN\T(1)/Ts
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pour un point parabolique arbitraire s. Prenons s = 0. Alors v, est égale au nombre de paires de Ay
modulo la relation d’équivalence suivante :

(c,d) ~ (d,d) & (;;/) = (22) (;?) pour un m € Z

Ceci implique d = d',¢ = ¢ + dm, i.e. pour un d fixé il y a exactement ¢ ((d, %)) paires non-—

équivalentes, d’ou la formule pour V..

/

Pour déterminer v3 on désigne par Sy (par S2) le nombre d’éléments elliptiques de T'(1) congrus a

0-1
1-1

A = Z[j] qui satisfont aux propriétés i) ii) ci—dessous :

i) N(J) = N = [4/J];

ii) J n’est pas divisible par aucun nombre positive supérieur & 1.

Ceci entrainera immédiatement la formule chrchée par la considération de la décomposition de J
en produit des idéaux premiers.

Posons
2 X
L=7° Ly = {(Ny) €L|x,yEZ}.

To(N) = {y € T(1) | 7Ly = L}.

Pour o € S U S5 considérons L comme un A—module. Le fait que A est un anneau principal implique
qu’il existe un Z-isomorphisme f: A — L tel que f(jz) = o f(x) pour tous z € A .

Soit T 'ensemble de tous les Z—isomorphismes de A & L, alors T est 'union disjointe de T3 et T5,
ou

T = ( ) (resp. a 72). Nous allons vérifier que v3 coincide avec le nombre d’idéaux J de I'anneau

Alors

T,={feT|JoeSVxreA on a f(jz)=0cf(x)}

Posons J = f~1(Ly). De la caractérisation de I'g(N) ci-dessus on voit facilement que J est un idéal
de A & 0 € T'h(N) qui satisfait les proprétés i) et ii) : le fait que f est un Z-isomorphisme entraine
que J n’est pas divisible par aucun nombre positive supérieur & 1 A parce que le méme est vrai pour
Ly C L.

Exercise. Vérifier que I'association o a J provient une bijection entre ’ensemble des classes de conju-
gaison des éléments elliptiques o dans I'g(N) et des idéaux J aves les propriéteés i), ii) ci—dessus.

De méme facon on trouve v en utilisant I’anneau Z[i].

Exemple. Soit N = p un nombre premier. Alors v, = 2, les points paraboliques non—¢quivaux sont
0 et oo, le revétement

Fo(p)\H — T'(1)\H

est de degré p + 1, les indices de ramification en 0 et oo sont égaux & p et 1 (respectivement).

Corollaire. Toutes les courbes modulaires Xo(N) de genre < 2 sont données par le tableau :

genre de Xo(N) N
0 1< N <10,12,13,16,18,25
1 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 24, 27, 32, 36, 49
2 22, 23, 26, 28, 29, 31, 37, 50

Posons a = ]g ) alors T'g(N) = a!'I'(1)a. Ceci implique que le corps de fonction C(X(N)) est

0
engendré par J(z), J(Nz) : C(Xo(N)) = C(J(2), J(Nz)).
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2.3.8. Premiers application aux formes modulaires. En utilisant I'information obtenue ci-dessus
on va déterminer maintenant les dimensions des espaces des formes modulaires pour les sous—groupes
de congruence.

L’idée de cette calcul et montrée par le remarque suivant :

Proposition. Pour un sous—groupe I' C I' d’indice fini il y a I'isomorphisme naturel

S:(I) = QXr), f(2) = f(2)dz

En effet, pour f € My(T) la différentielle f(z)dz est invariant par rapport 4 T et dz = ﬁ%. Ceci

implique que la différentielle f(z)dz est holomorphe aux points s € QU {oo} < f est parabolique.
Corollaire. dim S3(I") = g(Xr).

D’un autre coté, pour f € Mo(I') la somme des résidus de la différentielle f(z) dz doit étre égale
4 0 par un théoréme classique sur les surfaces de Riemann compactes. Cette différentielle n’a que des
poles simples au points. Cela nous donne la formule

dim My(T) =g+ veo — 1.

2.4. Dimensions des espaces des formes modulaires

2.4.1. Diviseur d’une forme automorphe. Considérons la surface de Riemann Xt = I'\H pour
un sous—groupe fuchsien I" de SLs(R) de premier espéce (par la définition cela signifie que Xr = T'\H
est compact).

Définition. On appelle forme modulaire méromorphe f de poids k sur I' une fraction de type f1/f2,
ou f1 € My, (T), fo € My, (T') avec k = k; — ko. L’espace vectoriel complex de telles formes est noté
par A (T).

Posons K = Ay(T") alors Ag(T") devient un espace vectoriel sur K de dimension < 1. On peut
vérifier que K # {0} pour k € Z, k paire si —1 € I". Pour F' € A5(T") 'expression F(z) dz est invariant

par rapport a I', et il est evident que I’association
F— F(2)dz
définit un isomorphism
Ax(T) = QY (XT)

sur I'espace complexe Q' (Xt) des différentielles méromorphes sur Xr.
D’un autre coté, pour kK = 2n on a

Az, (T) 5 Q"(X7),

ou Q"(Xr) désigne 'espace complexe des différentielles méromorphes multiples sur Xr.

Pour tout f € Ai(T") on va définir le diviseur div(f) & la maniére suivante. Soit P € Xrp. Si P
correspond a un point 2o € H on sait que le paramétre locale en P est définit par t = A(2)€, ou A un
isomorphisme holomorphe de H sur le disque ouvert D tel que A(z9) = 0, e = |T',, | ordre du point zg.
Posons vp(f) = v(.—z,)(f)/e. Soit P un point parabolique, ¢(s) = P, ot ¢ : H — Xt la projection
naturelle, s € Parp. Soit p un élément de SLo(R) tel que p(s) = oo. Alors ci-dessus

plp™t - {£1} = {i (é T)m Im € Z}
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1

pour un nombre i > 0. On appelle P régulier si pI'p~" est engendré par la matrice ((1) '1’), et on appelle

P non-régilier si —1 ¢ T et le groupe pI'p~! 0

et k est impair, la fonction g(z) = f|xp~! satisfait la condition g(z+h) = —g(z) alors g(z+2h) = g(2).
Par la définition des formes modulaires on a

est engendré par la matrice — (1 ’f) Si s est non-régulier

Flop=t = \I/(q,ll/Q), si P est non—régulier,k est impair
D(qp), sinon

ou gp = exp(2miz/h), ¥, P certaines fonctions méromorphes au voisinage de 1’origine. Posons

vo(f) = vU(t)/2 (t= q1/2), si P est non—régulier, k est impair
Vg, ®(qn), sinon.

Soit Divg(Xr) = Div(Xr) ® Q le groupe des diviseurs a coefficients rationnels. Alors on associe a tout
f € A(T') un élément div(f) € Divg(Xr) par la régle :

()= 3 velf)-P
PeXr

Il est clair de la définition que

diV(flfg) = le(fl) + le(fQ) (fl S Akl (F)7 f2 S .Ak2 (P)

2.4.2. Proposition (caractérisation des formes modulaires et des formes paraboliques par
leur diviseur) Dans la notation ci-dessus on a

M (T) = {f € A(T) | div(f) > 0}
et

f e A(T) | div(f >ZQZ+ ZQ si k est impair et —1¢7T
S(I) =
fe A () | div(f >ZQ1+ZQ sinon

ot Q; (resp. Q’;) parcourt les poins régulier (resp. non-régulier) de Xr.

2.4.3. Proposition (sur le degré du diviseur d’une forme modulaire de niveau supérieur
Soit P, ..., P, les points elliptiques de Xr, Q1, ..., @, les points paraboliques réguliers, Q1, ..., Q. les
points paraboliques non-réguliers de T. Soit f € Ax(T'), f N, et, si k est pair n = f (dz)*/2. Alors
pour k pair on a

T

div(f) = divln) + 5 4 Y (- IR +Y Qi+ Y@
i=1 j=1

i=1

et pour tout k entier

N

degdiv(f) =

{(29—2)+i(1—e;1)+u+u’}.
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Démonstration est entrainée des expressions pour dz/dt ot ¢ un paramétre local. Soit P € Xp. Si

P correspond & un point zp € H on sait que le paramétre locale en P est définit par ¢t = A(2)€, ou A
est ci-dessus. Alors dt/dz = d(\(2)¢)/dz = eX(2)¢"1(d)\/dz), ceci implique
e—1 1

vi(dt/dz) = vyiye(e(2) ™ = = 1—e",

ou v(dz/dt) = —(1 — e~ 1). Soit @ un point parabolique, p(s) = Q, out ¢ : H — Xr la projection
naturelle, s € Parp. Soit p ci-dessus. Alors ¢t = ¢;, = exp(2miz/h) est le parameétre local ci-dessus

pLp~t {%1} = {ﬁ: <(1);1L)m |m € Z}.

h

On a dt/dz = —t alors vg(dz/dt) = —1.
211

Il est commode a écrire formellement :

T

div(dz) =3 S (1 - HP+ Y Qi+ Y Q;
i=1 j=1

i=1
Corollaire. Pour I' = SLy(Z), f € Ap(T") on a

k
degdivf = 2

Démonstration. En effet, 29 — 2 = —2,

T
1 1 1
29 — 2 1—e )+ = 241—-=41-=41==,
(29 )+i§:1( e )tutu 5 3 5

et

Remarque. Le nombre
(2g—2)+2(1—e;1)+m
i=1
ol m = u + v’ admet une interprétation géometrique importante :

2.4.4. Théoréme (le volume du domaine fondamentale) La forme différentielle

_drANdy

dn
y2

%dz/\%, avec =y tdz, z=1x+1iy
Y

est invariant par rapport a Iaction de SLy(R), et elle definit une mésure SLy(R)—invariante m sur H.
Pour la mésure du domaine fondamental de T\ H on a la formule suivante :

1

) -1
— y “dedy=29g—2+m+» (1—¢,").
2 \H Z

v=1
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(Pour la démonstration qui utilise la formule de Stokes voir G.Shimura, Ch.2, §2.5).

/ y 2drdy = T
SLa(2)\H 3

Maintenant tout est prét pour calculer les dimensions des espaces des formes modulaires. Soit
Fy € Ai(I"), Fy # 0. Posons B = divFy. On écrit une forme modulaire méromorphe F' € Ay (T") sous
la forme F' = fFy, ou f € K = Ap(['). On a déja vu que

Mi(T) ={f € Ao(T) | div(f) = —B},

En particuliére,

Sk(T) =4 f € A(T) | div(f) > B+ZQZ+ZQ

Ici

u u’
~B,-B+)» Qi+ » Q) € Divg(Xp).
i=1 j=1
Pour un A=}y cp- P € Divg(Xr) posons [A] = ) pcy [cp] - P (la partie entiére de A).
On vérifie facilement que div(f) > —A < div(f) > —[A4]. Soit m = u + «’ le nombre des points
paraboliques. Pour k£ = 2n on voit que

deg([B]) =n(2q — 2+ m) + ¥ _[n(e; —1)/ei].

=1

2.4.5. Théoréme (dimensions des espaces des formes modulaires de poids pair) Soit g le
genre de Xr, m le nombre des points paraboliques, e1, ..., e, les ordres des points elliptiques (ou les
éléments elliptiques de T'). Alors la dimension de 'espace vectoriel M, pour un nombre pair k est
donnée par la formule suivante

(b= 1)(g— 1)+ m+ Y lhlei — D/2e]), (k22
. _)g+m—1, . (k=2, m>0)
dim M, = ’. (k-2 m-0)
1 (k~0)

2.4.6. Théoréme (dimensions des espaces des formes paraboliques de poids pair) La
dimension de I’espace vectoriel Sy, pour un nombre pair k est donnée par la formule suivante

(k—1)(g—1)+ < - 1> m+ Z —1)/2e]), (k>2)

dim Sy, = {7 (k-2)
1, (k=0, m=0)
0, (k=0, m>0)
0, (k<0).
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2.4.7. Théoréme (dimensions des espaces des formes modulaires de poids impair) Soit
—1 ¢ T', u le nombre des points paraboliques réguliers, u’ le nombre des points paraboliques non—
réguliers, eq, ..., e, les ordres des points elliptiques (ou les éléments elliptiques de T’ correspondants).
Alors les dimensions de espaces vectoriels My, et Si(I') pour un nombre impair k sont donnée par
les formules suivantes

T

uk  uw(k—1)
dimM, — 4 FDE- D+ 5+ = ;w«(ei ~1)/2ei]), (k>3)
O (< 3),
sy = 4 = 00—+ LB Oy e ny2e)). 29
0, " k<3)

Démonstrations de tous ces théorémes sont basées sur le théoréme de Riemann—-Roch. Par exemple,
dans la situation du théoréme 4.1 on identifie M (I") avec Iespace vectoriel

L([B]) = {f € K| div(f) = -B},

deg([B]) = (29 —2) 2 (n—1) {(292) +y (et +m} :
i=1

Sin>loun=1etm>0ona
[([B]) = deg([B]) —g+1

d’ou le premier cas. Les autres cas sont considérés de la méme fagon ou plus facilement.
Remarque. Pour k = 1 cette méthode ne marche pas. On a deg([B]) = g — 1 + u/2, ceci implique

dim M, (T") >

ST

dim M (T") = % pour u > 2g — 2.

2.4.8. Exemple. Soit N = 2,3,5,11 et k = 24/(N 4 1). Alors S;(T9) a la dimension 1 et il est
engendré par (A(z)A(Nz))Y/(N+D),

En effet, la formule pour la dimension nous montre que dim(S;(I'o(N))) = 1. D’autre part, la
fonction g(z) = A(2)A(Nz) est invariant par rapport a l'involution (Z(\J, _01), a des zéros d’ordre N + 1
en 0 et en co et elle ne s’annule pas pour z € H (car elle est donnée comme un produit convergent).
Pour une forme parabolique f € Si(T'o(N)) considérons la fraction f1/(N+1) /g qui est une constante
car elle est holomorphe sur Xr () (y compris les points 0 et co).
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Lecon N°9

Troisiéme partie
Courbes elliptiques et formes modulaires
algébriques.

3.1. Théoréme d’Abel. Groupe de classes de diviseurs. Lois d’ad-
dition et la méthode de sécantes et tangentes.

3.1.0. Généralités.

On va commencer par des généralités sur les courbes elliptiques sur un corps arbitraire k (pas
necessairement algébriquement clos).

Définition. Une courbe projective et lisse X est dit elliptique s’il existe un point k—rationel o € X (k)
et sig=g(X)=1.

Pour étudier telles courbes on utilise le théoréme de Riemann—Roch sur k qui implique que pour
une courbe de genre 1 on a

VD d(D)>0=2g—2=1(D)=d(D).

Soit CI1% le groupe de classes de diviseurs k-rationels de degré zéro.

3.1.1. Théoréme d’Abel. Soit Cp désigne la classe de (P) — (o) dans Cl%. Alors I'application
X (k) = CIY définie par P +— Cp est une bijection.

Démonstration. Injectivité : on ecrit D, ~ Dy s’il existe f € k(X) telle que (f) = Dy — Dy. Supposons
que (P) — (0) ~ (Q) — (0) <= (P) ~ (Q); il faut montrer que P = Q. Sinon, il existe f € k(X) telle
que (f) = (P)—(Q), (f)o =P, (f)oo = Q, [k(X) : k(f)] =1 =4d((f)o), et X = P} ce que contradit
au fait g(P;) = 0.

Surjectivité. On remarque tout d’abord que pour tout P, @ € X(k) il existe un seul R € X (k) tel
que (P) +(Q) ~ (R) + (o) (i.e. Cp + Cg = Cg dans le groupe Ci%. En effet I((P) + (Q) — (0)) = 1,
donc il existe f € k(X) avec (f) =np(P)+ng(Q) +no(o) +...,0unp > —1,ng > —1,n, > 1, et
tous les autres coefficients non—negatifs. Le fait d((f)) = 0 implique que soit (f) = —(P) — (Q) +2(0),
soit il existe un R # o tel que (f) = —(P) — (Q) + (0) + (R) (on exclut la possibilité (f) = —(P) + (o)
par le méme argument ci-dessus).

Soit D > 0, alors le raisonement par recurrence évident montre qu’il existe un seul R € X (k)
tel que D ~ m(o) + R (on commence par D = (P) + (Q), et on écrit généralement D = D’ + (P),
D'~ (m—1)(o) + R, (P)+ (R') ~ (0) + (R).

Maintement pour tout D de degré zéro on a D = Dy — Dy, Dy, Dy > 0, D1 ~ m(o) + (P1),
Dy ~ m(0) + (P), donc D ~ (Py) — (P) ~ (R) — (0), i.e. la classe de D coincide avec Cg, d’ou la
surjectivité.

3.1.2. Cubique planaire projective. Rappelons qu'une courbe projective planaire C est définit
par une équation de type F(X : Y : Z) =0, ot F(X : Y : Z) est une forme homogéne des variables
projectives X, Y, Z. On dit que C est lisse si le systéme

F=Fy=F,=F;=0
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n’a pas de solutions non-triviales dans sur k.

On sait qu’une courbe elliptique C posséde une seule différentielle w & une constante multiplicative
prés car [(K) = 1, ou K désigne la classe canonique. Le théoréme précédent permet de montrer que
i) C est une groupe algébrique; ii) C est isomorphe & une cubique planaire.

Théoréme. (a) Toute courbe C de genre 1 avec o € C(k) est isomorphe & une cubique planaire
Y2+ arzy + asy = 2° + ax2® + asx + ag,
ou par I'équation homogéne correspondante
Y2Z 4 a1 XYZ +a3YZ? = X3+ axX?’Z + ayXZ% + asZ3, 0= (0:1:0),
(b) Si Car(k) # 2,3, on peut définir C par une équation affine de type
vP =23+ ax+0,
ou par I'équation homogéne correspondante

Y2Z = X34+ aXZ*+bZ3 0= (0:1:0).

Preuve (voir [Appendix de J.Tate dans S. Lang, "Elliptic functions"]). Il existe € £(20) non-
constante. Alors x a un pole d’ordre 2 en o, car les élément de L£(0) C £(20) sont les constantes. Puis,
1(30) = 3, donc il existe une fonction y € £(30) avec un pole d’ordre 3 en o. Soit ¢ une uniformisante
locale en o. On choisie w, = et y de telle fagon que

w=dt+--=dt(1+0(t), x=t2+--=t2(1+0(t), y=—t31+0()).

Alors
C(O) = <1>7 £(2O> = <1,JL‘>, 5(30) = <1,13,y>, [’(50) = (1,x,y,xy,:z:2>,

et 23 —y% € L(50), d’ot1 on obtient ’équation affine ci-dessus. Sa completion projective est une modéle
projective lisse de C. La lissité est facile & montrer par ’absurd : sinon la projection de centre en un
point singulier nous donne une fonction C — P}, de degré 1, mais Is courbe C n’est pas rationelle.

Si Car(k) # 2, on utilise la substitution

TR
a8
Yy 5

pour éliminer les coefficients ay, az. Si de plus Car(k) # 3, on utilise la substitution x — = + % pour
éliminer le coefficients as. Ceci résulte que dans le cas Car(k) # 2,3 on peut amener I'equation de la
courbe & la forme

v =2 +ar+b (a,b€k).
On vérifie que cette courbe est lisse ssi le polynéome cubique & droite n’a pas de racines multiplies
(directement par la définiton des points singuliers comme des solutions de ’équation F = Fxy = Fy =
Fyz ot dans le cas générale F(X,Y,Z) =Y? + a1 XY Z +a3Y Z? — X3 — as X?Z — a4y X 7% — aZ?).
La différentielle holomorphe est donnée par
dx dx dy dy
W= = —— = ——— =
2y+ai+az P O/ 372+ 2a9r + ag — a1y’

ot ®(z,y) = y? + a1zy + azy — (23 + azx? + ayx + ag) = 0 Péquation affine de la courbe C. En effet,
grace a I’équaton ®(z,y) =0 on a sur C

O, do + @/, dy = 0,
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et &, O’ @; ne s’annulent pas en méme temps. La forme de Weierstrass de C est

y* = 4a® — gox — g5.
Le discriminant
A =g; —27g3
ne s’annule pas (on a A = 274(2; —x9)%(21 —23)? (2o —23)%, ot 4o —gox—g3 = 4(x—21 ) (T —22) (T —23).

3.1.3. Lois de groupe sur C est induite par la bijection du théoréme d’Abel X (k) = Cl%. Si on
améne C a la forme d’une cubique planaire, on peut décrire la lois d’addition par la "méthode de
sécantes et tangentes" de Poincaré : pour trois points différentes P; = (x;,y;) (i = 1,2,3)

Pi+ P+ Py =o0<+= ((P1) — (0)) + ((F2) — (0)) + ((P3) — (0)) ~ 0
= (P1) + (P2) + (P3) — 3(0) ~ 0,

et P est uniquement définit par Py, Ps.

Soit h(z,y) = 0 ’équation de la droite passante par P; et Py, alors il y a un seule troisiéme point
P5 d’intersection de la droite avec C. On a (h) = (P1) + (P) + (P3) — 3(0), d’ou la méthode.

1l est facile & décrire cette méthode par les formules explicites.

Remarques. Si C est une courbe projective qui est définit par des équation polynomials & coefficients
dans k, admettante une structure (algébrique) de groupe et un point rationel o € C(k) sur k comme
Pélément neutre, alors on peut montrer par les moyens de la géométrie algébrique que : (i) la lois de
groupe est unique et commutative; (ii) C est lisse; (iii) il existe une différentielle holomorphe non—nuls
w sur C construite & partir du point o & ’aide des décalage de groupe, donc la classe canonique K¢
est nulle; ceci implique que g(C) =1 car d(K¢) =29 —2 =0.

Legon N°10 DescripTiON ANALYTIQUE DES COURBES ELLIPTIQUES COMPLEXES ET LEURS
HOMOMORPHISMES. THEOREME D’ADDITION. THEOREME DE JACOBI (DESCRIPTION DU RESEAU
CORRESPONDANT A UNE DIFFERENTIELLE NON NULLE. CLASSES D’ISOMORPHISME DES COURBES
ELLIPTIQUES. L'INVARIANT MODULAIRE.

3.1.4. Equation de Weierstrass et théoréme d’addition. La forme de Weierstrass parait dans
la théorie de 'uniformisation complexe des courbes elliptiques. Considérons un tore complexe de type
C/A, ot A = (w1, ws) est un réseau de C. On peut fournir C/A avec la structure d’une courbe projective
complexe & la maniére suivante.

Considérons la fonctions o de Weierstrass

1 o1 1
p(u) = p(u,A) = ﬁJrZ (W 12>

leA

(le prime signifie que I # 0); c’est une fonction méromorphe double périodique sur C avec les poles
doulble dans les points u = [. Pour sa dérivé on a

1
’ o _
p'(u) = p'(u, A) = —22m~
leA
11 est facile & voir que les développements de Laurent de p(u) et de ©'(u) sont

p(u) =u"2+ > (20— 1)Gan (M) = u™? + 3G4u® + 5Geu* + O(u°)

n=2

o (u) = —2u™> + 2(271 —1)(2n — 2)Gap (A)u?"3

= —2u"? + 6G4u + 20Geu® + O(u®)
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D’ou on obtient la relation suivant

ol

g2 = 602’%4, g3 = 1402’%6.

leA leA

(La fonction g (u)? — 49> + 60G4p + 140G est identiquement nul car son développement de Laurent
en 0 contient ne que des puissances positives de w :

)

(u) = u=% 4 3G4u® + 5Geu’ + O(ub),
3(u) = w8 + 9Gu2 + 15Gs + O(u?)
(1) = —2u™3 + 6G4u + 20Geu® + O(u),
"2 (u) = 4u® — 24Gu™? — 80Gs + O(u?)

AROERS)

et cette fonction est une fonction double périodique sur C qui s’annule & origine, c’est a dire elle est
la constante 0).

Maintenant on désigne par Ey C PZ la courbe définie par 'equation de Weierstrass avec gs et g3
ci-dessus, et on définit une application

C/A 5 E,A(C)

par u — (p(u) : p'(u) : 1), si u n’est pas dans A, et 0 s’applique sur (0 :1 :0).
L’application définie un isomorphisme complexe analytique . Pour décrire explicitement 1’applica-
tion inverse on peut aussi utiliser la différentielle

dz/y = dx/+\/42? — gox — g3

sur £ = Fx(C) et l'intégrer autour un contour qui joint un point initial fixe (disons, o) avec un point
varié. L’intégral depends du choix de contour mais I'image dans C/A est invariant. Le réseau

A{/f’ e m(E©.D)

est définit par le choix de la différentielle; si ’on remplace w par uw, u € C, le réseau A ce remplace
par le réseau A’ = uA.

L’isomorphisme C/A = E,(C) est compatible avec les structures naturelles de groupe. En termes
de fonctions elliptiques, ce fait s’exprime comme le théoréme d’addition des fonction elliptiques :

Théoréme. Soit uy, us € A, et u; £ us € A, alors

p'(u1) — @’(Uz))g

p(ur 4+ uz) = —p(ur) — p(uz) + L ( o) — p(us)

4

En termes des coordonnées (z,y) on a

1y -2\
$3:—$1—$2+(1 2) )
4 r1 — T2

ou
Py = (x1,51), P2 = (w2,y2), P3 = P1 + P2 = (3,y3)-
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sl Démonstration du théoréme d’addition et basée sur la
Proposition. (a) Pour une fonction 0 # f € Fy avec (f) = 3 ,cc/anu(u) on a3y, ccpnu=0; (b)
Pour 0 # f € Fx avec (f) =X, cc/anu(u) on a3, cc/p nuu = 0(modA).

Preuve. La premiére affirmation exprime le fait d°(f) = 0. La deuxiéme est impliqué par un calcule
facile de l'intégrale
f'(w)

U du = 27i Ny U,
o f(u) Eu:

ou IT désigne le parallelogramme fondamental de A, et OII son borne. D’autre part, 'intégrale peut
étre calculer & l’aide de calcule les intégrales lelong les cotés opposites. Par exemple, un des deux
couples de ces intégrales est égale a

atwy f’(u) B atwitws2 f’(u)
L v L v

a+twi !
— wg/a uj;((g)) du = 2mikwa,

d’ou la Proposition.
Maintenant, pour uy,us € C/A, u3 Z modA soit

©'(u1) = ap(u1) +b, ¢ (u2) = ap(uz) +b,

ie. y = ax + b la droite passante & traverse de (z;,y;), ou x; = p(u;), yi = @ (u;), (i = 1,2). La
fonction p(u) — (ap(u) + b) a exactement trois zéros, comptées avec multiplicités, u = uy,uz, uz. On
a alors par Proposition u; + ug + ug = 0(modA). On a soit u; = us, 2u; + ug = 0(modA), soit
uz = —(uy + ug)(modA). Ceci implique que le polynome 42° — go — g3 — (ax + b)? a trois racines
zi = p(u;), (i = 1,2,3), i.e. 423 — go — g3 — (ax + b)? = 4(x — p(u1))(x — p(u2))(x — p(usz)). Car
a(p(u1) — p(uz)) = ¢'(u1) — ¢'(u2), on a
a2
plur) + p(uz) + p(us) =

(coefficient de z?), d’ott

pur +uz) = —p(u1) — p(uz) + /Wﬁ—WWﬂ)

B~
A
o@‘@
=
S

\
3

e

[NV}

et siuy =ug =u, on a

MMwsﬁmw+i(WW§?

(passage a la limite).

3.1.5. Homomorphismes et classification des courbes elliptiques

~

Soit E = C/A, E' = C/A’, alors un homomorphisme complexe analytique C/A A C/A" ala
forme u — au pour un « € C. En effet, dans un voisinage de 0 on a A(u) = ap + a1u + asu? + ..., et
Aur +u2) = AMug) + A(uz), d’ott AM(u) = aju, et @ = ay. Pour tout v € C il existe un N € N tel que
u/N est dans le voisinage ci-dessus, et A(u/N) = au/N, donc on a de nouveau A(u) = au.

Ceci implique que

Hom(E, E") = Hom(C/A,C/A) ={u e C | uA C A},
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End(E) = Hom(C/A,C/A) ={pn e C| pA C A},

et on pose
Endg(E) = End(E) ® Q = {s € C | u(QA) C QA}.

On voit de cette description que les coefficients go et g3 sont définis aux replacements go +—
utga, g3 — ubgs(u € k) prés. L'invariant modulaire Ji de la courbe E est définit par Jg = 17285 =
(12)%jg, ou

_ B _g

T g g T A
Deux courbes ont le méme invariant ssi ils devient isomorphes sur une cloture algébrique de & (en
effet, elles sont isomorphes sur une extension de degré 6 de k). Ce resultat reste valable sur n’importe
quel corps k de Car(k) # 2,3 ; plus precisement,

3.1.6. Théoréme. (a) Soient F : y* = 423 —gox—g3, B’ : y* = 423 — gha — g deux courbes elliptiques
sous la forme de Weierstrass, qui sont isomorphes sur k, et X\ : E — E’ un tel isomorphisme. Alors il
existe p € k tel que gbh = ptgs, g5 = pOgs, Mz, y) = (u’z, p’y).

(b) Vj € k il existe E telle que jg = j.

Preuve de (a) utilise le théoréme de Riemann—Roch. Pour les différentielles w, w’ de E et de F’, et
pour coordonnées (x,y) de E’ considérons le composées o A = A*z, yo A = Ay, w’ o A = A*w’. Alors
il existe un p € k tel que Mw' = pw, et

Nw=ple+r, Ny=ply+sp’c+t, rstck.
On a les relation y? = 423 — ghx — g5,
(WPy + spPe +1)° = 4(pPe + 1) — go(pPa + 1) — g3,

qui impliquent r = s =t =0 et (a).

Pour montrer (b) on remarque tout d’abord qu’on obtient jg = 0 si l'on prend go = 0, i.e.
E :y? =423 — 1, et on obtient jr = 0 si 'on prend go = 1, E : y? = 42® — . Dans le cas général on
cherche E sous la forme E : y? = 42 — g — g avec j = g/(g — 27).

3.1.7. Théoréme. Pour tous nombres complexes r, s avec r> — 27s% # 0 il existe un réseau A tel
que go(A) = r, g3(A) = s.
Preuve est basée sur

3.1.8. Lemme. La fonction
() = J(AL) 95(2)
] z :j = —_————--
7 g3(2) —2763(2)
prends toutes les valeurs complexes strictement une fois.

Démonstration du lemme (voir aussi 2.1.5) est impliquée par le fait que j(z) est une fonction modulaire
sur ' =T'(1) = SL(2,Z), i.e. une forme modulaire méromorphe de poids 0, qui provient isomorphismes
j:T\H 5 C, j:T\H = C. En effet, pour tout a € C la fonction f(z) = j(z) — a est aussi une
fonction modulaire sur I', et on a vu 'egalité

1 1
iordz:i(f) + gordzzp(f) + Z ord,—p(f) —1=0,
PEr\H
P#i,p
car ord,—(f) = —1. Ceci implique que f a une seule racine, notamment, soit z = i avec multiplicité

2 (pour a = 0), soit z = p avec multiplicité 3 (pour @ = 1), soit z =P € H, P # i, p.
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Maintenant considérons la courbe elliptique C : y? = 42> —rx — s avec linvariant j = r3/(r3 —27s2)

et le lemme implique qu'il existe un réseau A’ tel que j(A’) = j. Si C’ : y? = 423 — go(N') — g3(N) la
courbe de Weierstrass correspondante a A’, j(C’) = j(A’) = j, et C = C'. Le théoréme precédent nous
dit qu’il existe u u € C* tel que 7 = putgo(A’), s = ubgs(A’), et A = uA’ est le réseau cherché.

Définition. Un A € Hom(E, E’) s’appel isogénie si une des conditions équivalentes est satisfaite :
(i) A # 0; (ii) Ker X est fini; (ii) A est surjective.

~

3.1.9. Théoréme. Soit E = C/A, E' = C/A’. On choisie des bases {w1, w2} de A et {w],wh} de A
de telle fagon que z = wy Jwe € H, 2’ = w)/w} € H. Alors E et E' sont isomorphes (resp. isogénes) ssi
Jg € SLa(Z) (resp. 3g € GL3 (Q) tel que z = g(2")).

Preuve. Si E et E’ sont isomorphes (resp. isogénes), on a uA C A’ et uA = A’ (resp. p(QA) = QA')
pour un u € C*. Posons g = (“ b) ol

cd
wi\ _ [ab) (W
Mla) “\ed wh )’
douz=yg(7), g= (CCL Z), detg > 0 et g € SLa(Z) (resp. 3g € GL3 (Q), z = g(2')).
Réciproquement, si g(2') = z, g € SLy(Z) (resp. 3g € GLI (Q), z = g(2")),

alors .
()= ().
etren(51) = (L0) ()

3.1.10. Endomorphismes et automorphismes.

posons o = ¢z’ + d,

ou

Définition. Une courbe elliptique E est dit & multiplication complexe si End(FE) # Z.

Le théoréme précedent nous montre que E, est & multiplication complexe ssi v(z) = z pour une
v € GLT(Q) non-scalaire <= Q(z) est une extension quadratique imaginaire de Q.

Exemples. (a) Soit j =0, A = (i)1,, alors Ex est & multiplication complexe par Q(7) ;
(b) Soit j =1, A = (p)1,, alors E est & multiplication complexe par Q(p).

3.1.11. Liaison avec formes modulaires. Deux courbes E,, E,/ sont isomorphes ssi 2’ = Zjidb pour

une matrice (z Z) € SL(2,Z). En effet, on a vu qu’'un isomorphisme complex analytique C/A = C/A’

est necessairement induit par la multiplication par un « € C*. Dans ce cas A, = al,/, et (a,az’) est
une base de A, puis a = ¢z +d, a2z’ = az + b, avec une transformation unimodulaire : (1, 2'), (o, az’),
et (1,z) definis la méme orientation de C. On a alors

92(2) = a'ga(z), g3(2") = algs(2).

A savoir, les classes d’isomorphisme des courbes elliptiques sur C correspondent bijectivement aux
points de l’espace quotient I'\H, ot H le demi-plan superieur

H = {z € ClIm (2) > 0},

et I' = SL(2,Z) opére sur H comme ci—dessus. Selon le théoréme classique de Jacobi, le discriminant
A = A(z) de E, peut s’exprime comme

A=(2m) 2 [TA-g™*=02m)'?) r(n)g"
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pour tout z € C with I'm(7r) > 0,q = exp(2wit). La fonction 7(n) est la fonction de Ramanujan.
L’invariant absolu de E, est par définition

J(2) = 1728¢2(2)3 /A(2) = ¢~ ' + 744 + i c(n)q

ot ¢(1) = 196884, ¢(2) = 21493760, ...,c¢(n) € Z. On a vue que J prends toutes les valeurs complexes,
donc toute courbe elliptique sur C est isomorphe & F, pour un z € C.
Topologiquement, C/A est une surface de Riemann de rang 1. S’il on remplace z par y(z) avec

v = (‘Z; ZW) € SLy(Z) alors le réseau A, = Z + 2Z se remplace par le réseau
.

Ay =Z+7()Z = (cz+d) " (Z+ 2Z) = (cz +d) A,
et la courbe correspondante se remplace par la courbe de Weierstrass

92(7(2)) = (cz + d)*g2(2),  g3((2)) = (ez + d)°gs(2).

Le discriminant du polynéme cubique de la partie droite dans ’équation de Weierstrass est une
forme parabolique de poids 12 par rapport & I' = SLy(Z) :

274 (g5 — 2792) = 274 (2m)%e H (1 —e(mz))* = 274(2m)12 Z 7(n)e(nz
m=1 n=1

La fonction

J(z )—1728W—7+744+Z

est invariante par I' = SLy(Z), i.e. c’est une fonction modulaire (forme modulaire meromorphe de
poids 0). On a ordy=oJ = —1.

3.1.12. Points d’ordre fini et isogénies de courbes elliptiques complexes. L’uniformisation
complexe d’une courbe elliptique E sur C, C/A = E(C) montre que le groupe Ey des points annulés
par N sur E(C) est isomorphe &

(Z/NZ) x (Z/NZ) = {(“wl;bw{ it ;d‘”) | a,b,c,d € Z/NZ} .

On va écrire E sous la forme de Weierstrass : E : 4% = 423 — gox — g3
Exemple. Soit N = 2, alors
o (w1/2) = ' (w1 + w2)/2) = ¢ (w2/2) =0,

et les points d’ordre 2 sur E sont (x,y) = (p(w1/2),0), (p((w1 +w2)/2),0), (p(w2/2),0).
Par définition,
P e E(C) <= 3f € C(E) avec (f) = N((P) — (0)).

On a Ey = Ker (E(C) il E(C)), o N§ le morphisme de multiplication par N sur E, § le mor-
phisme identique. Formules pour la lois d’adition nous montrent que dans les coordonnées homogénes

NO((X:Y:2)=(Xn(X:Y:2): YNn(X:Y:2): ZN(X:Y : Z))
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avec des polynoémes Xn(X :Y : Z2), YN(X Y : Z), ZNy(X : Y : Z) A coefficients dans k = Q(g2, g3).
Ceci implique que

P=(X:Y:2)eECQ)«<= XN(X:Y:2)=0, Zy(X:Y :2)=0,

et pour tout o € Aut(C/k) on a P? = P. Pour trouver les coordonnées des points d’ordre fini, on va
construire un polynome F dont les racines coincident avec les x—coordonnées des points d’ordre N.

Cas I. Soit N impaire. Alors  # p(w1), p(w2), p((w1 + w2)/2). Soit

In(z) = N]](e(z) = ow),

o u parcourt tous les u € C/A non nuls tels que Nu € A, et on choisit un seul élément dans chaque
couple u, —u. Alors fy(z) = Fy(p(2)), oit Fy(z) € C[z] un polynome de degré (N2 —1)/2. La fanction
fn est paire, elle a N2 —1 zéros simples, et un seul pole en z = 0 d’ordre N2 —1, avec le terme principal
N/zN~1en z = 0.

Cas IL Soit N paire. Considfons le produit fn(z) = N [[(p(z) — p(u)) étendu sur tous les u € C/A
non nuls tels que Nu € A mais 2u BA, ie. u # wi, wa, (w1 + wy)/2. Alors fy = Fy(p(z)), o
Fy(x) € C[z] un polynome de degré (N2 —4)/2. La fanction fy est paire, elle a N2 — 4 zéros simples,
et un seul pole en z = 0 d’ordre N2 — 4, avec le terme principal N/zY" =% en z = 0. Il est claire que
les racines du polynome Fy sont permutées par tout o € Aut(C/k), alors ces coeflicients sont dans k.

3.1.13. Représentations galoisiennes associées a £. Si P, Q € E(C), 0 € Gy = Gal(k/k), on a
P, Q% € E(k), et (P+Q)° = P? 4+ Q7, d’ot on obtient une représentation galoisienne
P(N),E * G — GL(Q,Z/NZ),

car tout o € Gy, définie un automorphisme de En (k) = Ex(C) = (Z/NZ)?. Les coefficients matriciels
de A= (Z Z) = PN,E(U) sont donnée par l’égalité P = (a:",y") = P(aw1+bw2)/N,(cw1+dw2)/N-

Représentations [-adiques. Soit N =", ol [ un nombre premier, alors passage a limite provient une
représentation [-adique de Gy,

piE G — GL(2,7Z;) = GL(T;),

ou Tj(E) = lim E(k);», la limite est prise par les morhismes

n

E®)m & E®)

de multiplication par .

3.1.14. Classes d’équivalence d’isogénies. Soient F et E’ isogénes. On choisie des bases {w1, w2}
de A et {w],ws} de A’ de telle fagon que z = wy/we € H, 2/ = wi/wy € H, alors I pA C A, et

QA = QA’ pour un p € C*, et dg (‘;Z) € M, (2)

o) - (20 ()

Deux isogénies E " E' et E® E' gappelent équivalentes si Ker w1 = Ker ps.
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Pour décrire les classes d’équivalence d’isogénies, on remarque que pq ~ po <= p1(A) = pa(A), les
classes d’équivalence correspondent aux sous-réseaux pu(A) C A’. Changement de base de sous réseax

w(A) correspond au remplacement
(”1> s v(“l), v € SL(Z),
wo (%%)]

ceci implique que g se remplace par g, car

wi) ab wi
Nws) =7\ ed wh )
La structure du noyau Ker = A’/uA est facile & décrire & I’aide de changement de base de tous
les deux réseaux A et A’, ce qui correspond & des remplacements de type :

! !
<w1) H7<wl>, <w3> = (w,l) 7,7 € SLa(Z).
w2 w2 Wy Wy

Alors g se remplace par vgy' ~!, car

et 3,7 tels que
ab\ ,.; (d0
MNea)? “\oa
i.e. on peut choisir les bases de A et de A’ de telle facon que
pwy = d'wy, pwy = d'wh,

et
Kerpy = N /uN = (Z/d'Z) @ (Z)d'Z), (d'|d)
Un isogénie A s’appelle cyclique si Ker A est un groupe cuclique, i.e. si ' = 1 < g = (‘z Z) est

primitive det g = |Ker A|.

3.1.15. Isogénie duale. Soit £ % E’ une isogénies des coures elliptiques définies sur C Alors E(C) >
Cil%, E'(C) = CI1%,, p est surjective, donc lapplication P — p~!(P) induit un homomorphisme
fi : Clgr — Clg, qui définit Disogénie duale fi : ji : C1%, — C1%, pour laquelle

A((P') = (0")) = (P1) + -+ + (Pn) = (Q1) =+ — (@m),
avec
pHP) = AP, Pa), n7H(0) ={Q1, -, Qul,
(et on peut suposer que Q1 =0, P = P, et que P; = P + Q).
Proposition. On a fiopu =mdg, po i =még ot m = deg .
Preuve. Soit y(P) = P’. 1l faut montrer que

(P)+ 4+ (Pr) = (Q1) = — (Qm) =
(PL+Q1) 4+ (P14 Qm) — (Q1) = — (Qm) ~ m((P) — (0))
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sur E, et que
p(Py) + -4 p(Pr) = Q1) =+ = 1(@ma) ~ m((P') = (o).

La deuxiéme équivalence est triviale, et la premiére est impliquée par définition de la lois d’addition :
Z%‘Pi =0 dans E(C) < Z%(Pi) ~0& Zai =0.

Description analytique de I’isogénie duale. Soient E = C/A, E' = C/A’ isogénes, et A = (wy,w2)
et A" = (w],wh) ci-dessus, z = w1 /we € H, 2/ = w}/wh € H, alors 3pu pA C A, et g (‘;Z) € My (2)

o) - () ()
o) - (50) ()
)=o)

et /i est donnée dans les bases chosis par ¢ = m~lg~! = ( d *b).

—C a

Alors
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Le@on N°11 La courBE DE TATE. POINTS D’ORDRE FINI : TROIS DESCRIPTIONS. ISOGE-

NIES ET DUALITE. FORMES MODULAIRES ALGEBRIQUES ET LEUR DEVELOPPEMENT DE FOURIER
ALGEBRIQUE.

3.1.16. La courbe de Tate. Considérons I’équation de Weierstrass pour C/A, ou A = (27i, 2miz) =
2mid. + 2mizl, w = 2midz

E E
V2 =4Xx3 - 1—§X + ﬁ (X = p(2miz,A), X = ¢/(2miz, A)),
avec -
12(2mi) ga(2) = B4 = 14 240 Z o3(n)q"” (¢ = exp(2miz),

n=1
—216(27i)%g3(2) = B4 = 1 — 504 Z os(n)q".
n=1
Si I’on pose

1
X = —,Y = 2
LY T+ 2y,

on obtient une nouvelle équation dont les coeffisient sont dans Z[[¢]] :

Tate(q) : v+ zy =23 + B(q)z + C(q),

ol

B(q) = -5 (E;lg 1) = —5§: a3(n)q",

n=1

5(E4—1> 7(E6—1>

a 240 ) —504 >, —503(n) — Tos(n) ,

Clq) = o — nz::l 5 q".

Cette équation définie une courbe eliptique sur I'anneau Z((q)) dont la différentielle canonique weqn
est

de _dX
y+x Y
(Rappel :
2(2mi)* By, p) s _ (27i)* By,
Gr(z) = B . (% 1- B, ;ak_l(n) exp(2minz)| = fTEk,
ol £
g2 = 60G, = (m)‘*ﬁ1
E
g3 = 140G = —(2mi)° =)

Soit N > 1 un nombre naturel. On pose

Tate(qN) : y* + zy = 23 + B(¢V )z + C(¢V).
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Posons t = exp(2miu), alors les points d’ordre N sur Tate(q") correspondent aux t = (%,¢/, (0 <
i,j <N —1), (n = exp(2mi/N), et leurs coordonnées sont données par

z(t) = Nz 2 Nkp)2
= (1—qVh) = (1 —q™)
(qut)Q > qu
t) = .
y(t) ]CEZZ (1 — gNkp)3 + ; (1— ¢NFkp)2

Pour des applications arithmétiques de la courbe de Tate il est trés important que ces coordonnées
sont dans I'anneau Z[Cx, N ~[[¢]]-

Preuve utilise 'identité

2 Nk (o] )
Z(u +n) k= 5{712)1)' an_leQ’”"“ (k>2, uel).
" n=1

nez (

Pour le réseau A = 27i(Z + zZ) on a

X = p(2miu) = (2mi)~ < 24 Z u+mz+n)"? - (mz+ n)2)> =

(2mi)~ <ZZu+mz+n —2ZZmz+n —2@(2)):

mEZnEZ m=1neZ
o0
) 1
E § neZﬂ'z(qumz n_9 E E ne?ﬂzmnz + -
meEZn=1 m=1n=1
d’on on obtient les identités ci-dessus.

3.1.17. Familles analytiques des courbes elliptiques. Pour un entier N considérons les sous—
groupes de congruence suivants :

Io(N)={y€SLy(Z) | ¢y =0mod N},
I''(N)={yeTI4(N)|ay=d,=1mod N},
I'(N)={y€SLy(Z) | y=1mod N}.

Les domains fondamentaux de H modulo Paction de ces groupes, a savoir : (a) I'o(N)\H, (b)
I (N)\H, (c) T'(INV)\H, peuvent étre identifier respectivement avec les ensembles des claases d’iso-
morphisme sur C des multiplets suivantes :

(a) (E, (P)), une courbe elliptique sur C et un sous—groupe cyclique d’ordre N, (P) C E(C), Card(P) =
N
(b) (E, P), une courbe elliptique sur C et un point d’ordre N, P € E(C),Card(P) = N ;

)

(c) (E, P,Q), une courbe elliptique sur C et une base de points d’ordre N :
PQeEQC)y=(P)®(Q)=Z/NZ®L/NL.
Pour décrire cette identification on associe & un point z € H les multiplets suivants :
(a) (C/Az, (1/N) mod A;));
(b) (C/A-,1/N mod A.);
(¢) (C/A.,1/N mod A,,z/N mod A,).
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3.2. Formes modulaires algébriques

3.2.1. Courbes elliptiques sur un anneau R. Pour tout idéal premier p C R soit R/p anneau
(inteégre) residuel de p, k(p) son corps de fractions. De point de vue un peu naif on va considérer
une courbe elliptique £ sur R comme définie par un systéme d’équations homogénes dans un éspace
projectif

Pr={(ao:a1:...:a,) Vi a; € R, (ag,a1,...,an) = R}

de telle fagon que (i) pour tout p F mod p (ot E®k(p)) est une courbe elliptique sur k(p), (ii) il existe
un point o € E(R) (une solutions dans P% du systéme).

On va désigner par wg le R—module de R-différentielles de F (si R est intégre avec anneau de
fraction K, wr C QE/K) Vp wr ®gr k’(p) = Qk(p)[Ek(p)]-

(Pour donner des définitions plus presises on est obligé d’utilise le language de schéma [Deligne—
Serre, p.510], [Katz, p.77-81] : une courbe elliptique sur un schéma S est un morphisme propre et
lisse £ — S muni d’une section e : S — FE, de fibres géométriques des courbes elliptiques. Lorsque S
est le spectre d’un anneau commutatif A on dit aussi que E est une courbe elliptique sur A.On pose
wg = e*Q}E/s : pour S = Spec(A), wg s’identifie & un A-module inversible.)

3.2.2. Formes modulaires sur R. Soit R un anneau sur lequel N est inversible. Une forme modulaire
de poids k sur T'; (), méromorphe a l'infinie, définie sur R, est une loi qui, & tout courbe elliptique
E sur une R-algébre A, munie d’un point P (ou d’un plongement « : uy < E), associe un élément
f(E,a) de w%’k. On exige que cette loi soit compatible aux isomorphismes, et a ’extensions des
scalaires.

De fagon équivalente, on peut définir une forme modulaire de poids &k sur I';(N), méromorphe &
I'infinie, définie sur R, est une loi qui, & tout courbe elliptique E sur une R-algébre A, munie d’une
base w du R-module wg et d’un point P, associe un élément f(F,a,w) de A tel que

(i) f(F,o,w) ne dépend que de la classe de A-isomorphisme du triple (E, o, w);

(ii) f est homogeéne de degré —k par rapport a la deuxiéme variable : pour tout A € A

F(BJA o, ) = X" f(E/A a,w).

(iii) Cette loi est compatible avec extension de scalaires : g : A — B
f(E®a B,a,w®4 B) =g(f(E/A, a,w)).
Soit f comme ci-desus. Si d € (Z/NZ)*, on définit la forme modulaire f|R; par
(f1Ra)(E, a, w) = f(E, do,w).

Si ¢ un homomorphisme de (Z/NZ)* dans R*, on dit que f est de type (k, ) sur To(N) si f|Rq =
¥(d) f pour tout d € (Z/NZ)*.

Faisons R = C. La donnée de « : uy — E équivaut alors a celle du point
a(exp(2mi/N)

qui est d’ordre N. A une forme modulaire algébrique f ci dessus, on associe une fonction (encore notée
par f) sur le demi—plan H par la régle

f(z) = f(E.,1/N,2widu),
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ou FE, désigne la courbe elliptique C/2Z + Z, u € C/zZ + Z la variable complexe sur E,. Posons
f(2) = foo(e?™), alors

fool@) = f(C*/q", Id,dt/t) (0 <|q| <1, t=-exp(2miu)),

ou Id est déduite de l'inclusion de pyn dans C*.

3.2.3. Développement de Fourier d’une forme modulaire algébrique est définit a 1’aide de
la courbe de Tate G,,/q” sur l'anneau Z((q)) = Z[[q]](¢™1), qui est définit ci-dessus par I’équation

Tate(q) : y* + zy = 2 4+ B(q)z + C(q),

ou

Ey=1+240 Z o3(n)q" (¢ = exp(2miz),

n=1

Ey=1-504) o5(n)q".

n=1

Cette équation définie une courbe elliptique sur l'anneau Z((g)) qui est munie d’une différentielle

canonique
dx

2+’

Wean = dt/t =

et d’un plongement naturel Id : uy — G,,/q” (remarquons que le groupe puy est défini sur Z par
I'équation 2N —1 = 0, dont on a un plongement naturel Id : uny — G,,, G,, étant le groupe multiplicatif
(un groupe algébrique sur Q). Si f est une forme de poids k sur I';, méromorphe a 'infinie, et définie
sur un anneau R, on pose

foo(@) = f(Gin/q", Id, dt/t) € Z((9)) ® R C R((q))-

(Ici G,,/q” désigne la courbe sur Z((q)) ® R déduite de la courbe de Tate par extension des scalaires.)
Posons

foo(q) = Zanqn et (f|Rd)oo(Q) = Zan(d)qnv de (Z/‘]\TZ)><
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Legon N°12 OpPERATEURS DE HECKE. DESCRIPTION ALGEBRIQUE DES OPERATEURS DE
HECKE A L’AIDE D’ISOGENIES. PRODUIT DES OPERATEURS DE HECKE. LA TRANSFORMATION DE
MELLIN COMME UN PRODUIT EULERIEN. FORMES PRIMITIVES.

3.3. Opérateurs de Hecke

3.3.1. Motivations de la définition des opérateurs de Hecke. Opérateurs
U(m), V(m) sur les développements de Fourier

Les exemples des séries d’Eisenstein et séries théta nous montrent un fait interessant : les coefficients
de Fourier a(n) de ces formes modulaires souvent soient les fonctions arithmétiques multiplicatives soit
ils peuvent étre représenter comme une combinaison linéaire de telle fonctions. Pour la fonction 7(n)
de Ramanujan ces propriétés de multiplicativité ont la forme suivante :

7(mn) = 7(n)7(m) for (m,n) =1,

(") =) ") —p'r(p

"~2)  (p a prime number ,r > 2).

oo
n=0

Soit m un entier positif, f(z) ="
définie

a(n)e(nz) une fonction sur H. Alors la fonction suivante est

flU(m)(z) = Za(mn)e(nz) = mk/2-1 Z flx ((1):1) ;

n=0 uw mod m
S —k/2 m 0
fIlV(im)(z) = Z a(n)e(mnz) = f(mz) =m fle .
01
n=0
Imaginons que 'opérateur
[ flU(m)

agit sur l'espace des formes modulaires My (N, ). Alors on peut espérer a trouve une base de cet
espace constitué par des fonctions propres de ces opérateurs. Si ’on suppose que f est une fonction
propre on obtient la relation suivante

a(mn) = A(m)a(n) (n €N)
ot A\(m) sont les valeurs propres correspondentes :
fIU(m) = A(m) f.

Les propriétés de multiplicativité cherchées sont entrainer de cela. Cependent, si f € My (N, 1)) alors
dans le cas général on ne peut dire que

FlU(m)(2), fIV (m)(z) € My(mN, ¢),

et que

flU(m)(2) € My(N, )

n’a lieu quand m divise N. Pour évité cette difficulté dans le cas général remarquons que les matrices
((1) T’;) dans la définition de U(m) forment une partie d’un systéme exact des répresentantes des classes
d’équivalance droits pour I'o(N)\A,,(N), ou A,,(N) note 'ensemble

b
A (N) = {7 ((cld) | a,b,¢c,d € Z,c =0 mod N,det’ym},
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qui est invariant par des multiplications droits par élements de I'g(N). Pour une systéme complet des
répresentantes des classes d’équivalance pour T'o(N)\A,,(N) on peut prendre I’ensemble

{(gg) |a,d>0,adm,b0,...,d1}.

Ce fait nous permet de définir au lieu de U(m) un autre opérateur qui agit sur I’espace des formes
modulaires M (N, ). Cet autre opérateur s’appelle 'opérateur de Hecke T'(m) :-

f e fRT(m) = m*>71 S " (ag) flxo,

ol o = (ﬁ; f;v) € To(N)\An(N), (m,N) = 1.

o

3.3.2. L’action des opérateurs de Hecke sur les développements de Fourier. L’action de
T'(m) sur les coefficients de Fourier est facile de déterminer en utilisant le systéme des representants
ci-dessus :

FIRT(m) = > w(m)m] ™" f|U (m/m1)V (m)

my|m

=a(0) > (my)my!

m1|m

+>0 > wlm)ml a(mn/md)e(n2),

n=1 m, | (m,n)

ot l'on utilise la convention que a(x) = 0 pour z & Z.
Multiplication des systies ci-dessus nous montre que le régle de multiplication pour les opérateurs
Ti(m) a la forme donnée par la proposition suivante :

3.3.3. Proposition (la régle de la multiplication des opérateurs de Hecke). Soit n, m premiers
avec N. Alors

Ti(m)Ti(n) = Y ¢(ma)my ™ Ti(mn/m3). (%)

my | (m,n)

Démonstration. On va vérifier la regle (*) sur des développements de Fourier. On a

FIRT(n) =Y (n)ny = fIU(n/na)V (na),

ni|n

FIT(m) = d(m)my ™" f|U(m/m1)V (my).

mi|m

Alors
FRT ()T (m) = Y p(namy)(nama)* = £1U(n/n1)V (n2)U (m/ma)V (my).

ni,ln
my,|m

Pour effectuer la commutation, on utilise

3.3.4. Lemme (la régle de commutation des opérateurs U(m), V(m)). Soient A,B € N,
§ =PGCD(A4, B), alors pour f =Y > a(n)e(nz) on a les identités suivantes :

fIV(AU(B) = flU(B/§)V(A/)).
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En effet,

fIV(A)U(B) = ( e(nAz) ) |U(B a(n)e(nAz/B)

n=0

n=0
B|An

= Y alne(ndz/B)) = a((B/6)n)e(n(4/6)2) = fIU(B/6)V(A/S),

n=0
(B/8)I(A/8)n
d’ou le lemme.

Remarque. Lemme 3.3.4 montre que f|V(A)U(A) = f; par contre, f[U(A)V(A) = > %50 a(n)e(nz).

Aln
Si lon utilise directement le lemme avec la notation 6 = PGCD(n1, m/m;), on voit que

fIxT(n) = Y dlmm)(mma) U (n/n)U(m/ma8)V (n /6)V (ma)

nyln
my|m

= > ¢(nyma)(namy)* U (nm/nymi6)V (nyma /6).

nyln
my|m

Posons ny = ny /3. Alors ns|(n/d), m/mié € Z, d’ott mq|(m/d) et

fleT(n)T(m)
= Y (@) Y wlnama)(nama) T FU((nm/6%) fnama)V (nama),
5| (n,m) nal(n/8)

m1l(m/8)
d’ou la proposition 3.3.3.

En particulier, les opérateurs Ty (n) commutent entre eux. Si f € My (N, ) est une fonction propre
de tous les opérateurs Ty (n) avec (m, N) =1, i.e. si 'on ait

fTk(m) = Xn(m)f - ((m.n) =1),

alors ’evaluation de la régle de multiplication sur f implique

Ar(m)As(n) = Z Y(m)mE I\ (mn/m?).

my | (m,n)

3.3.5. Relations entre les coefficients de Fourier et les valeurs propres des
opérateurs de Hecke. Produits euleriéns.

La comparaison de coefficients de Fourier a(n) provient 'identité suivante

Y Wlm)mi a(mn/m}) = A(m)a(n).

my | (m,n)

En particulier, pour n =1 on a



est pour a(1) # 0 la fonction a(m) est alors proportionnelle & la fonction A(m) pour (m, N) =
Toutes ces propriétés peuvent étre exprimer sous une forme commode en termes de séries de
Dirichlet :

f(z) = a(n)e(nz) € My(N, ),
n=0
ci-dessus posons formellement
Z Ar(n)n™*, Rn(s, f) = Z a(n)n=*.
(Nomy=1 (Nomy=1

Alors ces séries de Dirichlet formelles satisfont les identités suivantes :
I) Le développement en produit d’Euler :

Ly(s,f)= ] [0 =Xp~* +op" >

p:pfN

I) By (s, f) = a(1)Ln(s, f)-

En effet, la régle de multiplicativité pour les nombres premiers distincts p;, p; } N implique que

= 1 (zxf )

p:pfN

et la sommation de toute de ces séries par rapport a § peut—étre effectuer a I’aide de la relation

Ar()Ar(P°) = A (@) + (p)As(p°7) (6 > 1).

L’equation IT) est impliquée directement de a(m) = Af(m)a(1).
Dans Chapitre 4 on considére aussi les facteurs manquants dans le produit eulérien Ly (s, f) qui
correspondent aux diviseurs premiers de V.

3.3.6. Algébre de Hecke. Interprétation géométrique des opérateurs de Hecke. Soit f =
> apq™ une forme modulaire (au sens habituelle) de type (k, %) sur To(NN), et soit p un nombre
premier. On pose

ATy =" apnd™ + )" ang®™, si p [N,

flUp = Zapnq" si p|N.
On obtient ainsi une autre forme modulaire de type (k, %) sur I'o(N), qui est paraboliqie, si f est.

Description géométrique des opérateurs de Hecke. Si f une forme de type (k, 1) sur T'o(N) définie sur
un corps algébriquement clos R de caractéristique # p (& valeurs dans les différentielles multiples), on
a

(f1T,)( Z@ (PE, o)),

ou ¢ parcourt les clases d’isogénies ¢ : E — E’ de degré p de source E (deux isogénies étant dans
la méme classe si leurs noyaux sont égaux). La notation ¢* : ?E — w%k signifie le changement de
variable ¢t — ¢(t) dans les différentielles multiples. Les T, commutent entre eux, et commutent aux

Ry.
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La définition ci—dessus est équivalente a la définition commode utilisé par Katz [Katz, 1.11] : si f
une forme de type (k, ) sur I'o(N) définie sur un corps algébriquement clos R de caractéristique # p,
& valeurs scalaires, on pose

(fIT) (B, aw) = pb~ 12@ ($F, ¢ 0a,3")),

ou ¢ : p(E) — E l'isogénie duale a ¢,
<k Rk Rk
Q7w > wop.
En effet, pour une base w de wg, et une base w’ de w,r = wgs on a par définition

F(E, ) = f(B,a,0)w®,  f(pE,poa)= f(pE,poa,w) (W),
d’ou
P (f(pE, poa)) =" (f(pE, p o a,w)(W) ) = f(pE, p o a,w’)p* (W),
avec
f(E,a,w), f(eE,poa)€ R.
Posons w’ = ¢*w, alors

Rk Rk

F(@E, poa, *w)(¢* o g*w)®* = p* f(pE,p o a, p*w)w

car ¢ o g = pd, (p* 0 P*w)®* = phwsh,
L’action de 7}, sur les développement de Fourier : on vérifie que si p est un nombre premier ne

divisant pas N, on a
AT, = Zapnq" +o(p)p* Z ang".

3.4. Produit scalaire de Petersson.

3.4.1. Définitions diverses du produit scalaire de Petersson. Une base formée par des fonctions
propres des opérateurs de Hecke peut — étre construit en utilisant le produit scalaire de Petersson.
Pour une forme modulaire h € My (N, ) le produit scalaire de Petersson de h avec f € Sg(N, ) est
définie par la formule

. h)x = / TEh()y* 2 de dy,
To(N)\H

ou z = z+iy, H/To(N) est un domain fondamental pour H modulo I'g(N). Alors on a la décomposition
suivante :

M (N, ¢) = Sp(N,¢) & E(N, ),

ou &,(N, 1) est appellé 'espace des séries d’Eisenstein, une base duquel peut—étre explicitement décrite
et elle est formée par les séries du type ci-dessus ([La2], [He], [Sh]).

Parfois il est plus commode & utiliser le produit de Petersson absolu : pour un sous—groupe I' C
I'(1) = SL(2, Z) de 'indice fini, h € Mj,(T") le produit scalaire absolu de Petersson de h avec f € S(I')
est définie par la formule

,h = —— 7h2 k_ded,
(f,h) SOl F\Hf() (2)y y

donc ce produit ne dépend pas de choix d’un groupe I' C T'(1).
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Il est commode d’écrire

h) = Q(f,h
= oum,
ou Q(f,h)(= Q(f, h)(z) désigne la forme differentielle

Q(f,h) = F(2)h(=2)y*~* dw dy,

donc pour tout vy € I" on a

Qf,h)(v(2)) = Q(f, h)(2).

3.4.2. L’interprétation a ’aide de la mesure de Haar sur le groupe SL(2,R) [voir De].

3.4.3. Proposition sur les propriétés fondamantales du produit scalaire de Petersson.
(i) Soit f € Mp(T'(N)) a € Ma(Z), det & = m. Alors f € My(T(Nm)).
(ii) Soit f € Mi(T'(N)), h € Sk(I'(N)), o € My(Z), det o« = m. Alors pour le produit absolu de
Petersson on a
(fla, hla) = (f, hley),
ot o/ =ma~!
(iii)
(flas by = (f,hld),
ot o/ =ma~?!
(iv) Si f, g sont T—invariant, alors le produit (f|a, g) ne dépend que de la classe double Tal' de .

Démonstration. En effet, pour tout v = 1 + Nmax € T'(Nm), * € Ma(Z) on a flay = flaya™ta =

fl(1 + Nmaza=Ya = f|a, car ma™! € My(Z) et 1 + Nmaza~t € T'(N), d’ott on obtient (i).

Pour montrer (ii), il suffit d’effectuer l'integration, en faisant le changement de variable z — «(z),
et en remplacant le domaine fondamental Dr de I' par le domaine fondamental oD de al'a~!. Si
I' D I'(N) alors al'a™! D T'(Nm) et dans la définition du produit scalaire de Petersson on peut
utiliser le domaine fondamental du groupe I'(Nm).

3.4.4. Normalité des opérateurs de Hecke. On vérifie que les opérateurs Tj(m) sur Si(N,v)
sont normales par rapport au produit de Petersson pour (m, N) = 1. De plus, les operateurs sont
1—Hermitiens :

Proposition. Pour tout f,h € Si(N,¢) et (m,N) =1 on a l'identité suivante :

P(m)(f|Tk(m), h)n = (f, h|T(m)) N

Démonstration utilise la définition matricielle des opérateurs de Hecke. Soit
To(N)AL(N)To(N) = A (N),

alors

fITm)y=m2>t 3" y(as)flo.

oTo(N)\ A (N)
Par Lemme 3.4.3 (iii)
(fIT(m),hy =m=" 3" Plas)(f.glo").

ol (N)\Am (N)
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Ecrivons o = (‘z Z),
o d—b - o ay b1 ab as b2
7= 0 a o= C1 d2 cd C2 d2 ’

¢1 = ¢y =0(modN), a = ajdaz(modN),
(f9l0") = (f,glmore) = (flva ' ghno) = ¥(ar)v(a)(f, glo) = ¢ (a/d)(f,glo).

ou

Alors
(fIT(m),hy =m5~t 3" Plag)w(a/d)(f,glo) = (f,h|T(m)),

c€lo(N)\A, (N)
ceci entraine la Proposition.

3.4.5. Lemme sur des familles commutatives des opérateurs normaux. Soit {4;};c; une
famille des opérateurs normaux dans un espace V hérmitien complexe de dimension finie telle que
A;A; = AjA; pour tout i,j € I. Alors il existe une base orthogonal de V formée par des fonctions
propres de tout les opérateurs A;.

Démonstration est standarde : soit VM le sous—espace non-nul des vecteurs propres de A;, de la valeur
propre A. On peut supposer que A;, n’est pas un opérateur scalaire, donc dim V) < dim V. Alors
par réccurence on trouve dans dim V) un vecteur propre v de tout les opérateurs A;, et on considére
le complémentaire orthogonal (v)* qui est stable pour tout A;.

En utilisant de nouveau raisonement par réccurence on montre le lemme.

3.4.6. L’existence des bases de Hecke. Par un théoréme général de ’algébre linéaire sur les familles
des opérateurs commutant normales on peut choisir une base orthogonale de Si(N, ) formée par des
fonctions propres de tous Tx(m), ((m,N) = 1).

Une base avec cette propriété est appelée une base de Hecke. Dans le cas ot le nombre m n’est
pas divisible que par les diviseurs premiers du niveau N, on peut utiliser l'opérateur U(m) au lieu de
Ti(m). Comme on a remarqué plus haut ces opérateurs opérent sur My (N, ). Cependent, ils ne sont
plus normal, est ne sont pas en général diagonalisables dans Si(V, ).

3.5. La transformée de Mellin

d’une forme modulaire et son prolongement analytique.

3.5.1. Définition de la transformée de Mellin. Convergence absolu dans un demi—plan
droit Soit

oo

fz)= Z a(n)e(nz) € Mg(N, ).

n=0

Alors la série de Dirichlet

R(s,f) = Ri(s.f) = Y _a(n)n™*

converge absoluement pour Re s> 0.
Convergence de ces séries pour Re (s) > 0 est entrainée des éstimées suivantes pout des coefficients
de Fourier :

a) Si f € My (N, ) alors
la(n)| = O(n*=1+¢) >0
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et la série de Dirichlet converge absoluement pour Re s > k.
b) Si f € Sp(N, ) on a
la(n)] = O(n"> %), >0

- (k+1)
et les séries Ly (s, f) et Ry(s, f) converge absoluement pour Re s > 5.

Les éstimées ci—dessus utilise quelques propriétés fines des coefficients de Fourier a(n). Cependent,
Putilisation seulement des propriétés analytiques de f(z) (le fait que cette fonction est holomorhe et
qu’elle satisfaite la condition d’automorphie) permet d’obtenir certains éstimées plus faibles :-

a)
la(n)| = O(n*), for f € My(N,v);

b)
la(n)] = O(*72), for f € SK(N,v);
la derniére éstimée est entrainé par 'éstimation |f(z)| = O(y~*/?) (y — 0, z = x + iy).

Un prolongement analytique de ces séries sur le plan complex entier peut—étre construit en utilisant
la transformée de Mellin de f :

(2m) T (s)R(s, f) = /Ooo[f(iy) —a(0)]y*~"dy (Re(s) > 0).

Cela peut étre établi par l'intégration terme-par-terme de la série
o0
fliy) — a(0) = > a(n) exp(—2mny)
n=1
et en utilisant la représentation de la fonction gamma :

o0
I'(s) :/ e Yy ~tdy (Re(s)>0).
0
L’espace vectoriel de toutes les séries de type R(s, f) pour f € My (N, ) peut étre caractériser par les
propriétés analytiques de ces séries. D’aprés Andrianov A.N. (1974), on va donner cette caractérisation
dans le cas N = 1.

3.5.2. Théoréme A (Prolongement analytique de la transformée de Mellin). Soit f € M, =
M (SLo(Z)). Alors la série de Dirichlet R(s, f) admet un prolongement méromorphe sur le plan
complex entier, et si I’on pose

A(s, f) = (2m)°T(s)R(s, [),

alors la fonction

() , (1l

As, f) +
est une fonction entier. On a ’équation suivante

Ak = s, f) = (=1)**A(s, f).
3.5.3. Théoréme B (Caractérisation des formes modulaires par des propriétés analytiques
des séries de Dirichlet correspondentes). Toute série de Dirichlet R(s) =Y ", a(n)n™* avec les

coefficients a(n) de croissance au plus polynomiale de n, satisfante aux conditions analytiques ci-dessus
doit avoir la forme R(s, f) pour une forme modulaire f € My = M(SLa(Z)).
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3.5.4. Démonstrations de théorémes A et B. Pour démontrer Théoréme A on utilise la trans-
formée de Mellin et on écrit

Asn= [ 1) — a0yt dy (Re(s) > k+ 1),

0

En remarquant que f(—1/z) = 2*f(z) on voit bien que

Ao f) = [ 1) - a0y dy = "k [ ity

:/jomiw —o(Oly™ dy - @ - /0 f(=1/iy)y="dy

@_ika(O)
s k—s’

:/100[f(iy) —a(0)](y* " +iFyF e dy —

La fonction f(iy) —a(0) tend vers zéro exponentiellement si y — oo, donc le dernier intégrale converge
absoluement pour tout s et il représent une fonction holomorphe de la variable s. Ceci implique la
premiére affirmation. La substitution s — k — s dans I'intégrale entraine I’équation fonctionnelle pour
A(s, f) qui est multiplie par i*.

Pour démontrer théoréme B il suffit & utiliser la transformation réciproque de Mellin, et le fait
que le groupe modulaire SLy(Z) est engendré par les matrices (1) et (§'). La transformation
réciproque de Mellin est définie & ’aide de la formule

1
eV =— T(s)y~*ds,
2m1 (c0)
ou l'intégration est étendue sur la droite verticale (og) = {og + it | t € R}, 09 > 0, grace & certain
déformation standard du contour (og), qui permet de réduire I'intégrale a la somme des résidus :

—1)ny™
Ress—_,I(s)y™° = # (n€Z,n>0).
n!

En appliquant cette formule, on ait

_ b
- 27T’L (Uo)

f(iy) — a(0) A(s, f)y~*ds, 09 >0,

et ceci permet de récupérer la forme f(z) et ces propriétés d’automorphie des propriétés analytiques
de A(s, f) (prolongement analytique, équation fonctionnelle).

Théorémes A et B peuvent—étre étendus sur les formes modulaires de poids enties par rapport aux
sous-groupes de congruence de SLo(Z) (avec des complications techniques naturelles).

Dans cette situation le théoréme généralisant Théoréme A est appelé le théoréme direct, et celui
généralisant Théoréme B est appelé le théoréme inverse. Ce théoréme inverse a été etabli par A.Weil
(1967) en termes de séries de Dirichlet tordus

A (s, f,x) = (2m)°L(s) Y x(n)a(n)n ™",

ou x est un caractére de Dirichlet.

3.5.5. Formes primitives. (voir [Miy]). Un supplémentaire important & la théorie de Hecke a été
suggeré par Atkin et Lehner.
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Ceci est lié & une construction d’une bonne théorie des opérateurs de Hecke T'(p) dans les espaces
des forme modulaires sur T'g(N) pour p premier & N aussi bien pour les diviseurs de N.

Considérons un exemple simple. Soit S12(I'g(2)) l'espace vectoriel de dimension 2 contenant fo =
A(z) et fi = A(2z). Ces formes ont le mémes valeurs propres pour T'(p), p # 2, mais ils sont linéa-
rement, independent. On peut alors poser la question suivante : quelle restrictions faut-il imposer sur
[ =" ane(nz) € S(N,v) afin que les coefficients a,, avec (n, N) = 1 déterminent f complete-
ment ? Si T'(p)|f = 0 pour tout p, (p, N) = 1, peut-on dire que f =07

Pour trouver ces conditions on construit d’abord 1’espace des formes vieilles

SPAT1(N)) € Sp(T1(N))
comme la somme des images des opérateurs
V(d) : Skl (N/d)) = Sk(T1(N))
pour tous diviseurs d de niveau N. Posons
SN, ) = Sp(N, ) N ST (N)).

Alors l'espace des formes nouvelles de niveau exact N est défini comme le complémentaire orthogonal
de 'espace des formes vieilles, et on a la décomposition suivante :

Sk(N, ) = SE™ (N, ) ® SPUN, ).
Le resultat principal de la théorie d’Atkin — Lehner dit que si une fonction
fe S (N,Y)

est une fonction propre des opérateurs de Hecke Ty (m) avec (N,m) = 1, alors f est uniquement
déterminée (& une constante multiplicative prés) par ces valeurs absolues et on peut normaliser f
par la condition a(1) = 1. Une forme primitive du conducteur N est alors définie comme une forme
nouvelle normalisée f € SpV (N, ¢).

Pour telles formes f la condition f|U(q) = a(q)f pour ¢|N est automatiquement satisfaite.

On a le développement en produit d’Euler suivant :

s f) =S atmn~
=[] - alg)e™) 7 T = a@p™ +vp)pt—2)7",

q|N pIN

ot |a(q)| = ¢*~1/? si le caractére 1 ne peut pas étre défini modulo le niveau inférieur N/q, et si v est

défini modulo N/q on a a(q)? = 9(q)g"~* dans le cas ot ¢> J N, et a(q) = 0 sinon (i.e. pour ¢2|N),
voir Li W. (1975).
Soit f(z) =~ ya(n)e(nz) € Si(N,1) une forme primitive de conducteur Cy, C¢|N. Si on pose

Wi = (g o) 1) =3 = X alale(ns) € SN, 9).

n=0

alors pour un nombre complex A(f) with |A(f)]=1on a

W (Cr) = M) f7-
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