
Si P σ = P , on a
(
P
Q

)σ
Qσ = P

QQ, donc P = 0 ou Qσ = Q, puisque k(X1, . . . , Xn) est
intègre.

Si P et Q ont un facteur commun, quitte à diviser par se facteur, on se ramène au
cas où ils n'ont pas de facteur commun non trivial.

Si Q n'est pas symétrique, comme les transpositions engendrent Sn, il existe une
transposition τ telle que Qτ 6= Q.

Si τ = (i, j), avec 1 6 i < j 6 n, considérons P τ−P (ou Qτ−Q) comme un polynôme
en Xj , à coe�cients dans l'anneau k[X1, . . . , Xj−1, Xj+1, . . . , Xn]. on a (P τ − P )(Xj) ≡
(P τ − P )(Xi) (mod Xi − Xj), or P τ (Xi) = P (Xi), donc Xi − Xj divise P τ − P (et
Qτ −Q, pour la même raison).

Comme
(
P
Q

)τ
= P

Q , on a P τQ = PQτ , donc (P τ −P )Q = (Qτ −Q)P . En particulier,

P divise (P τ − P )Q dans l'anneau factoriel k[X1, . . . , Xn]. Comme P et Q n'ont aucun
facteur commun, on trouve que P divise (P τ − P ).

Le degré en Xm de P τ−P
P est inférieur ou égal à 0, pour tout m, donc λ = P τ−P

P ∈ k.
On a alors P τ − P = λP et Qτ −Q = λQ. Comme Q 6= Qτ , on a aussi λ ∈ k∗.
Comme Xi − Xj divise (P τ − P ) et (Qτ − Q), c'est un facteur commun à P et Q,

d'où une contradiction.
Donc Q est symétrique, et donc P l'est aussi d'après la deuxième question.

A.5 Contrôle continu du mardi 14 mars 2006

1. Soient p un nombre premier, et Fp10 un corps de p10 éléments.
(a) Trouver tous les sous corps F ⊂ Fp10 .
(b) Montrer que le groupe Aut(Fp10) de tous les automorphismes de Fp10 est cyclique,

et trouver tous ses générateurs.
(c) Trouver le nombre de tous les polynômes unitaires irréductibles de degré 10 sur

Fp10 .

2. a) Trouver le terme constant du polynôme minimal P sur Q du nombre algébrique
α =
√

2 + 3
√

3.
b) Trouver toutes les racines complexes de P .
c) Déterminer le groupe de Galois du corps engendré par toutes les racines complexes

de P .

3.* On considère une extension galoisienne L/K de groupe de Galois Gal(L/K), iso-
morphe au groupe symétrique S5.

a) Déterminer toutes les sous-extensions galoisiennes E/K, où K ⊂ E ⊂ L.
b) Donner un exemple de deux sous-extensions E1/K et E2/K, (E1 ⊂ L, E2 ⊂ L)

telles que E1 et E2 ne sont pas incluses l'une dans l'autre, le composé E1 · E2 n'est pas
égal à L, et l'intersection E1 ∩ E2 n'est pas égale à K.
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4.* On considère le polynôme à coe�cients rationnels

P (T ) = T 3 − 3T − 1.

(a) Trouver le discriminant de P .
(b) Montrer que P est irréductible sur Q et qu'il possède trois racines réelles α1, α2,

α3, telles que α3 < α2 < 0 < α1.
(c) Montrer que si α est racine P , il en est de même de 2− α2. On pose K = Q(α1).
(d) Montrer que l'extension K/Q est galoisienne, et que tout élément de son groupe

de Galois induit une permutation paire sur l'ensemble {α1, α2, α3}.
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