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*Si le temps le permet

De quoi s'agit-il?

Les plus connus groupes classiques (sur les complexes) sont

GL(n), SL(n), O(n), SO(n), U(n), SU(n), Sp(2n).

De point de vue de la géométrie, ce sont certaines groupes de transformations du C-espace
vectoriel V=C”n (a savoir, soit les transformations linéares inversibles, soit les
transformations linéaires spéciales, orthogonales,

ainsi que les transformations unitaires ou symplectiques),

données par X->AX (A une matrice, X un vecteur colonne de V).

En gros, on définie ces sous-groupes de GL(n) (ou de GL(2n)) par une condition d'invariance
de sorte B(AX, AY)=B(X,Y), ol B soit une forme bilinéaire (symétrique ou alternée), soit une
forme sésquilinéaire (hermitienne) connue des cours d'algébre linéaire comme des
transformations orthogonales, unitaires etc.

B(X,Y) et X->AX sont des examples de la notion de tenseur. De plus, au lieu du corps k=C
on considéere un corps quelconque, y compris k=R, Q, un corps fini F_q (ou une extension
de tels corps).
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Cours N1. Lundi 19 janvier 2015

(disponible sur : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr /“panchish)

Motivations et contenu du cours

Le présent cours est centré sur les notions de ’algébre tensorielle, pebrrémes—etfrae-
tions—rationnellesy exemples et constructions de corps, exemples de groupes, groupes
classiques, géométrie projective. Ce sont les outils algébriques pour la géométrie (en par-
ticulier la géométrie différentielle et la géométrie algébrique), pour larithmétique (equa-
tions diophantiennes, représentations galoisiennes), pour I’analyse (fonctions spéciales de
variables matricielles, équations différentielles et groupes de monodromie), pour la phy-
sique mathématique (en particulier, la mécanique quantique, voir [Coq02], Partie IV de
[KosManl), ainsi que pour beaucoup d’applications (codes géométriques etc.)

Les corps finis donnent des exemples importants d’extensions de corps, et on étudie
en détail les polynémes irréductibles sur les corps finis.

Le cours est considéré comme la suite du cours "Algébre 1", et on utilise comme
prérequis les notions de théorie des ensembles, groupes, anneaux et corps, les notions
d’algeébre linéaire, y compris les formes quadratiques, géométrie affine (euclidienne).

Premiére partie

Algébre tensorielle

Motivation : algébre polylinéaire
0.1 Formalisme d’applications polylinéaires

Cette partie est consacrée a ’étude systématique des constructions polylinéaires pour
les espaces vectoriels V' sur un corps commutatif K, et pour les modules M sur un
anneau commutatif A. Ici on introduit la notion du produit tensoriel qui sert de base aux
constructions algébriques; on I’étudie en détails.

Cependant, les applications principales de ce formalisme se trouve & I'extérieure de
I’algébre linéaire, notammement, dans la géométrie différentielle, théorie des représenta-
tions de groupes et dans la mécanique quantique, voir Partie IV de [KosMan]| et [Coq02].

Soit Vi, ..., V,. une famille finie de K-espaces vectoriels, et soit V3 x --- x V. leur
produit cartesien.

DEFINITION 0.1.1 Une application
fVix - xV,—=V

du produit cartesien Vi X --- X V.. dans un autre K-espace vectoriel V est dite polylinéaire,
st elle est linéaire pour tous les arguments v; € V;, i = 1,---r. Notation :

fel i--xlver).

6


panchish
Text Box
Cours N1. Lundi 19 janvier 2015  

panchish
Cross-Out

panchish
Replacement Text
-

panchish
Sticky Note
PLAN du 19/1/15:
-Algèbre tensorielle Motivation : algèbre polylinéaire 
-Formalisme d'applications polylinéaires, propriété universelle, exemples
-Rappels sur les anneaux, Modules et espaces vectoriels
-Sous-modules, sous-espaces vectoriels, exemples


panchish
Cross-Out

panchish
Replacement Text
ent

panchish
Cross-Out

panchish
Replacement Text
'

panchish
Cross-Out

panchish
Replacement Text
,

panchish
Cross-Out

panchish
Replacement Text
;


On va constrire une application polylinéaire universelle
g:Vix--xV,=Vi® -V,
denttimagg T = V1 ® --- @V, est dit le produit tensoriel de Vi, ..., V.

DEFINITION 0.1.2 (PROPRIETE UNIVERSELLE) il eziste une application K -polylinéaire
g:Vix--xV,—=T, telle que toute application K-polylinéaire f: V3 x---x V. =V se
factorise par g : f = f' o g pour une unique application K-linéaire f': T —V :

g Cest-a-dire, que L(V1 x.--- x V3 V) =L(Vi®--- @V, V)
Vix-xV, IT (I'iden@é{at&- canonique).
Lf
\ v
V

Notation : v1 ® -+ ®@ v, = g(v1,...,v;)
tenseur décomposable

On appelle les vecteurs v1 ® - -+ @ v, éléments décomposables de 1’espace vectoriel
des tenseurs générales 11 ® - - - ® V.. Le produit tensoriel T' est engendré par les tenseurs
décomposables, et on le construire sur les corps et sur les anneaux commutatifs.

Idées de base du calcul tensoriel

— Dualité : on considére les vecteurs v € V comme des applications K-linéaires sur
I’espace V* des formes K-linéaires £: V — K

vl L(v) € K, deplus, V= (V") si dimV < oo

— Produit d’applications polylinéaires a valeurs scalaires (de variables différentes) est de
nouveau polylinéaire

FiVis-x Vi o K, hiVigg X oo X Vi — K =

de
(F @R Wi, 0rws) < F 01, 0 B(Vrsts -+ Urss)

— Identification d’applications K-linéaires F' € L (U, L(V,W)) avec certaines applications
K-bilinéaires F' :€ L(U,V; W)

F s (F: (u,0) — F(u)(v), LU LV,W)) = LU, V;W) si dimU,dimV,dim W < occ.

DEFINITION 0.1.3 (TENSEURS CLASSIQUES) Un tenseur F' p-fois covariant et q-fois contra-
variant sur un K-espace vectoriel V' est une application polylinéaire

F:Vx o xVxV*x--.xV* 5K, ieFecV'®@ - VeV -V

p fois q fois p fois q fois

On note T4(V) = V*¥P @ V& = L(VEP @ V¥4 K).
Soit dim(V') < co. Les cas particuliers de la notion d’un tenseur F' inclus :
— un vecteur v € T{(V) = (V*)*.
— une forme K-linéaire £:V — K € TY
— une forme bilinéaire f: V x V — K € TY
— un opérateur linéaire u: V — V :u € THV) 2 L(V*® V; K)
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Notation classique

Soit V' = (ey, ..., e,) un K-espace vectoriel d'une base {e1, ..., ey}, donc dim(V') = n.
On note €', ..., e" la base duale de V*, c’est-a-dire, €/(e;) = d;;. Alors tout tenseur

FeTh(V)=V*P V¥ = L(V @ V*¥ K)

.,jq

est détérminé par ces composantes FZJ v
1 lp

= F(ei, - e, et -~ el7). De plus

— it gL gt @es @ @e; = FIVT I g e e @ Qe
F= 3 FUVN® - 0er@e;,® --0¢j, = F 77 @---0e7Qej, @---Qej,
i1 ip
i1 g

(selon la convention d’Einstein, on omet le symbole de sommation d’indices répétants).

1 Rappelssurlanotion-d’anneau,exemples;
1.1 Structure d’anneau et idéaux

DEFINITION 1.1.1 Un anneau est un groupe abélien A muni d’une loi interne
AxA— A (v,y)—zy=2x-y

appelé produit ou multiplication, qui est associative
Anl Vz,y,z € A, x(yz) = (zy)z,

et distributive a droite et a gauche pour a l'addition :
An2 Vz,y,z € A,x(y + 2) = xy + 2,

An3 Vz,y,z € A, (y + z)x = yx + 2z,
On prendra également la convention que tout anneau est unifére, c’est-a-dire que la mul-
tiplication est munie d’un élément neutre 1 :

AndVr e A le =21 = x.

L’anneau est dit commutatif si la loi de multiplication est commutative :

Comm. Va,y € A, zy = yx.

DEFINITION 1.1.2 Un morphisme d’anneau ¢ : A — B est une application telle que
MorAn V., y, 2 € A, p(zy + 2) = p(x)e(y) + () € A,0(14) = 15

SAn Une partie A C B est dit un sous-anneau, si l’'inclusion A — B est un morphisme
d’anneau.

EXEMPLE On pose B = Z X Z = {(x1,x2) | 1,22 € Z}, alors A = {0} X Z est un anneau,
mais non un sous-anneau de B.

DEFINITION 1.1.3 Soit A un anneau commutatif. Une partie I C A est dit un idéal si
c’est un sous-groupe additif pour l’addition, stable par la multiplication externe (par un
élément quelconque a € A).

Idéal Vo € I,Va € A,ax € 1.
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Opérations sur les idéaux

DEFINITION 1.1.4 (a) Soient I,J deuz idéauz de A. Leur somme
I+J={z+y|zel,ycJ}

est le plus petit idéal de A contenant I et J.
La somme d’une famille d'idéaux (I, )acr est formée par toutes les sommes finies

Iy = {Zaja,xa eIa}

ael’ ael

ot To, = 0 sauf un nombre fini de o € T'.
(b) L’intersection ensembliste

N

ael

d'une famille d'idéaux (I, )aer est toujours un idéal de A.
(c) Soit X une partie d’un anneau A. L’intersection de tous les idéaux de A, conte-
nants X, est dit l’idéal engendré par X
(d) Le produit
I Ip... -1,

d’un nombre fini d’idéauz est l’idéal engendré par
{z1- 20 vy |y €, € L1, ,xy € I}
En particulier, I’idéal I™ est engendré par
{z1 - xoe..wpy | ®1,20 € I, -+ 2y €1}
EXEMPLE
a)Si A=2Z,I=(m), J=(n), alors
I+ J=(pged(m,n)),INJ = (ppcm(m,n)),I-J = (mn).

REMARQUE
L’idéal, engendré par une famille z,,, coincide avec la somme

Z(wa)

ael

de tous les idéaux principaux (z4) = x4 A.

REMARQUE Montrer en exercice que 'union d’une famille d’idéaux (I)qer n’est pas un
idéal en général, mais c’est le cas si les idéaux I, sont totalement ordonnés par I'inclusion :

Va, 8, soit I, C Ig, soit Ig C I,.



1.2 Anneau quotient

DEFINITION 1.2.1 Soit A un anneau commutatif, I C A un idéal de A. Alors il existe
sur le groupe quotient additif A/I une unique structure d’anneau telle que la projection
canonique w: A — A/I est un morphisme d’anneauz.

PROPOSITION 1.2.2 (a) Soit A un anneau commutatif, I C A un idéal de A. Alors il
existe une bijection entre l’ensemble

{JCA|JDI}

d1déaux contenants I, et I’ensemble
{7 C A/l }

d’idéauz de A/I, donnée par J = w~1(J), ou 7 : A — A/I est la projection canonique.
(b) Soit 1) : A — B un morphisme d’anneauz, alors I = Ker1) := 1~1(0) est un idéal
de A, Y(A) = C est un sous-anneau de B, et il y a un isomorphisme d’anneaux

AT S C.

On écrit
r=ymod ] <z —yel.

EXERCICE Soit A = Z[X], I =5A = (5). Trouver tous les idéaux de A contenant I.

Diviseurs de zéro, éléments nilpotents et unités

DEFINITION 1.2.3

(a) Un x € A\{0} est dit diviseur de zéro, s’il existe un y € A\{0} tel que xy = 0. Un
anneau A # {0} sans diviseurs de zéro est dit intégre.

(b) Un élément x € A\{0} est dit nilpotent, si " = 0 pour un n > 1.

(c) Un élément x € A esi dit inversible (ou une unité) de A s’il existe y € A, xy = 1.
On notera x € A*.

DEFINITION 1.2.4 Un corps est un anneau commutatif A, non réduit a {0} dans lequel
tout élément non-nul est inversible :
Corps Ve € A,z #0,dy € A,xzy =1

PROPOSITION 1.2.5 (a) Soit A un corps, alors A est un anneau intégre.
(b) Soit A un corps, I un idéal de A. Alors soit I = {0} soit [ = A.

10



1.3 Idéaux premiers
DEFINTTION 1.3.1
(a) Un idéal I # A est dit premier, si
Ve,ye A,x-yel <zl ouyel,

i.e. 'anneau quotient A/l est intégre.
(b) Un idéal I # A est dit maximal, si

Vidéal JCAICJ=1=J ouJ=A

PRrROPOSITION 1.3.2
(a) Un idéal I # A est dit maximal, si et seulement si A/I est un corps
(b) Tout idéal mazimal est premier.

PREUVE (a) On suppose [ maximal. Si z ¢ I, on considére 'idéal (z, I') engendré par z et
I. Alors (z,I) # I donc (z,I) = A; ceci dit, il existe a € A et b€ I tels que ax +b=1,;
ceci dit, az = 1 dans A/I.

Réciproquement, si A/I est un corps, les seuls idéaux de A/I sont {0} et A/I. Par
la proposition [1.2.2] a), il existe une bijection entre 1’ensemble

{JCA|JDI}

d’idéaux contenants I, et I’ensemble

{7 C A/I}

d’idéaux de A/I. Donc il n’y a pas d’idéaux stricts intermédiaires entre I et A, i.e. I est
maximal.
(b) Un corps est toujours un anneau intégre, donc I est premier.

EXEMPLE
Dans I'anneau A = C[X,Y] Iidéal I = (X,Y) est maxmal, A/I = C.
L’idéal J = (X) n’est pas maxmal, mais premier :A/J = C[Y].

EXERCICE (& faire en TD) Montrer que tous les idéaux maximaux M de 'anneau A =
Z[X] sont de la forme : M = (p, f), ou f € Z[X] est un polynome tel que f mod p € F,[X]
est irréductible. Ici F), = Z/pZ est le corps de p éléments.

L’idéal J = (p) n’est pas maxmal, mais premier :A/J = F,[X].

EXERCICES
1.1 Trouver tous les diviseurs de zéro dans les anneaux

Z/100Z,Z)72Z,Z/p" Z.
1.2 Trouver tous les éléments nilpotents dans les anneaux

Z/100Z,Z)72Z,7/p" L.
1.3 Trouver tous les éléments inversibles dans les anneau

Z/100Z,Z.)72Z,7/p" Z.

1.4 Montrer qu’un anneau fini A est intégre si et seulement s’il est un corps.
1.5 Trouver tous les éléments inversibles dans les anneau Z[i] et Z[j].
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2 Modules et espaces vectoriels

2.1 Rappels sur les modules et espaces vectoriels

DEFINITION 2.1.1 Si A est un anneau commutatif. Un A-module est la donnée d’un
groupe abélien M, muni d’une loi externe

x:Ax M — M, (a,m)—ame M ("multiplication externe”)

satisfaisant les propriétés suivantes :
Mol Va € A, Vx,y € M, a(x + y) = ax + ay,
Mo2 Va,b e A, Vx € M, (a + b)x = ax + bz,
Mo3 Va,b e A, Vo € M, a(bx) = (ab)z.
S1 A = K est un corps, un espace vectoriel sur K est un K-module.

DEFINITION 2.1.2 Soit A un anneau commutatif, et soient M, N deur A-modules. Une
application ¢ : M — N est dit un morphisme de A-modules (ou une application A-linéaire)
si c’est un morphisme de groupe abéliens, et si elle vérifie la condition suivante :

Mor. YA € A,Ym € M,p(Am) = Ap(m)

Un 1somorphisme de A-modules est un morphisme A-modules qui est bijectif. Son
inverse est alors un morphisme A-modules.

2.2 Exemlples de modules

EXEMPLE La notion de Z-module coincide avec celle de groupe abélien :
X:ZxM— M, (a,m)—ame M

EXEMPLE 2.2.1 Si A est un anneau commutatif, et n € N, A" est un A-module pour la
lois externe

x: Ax A" — A" (a, (a1, -+ ,ap)) — (aaq, - ,aa,) € A"

EXEMPLE 2.2.2 Soit A un anneau commutatif, et soit M un A-module. Si X est un
ensemble, alors pour tout a € A et pour toute application f: X — M on pose

Vo € X, (af)(z) = a(f(x)) € M.
L’ensemble MX de toutes les applications f : X — M est un A-module avec la loi externe

Xt Ax MY — MX (a,f) — af € MX

12



2.3 Sous-A-modules, sous-espaces vectoriels

DEFINITION 2.3.1 Soit A un anneau commutatif, et soit M un A-module. Un sous-
groupe abélien N C M est dit un sous-A-module si il vérifie la condition suivante :

Sous — module VA € A,V € N, Az € N.

S1 K est un corps, un sous-K-module d’un espace vectoriel sur K est dit un sous-
espace vectoriel sur K.

EXEMPLE 2.3.2 Soit A un anneau commutatif, et soient M, N deur A-modules. L’en-
semble L(M, N) des applications A-linéaires ¢ : M — N est un sous-A-module du module
NM de toutes les applications de M vers N. En particulier, si K est un corps, et E un
K -espace vectoriel, le dual de E, noté EV est 'espace vectoriel L(E, K).

3 Produit tensoriel de modules

3.1 Existence et 1’unicité du produit tensoriel

Soient M, N, P trois A-modules.

DEFINITION 3.1.1 a) Une application f : M x N — P est dite A-bilinéaire, si pour tout
x € M, lapplication y — f(x,y) de N a P, et pour tout y € N, Uapplication x — f(x,y)
de M a P, sont des homomorphismes de A-modules.

b) Un A-module T est dit le produit tensoriel M @4 N s’il satisfait la propriété
universelle suivante : il existe une application A-bilinéaire g : M x N — T, telle que
toute application A-bilinéaire f : M x N — P se factorise par g : f = f' o g pour un
unique homomorphisme f': T — P de A-modules.

g

M x N T
|
P

REMARQUE 3.1.2 En général, g n'est pas surjective ! Mais Im (g) engendre T.

JPROPOSITION 3.1.3 (L’EXISTENCE ET L'UNICITE DU PRODUIT TENSORIEL) a) Pour tous
les A-modules M et N il existe un couple (T,qg), ot g : M x N — T une application
A-bilinéaire avec la propriété universelle de Deﬁm’tz’on b).

b) Le A-module T' fourni avec Uapplication g : M x N — T' est unique & un isomor-
phisme pres : pour tout autre tel couple (T',g') on a g = j o g', pour un isomorphisme

j:T =T de A-modules.
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PREUVE : Existence. Soit C' = AM*N) le A-module libre de base

{exy | (z,y) € M x N}, ie. les éléments de C sont

n
= {Zaiexi:yi |ai €A, z,e M,y € N},
=1

(toutes les combinaisons A-linéaires finies formelles ; on remarque que eg o # 0).
On identifie C' avec I’ensemble des vecteurs infinis (az ) ()emxn tels que az, € A
sont présque tous nuls (sauf un nombre fini),

(z,y)—place
On considére le sous-A-module D de C engendré par tous les éléments de type
Cxta’yy — Cxy — ol y, Cxyty T Cxy — Cxy,
€az,y — A€zy, Cray — ACxy-
Puis on pose T'= C/D et on note z ® y la classe e, , + D dans T'.
Le module T est engendré par
rTRY = €x,y + D7
de plus

(z+2)@y=z0y+2' @yz0y+y)=z0y+zY,

(ax) @y =a(z®y),z® (ay) = alz @ y).
On pose g(z,y) = = ® y, alors f'(x ® y) = f(x,y) est bien définie comme une unique
application A-linéaire avec la propriété f = f’og.

REMARQUE a) On a egg — 0eg o € D, donc 0 ® 0 =0 dans 7.
b) Le produit  ® y dépend de choix de modules M >z, N > y.
Ilsepeut quex e M Cc M,ye N'C N, z®y =0 dans M ® N mais

r®y#0dans M' @ N'.

EXEMPLE Soient A =7, M =7Z, M' =27, N = N' =7/27 = (y), alors 2@y =1 ® 2y
dans M ® N mais 2®y # 0 dans M’ ® N’, puisque {2} est une base du Z-module libre,
M' =7, donc Z ® N = N par la propriété universelle.

EXERCICE Montrer que A™ @ M = M™ pour tout n € N.
PREUVE de b) (I'unicité de T'). Par la propriété universelle b), il existe 7,5, j :
T—T,7:T —Ttels que joj' =idy, j oj=ridr:

T~~~ ~~ T---=-- T, T<~—"~~~ =T === - T
\ Tg / \ Tg,/
M x N M x N
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puisque j et j’ sont détérminées par la propriété universelle , b).

Dans notre construction de T = M ®4 N on pose g(z,y) = ¢ ®y € T, mais en
pratique on n’utilise que 'existence de M ®4 N, et non la construction ci-dessus.

De plus, pour les espaces vectoriels de dimension finie sur un corps k = A il existe
une autre construction de M ®j N comme Bil(M* x N* k) = k™" ou M = k™, N = k™.

REMARQUE
a) On définit le produit M1 @4 Mo® 4+ - -®@4 M, & partir d’applications A-multilinéaire
avec une propriété universelle analogue a(3.1.1] b) (formuler en exercice).

b) Si M= M', N= N alors M@, N =M @, N,

3.2 Exemples et propriétés du produit tensoriel
EXEMPLE 3.2.1 Soit A=7Z, M =7Z/mZ, N = Z/nZ. Alors (Z/mZ) @ (Z/nZ) = Z]dZ
avec d = pged(m, n).
En effet, il suffit de vérifier la propriété universelle pour ’application
(Z/mZ) ® (Z/nZ) — Z/dZ, g(a,b) = ab mod d.

pour toute application Z-bilinéaire f : (Z/mZ) x (Z/nZ) — P. On pose f(1,1) =p € P,
alors f(a,b) = abp.

De plus f(m,1) = f(1,m) = 0 = mp = np. Ceci dit, dp = 0 puisque d = mu + nv
(u,v € Z), et f se factorise par

(Z)mZ) x (Z/nZ) ———>7./dZ. , (T,T) — Tmod d
|
If!
\ ‘V
P T(modd) + p est unique

PROPOSITION 3.2.2 (PROPRIETES DU PRODUIT TENSORIEL)
Sotent M, N, P trois A-modules. Il existe les isomorphismes canoniques

a)
b)

MANENRQUM, 2yr—yQux,

(M@AN)@AP2M®s(N@sP)@aBl > M@sN®y P,
2Ry Rzr— 2R (YR2)—ITRYR 2

C

)
(M®N)RsP=(M®®sP)d(N®sP),
(zey)@zr— (z®2) 8 (Y® 2),

d)
ARQa M =M, a®x+— ax,

PREUVE. Dans tous les cas on vérifie que les applications existent (elles sont bien définies),
et qu’elles sont détérminées.
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REMARQUE . Le produit tensoriel 7' = M ® 4N ® 4 P est donné par la propriété universelle
d’applications A-trilinéaires f: M x N x P — @ de A-modules.

a) On construit d’abord les A-homomorphismes
f MRIUNZENRQUM, 2yr—yQx,
G NOIAMZ2ZMPaN, yQrr— Q@ x.

En effet, 'application ¢ : (z,y) — y®x est A-bilinéaire puisque ¢(ax,y) = ¢(x,ay) =
a(y ® x) donc il existe un seul A-homomorphisme f(zx ® y) = y ® x; la méme chose pour

g.
La composée fog :N@aM — NR@s M, xRy +— x®y est donc Idyg , -
Puis, gof : M ®a N — M @4 N est Idyg, -

On construit les A-homomorphismes

h: (M@AN)®AP—>M®AN®AP, k:M@AN®AP@A%—> (M@AN)@AP,
en utilisant de nouveaux les propriétés universelles : 'application A-bilinéaire ¢ : (z,y) —
x®y® z (pour tout z € P, induit

hy M 4N — MRANQAPh(zRy) =20y 2.

Puis x : (t,2) — hy(t), ( M @4 N)®@4 P — M ®4 N ®4 P est A-linéaire.
A partirde x : (M ®aN)®4 P — M ®4 N ®4 P on obtient une application cherchée

h:(M@AN)®AP—>M®AN®AP.

Pour construire k : M ®4 N ®4 P — (M ®4 N) ®4 P, on considére I'application A-
trilinéaire
#: M@ANRLP— (Mg N)®a P, x(z,y,2) =(xQy) Q z,

qui induit k : M ®4 N ®@aPR4E — (M®4N)®4 P ci-dessus La construction implique :
hok =Idyg,Neoapr, koh =1dg,N)e,p (sur les générateurs!).

Ceci dit, h et k sont des isomorphismes de A-modules.
PREUVE de c) et d) de Proposition est en exercice a faire.

4 Algébre symétrique d’un module

4.1 Applications multilinéaires symétriques

DEFINITION 4.1.1 (APPLICATION MULTILINEAIRE SYMETRIQUE) Une application r-multilinéaire
. . . . 1 2 ...

p: Mx---xM — N est dit symétrique, si pour toute permutation o = ( . T>

Zl 12 ... ZT
et pour tous x1,--- ,x, € M on a

(@1, mr) = @@y, -+, T4, )
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EXEMPLE .
a) Soit M = N = A, on pose

(T, Typ) = X100 . Ty

(le produit dans I'anneau A). Alors ¢ est multilinéaire et symétrique puisque A est
supposé commutatif.

b) Soit M = A[X,Y], N = A[X], z; = fi(X,Y) € M. On pose
o(fr,oo s fr) = (fi . £)(X,0) € N.
c) Soient ly,ly, -+ 1 : M — A, N = A. On pose

oz, myp) = Z L(ziy)e ol (i)

Alors 'application ¢ est r-multilinéaire et symétrique

PROPOSITION 4.1.2 (L’EXISTENCE ET L'UNICITE DU PRODUIT SYMETRIQUE MULTIPLE)

a) Il existe un A-module T = S" (M) et un A-homomorphisme symétrique p: M X - - X
M — T telle que toute application r-multilinéaire symétrique ¢ : M X --- x M — N se
factorise de fagon unique par u : il existe une unique application A-linéaire f : T — N
telle que ¢p = fopu :

Mx---xM T (4.1)

b) L’unicité de T'= S"(M) (4 un A-isomorphisme prés).
PREUVE de b) découle directement de la propriété universelle (4.2)) comme dans Propo-

sition (en exercice a faire).

PREUVE de a) L’existence de (S™(M), ) : on pose d’abord
M®" =M ®q-- @4 M (rfois), m(zy, - ,2,) =121 @ - @ 2y,

et on définit

1 2 ...
ST’(M):M®r/<x1®---®xr—xil®~-®:UiT\a:(Z. ; Z)GST,xi€M>,
| iy e i

(on factorise pas le sous-A-module Ry, engendré par les relations de symétrie). Puis on
pose
/.L(Q?l, o ,xr) = la classe (1’1 R ® Ty + Rsym) c ST(M)
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Vérification de la propriété universelle (4.2) : pour toute application A-multilinéaire
symétrique ¢ : M x --- x M — N il existe g : M®" — N (un unique homomorphisme de
A-modules) tel que p(z1,--- ,2,) =g(z1 @ --- R x,), p = gom.

Par la symétrie de ¢, Kerg O Rgym puisque g(z1 ® - @ xp — 23, @ -+ @ xy,) =
oz, ,zp) — (x4, ,x;,.) = 0, alors il existe un seul homomorphisme de A-modules
[ :S"(M)=M®"/Rgym — N tel que g = fom, our: M® — S"(M) la projection
naturelle.

Mer (4.2)
Mx---xM ‘)%9 T =_8"(M)
| _ -
\ y ///f/
N

De plus, u = m o m, donc

fop=fomom=gom=,

puisque g = f om. Ceci dit, f est un unique homomorphisme de A-modules tel que
fop=¢ 1

4.2 Définition et propriétés de 1’algébre symétrique d’un module

NOTATION

S(M) =& S" (M), S°(M) = A, (4.3)
= r fois

T(M)=ET (M), ot T" (M) =M®" =M ®4---®4 M. (4.4)
r>0

On montre que S(M) est une A-algébre commutative et que T(M) est une A-algébre
non-commutative.
Rappels

DEFINITION 4.2.1 Soit A un anneau commutatif. Une A-algébre B est un anneau fourni
d’un homomorphisme d’anneau ¢ : A — B tel que pour tout a € A et pour tout b € B on

a p(a)b = bp(a)(= ab).

EXEMPLE
a) Soit A=R, B=C, ¢ : R — C l'inclusion d’anneau. Alors C est une R-algebre.
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b) L’algébre des quaternions (de Cayley)

H:{a+bz’+cj—|—dk: j abye,d €R,ij = —ji = k, jk = —kj = i, ki = —ik = j,

i2:j2:k2:—1}
Alors ¢ :a+— a+ 0i+ 0j + 0k est un homomorphisme, H est une R

Attention :

H n’est pas une C-algébre (pour ¢ : C — H, a + bi — a + bi + 0j + 0k).

PROPOSITION 4.2.2 (DESCRIPTION DU PRODUIT) Pour tout ri, ro € N, il existe une
unique application A-bilinéaire

t:T(M)™ x T"2(M) — T2
telle que

Hr1® @ Tr, Y1 O QYpy) =21 Q- QT DY ® -+ @ Yry,

et il existe un unique application A-bilinéaire

5 0 S X STMY — STt
telle que
S(T1 e Ty Y1oe e Yry) = T1oe e Ty Y1oe o o Yrg,

0t T1-.. Ty = p(T1, -, Ty).
b) Les applications t =ty ry, S = Sy, ry fournissent

T(M)=ET"(M),S(M) =S (M)

r>0 r>0

des structures de A-algébres telles que T°(M) = SO(M) = A donnent les morphismes de
structure

A—-T(M),A— S(M).
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4.3 Exemples de P’algébre symétrique

PROPOSITION 4.3.1 (STRUCTURE DE L’ALGEBRE SYMETRIQUE) Soit M = (z4)acr un
A-module engendré par une famille d’éléments xo € M, avec un ensemble ' totalement
ordonné, par exemple ' = {1,2,--- ,n}, alors

S"(M) =(zqy . xqa, | (a1, ) €TT)
(avec un systéeme de générateurs redondant), de plus
S"(M) = (xgixgz | ,nu+---+ns=nr01, - ,0s €I distincts avec p1 < --- < ()

(un systéme réduit de générateurs).
b) Si M = AT est libre alors S(M) = @ST(M) est une A-algébre commutative
r>0
isomorphe a l'anneau des polynomes (commutatifs) sur A :

S(M) = A[on]ozel“-

EXERCICE Montrer que si M = A™ est libre de rang m, alors

m—4r—1

sy = AT,

5 Algeébre extérieure d’un module

5.1 Application multilinéaires alternées

DEFINITION 5.1.1 (APPLICATION MULTILINEAIRE ALTERNEES) Une application r-multilinéaire
@:Mx---x M — N est dite alternée, si p(z1,---,x,) = 0 pour tous les x; € M avec
la propriété qu’un élément parait plus qu’une fois : dans ce cas

(T, T, T+ X, Tig1, 0 Tym1, T + Ty, Ty, ) = 0
donc
O(T1, i1, iy i1, 5 T 1, Ty Tj1, )+
O(T1, i1, Ty T 1y 5 T, Tiy Tjg1, ) = 0.
S . 2 r
Ceci implique que pour toute permutationo = [ . . . | et pour tous 1, - ,x, €
7/1 ’1/2 DR ZT

M on a
QD(.%'l,' o 71:7“) = 5(0’)@(.%'Z‘1,"' 7'%.2'7«)7

c’est-a-dire, que @ est antisymélrique.

Remanques S A = Eo. M = Noadors o -« s#r) = &4 -+ - + &y #lest—pas—alternée;
. . fricnal
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PROPOSITION 5.1.2 (LEXISTENCE ET L'UNICITE DU PRODUIT ALTERNEE MULTIPLE)

a) Il existe un A-module T = A" (M) et un A-homomorphisme alterné A\, : M x---x M —
T tel que toute application r-multilinéaire alternée @ : M X --- x M — N se factorise
de facon unique par X\ : il existe une unique application A-linéaire f : T — N telle que

p=foA:

Mx---xM T (5.1)

b) L'unicité de T = N"(M) (@ un A-isomorphisme pres).
PREUVE de a) L’existence de (\"(M), A\;) : on utilise de nouveaux
M®" =M®p-®aM (rfois), m(z, - ,2,) =11 Q" @y,
et on définit
NM)y=M®")(11®@ @21 QRTR@Ti}1 @ @Tj—1 QT Tjq1 ®---}ixl,m €M),

(on factorise pas le sous-A-module R, engendré par les relations d’alternance). Puis on
pose
Ar(21,-+ ,2p) = laclasse (21 ® -+ @ zp + Raie) € N (M).

Vérification de la propriété universelle (4.2) : pour toute application A-multilinéaire
alternée ¢ : M x --- x M — N il existe g : M®" — N (un unique homomorphisme de
A-modules) tel que p(z1, -+ ,2,) =g(r1®@ - @ x,), p=gom. 1

5.2 Définition et propriétés de 1’algébre extérieure d’un module

Pour définir ’algébre extérieure, on pose

A (M) = A" (M), on A® (M) =A,N(M)= M. (5.2)

r>0

On montre que A(M) est une A-algébre non-commutative (en général). On définit pour
tout r, s € N, une unique application A-bilinéaire

Ars t A(M)" X A¥(M) — A",

telle que
Ars(TU A ANTp, t Ao AyYs) =TT A AZp AYL A+ A Ys,

b) Les applications A = A, ; fournissent

NM) =P A" (M)

r>0
de structure d’une A-algébre telles que A°(M) = A donnent les morphismes de structure
A— ANM).
NOTATION . Pour z € A"(M) et y € A5(M) on pose z Ay = A\pys(x,y) € AN"T5(M).
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PROPOSITION 5.2.1 (PROPRIETE D’ALGEBRE EXTERIEURE) Soitz € N"(M), y € N*(M),
z € NY(M). Alors

a) x Ny = (=1)"*y Az (la symétrie gauche du produit extérieurq)

b) (x ANy) Nz =a A (yAz) (Passociativité du produit extérieura) N

PROPOSITION 5.2.2 (PUISSANCE EXTERIEURE) Soit M = A4 libre de base ey,--- ,eq €
M.
Alors N"(M) = (ej, N~ Nej, | 1<y < -+ <ip <n) est libre de rang (1'). N

EXERCICE Soit A = k[x,y], k un corps, I = (z,y) = Ax + Ay. Alors A?I # 0 : il existe

une application ¢ : I x I — A/I alternée non nulle : @(agy) = % = %g—z - %gg.@

S
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RappeLs : [5| Algébre extérieure d’un module

Deuxiéme partie

A . .

6 Polynémes a une variable

6.1 Anneau de polyndémes

Sur un corps fini, il convient de distinguer les polynoémes et les fonctions polynomes.
Nous revenons donc sur la définition des polynoémes.

DEFINITION 6.1.1 Si A un anneauw commutatif, 'anneau des polynémes o une variable
X sur A est 'anneau A[X| formé des suites (a;)ien d’élément de A telles que a; = 0 sauf
un nombre fini d’entiers i. Cet ensemble est muni de la somme

(ai)ien + (bi)ien = (a; + b;)ien

et du produit

(ai)ien X (bi)ien = Z a;by
i=j+k ieN
On a une application injective A — A[X] qui envoie a sur (a,0,---), et on identifie A
avec son image. Tout élément de A[X| s’écrit de fagon unique Y ;e a; X*, ot on note par
X la suite :
(0,1,0,0,---).

Soit A un anneau. Il est commode de voir un polynéme f(X) a coefficients dans A
une expression formelle du type

f(X)=an X" +an 1 X" P+ Fap

qui est donnée par la suite de ces coefficients ag, a1, ..., a, € A, n € N telle que presque
tout a,, (sauf un nombre fini) est nul.

Si tous les coefficients a; sont nuls on appelle f(X) un polynéme nul : f = 0. Si f(X)
est non-nul, alors a, # 0 pour un n.

DEFINITION 6.1.2 Le plus grand indice n avec cette propriété est appele le degré de
f(X) et il est noté deg f. Le degré du polynime nul n’est pas défini, mais parfois on pose
deg 0 = —o0.

L’anneau A[X] est défini donc comme l'ensemble des expressions f(X) ci-dessus avec
des opérations données par les régles suivantes : si

F(X)=an X"+ an 1 X" 1+ +ag, an#0
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g(X) = b X5+ b1 X - 4 b, bs#0

deux polynomes et si par exemple n > s, on appelle leur somme le polynome
(f —I—Q)(X) = f(X) + g(X) =c, X"+ Cn—an_l +---4co,

dont les coefficients sont obtenus par ’addition des coefficients correspondants de X dans
fetdans g, c’est adire ¢; =a;+b;,9=0,1, ..., n, ol pour ¢ > s les coefficients b; sont
considérés comme nuls.

Le produit des polynéomes f(X) et g(X) est le polynome

(FO)(X) = F(X) - g(X) = dpps X" + dpp s 1 X571 40 d,

ou
di= Y agby,

k+l=i

et les coefficients a;, b;j sont considérés comme zéros pour 7 > n, et j > s, dg = apbo,
di = agby + a1bg, ..., dnis = apbs.

THEOREME 6.1.3 Si l'anneau A n’a pas de diviseurs de zéro, l'anneau des polynomes
A[X] aussi n’a pas de diviseurs de zéro. Le degré du produit des polyndémes non nuls est
égal a la somme de ces degrés.

La démonstration est directement impliquée par les formules ci-dessus, en particuliér
dnts = apbs , oun =deg f, s = degg.

L’anneau A peut étre identifié & un sous-anneau de A[X] formé par des constantes
(polynomes de degré nul et polynéme nul). Ceci implique que la multiplication des élémets
a € A par f(X) € A[X] est aussi définie. En particulier, si A = K est un corps,
Panneau K[X] est aussi un éspace vectoriel. Du point de vue de la structure algébrique,
Panneau K[X] devient un algébre de dimension infinie sur K, c’est a dire un anneau
et un espace vectoriel en méme temps dans lequel la multiplication d’éléments commute
avec la multiplication par des constantes.

6.2 Division euclidienne sur les anneaux
Division des polynémes avec reste

PROPOSITION 6.2.1 Soit A un anneau commutatif intégre. On se donne un polyndme
d .
P(X)=> aX'
i=0

a coefficients dans A tel que ag soit un élément inversible de A. Alors pour tout polynome
f(X) de A[X] il existe une unique paire (Q, R) € A[X]? telle que

f=PQ+ R avec R=0 ou deg R < deg P
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PREUVE de l'existence. Nous allons procéder par récurrence sur le degré de f. Si deg f <
d, alors (0, f) convient. Sinon, on écrit

f:ZbiXi avec b, 0 et n > d.
i=0
Alors
f—- bnang”_dP = PQ1 + Ry avec Ry =0 ou deg R; < d.

La paire (Q1 + bnang”*d, R;) convient.

Unicité. Si
PQo+ Ry = PQ1 + Ry
avec deg Ry < deg P et degR; < degP alors P(Qo — Q1) = (R1 — Rp). Comme le
coefficient dominant de P est inversible, on a deg(P(Qo — Q1)) = deg P + deg(Qo — Q1)
mais ce degré est strictement inférieur & celui de P si et seulement si Qg — Q1 = 0,
c’est-a-dire, Qo = @)1, ce qui entraine que Ry = R;.

EXEMPLE Illustrons sur un exemple la facon d’effectuer une telle division dans Z[X] :

3X447X3 —7X24+16X -5 X2 4+3X -2
—3X* - 9X3 +6X2 3X2 -2X +5
—2X3 - X%24+16X -5
2X3 +6X2 —4X

5X24+12X —5
—5X2 15X + 10
—-3X+5

Division euclidienne dans K|[z] sur un corps K

THEOREME 6.2.2 Pour tous les polynomes f(X) et P(X) tels que P(X) soit non nul a

coefficients dans un corps K, il existe une unique paire (Q, R) € A[X]? telle que
f=PQ+ R avec R=0 ou deg R < deg P

Les polynémes Q(X) et R(X) sont uniquement déterminés par cette condition.

DEFINITION 6.2.3 Le polynéome Q(X) est appellé le quotient de la division f(X) par
Q(X), et R(X) le reste.

Divisibilité des polynémes

Soit K un corps. Soient f(X), ¢(X) € K[X]. Si le reste de la division de f(X) par
¢(X) est nul, on dit que f(X) est divisible par ¢(X) ou aussi que ¢(X) divise f(X), la
notation : ¢ | f. La condition ¢ | f est équivalente au fait qu’il existe un polynome (X)

tel que f(X) = ¢(X) - ¥(X).

La définition implique directement les propriétés suivantes de la divisibilité :
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1) Si f est divisible par g, et g est divisible par h, f est divisible par h.
2) Si f et g sont divisibles par ¢, leur somme et leur différence sont divisibles par ¢.
3) Tout polynéme est divisible par n’importe quel polynéme de degré zéro.
4) f(X) divise g(X) et g(X) divise f(X) en méme temps si et seulement si g(X) =
cf(X), o ¢ € K* est un élément inversible.

5) Les ensembles de diviseurs de f(X) et cf(X) coincident.

On appelle le pged (plus grand diviseur commun) de f(X) et g(X) le polynéome d(X)
tel que d divise f et g, et d est divisible par tout autre diviseur commun de ces polynémes.

THEOREME 6.2.4 Pour tous les polynomes f et g dans K[X] sur un corps K il existe
un pgcd correspondant uniquement déterminé a une constante multiplicative prés.

C’est une propriété générale dans les anneaux euclidiens.

6.3 Valeurs et racines d’un polynéme

PROPOSITION 6.3.1 Soit A un anneau commutatif. On se donne un polynéme
n .
f(X)=>aX’
=0

a coefficients dans A, et soit ¢ un élément de A. Alors la valeur de f en c est définie
comme f(c) = anc” + an_1c" 1+ +ag € A.
(a) L’application

Vet A[X] = A, f— f(c) = zn:aici cA
i=0

est un seul morphisme d’anneauz tel que la réstriction de . sur le sous-anneau A C A[X]
soit triviale, et que .(X) = c.

(b) Réciproquement, pour tout morphisme d’anneauz ¢ : A[X] — A tel que la rés-
triction de 1 sur le sous-anneau A C A[X] est triviale, il existe un seul ¢ € A tel que

¢ = .
PREUVE de la proposition découle de la définition de morphisme d’anneaux.
Fonctions polynémes.
DEFINITION 6.3.2 (a) L’application
f:A— A cr— f(o)

notée par la méme lettre [, est dite la fonction polyndme.
(b) Si f(c) =0 (c’est a dire, que f s’annule en c), on appelle c racine de f.

REMARQUE . La fonction polyndme en général ne définit pas le polynoéme de maniére
unique. Par exemple, sur un corps fini K, il convient de distinguer les polyndémes et les

fonctions polynoémes.
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Soit par exemple A = K = Fy = {0, 1} (le corps de deux éléments). Considérons le
polynome f(X) = X2+ X + 1, alors f(0) = 1 et f(1) = 1 c’est a dire f definie une
fonction constante sur K mais f(X) n’est pas une constante (polynome de degré zéro)
comme un polynéme.

THEOREME 6.3.3 Soit A = K un corps. Si f(X) € K[X], le reste de la division de
f(X) par (X —c) est égal a f(c). En particulier, il s’agit d’une racine ¢ de f(X) si et
seulement si f(X) est divisible par X — c.

Démonstration impliquée par I'unicité de la division avec reste :
fX) =q(X)(X —c)+r,
our = f(c).

COROLLAIRE 6.3.4 Si f(X) € K[X], le nombre des racines ¢ € K est magjoré par le
degré deg(f).

Démonstration est impliquée par 'unicité de la décomposition en facteurs irréduc-
tibles dans un anneau euclidien.

Méthode d’Horner
permet de trouver facilement le quotient ¢(X) de la division par X — ¢
F(X) =a(X)(X =)+,

et la valeur r = f(c).
On consideére le polynome

f(X) = z”: a; X*, et sa valeur en X = c¢; on calcule f (¢) de fagon suivante : soient
f(X)i::0 X" 4+ ap_1 X" '+ .-+ ag, a, # 0 un polyndome, et on cherche un autre
polynéme ¢(X) = b, 1 X" 14+ b, o X" 2+ ...+ by, b1 #0 tel que
f(X) = (X =0)q(X) +,
En comparant les coefficients des puissances de X on obtient
an =bp_1, ap—1 =bp_9 —cbp_1, -+,
ay = by — cby, ag =1 —cby, 7 = f(c).

Ceci implique
bnfl = Qnp, bn—k = Cbn—k+1 —+ an—k(k — 27 . 7n)

On peut faire le tableau suivant (le schéma de Horner)
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c|lbp_1=ay | by—o=cbp_1+ap-1 | - | bg=cb1 + a1 f(C) = cby + ag

La formule de Taylor

Soit K un corps. On se donne un polynoéme
n .
f(X)=>aX’
i=0
a coefficients dans K, et soit ¢ un élément de K. Alors il existe by, -+, b, € K tels que
FX) = f(e) +b1(X =€) +ba(X = ¢)* + -+ + bp(X — )",
avec la propriété
kg = fF(e), k=1,---,n, (6.1)
ou

(X)) =na, X" 14+ (n—Dap 1 X" 2+ +ay

est la dérivée formelle de f(X).
PREUVE. L’existence des by,--- ,b, € K découle de la division euclidienne dans K[X],
par récurrence a partir de

f(X) = (X = )q(X) + f(c).
Ensuite, on deduit la formule (6.1)) par récurrence a partir de l'identité :
FX) = f(e) +bi(X —c) +ba(X —¢)* 4+ b (X — )",

en utilisant 1'égalité formelle (X — ¢)*) = k(X — )L

6.4 Formule d’interpolation de Lagrange

La formule d’interpolation de Lagrange donne un polynéme sur un corps K de degré

inférieur ou égal & n qui prend pour les valeurs distinctes de la variable X en «q, o,

.., an € K| les valeurs (g, (1, --., Bn € K. La solution est donnée par le polynéme de
Lagrange

. n ‘(X—Oég)...(X—Olifl)(X—Oéi+1)...(X—Oén)
FX) = gﬂl (a; —ap) ... (g —aj—1)(; — 1) - . (o — ap)

(6.2)
En effet son degré et inferieur ou égal a n, et f(a;) =0; (i =0, 1, ..., n).
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PROPOSITION 6.4.1 Le polynome de Lagrange est 'unique polyndome
F(X)=anX" +an 1 X" 1+ +ap € K[X]

de degré < n tel que f(ay) = B;(1 =0, 1, ..., n) pour arbitraires distincts éléments «;
(1=0,1, ..., n) du corps K et pour arbitraires 5; € K (i=0,1, ..., n).

En effet si I’on considére les coefficients a;(j =0, 1, ..., n) comme des inconnues, on
obtiendrait le systéme des équations linéaires suivant :

flao) = anal + an_10f " 4+ ag = Bo
flag) = apall + an_la?_l 4+ tayg =0

f(Oén) = anaz + an—laﬁ_l + i 4ag =0

Le déterminant de ce systéme carrée coincide (& signe pres) avec le déterminant de

Vandermonde
1 1 ... 1
Q) a1 ... Qp
2 2 2
af o ... «
"= I (- a)
’ 0<i<j<n
oy of ... ap
qui est non-nul, d’otl I'existence et 'unicité des coefficients cherchés a;(j =0, 1, ..., n)

du polynéome f(X) (dans le corps K).

PROPOSITION 6.4.2 Soit K un corps infini. Alors un polynéme f(X) est uniquement
déterminé par la fonction polynoéme correspondente ¢ — f(c) : K — K.

REMARQUE . Au contraire, sur un corps fini K, toute fonction f : K — K est poly-
nomiale, mais le polynéme correspondant f n’est pas uniquement déterminé par cette
fonction, car il existe des polyndémes non-nuls représentant la fonction identiquement
nulle. Par exemple, le polynéme non-nul de degré p

fX)=x"-X=][(X-0a)

a€lFy

s’annule en tous les points du corps K = Z/pZ.

6.5 Polynomes irréductibles.

Rappelons que si K est un corps, 'anneau de polynoémes K[X] est euclidien, donc
principal et factoriel, en particulier tout polynéme non nul s’écrit de maniére unique
comme produit de son coefficient dominant et de polynémes irréductibles unitaires.

Et on obtient la définition suivante pour les éléments irréductibles de K[X] :
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DEFINITION 6.5.1 Soit K un corps. Un polynéme P € K|[X]| est dit irréductible, s’il
vérifie les deux conditions suivantes :

Irrl. P K

lrr2. Si P = QR avec Q, R € K[X] alors Q € K* ou Re€ K*.

EXEMPLES 6.5.2 Soit K un corps.

(i) Un polynéome P € K[X| de degré un est irréductible.

(i) Un polynéme P € K[X| de degré 2 ou 3 est irréductible si et seulement si il
n’admet pas de racine dans K.

(#5i) Tout polynome irréductible sur C est de degré un.

(iv) Tout polynéme irréductible sur R est de degré < 2.

PROPOSITION 6.5.3 Soit K un corps. Un polynome f € K|[X]| est irréductible si et seule-
ment si l'anneau quotient K[X]/(f) est un corps.

EXERCICES

6.1 Soit P un polynome dans A[X], A anneau commutatif. Montrer que P(P(X)) — X est
divisible par P(X) — X

6.2 Soit P un polynome dans R[X] tel que P(1) = 1 et P(2) = 4. On pose B(X) = X?—3X +2.
Déterminer le reste de la division de P par B.

6.3 Soit P un polynome dans Q[X] tel que P(X) = (X —a)?(X —b) ot a,b € C. En considérant
P’'(X), montrer que a,b € Q.

6.4 Soit

f(X)=anX" +an 1 X" "+ +ag € Z[X],

et p/q fraction irréductible telle que P(p/q) = 0. Montrer que ¢ divise a,, p divise ag, et
pour tout m, p — mq divise P(m).

6.5 Dans R[X] montrer qu'’il existe un unique polynome P de degré < 7 tel que P + 1 soit
divisible par (X —1)%, et P — 1 soit divisible par (X + 1)*. Déterminer P

6.6 Soit a € Z, n un entier > 2 tel que pged(a,n) = 1 Montrer que n est premier si et seulement
si les polynomes (X + a)™, et X™ + a sont congrus modulo n.
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7 Fractions rationnelles

Outre les polynomes, on étudie encore en analyse les fonctions dites fractions ra-

flx)
o(z)’ ou g(x) # 0. On effectue les

opérations algébriques sur ces fonctions d’apreés les mémes régles qu’en arithmetique sur
les nombres rationnels, c’est-a-dire d’aprés les régles d’opérations sur les fractions dont
les numérateurs et dénominateurs sont entiers. L’identité de deux fractions rationelles a,
le méme sens que l'identité des fractions en arithmétique.

tionnelles; ce sont les quotients de deux polynomes

7.1 Corps des fractions

PROPOSITION 7.1.1 Si A est un anneau intégre, alors il existe un corps K appelé corps
des fractions de A et noté Frac(A) tel que

(i) AC K;

(ii) Pour tout corps L et tout morphisme d’anneauz injectif ¢ : A — L, il existe un
unique morphisme de corps ¢ : K — L tel que ¥4 = ¢.

PREUVE. Construction. On définit sur A x (A\{0}) la relation R par
(a,b)R(c,d) <= ad = bc.

On vérifie en utilisant 'intégrité de A que R est une relation d’équivalence. On note K
I'ensemble quotient A x A\{0}/R, et § I'image de (a,b) dans ce quotient. L’application
de A dans K qui envoie a sur (a,1) = ¢ est injective, et on identifie A avec son image.
On muni alors K des lois

+:K><K—>K,(%,§)l—>ad+bc

€ K (”addition”);

bd
¥ KxK — K, (%, 2,) — % € K (?multiplication”);

On vérifie que ces lois sont bien définies et munissent K d’une structure de corps, ’élément

neutre pour l'addition étant 0/1, I’élément neutre pour la multiplication étant 1/1, et
. a

I'inverse d’un élément non nul — étant —.

a
Proprieté universelle. Soient L un corps et ¢ : A — L un morphisme d’anneaux injectif
il existe un unique morphisme de corps ¢ : K — L tel que 1|4 = ¢. L’application

A x A\({0}) = L, (a,b)+— M €L
¢(b)
passe au quotient (a,b) — ¢ et définit un morphisme de corps K — L qui convient.
D’autre part, si ¢ est un tel morphisme de corps, alors on a ¥ (a/b) = ZJ)((Z;, ce qui

montre |'unicité de .
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7.2 Rappel : caractéristique d’un corps, sous-corps premier

DEFINITION 7.2.1 Si A est un anneau commutatif, il existe un unique morphisme d’an-
neauz ¢ : Z — A, donné par ¢(n) = n-1. Son noyau, Ker ¢, est un sous-groupe de Z. Le
générateur positif de ce sous-groupe est appelé la caractéristique de A et est noté car(A).

PROPOSITION 7.2.2 La caractéristique d’un corps K est nul ou un nombre premier p =
car(K). Sila caractéristique du corps est nulle, celui-ci contient un sous-corps, isomorphe
a Q. Sinon, il contient un sous-corps, isomorphe a ¥, = Z/pZ, ou p est sa caractéristique.
Le corps ainsi obtenu est le plus petit corps contenu dans K, on ['appelle sous-corps
premier de K.

PREUVE. D’aprés le théoréme d’isomorphisme, on a Z/ Ker ¢ ~ Im ¢, ce quotient est donc
un anneau intégre, c’est-a-dire Ker ¢ est un idéal premier de Z, {0} ou pZ, p premier. Si
c’est {0}, la propriété[7.1.1fii) montre que Q est isomorphe a un sous-corps K’ de K ; K’
est alors le sous-corps engendré par 1 donc le plus petit sous-corps de K. Si Ker ¢ = pZ,
alors le sous-anneau Im ¢ de K engendré par 1 est isomorphe a Z/pZ, donc c’est un corps
et le plus petit sous-corps de K.

7.3 Deécomposition des fractions rationelles

Pour fixer les idées, nous considérons les fractions rationelles a coefficients réels;
le lecteur n’aura aucune peine a remarquer que tous les résultats de ce paragraphe se
généralisent presque mot & mot dans le cas des fractions rationelles & coefficients dans
un corps K.

Une fraction est dite irréductible si son numérateur et son dénominateur sont des
polynémes premiers entre eux.

Toute fraction rationelle est égale a une fraction irréductible, cette derniére étant bien
définie 4 un facteur numerique prés, ce dernier étant commun pour le dénominateur et
le numérateur.

En effet, toute fraction rationelle peut étre simplifiée en divisant ses deux polynoémes
par leur plus grand commun diviseur, aprés quoi cette fraction devient irréductible. Soient
f@) ., o)

g(z) (=)

f@)y(x) = g(x)p(2); (7.1)

alors, f(x) et g(z) étant premiers entre eux, il en résulte que f(z) est un diviseur de
¢(x), tandis que, en raison de la méme propriété pour ¢(x) et ¥(z) (qui sont également
premiers entre eux) il s’ensuit que f(x) est divisible par ¢(z). Ainsi, f(z) = cp(x), et de
(1) il résulte que g(z) = cp(z).

deux fractions irréductibles égales , c’est-a-dire

Une fraction rationelle est dite réguliére si le degré du numérateur est inférieur &
celui du dénominateur. Ajoutant & ’ensemble des fractions réguliéres le polynoéme nul, le
théoréme suivant est vrai :
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THEOREME 7.3.1 Toute fraction rationelle peut étre mise d’une fagon unique sous la
forme de la somme d’un polyndéme et d’une fraction réguliére.

En effet, soit une fraction rationelle et supposons qu’en divisant f(z) par g(x) on

(x
9(x)
obtienne 1’égalité

f(x) = g(x)q(x) + r(z),

ou le degré de r(x) est inférieur a celui de g(x). Alors, il est facile de veérifier que

1@ _ o @
o@) ~ O gy
Si on a en méme temps une autre égalité pour f((g :
1@ _ o ol
o) "D Gy

avec le degré de ¢(x) inférieur a celui de 1 (x), alors on obtient I’égalité

) @) p(e(e) — ()
1@ =) = 50~ @) HD)g(@)

Le premier membre étant un polynoéme et le second une fraction réguliére, il en resulte
que ¢(z) — g(x) =0 et que

plr) rlz) _

Pz)  g(x)

Les fractions rationelles réguliéres peuvent étre 1’objet d’une étude plus détaillée.
Pour cela rappelons l'irréductibilité sur K = R des polynémes de la forme x — « avec
a réel et des polynomes de la forme 22 — (3 4 B)x + 30, oil B et 3 sont deux nombres
complexes conjugués. Il est facile de vérifier que dans le cas complexe les polynémes de
la forme = — « avec a complexe jouent le méme role.

f(z)
g(x)
une puissance d'un polynéme irréductible p(x),

g(x) :pk(x)’ k>1,

et le numérateur f(x) de degré inférieur a celui de p(x).

Une fraction rationelle réguliére est dite simple si son dénominateur g(x) est

THEOREME 7.3.2 Toute fraction rationelle réguliére se décompose en une somme de frac-
tions simples.

Démonstration. Soit d’abord une fraction rationelle réguliére avec les polynomes

g(x) et h(z) premiers entre eux,

(9(z), h(z)) = 1.

Par conséquent il existe des polynomes u(z) et v(x) tels que l'on a
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Il en résulte

9(@)[@(2)f(@)] + hi@) [p(2) f (2)] = f(@). (72)

Soit u(x) le reste de la division du produit @(z)f(z) par h(z), le degré de u(z) étant
inférieur a celui de h(x). Alors P'égalité ([7.2]) peut étre réecrite sous la forme

g(@)u(z) + h(z)v(z) = f(z), (7.3)

ou v(z) est un polynéme qui peut étre facilement calculé. Les degrés du produit g(z)u(x)
et du polynéome f(z) étant inférieurs au degré du produit g(z)h(z), le degré du produit
h(z)v(x) est également inférieur & celui de g(x)h(z), de sorte que le degré de v(z) est
inférieur a celui de g(x). De il résulte ’égalité

f@) _ o), ula)
g@)h(@) ~ gla) )

dont le second membre est une somme de fractions réguliéres.

Si au moins un des dénominateurs g(x) et h(z) peut étre représenté sous la forme d’un
produit de polynémes premiers entre eux, alors on peut réaliser encore une décomposition.
Continuant ce processus nous obtiendrons une décompsition de toute fraction réguliére en
une somme d’un certain nombre de fractions régulieres dont chacune a pour dénominateur
une puissance d’un polynéme irréductible. Plus precisement, soit une fraction réguliére

f(x)

ﬁ dont le dénominateur g(z) se décompose en un produit de facteurs irréductibles :
g(x
k k k
g9(@) = pi* (@)p5° () - - p)" (2)
(on peut toujours supposer que le coefficient du terme principal du dénominateur d’une
fraction rationelle est égal & I'unité) ; en outre, p;(x) # p;(x) pour i # j. Alors on a

o) _ w@) | wf@) )
9@ pfi(z)  pi(x) pl(x)

les termes du second membre de cette égalité sont des fractions réguliéres.

Il reste & considérer le cas d’une fraction réguliére de la forme ou p(x) est

(z)
pF(x)’
irréductible. Appliquant 'algorithme de la division avec reste, divisons u(z) par pF~!,
puis le reste de la division par p*~2(z), etc.

Nous sommes conduits aux égalités suivantes :

u(@) = p*H(z)s1(2) +ua (2), wa (z) = pP 2 (2)sa2(2) +ua(z), we—a(2) = p(a)se-1 () +

ug—1(x).

Le degré de u(zx) étant, en vertu de notre hypothése, inférieur au degré de p*(z)
et les degrés des restes u;(z), i = 1,2,--- ,k — 1, inférieurs aux degrés des diviseurs
correspondants pF~%(x), les degrés de tous les quotients s1(z), so(x),---, Sp_1(x) sont
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strictement inférieurs au degré du polynome p(z). Le degré du dernier reste ug_1(x)
également inférieur a celui de p(x).
11 résulte des égalités obtenues que

u(z) = p*H@)si () + 0 (@)sa(@) + -+ p(a)spor (@) + wp— ().
u(x)

pF(x)

sous la

Cela nous conduit a la représentation cherchée de la fonction rationelle
forme d’une somme de fractions simples :

u(x) _ up—1(z) = sp—1(x) so(z)  s1(x)
pr(@)  pr)  pFl(a) p*(z)  p(z)
Le théoréme est démontré. On peut le compléter par le théoréme d’unicité :

THEOREME 7.3.3 Toute fraction rationelle réguliére se décompose d’une fagon unique en
une somme de fractions simples.

En effet, soient deux représentations différentes d’une fraction réguliére sous la forme
d’une somme de fractions simples. Retranchant 1'une des décomposition de 'autre et re-
groupant les termes semblables, nous obtenons une somme de fractions simples identique-
ment nulle. Les dénominateurs des fractions simples formant cette somme sont certaines
puissances des polynomes irréductibles distincts pi(x), p2(z),..., ps(z); soit pfi (x),
i =1,2,...,s, la plus grande puissance du polynéme p;(x) intervenant aux dénomina-
teurs des fractions sipmles. Multiplions les deux membres de I’égalité en question par le

produit p’frl(ac)pé€2 (z)---phs(z). Tous les termes de la somme, excepté un, deviennent,

. e . . u(x) .
aprés cette multiplication, des polyndémes. En ce qui concerne le terme m il se
transforme en une fraction dont le dénominateur est le polynoéme p;(z) et le numérateur
le produit u(z)ph?(z) - - - p¥ (). Le polynome p; () étant irréductible et tout facteur du
numerateur formant avec pi(x) un couple de polynémes premiers entre eux, le numé-
roteur n’est pas divisible par le dénominateur. Effectuant la division avec reste, nous
obtenons que la somme d’un polynome et d’une fraction réguliére non nulle est nulle, ce

qui est impossible.

EXEMPLE 7.3.4 Décomposer en une somme de fractions simples la fraction réguliére réele
f(z)
9(x)

avec f(z) = 22* — 1023 + T2% + 4z + 3, g(x) = 2° — 223 + 222 — 3z + 2.

Il est facile de vérifier que
g(z) = (x+2)(z — 1)%(z® + 1);

en outre, chacun des polynémes = + 2, x — 1, 22 + 1 est irréductible. Il découle de la
théorie exposée ci-dessus que la décomposition cherchée doit étre de la forme

flz) A B C Dz+E

g(a:):a:+2+(x—1)2+x—1+ x2+17
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ou les nombres A, B,C, D et E sont a déterminer.
De (4) résulte I'égalite
fx)=A(x -1+ 1)+ Bz +2)(2* + 1)+ Clz + 2)(z — 1) (2> + 1)+
+ Dz(z +2)(z — 1)* + E(x + 2)(x — 1)*. (7.5)

Identifiant les coefficients des mémes puissances de x dans les deux membres de 1’égalité
, nous obtenons un systéme de cing equations linéaires a cinq inconnues A, B,C, D, E;
en outre, il découle du théoréme démontré ci-dessus que ce systéme posséde une solution
unique. Néanmoins, nous allons choisir une autre méthode.

Faisant dans x = —2, nous avons 1’égalité 45A = 135, d’out ’'on a
A=3. (7.6)
Faisons ensuite x = 1 dans , il vient 6B = 6, c’est-a-dire
B=1. (7.7)

Maintenant, faisons dans ([7.5)) successivement = = 0 et x = —1. Utilisant (7.6]) et (7.7))

nous obtenons les equations

- 2C 4+ 2FE = =2,
{—40 — 4D + 4F = -8. (7.8)
Il en résulte que
D=1. (7.9)

Enfin, faisons x = 2 dans (7.5)). Utilisant (7.6, (7.7) et (7.9), nous trouvons I’équation

20C + 4E = —52,

qui, avec la premiére équation ([7.8)), donne

C=-2 E=-3
Alinsi,
f(zx) 3 1 2 x—3

g(x) :x+2+(1‘—1)2 x—l—l_x?—i—l.

8 Polynomes & plusieurs variables

8.1 Anneau de polyndmes a plusieurs variables

DEFINITION 8.1.1 Soit A un anneauw commutatif. L’anneau des polyndémes & n variables
peut étre défini par récurrence comme

AlXy, -, X = AX, -, X1 [X)
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Si @ = (o, ,p) appartient & N”, on note X* pour le produit [[i-; X;**. Tout
polyndme s’écrit alors de maniére unique

P= ) anX*

acNn?

avec (o) aenn une famille de AN telle que ao = 0 sauf pour un nombre fini d’¢léments
a e N

Pour un élément a = (a1, ,a,) € N on note |a] = Y| j. On définit alors le
degré total d’un polynéme non nul P =} cyn 6o X comme

deg(P) = sup{le| | aa # 0}
ProprOSITION 8.1.2 Soit A un anneau commutatif. Pour tout polyndme non nul
PvQ € A[Xla aXn]a

on a

(i) si P+ @ # 0, alors deg(P + Q) < sup(deg P, deg Q)
avec ’égalité si deg P # deg @ ;

(ii) deg(PQ) < deg P+ deg Q)
avec l’égalité si A est intégre.

DEFINITION 8.1.3 Soit A un anneau commutatif. Un polynéme non nul
Pe AlXy, -, X,
est dit homogeéne de degré d si et seulement si
aceN' |a|#d=aq=0.

PROPOSITION 8.1.4 Soient A et B deuz anneauxr commutatifs, ¢ : A — B un morphisme
d’anneauz, et by, ...b, des éléments de B, il existe un unique morphisme d’anneaux

TZJ:A[XD"' 7Xn]_)Ba
P= Y aaX%+— P(b,...by) = Y aabf*-...b3",

aceNn? acNn?

tel que la réstriction de v sur le sous-anneau A C A[Xy, -+, X,] coincide avec ¢.

DEFINITION 8.1.5 (INDEPENDANCE ALGEBRIQUE) Soit A" un anneau contenant A. on
dit que x1,--- ,x, € A’ sont algébriquement indépendants sur A s’il existe un isomor-
phisme d’anneaux

O :AXy,- -, Xy = Alxy, -y an] C A

tel que ®(X;) = x;, c’est-a-dire, que F(x1, -+ ,x,) = 0 dans A" implique F = 0 (tous les
coefficients de F sont nuls).
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8.2 Polynémes symétriques

Le groupe S,, opére sur les polynomes a n variables F' € A[X1,---, X,,] par

7"——F()(la“' 7Xn) = F(Xﬂ'(l)7 7X7r(n))

DEFINITION 8.2.1 (POLYNOME SYMETRIQUE) Un polynéme F € A[Xy,---,X,] est dit
symétrique si Vm € Sy, on a TF = F.
NOTATION F € A[X1, -+, X,]5".

EXEMPLES 8.2.2
a) fk:X{“—l—-~-+X,’§ € A[Xy,- - ’Xn]sn).
b) S0 = 1, S1 :X1+"‘+Xn782:X1X2+X1X3+"‘+Xn_1Xn,

Se= Y. XX, € AXy, e, X

1<i1 < <ir<n

REMARQUE On a

n n

[T -X:)=>sj(—1)y1" . (8.1)

i=1 §=0

THEOREME 8.2.3 (THEOREME FONDAMENTAL SUR LES POLYNOMES SYMETRIQUES) Soit

A un anneau integre.
a) A[Xl? e 7Xn]Sn = A[Sla e 7Sn]'

b) Les polynomes s1,--+ , s, sont algébriquement indépendants sur A.
c) Soit N C N" l’ensemble de tous les n-multiplets (v1,...,vy) avec
0<v;<i—1pourl<i<mn. Alors pour tout F € A[X1,---,X,] il existe

Gy € Als1,- -+ ,sp] tels que F =% cn g X{" - X}n, et g, sont détérminés, donc F =
go,-.. 0 pour tout F' € A[Xq,--- , Xn]%m.
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RAPPELS : THEOREME FONDAMENTAL SUR LES POLYNOMES SYMETRIQUES

THEOREME [B.2.3] Soit A un anneau intégre.
a) A[Xl, s ,Xn]S” = A[Sl, s ,Sn].

b) Les polynomes si,--+ , s, sont algébriquement indépendants sur A.
c) Soit N C N™ [’ensemble de tous les n-multiplets (v1,...,vy,) avec
0<v;<i—1pourl<i<mn. Alors pour tout F € A[Xy, -, X,] il existe

Gy € Als1,--- ,8y] tels que F =3 ,cny g X' - X", et gy sont détérminés, donc F =
9o, 0 pour tout F' € A[Xq,--- , Xp]5n
8.3 Calculs avec des polynémes symétriques. Résultant et discriminant
On considére d’abord le polynéme générique
n n

[TT = X)) =3 s;(-1)T"7 € A[Xy, ..., Xp][T]

i=1 §=0

DEFINITION 8.3.1
(a) Le discriminant du polyndme générique est un polynome unique A = A(s1,...,sy) de
n variables sur A tel que

I Xi—X;)?=A(s1,...,80) € A[X1,..., Xy)]

1<i<j<n

L’existence et l'unicité de A(sq,...,sy) est démontré par le théoréme m
(b) Le discriminant Ay d’un polynéme normalisé f(X) = X"+ c,_1 X" L+ +¢o est
défini par la substitution dans A(sy,...,Sy)

n
§1 = —C1,82 =C2," " ,Sp = (_1) Cn,

EXEMPLES 8.3.2 (1) n =2, A(s1,82) = (X1 — X2)? = (X1 + X2)? —4X 1 X = 57 — 4s9
(2) n=3,

A(s1, 82,83) = (X1 — Xo2)2(X1 — X3)%(Xy — X3)?

= 5252 — 45353 — 453 + 185159853 — 275%

On cherche A sous la forme s3s3 + asiss + bs3 + cs15283 + ds3 (suivant les termes
principaur X{* X532 X3® pour Uordre lexicographique, homogénes de degré total 6, avec

(11,10,v3) = (4,2,0),(4,1,1),(3,3,0),(3,2,1),(2,2,2)).
(8) En particulier, pour f = T2 +pT +q, n=3, on a

Ap = —4p® —27¢*
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Soient
f(T):anTn++a0, g(T) =0, T+ -+ b

deux polynémes sur un anneau integre A.

DEFINITION 8.3.3 Le résultant res(f, g) est le déterminant det S,

an  Gp—1 ce ap
@n Gn-1wr0 o m lignes
a a _ DY DY a
S — n n—1 0
bm bm—l te bO
bm bmfl T bO .
n lignes
bm bmfl to bO

PROPOSITION 8.3.4 (PROPRIETES DU RESULTANT) Soient
f(T) = ap,T" + -+ +ao, g(T)="buT™ +---+bo

deux polyndmes sur un anneau intégre A. On a

a) res(f, g) = (_1)mnres(g’ f) 5
b) Pour tous a, b € A, on a res(af,bg) = a™b"res(f,g);

¢) Pour tout morphisme d’anneau ¢ : A — A’ on a

res((f), o(g)) = p(res(f,g)) € A'.

THEOREME 8.3.5 (SUR L'ELIMINATION) Soient

f(I)=a,T"+---+ap, g(T)=0b,T"+ -+ by

deuz polynomes sur un anneau intégre A, tels que d°(f)+d°(g) > 1. Il existe p,q € A[T]

tels que degp < m, degq < n, et pf + qg = res(f, g).

Préparation : résultant comme déterminant d’une application linéaire

Soit A = K un corps, K,,[T] ={P € K[T] | d°P <m —1ou P =0}, f(T),9(T) €
K|T] deux polynémes d°f = n, d°g = m, R : K,[T] x K,[T| — Kpn[T] application
K-linéaire telle que (u,v) — fu+ gv. Alors le déterminant de R dans les bases usuelles

coincide avec le résultant des polynémes f,g.

Soient f(T) = a,T" + -+ + ag,g(T) = by, T™ + - - - + by.
On trouve la matrice A = A,y de R dans les bases

€= {(Tm_1> 0)7 (Tm_270)a T (T7 0)7 (17 0)7 (Oa Tn_1)7 (Oan_2)7 T (07T)a (07 1)}

de K, [T] x K,,[T], et
e = {rmtn=l pmin=2 0 71} de KpygnlT).

La matrice S = A est dit la matrice de Sylvester des polynomes f et g.

Donc res(f,g) = dete s R = det A = det S.
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THEOREME 8.3.6 (RESULTANT COMME LA NORME ALGEBRIQUE) Soit f est normalisé

par a, =1, et B = A[T]/(f) un A-module libre avec une base T™,--- ,1. Alors

res(f,g) = NB/A(Q(T))

ot Ng/a(g(T)) est le détérminant d’une application A-linéaire

g(T):B— B, xw g(T)z, ou g(T) = g(T) mod f(T).

COROLLAIRE 8.3.7
1) res(f, g1g2) = res(f, g1)res(f, g2) ;

2) res(f1fa2, 9) = res(f1, g)res(fa, 9) ;
3) Soient

f(T) :anTn++a0,g<T) :mem++b0
deuz polynémes sur un anneau intégre A, tels que
m
/= anH(T—ai) et g = bm H(T—ﬂj).
i=1 j=1
Alors le résultant de f et g par rapport a T coincide avec
n m n m
ap'ty, [T (i = 8) = ai T] 9(i) = (=1)™ o3, T £(8;)-
i=1j=1 i=1 j=1

"
Ag = (~1)" D res(f, f)

pour tout polynéome normalisé f.
PREUVE du théoréme [8.3.6 utilise une base auxiliaire
e ={f-Tm L form2 1L, T 1) de Kopya|T),

et une application linéaire auxiliaire

R Kpan|T) = Kpan[T), R(f-T9) = fT7,j =m—1,--- ,0,R(T") = gT",i =n—1,---

On montre que ([Bosch|, p. 172) :
det R' =res(f,g) = Np/a(g(T)). §

Exemples de calul du résultant avec "Maple"

"resultant - compute the resultant of two polynomials
Calling Sequence

resultant(a, b, x)
Parameters
a,b - polynomials in x

X - a name
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1. Description

e The function resultant computes the resultant of the two polynomials a and b with
respect to the indeterminate x.

e If a and b are polynomials over an integral domain, where
a = an * product( x - alphali|, i=1..n)
and
b = bm * product( x - betali], i=1..m )

then the resultant of the two polynomials a and b with respect to x is defined to be
the polynomial

an~m*bm ~n*product(product (alpha[i] - betalj], j=1..m), i=1..n)

e The resultant can be computed from the Euclidean algorithm, or computed as
the determinant of Sylvester’s matrix or Bezout’s matrix. For univariate and bi-
variate resultants over the rationals, modular methods are used for polynomials of
high degree and the subresultant algorithm is used for polynomials of low degree.
Otherwise Bezout’s determinant is computed using minor expansion.

e For efficient computation, resultant takes advantage of any factorization of a and
b that is present, although no explicit factorization is attempted.

Reference : “Computer Algebra : Symbolic & Algebraic Computation” Edited by B.
Buchberger, G. E. Collins, and R. Loos, Springer-Verlag, Wien, 1982, pp. 115-138 . "

2. Exemples

> resultant(a*x+b, cxx+d, x);

—bc+da
> resultant((x+a)~5, (x+b)~5,x);
(—a +b)?
> with(linalg):
> p := atbkx:
> q := ctdxxtexx"2:
> sylvester(p,q,x);
b a 0
0 b a
e d c

> resultant(p,q,x);

b2 c—abd+ae
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> sylvester((x-a)~3, (x-b)"3,x);

1 —3a 3a®> -d°

0 1 —3a 3a®

0 0 1 —3a

1 —-3b 3p* b

0 1 —3b 30

L0 O 1 —-3b

> resultant((x-a)~3, (x-b)"3,x);

(a —b)°

43




Cours N 3. Lundi 2 février 2015

E)%nsions des corps commutatifs

9 Extensions et algébricité. Exemples et constructions de
corps

9.1 Extensions, degré.

DEFINITION 9.1.1

(i) Soit K un corps et L un autre corps, contenant K. On dit que L est une extension
de K. C’est un espace vectoriel sur K.

(ii) Soit L une extension d’un corps K. On appelle degré de L sur K la dimension
dimg L de L considéré comme espace vectoriel sur K. On le note [L : K|, le degré est
éventuellement infini. Si le degré [L : K| est fini on dit que L est une extension finie de
K.

(#ii) Si L est une extension de K et A = («;)ier une partie de L, on appelle extension
de K engendrée par A le sous-corps minimal K(A) de L contenant K et A. Les o
s’appellent les générateurs de K(A) sur K. Tout élément de K(A) s’écrit comme une
fraction rationnelle a coefficients dans K d’élément ;.

Par exemple, C est une extension finie de R de degré 2.
De plus C = R(7)

THEOREME 9.1.2 Si K, L et E sont trois corps emboités tels que K C L C E, alors
[E:K|=[E:L]-[L:K]

PREUVE : On note (a;)icr une base de E sur L, et (b;);cs une base de L sur K.

Pour tout x € E, il existe une famille finie (a;)ier,, I1 C I, d’éléments de L tels
que r = Z o;a;. Mais chaque «; est une combinaison linéaire & coefficients dans K

i€ly
d’éléments b; : a; = Z Bi,jb;, pour une famille finie 8;; € K. Ceci implique que
jeS1

T =32 j)el xJ, Bijaibj, et donc la famille (a;bj)ier,jes est génératrice pour le K-espace
vectoriel F.

C’est une famille libre : si (8 ;)i jex, X C I1 x J1 C I x J est une famille finie
d’éléments de K telle que Z Bi,jaib; = 0, alors les images I et Ji de X par projection

(i,9)eX

sur I et J sont finies et on a :

Z ﬁi,jaz‘bj = Z (Z ﬁi,jbj) a; =0

(i,j)EX iel; \je

et comme pour tout ¢ } ;¢ 5 Bi;b; appartiennent a L, on trouve ;¢ ; Bi;b; = 0 pour
tout ¢ € Iy, puis f; ; = 0 pour tout (i,7) € X. 1
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COROLLAIRE 9.1.3 Pour n corps emboités
KCK C-- CK,,

on a l’égalité
[Kn . K] = [Kl . K] . [K2 . Kl] . [Kn . anl]-

EXEMPLE 9.1.4 On considére le sous-corps K = Q(~3/2,4) de C, il contient Q(¥/2), et
K = Q(2)(3), done

Le polynome X3 —2 est irréductible dans Q[X] et le polynome X2 +1 Uest dans Q(3/2)[X].
Donc,

[Q(V2)(i) : Q(V2)] = 2,[Q(V2) : Q] =3, et [K : Q] =6.

9.2 Eléments algébriques
Soit F une extension d’un corps K.

DEFINITION 9.2.1

(i) Un élément « de E est dit algébrique sur K s’il existe un polynome non nul P de
K[X] tel que P(a) = 0.

(i) Une extension E de K est dite algébrique si tout élément o de E est algébrique
sur K.

(i13) Si a € E est un élément algébrique sur K l'ensemble des polynomes P € K[X]
tels que P(a) = 0, forme un idéal de K[X], non réduit a (0). Cet idéal est principal, et
son générateur unitaire s’appelle le polyndme minimal de o sur K.

PROPOSITION 9.2.2 Soit EE une extension d’un corps K, et soit a un élément de E
algébrique sur K de polynéme minimal P.

i) Si Q € K[X] admet a comme racine, alors P divise Q dans K[X].

(i) Le polynéme P est irréductible dans K[X].

(iii) Le sous-anneau K[a] de E est un corps K(«a) et on a [K(«) : K] = deg P. La
famille (1,ca,--- ,a™ 1), ot n = deg P, est une base de K (o) sur K.

PREUVE : L’assertion (i) traduit le fait que P engendre idéal des éléments de K[X],
ayant o comme racine.

(ii) Si P se factorise en QR dans K[X], alors on a P(a) = Q(a)R(a) = 0 dans le
corps E, donc Q(a) =0 ou R(a) =0, et P divise Q ou R. &

(iii) Le sous-anneau KJa] est I'image de I’homomorphisme d’évaluation Q — Q(«)
de K[X] dans E, dont le noyau est 'idéal (P), maximal d’aprés (ii) Par le théoréme
d’isomorphisme, 'anneau KJa] est donc isomorphe au quotient K[X]/(P), qui est un
corps. Si n = deg P, la famille (1,a,---,a" ') est libre sur K car P est le polynome
non nul de plus petit degré qui annule a. Elle est génératrice car pour tout Q € K[X]
on a Qo) = R(w), ou R est le reste de la division euclidienne de ) par P, et donc
R(a) = Y1) ria?, r; € K. La famille est donc une base de K (a) sur K. En particulier,
ona [K(a): K|]=n=degP. 1
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PROPOSITION 9.2.3 Soit E une extension finie d’'un corps K ([E : K] =n € N), alors
E est algébrique sur K.

PREUVE. Soit a un élément de E. Si n = [F : K], la famille de n + 1 éléments
(1,,--- ,a") n'est pas libre, donc il existe P(X) = Y7 ;a; X’ non nul dans K[X]
tel que 3" qa;a' = P(a) =0. &

REMARQUE . L’assertion réciproque est fausse : 'extension £ = Q C C de Q, formée
par tous les nombres complexes algébriques sur Q (E est bien un corps, exercice), est
algébrique par définition, mais [F : Q] n’est pas finie. En effet, on vérifie qu'il existe des
polynoémes irréductibles sur Q de tout degré n > 1, par exemple X™ — 2 (exercice).

9.3 Corps de rupture, corps de décomposition

Remarquons que pour un corps arbitraire K et pour tout polynéme P non constant de
K[X] on peut construire une extension L de K dans laquelle P posséde une racine : quitte
a factoriser P, on peut le supposer irréductible, auquel cas on a vu que 'anneau quotient
K[X]/(P) est un corps. La classe X + (P) est alors une racine de P dans K[X]/(P).

THEOREME 9.3.1 (SUR L'ISOMORPHISME) Soient L une extension de K et a € L une
racine d’un polynome irréductible P de K[X]. Alors Uanneau K [a] est un corps isomorphe

a K[X]/(P).

On peut déduire d’apreés le paragraphe précédent la proposition et sa preuve, puisque
P est, & un facteur constant preés, le polynéme minimal de « sur K.

DEFINITION 9.3.2 Soit K un corps, et P un polyndéme irréductible. On dit qu’un corps
L contenant K est un corps de rupture de P sur K s’il existe un o € L tel que L = K (o)
et P(a) = 0.

REMARQUE 9.3.3 Awec les notations de la proposition, on peut donner une construction
matricielle de l'anneau K[X]/(P), corps de rupture de P sur K.

En effet, on écrit P = Z?:o anj, et on suppose que a, = 1, alors dans la base
(1,X, -+, X" 1) mod (P)

de K[X]/(P) la multiplication x : Q@ — XQ mod (P) a pour matrice

0O o0 ... 0 —ao

1 0 0 —a
A= 0 1 0 —az 5

0 0 e 1 —Qp—1

dont le polynéme minimal est P. En résulte que K[A] ~ K[X]/Ker(u) est isomorphe &
K[X]/(P).
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En itérant la construction du corps de rupture ci-dessus (on choisit & chaque étape
un facteur irréductible de P de degré > 1 sur le corps obtenu), on peut construire pour
tout polynome P € K[X] une extension finie L' de K dans laquelle P s’écrit comme
produit de facteurs du premier degré. La construction implique que I’extension L’ peut
étre choisie de telle fagon que [L' :K] < nl.

. Corps de rupture, corps de décomposition (rappels et suite)

THEOREME [9.3.1] (SUR L'ISOMORPHISME) Soient L une extension de K et o € L une
racine d’un polynéme irréductible P de K[X]. Alors l'anneau K [a] est un corps isomorphe
i K[X]/(P).

DEFINITION Soit K un corps, et P un polynome irréductible. On dit qu’un corps
L contenant K est un corps de rupture de P sur K §'il existe un a € L tel que L = K(«)
et P(a) = 0.

COROLLAIRE A (DECOMPOSITION EN FACTEURS LINEAIRES) Soient K un corps, P un
polynome de K[X] de degré > 1. Alors il existe une extension E de K dans laquelle le
polynéme P se décompose en produit de facteurs linéaires.

COROLLAIRE B ( SUR L'EXISTENCE DES RACINES) Soient K un corps, P; un ensemble
fini de polynomes de K[X],i=1,--- ,n, de degré > 1. Alors il existe une extension L de
K dans laquelle tout polynéme P; posséde une racine 3; € L.

DEFINITION 9.3.4 (CORPS DE DECOMPOSITION) On considére un polynéme P de K[X]
de degré supérieur ou égal a 1, et une extension E de K, dans laquelle P s’écrit P(X) =
(X —a1).. (X —ay). Alors le corps L = K(ay, -+ ,an,) s’appelle corps de décomposition
de P dans E. C’est l’extension minimale de K dans E, dans laquelle P se décompose en
produit de facteurs linéaires.

On va vérifier que ce corps est uniquement déterminé a un isomorphisme preés :
THEOREME 9.3.5 (SUR UN PROLONGEMENT D’ISOMORPHISME) On considére un isomor-
phisme de corps o : K — K', et un polynome irréductible P(X) = > _5a; X’ € K[X].
On note P7 = Y1 yo(a;)X? € K'[X]. On choisit une evtension de K contenant une

racine (3 de P, et une extension de K', contenant une racine 3’ de P°(X). Alors il existe
un isomorphisme de corps

g K(B) — K'(8),
qui prolonge o et tel que 6(3) = 3.
PREUVE. Comme o est un isomorphisme de corps de K dans K’, I'application
pr KIX] = K'[X], QX)=) bX) —Q7(X)=2 o(b)X’
j=0 Jj=0

est un isomorphisme d’anneaux. On en déduit

¢ KB — K(B)

T T
P K[X]/(P)— K'[X]/(P7),
Q+(P) — Q7+(FP)

47



Cela montre a la fois que P? est un élément irréductible de K'[X] (par le théoréme sur
I'isomorphisme (9.3.1], K’'[X]/(P?) est un corps), et que si § = Q(3) € K(3), son image
par & est bien définie par I'égalité o(6) = Q7(5). 1

THEOREME 9.3.6 (DE L'UNICITE) Soiento : K = K’ un isomorphisme de corps, P(X) =
S0 g a; X7 un polynome de K[X], et notons P7 = Y7_go(a;) X7 € K'[X].

A P, on associe une extension E de K, dans laquelle il se factorise en produit des
termes de premier degré, P(X) = a(X —aq)-....(X —ay), et on note B = K(aq, - ,ap)
le corps de décomposition de P dans E.

On définit de méme E' et B’ pour le polynéme P?. Il existe alors un isomorphisme
de corps

7:B>5 B,
dont la restriction a K est égale a o.

PREUVE. Le polynéme P s’écrit P(X) = a(X —ay)-....(X —ay), les a; étant des éléments
de E. Raisonnons par récurrence sur le nombre N d’éléments «;, qui n'appartiennent pas
a K.

Si N = 0, tous les a; appartiennent & K, donc B = K est isomorphe & B’ = K, et
T = 0.

Pour N > 1, supposons que « n’appartienne pas a K.

C’est un élément algébrique sur K, de polynéme minimal S, et il existe Q € K[X] tel
que P = 5Q.

Dans E'[X], on a les égalités

P?=57Q° =d (X — ). (X —al).
Si 3 est une racine de S? dans une extension de E’, il s’ensuit que
PI(B)=0=d(B—al)..(8—ay),

donc il existe un indice i, qu’on peut supposer égal a 1, tel que 8 = o € E’. On utilise
le théoréme pour le polynéme irréductible S : il existe un isomorphisme de corps

7: K(a1) = K'(o),

qui prolonge o.

On considére maintenant P comme un polynéme a coefficients dans L = K (a;).

Le nombre de racines de P qui n’appartiennent pas a L est strictement inférieur & IV,
et I’hypothése de récurrence nous donne l’existence d’un prolongement de 7,

7 Llag, - ,ap) = L'(dh, -+, a),
avec L' = K'(a}). On termine en remarquant que L(ag, - ,ap,) = K(ag, a9, , o),
et que L'(ahy, -+ ,al) = K'(o, b, -+ ,al). 1

COROLLAIRE 9.3.7 (DE L'UNICITE) Soient K un corps, P un polynéme de K[X], et L,
L' deux corps de décomposition de P sur K. Alors il existe un isomorphisme de corps de
L sur L' dont la restriction a K est l'identité.

En effet, il suffit d’utiliser le résultat précédent pour o =id : K — K.
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10 Cléture algébrique (voir [Lang], Ch.VII, §2)

10.1 Prolongement d’isomorphismes sur les extensions algébriques

On considére un isomorphisme de corps ¢ : K — K’, et un polynoéme irréductible
P(X) = Y7 pa; X/ € K[X]. On note P? = 37 jo(a;)X? € K'[X]. On choisit une
extension L de K contenant une racine 3 de P, et une extension L’ de K’, contenant une
racine 3’ de P?(X). Rappelons
THEOREME|9.3.5| (SUR UN PROLONGEMENT D’ISOMORPHISME) Il eziste un isomorphisme
de corps

g K(B) — K'(8),
qui prolonge o et tel que 5(5) = (3.
On écrira

K(f) —— K'(3)

incl T incl T

K K’

LEMME 10.1.1 On considére une extension algébrique E de K, et un morphisme injectif
o:FE — E tel que o(x) =z pour tout v € K.
Alors o est un automorphisme de E.

PRrREUVE. Il suffit de vérifier que o est surjectif. Pour un «, soit P son polynéme minimal
sur K, et soit E’ le sous-corps de F engendré par toutes les racines de P dans E. Alors
o(E') C E' et [E': K] < oo, donc o(E") = E'.

10.2 Extensions algébriquement closes

DEFINITION 10.2.1 (CORPS ALGEBRIQUEMENT CLOS) Un corps L est dit algébrique-
ment clos, si tout polynome de L[X] de degré > 1 posséde une racine dans L.

Rapellons : THEOREME DE D’ALEMBERT-GAUSS : Le corps C est algébriqguement clos
(c’est-a-dire que tout polynome a coefficients dans C, de degré au moins un, a une racine

dans C).

THEOREME 10.2.2 (SUR L’EXISTENCE D’UNE EXTENSION ALGEBRIQUEMENT CLOSE) Pour
tout corps K il existe un corps L algébriquement cléos contenant K.

PREUVE. 1) On construit d’abord une extension E; dans laquelle tout polynéme de K[X]
de degré > 1 posséde une racine (Artin).

On associe & tout polynéme f € K[X] de degré > 1 une variable formelle X, et on
considére 'anneau A = K|[S], ou

S = {Xf}feK[X] de degré >1
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I’ensemble infini de variables indépendantes.

L’idéal I = <f(Xf)>f€K[X] de degre >1 €5t propre I # A. Dans le cas contraire, on
aurait .

i=1

D’apres le Corollaire B du Théoréme [9.3.1] il existe une extension L de K dans laquelle
tout polynome f; posséde une racine 3;,7 = 1,--- ,n. En substituant Xy, = (3;, on obtient
1 = 0 (contradiction).

On utilise le fait qu’il existe un idéal maximal m D I (avec Lemme de Zorn), alors
Panneau quotient F1 = A/m D K est un corps, et tout polynome de f € K[X]| de degré
> 1 posséde une racine Xy modm € F; = A/m.

2) On construit par récurrence une tour infinie
KcFkE C---CE,C...

telle que tout polynome de E,[X] de degré > 1 posséde une racine dans 'extension E,, ;.
On pose E = U E,, alors il existe n tel que f € E,[X]. Tout polynéme de f € E,[X]

neN
de degré > 1 posséde une racine X € E,.1 C E. 1

COROLLAIRE 10.2.3 (SUR L'EXISTENCE D’UNE CLOTURE ALGEBRIQUE) Pour tout corps
K il existe une extension K algébrique sur K telle que K est algébriqguement clés. On
apelle K une cloture algébrique de K.

PREUVE. Pour tout corps K il existe un corps L algébriquement clos contenant K (par
Théoréme .

On construit K comme l'ensemble de tous les éléments de L algébriques sur K. On
utilise le fait qu’un élément o € L est algébrique sur K si et seulement si o engendre une
extension finie de K : « est une racine d’un polynome irréductible @ de K[X], et 'anneau
K|a] est un corps isomorphe a K[X]/(Q) (par Théoréme sur I'isomorphisme).

Il s’agit d’une extension algébrique de K, et tout polynome P(X) = 77 a; X7 €
K[X] C L[X] posséde une racine 3 dans L.

Comme f3 est algébrique sur K, et K algébrique sur K, on en déduit que 3 est algé-
brique sur K, donc 8 € K. En effet, 3 est algébrique sur 'extension finie K (ag, -+ ,an_1)
de K par la multiplicativité de degré (Corollaire . ]

THEOREME 10.2.4 Soit K un corps, E son extension algébrique, et 0 : K — L une
incluston de K dans un corps algébriguement clds.

Alors il existe un prolongement de o a une inclusion ¢ : E — L.

Si E est algébriquement clos, et L est algébrique sur o(K), alors toute telle extension &
est un isomorphisme de E dans L.

PREUVE. Soit S I'ensemble de couples (F, 7), ou F est un sous-corps de E, contenant K,
et 7 est un prolongement de o & une inclusion de F' dans L.

On écrira (F,7) < (F',7'),si F C F', 7/|p = 7. Alors S est non-vide et on vérifie
qu’il est inductivement ordonné (toute chaine de S posséde un majorant).
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LEMME DE ZORN (VOIR HALMOS P.R., NAIVE SET THEORY, sans démonstration) Soit
S un ensemble ordonné telle que toute chaine T de S posséde un majorant. Alors S
posséde au moins un élément maximal.

Soit (K', \) un élément maximal de S .

On affirme que K’/ = F : sinon il existe a € E, a € K, et il existe un prolongement
de X sur K'(a) ce qui contrairie & la maximalité de (K', ).

Ceci dit, il existe un prolongement ¢ de o sur E.

De plus, si E est algébriquement clos, et L est algébrique sur o(K), toute telle exten-
sion & est un isomorphisme de £ dans L. Il suffit de voir que & est surjectif. Mais pour
tout v € L de polynéme minimal (noté R?) sur o(K), I’ensemble des racines de R est
envoyé par ¢ sur ’ensemble des racines de R?. |

COROLLAIRE 10.2.5 (SUR L'UNICITE D’UNE CLOTURE ALGEBRIQUE) Soit K un corps,
K une cloture algébrique de K. Alors K est unique a un isomorphisme pres.

11 Morphisme de Frobenius, structure des corps finis

Pour un plus large développement sur les corps finis, le lecteur est renvoyé au Lidl-
Niederreiter, [Li-Ni].

Jusqu’ici nous avons rencontré I'exemple fondamental des corps finis Z/pZ (p pre-
mier), quotients de Z par un idéal maximal. Tl s’agit maintenant de décrire tous les corps
finis.

11.1 Structure

PROPOSITION-DEFINITION 11.1.1 Soit A un anneau commutatif de caractéristique p un
nombre premier. L’application

Frp:z—af,zcec A

est un morphisme d’anneau appelé morphisme de Frobenius. Plus généralement, si A est
un anneau commutatif de caractéristique p premier et si q est une puissance de p, on
note Fry : x +— x9.

PREUVE. Le point & montrer est 'additivité. Or si 2,y € A on développe (x + y)? par la
formule du binéme, et on conclut par le fait que si 1 <4 < p — 1, p divise l'entier C),

THEOREME 11.1.2 : Soit K un corps fini. Alors X est de caractéristique p un nombre
premier, K est de cardinal ¢ = p®, avec d = (X : Z/pZ], et Fr,, est un automorphisme du
corps XK.

Inversement, si p est premier et d est un entier strictement positif, il existe a iso-
morphisme prés un unique corps ¢ ¢ = p* éléments, qui est le corps de décomposition
de X — X sur Z/pZ. On note ce corps F,. De plus, le groupe (Fy,+) est isomorphe
au groupe ((Z/pZ)?%,+) et le groupe multiplicatif Iy est isomorphe a Z/(q — 1)Z (groupe
cyclique d’ordre ¢ — 1).

ol


panchish
Text Box


PREUVE. Vérifions ensuite qu’'un corps X & ¢ éléments est un corps de décomposition
pour le polynéme X? — X. Comme X a ¢ éléments, K* est un groupe d’ordre ¢ — 1. Par
conséquent,

Vo e K*, 27t =1.

Autrement dit, les ¢ éléments de X sont racines de X¢ — X. Du fait du degré, on obtient

X -X=][(X-a).
aeX

En particulier, X est un corps de décomposition pour le polynéme X? — X.

Soit inversement X un corps de décomposition pour le polynéme X? — X sur Z/pZ,
ou p est premier et ¢ est une puissance de p. Comme Fr, est un morphisme de corps de X,
I’ensemble de ses points fixes les racines de X9 — X est un sous-corps de K. Comme K est
engendré par ces racines sur [F,,, X est 'ensemble des racines de P(X) = X?—X. Comme
P’ = —1, toutes les racines de P sont simples (par les propriétés de la dérivé formelle P’
d’un polynéme), P a donc ses ¢ racines distinctes dans K et K a exactement ¢ éléments.
D’apres [9.3.7] ceci établit I'assertion de Pexistence et de I'unicité a isomorphisme pres du
corps F,.

Enfin la cyclicité du groupe Fy est un cas particulier du théoreme de cyclicité de tout
sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps fini (rappel). 1

THEOREME 11.1.3 : Soit ¢ = p" o p est premier. Tout sous-corps du corps F, est de
cardinal p", ot m est un diviseur de n. Et pour tout diviseur m de n, F, posséde un
unique sous-corps de cardinal p™, qui est lensemble des racines du polynome XP" — X
dans [Fy.

PREUVE. Si X est un sous-corps de [y, alors il contient le sous-corps premier F),, donc
c’en est une extension finie et [F; est une extension finie de X. De la X a pour cardinal p™,
et le cardinal de I, est une puissance de (p™)? de celui de K. Ainsi n = md. Inversement,
si m divise n, alors p™ — 1 divise p™ — 1, donc le polynome X?"~1 — 1 divise le polynome
XP"~1 _1, donc le polynome XP" — X divise XP" — X, ce qui entraine que X?" — X a
p™ racines distinctes dans FF,. Ces racines forment 1'unique sous-corps de cardinal p™ de
1P |

Dans la pratique, pour pouvoir faire les calculs, le corps Fyn (n > 1) sera construit
comme anneau quotient de type F,[X]/(Q), en choisissant un polynéme irréductible @
de degré n. (voir le théoréme [11.2.1) 4
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gp > F=ffinit(3,2);F
%1 = Mod(1, 3)*x^2 + Mod(1, 3)*x + Mod(2, 3)
gp > F=ffinit(3,12);lift(F)
%2 = x^12 + 2*x^11 + 2*x^10 + 2*x^8 + 2*x^7 + 2*x^6 + x + 2
gp > a=ffgen(F)
%3 = x
gp > x^123
%4 = x^123
gp > a^123
%5 = 2*x^11 + 2*x^9 + 2*x^8 + x^7 + 2*x^6 + 2*x^5 + 2*x^3 + 1
gp > ffprimroot(a)
%6 = 2*x^9 + x^8 + x^7 + x^6 + x^5 + 2*x^4 + 2*x^2
gp > b=ffprimroot(a);fforder(b)
%7 = 531440


11.2 Polyndémes sur les corps finis. Nombre de polyndémes irréductibleg

THEOREME 11.2.1 Soit p un nombre premier, et q une puissance de p. Pour tout entier
m > 1, il existe 0 € Fgm tel que Fgm = Fy[0] et il existe P polynome wrréductible de degré
m sur [Fy.

PREUVE. Soient ¢ un générateur du groupe cyclique Fym, et P son polynéme minimal
sur [F,. Alors on a Fym = Fy[f] et P est un polynéme irréductible sur F, dont Fym est un
corps de rupture. Autrement dit, on a un isomorphisme

Fo[X]/(P) = Fygm
qui envoie la classe de X sur 6. En particulier, on a deg P = dimg, (Fgm) = m.

REMARQUE 11.2.2 Si on a un tel polynéme et o une racine de P dans Fym, la famille
{1,a,--- ,a™ 1} est une base du F,-espace vectoriel Fym.

PROPOSITION 11.2.3 Soient P un polynome irréductible sur Fy et o une racine de P
dans une extension de Fy. Alors, pour tout polynéme Q sur Fy, Q(a) =0 si et seulement
si P divise Q.

En effet, P est alors le polynome minimal de a sur Fy, voir la proposition [9.2.2]

LEMME 11.2.4 Soit P un polynéme irréductible de degré m sur F,. Alors P divise X1 —
X si et seulement si m divise n.

PREUVE. Le corps de rupture de P sur I, est de cardinal ¢'*, donc tout élément y vérifie
29" = x, donc aussi en itérant si m divise n, 27" = z. On conclut que P divise X9 — X
en appliquant la proposition précédente avec Q = X9 — X. Inversement, si P divise
X" — X alors le corps Fy» contient un corps de rupture de P, de cardinal ¢", donc par
le théoréme [[1T.1.3]m divise n.

THEOREME 11.2.5 Soit P un polynéme irréductible sur I, de degré m. Alors P est scindé
sur le corps Fym et a toutes ses racines simples. St o est l'une d’elles, ces m racines sont
a,a4,--- ,oﬂmfl. En particulier si P # X toutes les racines de P ont le méme ordre
multiplicatif dans Fm.

PREUVE. On a vu que le corps de rupture de P, F,[X]/(P), de cardinal ¢™, est formeé
de I'ensemble des racines du polynéme X" — X . Par suite X9" — X s’annule en une
racine de P, donc par la proposition il est divisible par P sur [, et a fortiori sur Fym.
Ainsi puisque X?" — X est scindé a racines simples sur Fym, il en est de méme pour P.
Ensuite, on écrit P = > " a; X L avec a; € [F,. Si a est une racine de P, alors

Fry(P(a) = 3 Fry(ap)Fry(a)' = P(Fry(a)) = 0
1=0
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gp > {
p=3;
d=2;
G=ffinit(p,d,a);
a=ffgen(G,a);
\\
P=x^4-1;
\\
F=lift(lift(factorff(P,p,G)));
print("factorization of  ",P,"  :  ");
for(i=1,#(F~),print("(",F[i,1],")^",F[i,2]));
}
factorization of  x^4 - 1  :
(x + 1)^1
(x + 2)^1
(x + (a + 2))^1
(x + (2*a + 1))^1


ou ’avant-derniére égalité vient du fait que Fry(z) = 2 pour tout = € F,. Par conséquent
a,af,--- ,oﬂm_l sont des racines de P. Montrons par ’absurde que ces m racines sont
distinctes. En effet, dans le cas contraire, il existe i, j avec 0 < ¢ < 7 < m — 1 tels que
a? = a? et donc a? ~¢ = 1. Par conséquent

ord(a)|¢? — ¢' = ¢'(¢" " — 1).

Mais comme o € Fjm, l'ordre de « est premier & ¢ donc, par le lemme de Gauss,
ord(a)|q"™7 —1, et a?”" = o, donc a appartient au corps Fyi-i, ce qui est en contradiction
avec le fait que [Fy(a) : Fy] = deg P = m. Ainsi on a

1

P(X)=(X —a)(X —a%)-... (X —a?" ).
La derniere assertion résulte de ce que Fry est un automorphisme du corps Fym, donc il
conserve 'ordre multiplicatif des éléments.

COROLLAIRE 11.2.6 Le corps de décomposition de tout polyndme de degré m irréductible
sur By est Fgm.

Tout élément ¢ € Fyn est racine d’un unique polynéme irréductible unitaire P = P;
de F,[X] de degré d divisant n, ainsi

X" -Xx =] 11 P(X)

P unitaire
d‘n irréductible sur Fq

deg P=d
(dans cette formule comme dans la suite du paragraphe, on convient que la notation d|n
signifie que d est un diviseur POSITIF de n).
PREUVE. Puisque F,[X] est factoriel, on applique le lemmeen utilisant que X" —X
est premier avec sa dérivée, donc sa factorisation est sans multiplicité.

Soit vy (¢) le nombre de polynémes unitaires irréductibles de degré n sur F,. Alors
I'identité ci-dessus montre que ¢" = 3"y, dvg(q), et pour récupérer v4(q) de cette formule
on utilise la formule d’inversion de Mdbius.

Formule d’inversion de Md&bius

DEFINITION 11.2.7 On appelle fonction de Mobius la fonction définie sur N par :

1 stn=1,
p(n) =< (=1)F sin est le produit de k nombres premiers distincts,
0 st n est divisible par le carré d’un nombre premier.

On voit que p(nm) = p(n)p(m), si m et n sont premiers entre eux.

REMARQUE On peut aussi définir la fonction de Mobius pu(n) par I'égalité formelle

S umn= [ 1-p ) =)
n=1

P premier

Y1



PROPOSITION 11.2.8 (FORMULE D’INVERSION) Soient (ay), (by) (n > 1) deuzr suites
d’entiers liées par
b, = Z aq n > 1

dn
Alors on a

an = Z,u(n/d)bd (n>1).

dln

En effet on a

Zun/dbd—Zun/d doar = ar Y, p),

din d'|d d'|n dl(n/d")

ou d = n/d divise n/d'. Pour m > 1, si s désigne le nombre de diviseurs premiers distincts

positifs de m, on a
> u(s Z Ci (- (1-1)°=0.

d|m

REMARQUE La formule d’inversion a,, = 34, (n/d)bg résulte aussi facilement de I'iden-
tité formelle

n=1 n=1 n=1
c’est-a-dire
o0 o0
Z apn”® = Z ban5C(s) 7!
n=1 n=1

Une application directe de la formule d’inversion nous permet d’énoncer :

THEOREME 11.2.9 Pour tout corps fini IFy et tout entier n > 1 on a :

(i) X" — X =[] 11 P(X),

P unitaire
d|n irréductible sur Fg

deg P=d
(i) ¢* = dvg(q)
dln
(tit) Le nombre de polynomes irréductibles unitaires de degré n sur [Fq est

Z,u n/d)q®

d\n

REMARQUE On voit facilement par 'absurde que ’expression & droite est non nulle, car
il y a unicité de I’écriture (éventuelle) d’un entier comme somme de puissances différentes
de ¢. Comme v,, > 0, on obtient v, > 0; on a ainsi une nouvelle preuve du fait qu’il
existe un polynéme irréductible de degré n sur F, (théoréme .
EXEMPLE Soit ¢ = 3, n = 2, alors 15(3) = 3(3% — 3) = 3.
> Factor(T~9-T) mod 3;
T(T+2)(T*+T+2)(T*+2T+2)(T+1)(T?+1)
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gp > n=2;n
%24 = 2
 gp > q=3;q
%25 = 3
gp > nun=0;fordiv(n,d,nun += moebius(n/d)*q^d/n);nun
%26 = 3

panchish
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gp > lift(factor((T^9-T)*Mod(1,3)))
%28 =
[T 1]
[T + 1 1]
[T + 2 1]
[T^2 + 1 1]
[T^2 + T + 2 1]
[T^2 + 2*T + 2 1]


Ordre d’un polynéme, polyndmes primitifs

La notion d’ordre est présentée ici comme complément, les démonstrations sont lais-
sées en exercice (voir [Li-Nil).

DEFINITION 11.2.10 Soit P un polynome non nul sur F,. Si P(0) # 0, l'ordre de P est
le plus petit entier strictement positif e tel que P divise X¢—1. Si P(0)=0, alors il existe

Q dans Fy[X]| non nul en 0 et h entier positif tels que P = X"Q, et dans ce cas on pose
ord(P) = ord(Q).

EXERCICE Montrer 'existence d’un tel nombre e, avec e < ¢™ — 1 sim = degP > 1
[Indication : raisonner dans I’anneau fini Fy[X]/(P)].

REMARQUE 11.2.11 Si P est irréductible de degré m sur Fy, alors l'ordre e de P divise
q™ — 1. De plus d’apres le lemme|11.2.)) si e > 1 (donc P(X) # X ), m est minimal > 0
pour cette propriété, donc le degré m de P est l'ordre multiplicatif de ¢ modulo e.

THEOREME 11.2.12 Soient m > 1 et e > 1. Le nombre de polynémes irréductibles uni-
taires sur Iy de degré m et d’ordre e est

N ) e(e)/m ,sim est U'ordre multiplicatif de ¢ mod e
ame 0 , sinon,

ot p(e) est lindicateur d’Euler de e.

PREUVE (en exercicey).
On considére le groupe cyclique F3,, d’ordre 211 — 1 = 23.89. Soit a € F3; un
¢lément d’ordre 23. La factorisation de X?2 — 1 en irréductibles sur Fy est :

XB _1=XB4+1=(X+1)PR(X)P(X) =
X4+ XM+ X0 x0 x5 X X2 ) (XM X0 X7+ X X5 X +1)
ou
PX)=X"4+ X"+ X0+ X+ X'+ X?+1=][[(X —a"),
i€l
I1=4{1,2,3,4,6,8,9,12,13,16, 18}
PX)=X"+ X"+ X"+ X+ X°+ X +1=[[(X - o),
jeJ
J =1{5,7,10,11,14, 15,17, 19, 20, 21, 22}.
(Notons que toute racine # 1 de X?* — 1 est d’ordre 23. Pour écrire les racines de Py et
Py ci-dessus, on a noté « une racine de Py et appliqué le théoréme [11.2.5)

Pour e = 23 et ¢ = 2, on a bien ord(2 mod 23) = 11 : les polynomes irréductibles
d’ordre 23 sur Fa sont de degré 11, il y en a ¢(23)/11 = 2.

REMARQUE L’ensemble

I={1,2,3,4,6,8,9,12,13,16, 18}
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coincide avec 'ensemble des résidus quadratiques modulo 23, et I’ensemble complémentaire
J ={5,7,10,11,14,15,17,19, 20, 21, 22}

coincide avec ’ensemble des non-résidus quadratiques modulo 23.
Le morphisme de Frobenius o — a?* laisse bien siir les ensembles d’exposants I et
J stables, et en effet on a (2%) = 1 (voir la loi complémentaire de la loi de réciprocité

k

quadratique. L’application o — o~ échange les ensembles I et J puisque (_—1> =-1

23
1

par le critére d’Euler ; en particulier P; est le polyndéme minimal de o™ sur Fs.

REMARQUE 11.2.13 : Le degré de P irréductible sur Fy d’ordre e est l’ordre multiplicatif
de ¢ modulo e.

En effet, on a e|¢™ — 1, avec un m minimal. Par exemple, si e = 23, ¢ = 2, alors
ord(2) mod 23 = 11.

DEFINITION 11.2.14 Un polynéme P de degré m sur I, est dit primitif sur F, sl est
le polynéme minimal sur F, d’une racine primitive de Fyn (un générateur du groupe
cyclique Fym).

Une étude de 'ordre des produits de polyndmes fournit la caractérisation suivante, ot
on voit qu’a degré m fixé ce sont les polynomes primitifs qui atteignent I’ordre maximum

g™ — 1 (voir 'exercice [11.2.10)) :

THEOREME 11.2.15 Un polynome P de degré m est primitif sur IF si et seulement si P
est unitaire, non nul en 0 et d’ordre g™ — 1.

Résumé des propriétés des polyndmes irréductibles sur F,

THEOREME 11.2.16 Soit o un élément de Fym, une extension de Fq. Soient d le degré,
et P le polynome minimal de o sur Fy. Alors,

(i) P est irréductible sur Fy et son degré d divise m.

(i1) un polynome Q sur F, s’annule o si et seulement si P divise Q.

(1) tout polynéme irréductible unitaire sur Fq nul en o est égal a P.

(iv) P divise X4' — X et X1" — X.

(v) Les racines de P sont a,a4,--- ,oﬂd_l et P est le polynome minimal sur Fy de
toutes ces racines.

Si de plus o # 0, on a :

(vi) Uordre de P est égal a celui de o dans le groupe multiplicatif Fgm-

(vii) P est un polynome primitif sur Fy si et seulement si o est d’ordre q* — 1 dans

F;;’"L .

EXERCICES
11.1 Ecrire les tables d’addition et de multiplication des corps Fy, Fg et Fg.

11.2 Ecrire la factorisation de T? — T (resp. T® —T) en irréductibles sur F3 (resp. sur Fs). Quels
sont les facteurs primitifs ?
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@ 1.3 Généralités sur les codes

DEFINITION 1.1 (a) Soit F' un ensemble de cardinal q, M,n deux entiers strictement
positifs. On appelle code C sur |'alphabet F' de longueur n bloc-par-bloc toute partie C' C F™

de cardinal Card (C') = M.
(b) Un code C C F™ est dit g-aire si C = ImFE pour une application injective

E.:Fk ., m

Lélément E(u), pour un u de F* est appelé un mot code, k est dit la dimension du code,
n est sa longueur. Dans ce cas Card (C) = ¢*

DEFINITION 1.2 (a) Soit F' un ensemble fini non vide et n entier strictement positif.
L’application d : F™ X F" — N

(a,b) — Card{i € {1,...,n} | a; # b;}

avec a = (ay, - ,ap) et b= (by, - ,b,) est la distance de Hamming sur F™.
(b) Soit F' un corps fini. L’application w: F™ — N

a— d(a,0) =Card{i € {1,...,n} | a; # 0}

est le poids de Hamming.

33

REMARQUE 1.3 : La distance de Hamming sur F™ est bien une distance sur F™. En effet,
on a :

d(a,b) =0<= (a; =b;;1<i<n)<=a=0b
d(a,b) = d(b,a) pour tous a,b pour tous E™

d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) pour tous a,b,c pour tous E™.
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DEFINITION 1.4 Soit C' = ImFE un code q-aire, i.e., I'tmage d’une application injective
E:FF - F", ou #F =q.

(a) On appelle écart ou "distance"”

de C le nombre

d=d(C) = mmir};k d(E(z), E(y))
oy

Soit C = ImE un code g-aire, E : F*¥ — F™ de distance d. Dans ce cas on dit que C est
un [n, k, d)4-code.

(b) On appelle vitesse de transmission (le "rendement” ou "information rate" en an-
glais) de C le rapport R = k/n

(c) 1/R est le coefficient de redondance de C.

(d) 6 =d/n est la distance relative (ou le "tauz de correction”) de C

Soit = (z1,...,2,) le mot transmis par le canal. Le mot recu y = (y1,92,- -, Yn),
eventuellement entaché d’erreurs, différe de x en d(x,y) positions.

Lorsque on suppose qu’il n’y a pas plus de ¢ erreurs commises, d(z,y) < t, on pourra
retrouver x a la condition que chaque mot erroné recu ne puisse provenir que d’un seul
mot du code.

35

DEFINITION 1.5 Un code de longueur n sur l’alphabet F vérifie la condition de decodage
d’ordre t si pour tout y € F™ il existe au plus un mot x € C C F™ tel que d(z,y) < t.
Dans ce cas les boules

B(z,t) ={y € F" | d(z,y) <t} C F"
(pour la distance de Hamming) sont deuz-a-deux disjointes.
THEOREME 1.6 Un code C' peut corriger t erreurs si son écart d est tel que d > 2t + 1.

Preuve Si ¢ est envoyé et y requ, tels que d(y,c) < t, tout mot code ¢’ de C est tel que
d(c,d’) > 2t + 1. Or, d est une distance, donc

d(yv C/) > d(cv C/) T d(cv y)

d(y,d)>t+1

C' peut donc corriger ¢ erreurs. Les boules B(c,t) sont donc deux-a-deux disjointes.
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DEFINITION 1.7 (a) Un décodage de E est une application
D:F" — FF

telle que Do E = Idp».
(b) On dit que D est standard ("de vraisemblence maximale") si

Yy € F'u € F*,  d(E(u),y) > d(E(D(y)),y)
c’est-a-dire que E(D(y)) se trouve parmi les mots de codes E(u) les plus proches de y.

REMARQUE 1.8 L’existence d’un décodage est garantie par l'injectivité de E.

37

1.4 Codage et decodage optimal sur un canal bruité

On considére les problémes mathématiques de transmission d’information (vue comme
une longue suite
kN
F* sa=(ay,...,0k, Qks1,---,0kN),

ol
Uy = (al,---,ak),uz = (ak+1, T ,sz), L, UN = (ak(N—1)+17"' ;akN—lyakN)a

avec les blocs d’information uq,...uyn. On transmet I'information bloc-par-bloc a 1’aide

du code
a— Ex(a) = (E(w),...,E(uy)) € F™N

avec les hypothéses : )
En(a) — En(a) € F™N

Il est possible de diminuer considerablement la proportion d’erreures de transmission
d’information avec des bons codes.
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3 Codes linéaires et codes cycliques. Matrice généra-
trice et calcul du syndrome

d’erreur

3.1 Codes linéaires

Une classe de codes trés importante est celle des codes linéaires, notamment en raison
des outils dont nous disposons pour manipuler et représenter les applications linéaires a
I’aide de I’écriture matricielle.

En général, pour un alphabet fini F, étant donné une énumération de F*, la donnée
d'un code C = Im(E), E : FF — F" est la donnée de n x ¢* éléments de F, ce qui
représente un gros volume d’information.

71

SiI’on munit F* et F™ de structures supplémentaires et si I’'on prend une application F
qui respecte ces structures, on peut économiser sur le volume d’information représentant
FE au prix de calculs des valeurs non mémorisées de E.

En ce sens le plus simple est de prendre pour ¢ un nombre primaire, ¢ = p", pour F
le corps F,; et pour E une application linéaire injective de ]F’; dans Fy. Rapportant C' aux
bases canoniques adéquates, on caractérise cette application par n x k éléments de IF,.

Rapellons
DEFINITION 1.2 (a) Soit F' un ensemble fini non vide et n entier strictement positif.
L’application d : F™* x F™* — N

(a,b) — Card{i € {1,...,n} | a; # b;}

avec a = (ay, -+ ,an) et b= (b1, -+ ,by) est la distance de Hamming sur F™.
(b) Soit F un corps fini. L’application w : F™ — N

a— d(a,0) =Card{i € {1,...,n} | a; # 0}

est le poids de Hamming.
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DEFINITION 3.1 Soit F' = F, un corps fini. Un code linéaire C' est un sous-espace vectoriel
de dimension k de ’espace vectoriel F™ (vu comme l'image d’une application E : FF — F"
linéaire injective). Les vecteurs lignes a = (ay,--- ,ax) € F* sont les mots d'information,
et les vecteurs lignes ¢ = E(a) = (c1,--+ ,¢n) € F™ sont les mots de code. La matrice
génératrice G du code E est la matrice attachée a Uapplication linéaire E : FF — F"
(dans les bases standards de F* et F™), de telle facon que

¢ = E(a) = aG. @

REMARQUE 3.2 Un code linéaire C' est l'image d’une application linéaire injective, donc
on peut considérer C comme un sous-espace vectoriel de dimension k de l’espace vectoriel
EF™. On peut ainsi caractériser les codes linéaires a partir de matrices a coefficients dans
F comme noyau d’une autre application linéaire S : F™ — F"*. La matrice H de S est
appelée matrice de contrdle de C' :

S(c) = Hc".
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EXEMPLE. Soit H une matrice (n—k) xn a coefficients dans F, de rang n—k. Le noyau de
'application représentée par H est un sous-espace vectoriel de Fy. On peut donc définir
un code linéaire par un systéme d’équations linéaires :

C:{c:(cl,--- ,Cn) ‘ Hct:O}.

Posons

H=(AT,_p) =

— =
— = O
_ o
O ==
o o
o= O
— o O

et soit ¢ = 2 (C' code binaire) On désire transmettre le message
a = (ajazasay).

On le code en ¢ = (ajazazascscecy), avee cs, cg, 7 tels que He! = 0. Or,

a1 +az+as+cs =0 @C5=a1+a3+a4
Ht =0 a1+ as+ag+cg =0 = ce = a1+ as + ay
a1+ as+as+c; =0 c7 = a1+ as + as
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On obtient I'application linéaire injective E : F3 — F5
(a1,az2,a3,a4) — (a1, a2,a3,a4,a1 + az + ag, a1 + az + ag, a1 + az + az)

La matrice H est appelée matrice de contréle de C. On a Hc' = 0 pour tous les mots de

code ce C.

REMARQUE 3.3 Si H = (A,I,_x), alors un message a = aj---ay est codé en ¢ =
aj -+ apCr+1 - - - Cn le code est alors dit systématique. Ici A € Mat,,_j 1 (F)
De plus, on a

{Hc' =0} = ' = (_I'j4> at = [a(Iy, —AN)]

c’est-a-dire, que

Ck+t1 Ck+1 0
Ck+2 “ Ck+2 . 0
2l=-Al--], =l LA —
a a
Cn, k Cn, k 0
75

11 vient la définition suivante :

DEFINITION 3.4 G = (I, —A') est la matrice génératrice canonique du code linéaire C
de matrice de controle H = (A, I,_x). D’une maniére plus générale, toute matrice G
engendrant un code C est une matrice génératrice de C.

REMARQUE 3.5 Pour tout mot code ¢, on a Het =0 et ¢ = aG. Donc
GH' =0 € Matg,, (F), HG' =0 € Mat,,_j x(F),

puisque Het = HG'a! = 0 pour tous les a € F*.
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3.2 Deétection et correction d’erreurs, décodage

Dans ce qui suit, nous noterons ¢ un mot code émis, y le message recu, et e =y —c le
vecteur erreur.

La distance de Hamming d(y, ¢) est alors le nombre d’erreurs survenues au cours de la
transmission. Pour décoder y recu, on peut supposer que le nombre d’erreurs est minimal,
c’est a dire que 'on va chercher le mot code c le plus proche de y au sens de la distance
de Hamming. C’est la régle du décodage par plus proche voisin.

DEFINITION 3.6 Soit t un entier naturel. C' un code linéaire de dimension r et de longueur
n est dit t-correcteur d’erreurs si

Vy ey, [{ceC:d(y,c) <t} <1

Si alors ¢ € C est transmis et qu’au plus t erreurs surviennent, on a d(y,c) < t et
d(y,c’) > t pour tout autre élément de C. Ainsi, la méthode du décodage par plus proche
voisin donne le bon résultat.

Il apparait qu’un des objectifs de la théorie du codage consiste a élaborer des codes
dont les mots sont trés éloignés les uns des autres au sens de la distance de Hamming.
Toutefois, un autre est de transmettre un maximum d’information et donc de garder des
vitesses de transmission acceptables, et réunir les deux est épineux.

THEOREME 3.7 Un code C peut corriger t erreurs si son écart d est tel que d > 2t + 1

7

PREUVE : On a déja vu ce resultat (Théoréme 1.6) Si ¢ est envoyé et y regu, tels que
d(y,c) < t, tout mot code ¢’ de C' est tel que d(c,c¢’) > 2t+ 1. Or, d est une distance, donc

d(y7 C/) > d(C, C/) - d(C, y)
d(y,c) > t+1

C peut donc corriger t erreurs.

EXEMPLE. Reprenons le code déja vu plus haut

E: TF;—T} (3.1)

(a1,a2,as,a4) — (a1,as2,a3,a4,a1 + ag + aq,a1 + az + aq,a1 + a2 + as)

Soient a, b des éléments de F3

Si d(a,b) =1, alors d(E(a), E(b)) = 3 ou 4.
Si d(a,b) = 2, alors d(E(a), E(b)) = 3 ou 4.
Si d(a,b) = 3, alors d(E(a), E(b)) = 3 ou 4.
Si d(a,b) =4, alors d(E(a), E(b)) = 1.

Ceci dit, 'application E écarte vraiment les mots d’information.

En effet, on peut toujours supposer b = (0,0,0,0), et on utilise directement la formule
(3.1) pour le mot E(a).

Donc d = 3, et le code corrige 1 erreur.
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LEMME 3.8 Soit un code linéaire C' de matrice de correction H et d’écart d. Alors d > s+1
st et seulement si s colonnes de H sont linéairement indépendantes.

PREUVE : Supposons que s colonnes de H soient linéairement dépendantes. Alors il existe
¢ € C non nul tel que Hc! = 0 et w(c) < s. Ainsi, d < s. Inversement, si s colonnes de
H sont toujours indépendantes, ¢ € C' non nul est toujours tel que w(c) > s+ 1 et donc
d>s+1.
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Ce qui suit est un algorithme simple de décodage des codes linéaires : le décodage par
leader de classe.

Soit C un code linéaire de longueur n et de dimension k sur F,. L’espace vectoriel
[y /C est formé de toutes les classes a + C, a € Fy. Pour tout a, |a + C| = q* , et

n __ 0 s
Fl'=@®+0)u---U@®+0),

avec al® =0, s =¢"F — 1.

Alors, quel que soit le message y recu, il existe i tel que y € a(?+C, et si ¢ est le message
envoyé, e =y —c = a® 4+ z € ¥ + C. On peut ainsi construire une méthode de décodage
des codes linéaires. En effet, quel que soit y € a(® 4+ C recu, tous les vecteurs erreur
possibles pour y sont également dans a(¥ +C. La régle de décodage par plus proche voisin
nous conduit & choisir pour vecteur erreur le vecteur e € a(” + C' de poids de Hamming
minimum, et on décode y en x = y — e. Nous allons voir maintenant 'algorithme, a
proprement parler, plus en détail.
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S

Ecrivons H dont la ™€ colonne est o/ ~1 exprimé dans la base {1, o, a?,a?}, 0 < j < 14.
Il vient

1 00010O011O01O01T11
H— 0100110101 T1TT1T1T0O0
001 0011010T1TT1T1T1F®O0
0001001 1O01O011T11

Si alors a(z) = ag + -+ + a102' est le message a transmettre, il sera codé en w(zx) =

a(z)(z*+x+1). Supposons qu'une erreur survienne au cours de la transmission, le message

regu est alors v(x) = w(x) + 21, Son syndrome est S(v) = v(a) = w(a) + ! = a1,

et on sait qu’une erreur est survenue en e®™¢ position.
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4.2 Exemples : codes de Golay

Les calculs suivants sont disponibles & 1’adresse cachée :
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish/04mag-maple dans le fichier
4mag-Tcycl-gol.mws :

4.2.1. Code G23

On considere le groupe cyclique F},, d’ordre 2'* —1 = 23-89. Soit a € F},, une racine
primitive de degré 23. On pose

22

Gaz = {x = (xg, - ,To2) € ]FgS | inai = 0} C Fg[x]/(x23 —1).
1=0

On a n=23, q = 2,

22 1= +1=(z+ Dgo(x)g1(x) =
(z+ ) (@t + 20425+ 2t 22+ D) (@ 2 2T 2 S 1)
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panchish
Sticky Note
Exemple: 1) Code de Hamming, d=3
2) Code cycliques
4) Code cyclique primitif 
C=(P)\subset F_2[X]/(X^{2^m-1}-1)

panchish
Text Box

panchish
Sticky Note
Polynômes de distribution de poids de G23
et G24
A23(X)=
1+253*X^7+506*X^8+1288*X^11+1288*X^12+506*X^15+253*X^16+X^23;
A24(X)
=1+759*X^8+2576*X^12+759*X^16+X^24;

Polynômes de distribution de poids de G11
et G12
A11(X)
=1+132*X^5+132*X^6+330*X^8+110*X^9+24*X^11; 
A12(X)
=1+264*X^6+440*X^9+24*X^12;



panchish
Inserted Text
Chiffres(d,l,n)=
{
 \\ integer n, base d
 \\ vector length l
 local(i,m,v);
 v=vector(l);
 m=n;
for(i = 0,l-1,
v[l-i]=m%d; 
m=floor(m/d));
return(v);
} /* end of Chiffres */
\ \ 
{ 
f=factor((x^23-1)*Mod(1,2))[2,1];f
}
\\
{
A=0;
for(u=1,2^12-1,  print(u,"\t", c=lift(Pol(Chiffres(2,12,u))*Mod(1,2)*f));w=0; 
for(i=0,22,w+=sign(polcoeff(c,i)));print(w); A+=X^w;
) ; A
}
\\ %16 = X^23 + 253*X^16 + 506*X^15 + 1288*X^12 + 1288*X^11 + 506*X^8 + 253*X^7
\\
{ 
f=factor((x^11-1)*Mod(1,3))[2,1];f
}
{A=0;
for(u=1,728,  print(u,"\t", c=lift(Pol(Chiffres(3,7,u))*Mod(1,3)*f));w=0; 
for(i=0,10,w+=sign(polcoeff(c,i)));print(w); A+=X^w;
) ; A
}
\\ 24*X^11 + 110*X^9 + 330*X^8 + 132*X^6 + 132*X^5



ou

go(z) = + 20 428 1 2% 4ot 122 41
=[](z— '), 1 ={1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18}
el
g@)=at +2% + 2"+ 25 2P+ +1
=[[( - %), J ={5,7,10,11,14,15,17,19,20,21, 22}
jeJ
REMARQUE. L’ensemble
I=1{1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18}
coincide avec ’ensemble des résidues quadratiques modulo 23, et I’ensemble complémentaire

J =1{5,7,10,11,14,15,17,19, 20, 21,22}

coincide avec I’ensemble des non-résidues quadratiques modulo 23.

L'application de Frobenius o +— o?* laisse I et J stable puisque () = 1, et 'ap-
plication o — a~F échange les ensembles I et J puisque (5—31) = —1, grace a la loi de

113

réciprocité quadratique de Gauss : pour les nombres premiers positifs impairs p, ¢ on a

(£) ()=

et on a les deux compléments suivants de cette loi :

(%) _ ()@*-vss (—?1) _ (n)eD2,
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DEFINITION 4.3 Code de Golay Gas est un sous-espace vectoriel (go) de dimension 12
dans le quotient

Falz]/(z* — 1)

vu comme un espace vectoriel de dimension 23 sur Fy avec le polynéme générateur
go() =t 420 48 2t 42?1
et avec le polynome de controle
hz)=(x+1) (et +2” 4+ 2" + 2 + 25+ 2+ 1) = (x + 1)g1(2)

C’est un [23,12,7]3-code.
> restart ;
> with(linalg)

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

> Factor(x~23+1) mod 2;
(x+1) (M +2094+ 28+ 25+t + 22+ 1) (M + 2% + 2"+ a0+ 25 + 2+ 1)
> g:=x"11+x"10+x"6+x"5+x"4+x"~2+1;irreduc(g) mod 2;

g=x 4+ 20 428 pxd 4t 2?41
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true
> alias(alpha = Root0f(g)) ;

> Factor(g,alpha) mod 2;

(x+a) (x+ab) (z+a®+a®+ab +a’ +a? + a) (x + a?)
(x+aB+a"+ab+a®+ad+a?+1)(z+al®+aB+al +ad+a+1)
(z+a%+a"+at+ad+a?+a+1)(z+a)(z+a?) (z+a®) (z+a?)
for i from 0 to 23 do
if Eval(g, x=alpha~i) mod 2 = O then Expand (alpha~i) mod 2;
print(’i’=i, alpha~i=Expand (alpha~i) mod 2, ’g’(alpha~i)=0) fi
od ;

V V V V

i=2,0%=a? g(a?) =0
i=3,0%=0a3gla®)=0
i=4, o =at ga?) =0
i=06,a%=ab g(ab) =0
i=38,a%=a® ga®)=0
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i=09 a=a% ga) =0

i=12, a2 =0 +a"+at+a® +a? +a+1, gat?) =0
i=13, aP =al%+a¥+al +a® +a+1,gal?) =0
i=16, a0 =a’+a®+ab +a® +a?+a, g(a®) =0

i=18,a®=af+a"+a+a’+a+a?+1, ga'®) =0

> for i from 0 to 23 do
> if Eval(g, x=alpha~(-i)) mod 2 = O then Expand (alpha~(-i)) mod 2;
> print(’i’=i, alpha~(i)=Expand (alpha~i) mod 2, ’g’(alpha~(-i))=0) fi
> od ;
i=5,a°=a’ (—EQ =0
- % - ’gOé5
7 7 1
i=Ta"=a’ g(—)=0

1
i=11, ot =al%+ab+a’ +a* +a? +1, g(ﬁ)zO
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i = 14, a14:a10+a9+a7+a6+a5+a+1,g(ﬁ):0
i=15 a®=a%+a’+a® +at +a+1, g(%):()
i=17, a17=a10+a9+a7+a6+a3+a2,g(%)=O
i=19, 0¥ =a+a® +a’ +a® +at +a? +q, g(%)zo
i = 20, a20:a10+a9+a8+a7+a5+a4+a2,g(%)zo
i =21, a21:a9+a8+a4+a3+a2+1,g(%):0

1
i=22,a” =0+’ +a’+a' +a’+a,g(—5)=0
o}
> gl1] :=x"11+x"9+x~7+x~6+x~5+x+1;Factor(g[1],alpha) mod 2;
gri=ac 4+ T+ 42+ +1

118



(r+a®+a®+a"+a+aP+a?)(x+al®+al +a® +at+a?+1) (z+af)
(r+a®+a"+a+at+a+l)(z+a)(z+ ) (z+a®+a® +a® +at +a® + )
(z+a®+ab+a"+al+at +ad+a)(z+a®+al+a + a3 +a? +1)
(r+a®+a®+a"+ab+a’+a+1)(z+al® +a+a®+a” +a® +at + a?)

Code de Golay Gsy3 = (g) est un sous-espace vectoriel de dimension 12 dans le
quotient

Falz]/(z* — 1)

(vu comme un espace vectoriel de dimension 23 sur Fs) avec le polynéme générateur

=M 40 42 ad 4t 2241
et avec le polynome de controle h = (z + 1) (2 + 2% + 2" + 28 + 25+ 2+ 1),
h=a? 42+ + 2% + 2% + 2% + 2% 4+ 1.

C’est un [23,12, 7]2-code.

for i from 0 to 23 do

if Eval(gl[1], x=alpha~i) mod 2 = O then Expand (alpha~i) mod 2;
print(’i’=i, alpha~i=Expand (alpha~i) mod 2, ’gl[1]’(alpha~i)=0) fi
od ;

vV V V V
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i=5 a°=a" g1(a®) =0
i=70a =a’, g1(a’) =0
i =10, o' = al% g1 (al®) =0
i=11, ot =al%+al+a®+a* +a?+1, g1(att) =0
i=14, at=a+a+a"+ab +a® +a+1, g1 (al?) =0
i=15a®=a%+a "+’ +at+a+1, g1(al®) =0
i=17, 0" =a%+a%+a"+a® +ad +a?, g1 (al”) =0
i=19, a0 ="+ +a"+ab+at +ad+a, g1(at?) =0
i =20, =a'%+a’ +a®+a" +a° +a' +a?, g1 (a®) =0
i=21, a2l ="+ +at+ad+a?+1, g1(a?) =0

i=22, a2 =0+ +a’+at +ad+a, g1(a??) =0
> (x711+x710+x76+x " B+x " 4+x72+1) * (x+1) * (x711+4x79+x~7+x " 6+x " B+x+1) ;g:=x"1
> 1+x710+x"6+x"5+x"4+x"2+1;

(M + 20 a2+t 22+ D+ 1) (@M + 2%+ 2"+ a8 + 25+ 4+ 1)
gi=al + 20+ 20 425 42t 2% +1
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~O OO O OO OOCO
S cocccoccocon—o
L L)
S cocccocowm-ooo
S cocccorHooo
oo n—o00 o
OO oo oo
S CcorHocomHHo
CorHocoo A O~
CHHccorrHono
RN N R o o
o domHmHoHono

,,,,,,,,,,,

1,0

’’’’’’’’’’

1

,,,,,,,,,

,,,,,,,,,

!!!!!!!!!

1,0

’’’’’’’’’

matrix(12, 23,
1

0

,,,,,,,,,,,

1

’’’’’’’’’

NANNNNNNNANNNNNN
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1 01011 10O0O01T1QO0O0O0OO0O0O0O0O0OO0UO0O0®O0
0101011 100O011FO0O0UO0O0O0O0O0O0TQO0O0
oo01o01o011100O011O0O0O0O0O0O0O0O0°0O0
0oo0o0101o01110O0O01T1QO0O0O0O0O0O0TQO0T®O0
ooo0o0101o011100O01T1TQG0TO0O0O0O0O0O0
ooo0oo0oo01o01o011100011O00O0O0O0°TO0
oo0oo06o000101011100011O000O0°O0°0O0
ooo606o0000101011100O011°0¢0°O00O0
0oo0o0oo0o00O0OO0O1O0O1O0111O0O0O01T1TQG0T®O0O®O0

o oo0000O0OO0OO0O1O01O0111O0O0O0T1T1O00O0

0oo0o0oo0o000O0OO0OO0O1TO0O10111O00O0T1T1TFPO0

0ooo0oo0oo000OO0OO0OO0OO0O1o01O0111O00UO0T11

transpose(G) ;

>
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SO DD DD DO DO OO HHFHFOOOHFHFEMFEFOFOFOO
OO OO OO OO R HOOOHRHRFEF PR OF,FOF,OOO
OO DO DO OO O HHFOOOHFHFFHFMFHFOF,FOF,OOOO
DD DO OO R P OOOHFMHFOFROF,FOOOOO
OO OO HHF OOOHFHMFEFMFEFOFHFOFHFOODOOOOO
OO O OO FHFMFOFOF,FOODODOOOOO
OO P OO P FPFOHFHFOHOODODODOODOoOOoOOo
O P OOOHFHRHFHFFOFOFOODODODOOOOOoOO
_— R, OO0 R FHEF P OFRFOFOODODOODODOODODOoOOoOoOOo

DD DD DD DDODOODOODOHMHOOOHMEMEOMFO M
O DD DD DD DD DO OOOHMHF OO HMEMEFOFRORO

WO OO OOHRrHHROOO R R PR OFROFrROODODODOO

—_
[\)

> (x7114+x710+x76+x75+x744+x 72+ 1) *k (x+1) % (X~ 11+x79+xX"7+xX"6+x"5+x+1) ;

(et + 20 42+ 2+t 22+ D+ 1) (@M + 2%+ 2"+ a8 + 25+ + 1)
> Jhi=(x+1)*(x~11+x"9+x~7+x"6+x"5+x+1) ;
> h:=Expand ((x+1) *(x~11+x~9+x~7+x~6+x"5+x+1)) mod 2;

h=@+1) (@t +2%94+ 2" +254+2° +2+1)
he=a? fa 4210+ 2% 428 42 27 + 1
> Ph’=(x+1)*(x~11+x"9+x"7+x~6+x"5+x+1) ; ’h’=sort (h,x) ;
h=@+1) (@t +2%94+ 2" +25+2° +2+1)
ho—= 12 4 g1l 4210 4 9 4 08 4 05 4 a2

> Expand(h*g) mod 2;
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T O OO OO OO OO0o
ToHocccoooo
“Ho-ocococococoo
Soc-o-oococooo
TSoHsorcoooo
S Hocoro-woooo
Cod-conormooo
T SOeHOO RO NS
oo HooHoOHO
TS Adcdorconow
A H OO HOOHO
A H P OO HO O

,,,,,,,,,,

23,
0

" nOO0OOH A OO

,,,,,,,,

0,0

,,,,,,,,

!!!!!!!!!

0

’’’’’’’’

matrix(11
0

0

,,,,,,,,,,

NANNNNANNNNANNNNNAN

01 00 1 01

1 0

1

oo0o0oo0oo000O0OO0OI11111001O001TQO0T1FPO0
oo0oo06o0000O0O11111001O0O01O01°O00O0
oo0oo6o00600011111001001O01¢0°00O0
oo0o0oo0o0o0111110010O01¢01U0U0¢O0O0
oo0oo6o006011111001001O01O0O0O0O0°0O0
0oo0o0o011111001O0O01O0T1O0O0O0O0TQO0°GO0
0oo0o011111001O0O01O0T1QO0O0O0O0UO0O0O0
006011111 001O0O0T1TO0T1QO0QO0QO0O0OO0QO0TQO0O0
011111001O0O0O1O0T1TO0O0O0O0O0OO0UO0QO0O0

1 1111001O0O01O0T1TO0T0COO0OO0OO0OO0OO0TO0O0

H =
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b

2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 4
2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 4 4
2 2 2 2 4 4 4 4 4 4 4 2
2 2 2 4 4 4 4 4 4 4 2 2

2 2 4 4 4 4 4 4 4 2 2 2

2 4 4 4 4 4 4 4 2 2 2 2

4 4 4 4 4 4 4 2 2 2 2 2

4 4 4 4 4 4 2 2 2 2 2 2

4 4 4 4 4 2 2 2 2 2 20

4 4 4 4 2 2 2 2 2 2 0 2

4 4 4 2 2 2 2 2 2 0 2 0

multiply(H,transpose(G))

K:=

>

K =

Les termes de la matrice obtenue ne sont pas « réduits » a leur forme canonique dans

QF(21)

F5| o). Pour obtenir la réduction, on utilise :

> map(item -> Expand(item) mod 2, K) ;

126



[0 00O OOOOOO0OUO0O0 0]
000 0O0OOUOOOUO0TUO0O0
000 0O0OO0OUOOOUO0TUO0O0
000 0O0OOUOOOUO0TUO0O0
00 0O0O0OOUOOOUO0UO0O0
00 0 0O0OOUOOOUO0TUO0O0
000 0O0OOUOOOUO0TUO0O0
000 0O0O0OOOOUO0TUO0O0
000 0O0OOUOOOUO0TU 00
000 0O0OOUOOOUO0UO0O0
|0 000O0O0O0OGOOO0O0 0]
%1:=10,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0, 0]

Y

Une autre matrice de contréle :

on considére la matrice dont la j-me colonne est formée par les coordonnées de
ad7t(j=1,2,...,23) dans la base

(1,0,02,...,a"0)

GF(211) = Fg [O(]
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> for j from 1 to 23 do print(alpha~(j-1)=Expand(alpha~(j-1)) mod 2) ;

>  od;
1=1
o=
o = o2
a3 = b
o = ot
ad = of
ab = b
o = o
a8 = ob
o = of
10 — 510

al=al0 4 06 a5 L atta2+1
a2 =09 L o710t ad3+al+a+1

aB=al% 4 0+ abrad+a+tl
A% =% L 040"+t oS +a+1

aP=a+a"+a’+at+a+1
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ad+af+al+a®+a+a
al®+a+a" +ab +ad+a?
B+a"+ab+aP+at+a?+1
a9+—a84—&7%—a6+—a4+—a3%—a
a10+a9+a8+a7+a5+a4+a2
a+af+at+ad+a?+1
al%+ o +a+at+a+a

16 _
22 _

a
oal7 =
o8
Q!9 —
020 —
02!
(0

Cc O A A H OO O H+HO
O o & o & o a o0 o o =«
Cc OO A 1O A
O ~ n» o n a8 68 a6 a6 o =«
e O A —H O A HA O
Y & o o o o0 a0 o a0 o =«
Cc O A —H O A A+ OO
O » n o n nn e n e o=n
C O A1 OO —HAHOH
O ~ n o n oa n e oa o =
A" T OO A —HOHAHO
Y ® o o o 0 a0 o0 a0 o0 =«
e OO A1 O A1 OO
Y ® o o o o0 a8 o0 a0 o0 =«
cH OO O H A HO A
Y o & o a6 606 & o0 a0 o «
~rH O OO O O
Y o & o a6 60 o o0 o o =«
farl A A A OO A OO
Y o o o o o0 a0 o a0 o =«
~TO T O A A~ OO0
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matrix(11, 23,
0 ’
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0

0

NANNNNANNNNANNNNNA

1 000000000011 1110O01O0010
001 000O0OO0OO0O0O0OO0OO0OO0OI1I1111O0O01O0°O01
o 0100O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O011O0O0O0T1T1T1O0T1T1T0
coo001000O0O0O0O00O0OO0O011O0O0O0T1T1T1O0T11
coo0o00100O0O0O0O00O0O11O0O01O0O0O0O0OT1T1TT171
oo00o0010O0O0O0O0O0O0O1O0O0O0O0I111010101
coo00000O1O0O0O0O01011011110°00O0
coo00000O01O0O0O0O0O0O0O0I1O0110111100O0
o o0000O0OO0OO0O1O0O0O0OO0ODL1O01T1TO01T1T1T1T0O0
coo0000O0OO0OO0OO0O01O0O0OO0O0OO0O01O011O01111
oo0oo0o00O0O0OO0OO0O0O0O011111001O00O0101
K1:=multiply(H1,transpose(G)) ;
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HI :



2 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4
0 22 2 2 2 2 2 4 4 4 4
2 2 2 00 2 4 4 2 2 4 4
0 22 2 00 2 4 4 2 2 4
2 2 2 0 2 2 2 2 2 4 4 4
2 2 0 2 2 4 2 2 2 4 4 4
2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 2 4
0 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 2
0 0 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4
0 00 2 2 2 2 2 2 4 4 4
2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 4

K1 .=

Les termes de la matrice obtenue ne sont pas « réduits » a leur forme canonique dans

QF(21)

Fs| af. Pour obtenir la réduction.

> map(item -> Expand(item) mod 2, K1) ;
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000 0O0O0O0OO0OO0OO0OO0O0
0 00 00 O0OO0OO0OO0OTO0OO0O0
0000 O0O0O0OO0OTO0OO0OO0O0
000 0O0O0O0OO0OTO0OO0OO0O0
0 00 00 O0O0O0OO0OTO0OO0O0
000 0O0O0O0OO0OO0OO0OO0O0
000 0 O0O0O0O0OTO0OO0OO0O0
000 0O0O0O0OO0OTO0OO0OO0O0
0 000 O0O0O0O0OTO0OO0UO0O0
0 00 00 O0O0OO0OO0OTO0OO0O0
000 0O0O0O0OO0OTO0OO0OUO0O0

%1:=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0, 0]

Code G24

4.2.2.

de type [24,12,8]2 est un 3-correctur; il est obtenu en ajoutant un controle total de

parité a la matrice H de code Gas.

Ce code est bien adapté a la transmission de 4096 nuances de couleur.
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4.2.3. Code G @

On considére le groupe cyclique [F5; d’ordre 3° —1=11-22. Soit o € [F3s une racine
primitive de degré 11. On pose

10

Gll = {QS‘ = (.I‘(), s ,331()) € Fél | inai = 0} C Fg[l’]/(ﬂ?ll — 1)
i=0
On a n—11, q = 3,
XU_1 = X142 = (242)g0(2)g1(2) = (2+2) (2°+2 2342242 242) (2P + 2142 23 +224-2)

ou

go(x) =x5+2x3+$2+2x+2=H(x—ozi),I= {1,3,4,5,9}

iel
g(z) =2 +2* +223 + 22 +2 = H(x —ao?),J =1{2,6,7,8,10}
j€J
133
REMARQUE. L’ensemble
I=1{1,3,4,5,9}

coincide avec I’ensemble des résidues quadratiques modulo 11, et I’ensemble complémentaire
J=1{2,6,7,8,10}

coincide avec I’ensemble des non-résidues quadratiques modulo 11.

L'application de Frobenius o +— a3 laisse I et J stable puisque (%) =1, et I'ap-
plication o — a~F échange les ensembles I et J puisque (1—11) = —1, grace a la loi de

réciprocité quadratique de Gauss : pour les nombres premiers positifs impairs p, ¢ on a

(£) ()=

et on a les deux compléments suivants de cette loi :

(%) _ ()@*-0ss (%) _ (1)@,
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A11(X)
=1+132*X^5+132*X^6+330*X^8+110*X^9+24*X^11; 

A12(X)
=1+264*X^6+440*X^9+24*X^12;



DEFINITION 4.4 Code de Golay G11 est un sous-espace vectoriel (go) de dimension 6 dans
le quotient

Fslz]/(z'" — 1)
vu comme un espace vectoriel de dimension 11 sur Fs avec le polyndme générateur
go(x) = go(x) =2° + 223 + 2% + 22 +2
et avec le polynome de controle
h(z)=(x+2)(@® + 2+ 223+ 22 4+2) = (. 4+ Vg1 (x)
C’est un [11, 6, 5]3-code.
> q:=3;

> restart ;

> with(linalg)

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

135

> Factor(x~11-1) mod 3;
(x+2)(2® +223 + 22 + 22+ 2) (2® + 2t + 223 + 22 + 2)
> gi=x"b5+2xx"3+x"2+2*x+2;irreduc(g) mod 3;
g=x°+223 + 22 +22+2
true
> alias(alpha = Root0f(g)) ;
o

> Factor(g,alpha) mod 3;

(r+2a)(z+2a3+a?+2a+2)(z+2at) (z+a*+2a+2a%2 +2a+ 1) (x+20?)
> for i from O to 11 do

if Eval(g, x=alpha~i) mod 3 = O then Expand (alpha~i) mod 3;

print(’i’=i, alpha~i=Expand (alpha~i) mod 3, ’g’(alpha~i)=0) fi

od ;

vV V V

i=lLa=a,gla)=0

136



i=3,a%=a3 ga3) =0
i=4, a*=a* gla*) =0
i=5a’=a’+2a?+a+1,g(ad)

0

i=9a=2a*+a*+a’+a+2,g0’)=0

> for i from 0 to 11 do
> if Eval(g, x=alpha~(-i)) mod 3 = O then Expand (alpha~(-i)) mod 3;
> print(’i’=i, alpha~(i)=Expand (alpha~i) mod 3, ’g’(alpha~(-i))=0) fi
> od ;
- 2 2 1
i=2a%=a g(—) =0

1
i=6,0°=a"+20°+a*+a,g(—)=0
!

1
i=T7a" =2a*+2a® +a+1, g =0

o)
1

i=38, a8:2a4+2a3+2a2+2,g(—8)20
«

1
i =10, alo:a4+2a2+a+2,g(—10):0
e

137

> (x+2) ¥ (X754+2*xX"3+x72+2*x+2) * (X~ 5+x"4+2*x " 3+x"242) ;
> ho’=(x+2)*(x~5+x"4+2*x~3+x~2+2) ;
> h:= sort(Expand((x+2)*(x"~5+x~4+2%x~3+x~2+2)) mod 3,x);

(x+2) (2 +22° + 2%+ 224 2) (2® + 2 +22° + 27 4 2)
h=(x+2)(x®+z*+223+ 22 +2)
hi=a%+2*+223+222 +22+1

Code de Golay C;; = (g) est un sous-espace vectoriel de dimension 6 dans le

quotient Z3| X]/( !’ —1) vu comme un espace vectoriel de dimension 11 sur
Z3 avec le polyndme générateur

g=2"+223 + 22+ 22 +2
et avec le polynome de controle h = (x + 2) (z° + 2% + 223 + 22 + 2)
hi=a%+2* +223+222+22 + 1.

3

C’est un [11,6,5]3 -code.

%% % % %0 %% % % % %0 %0 %0 % %0 %o %o %0 %0 %6 %0 % %o %o %0 %0 %0 %0 % %0 %0 %6 %0 % %0 %0 %% % % %%
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12
9
6

9 12 12
9

139
9 12 12

140

9

multiply (H,transpose(G)) ;
6

6 9
9 9 12 12
Les termes de la matrice obtenue ne sont pas « réduits » a leur forme canonique dans

GF(3%)

21 2 01 00000
02212010000
0 0221201000
000 2 2120100
0 000 2212010
00000 2 21201

2+t 4223 +222 422 +1
o 00 0101 2 2 21
O 001012 2 210
O 01 01 2 2 2 100
01 01 2 2 21000
1 01 2 2 2 1 0 000
sort (Expand (h*g) mod 3,x);

h

H =

F5| a]. Pour obtenir la réduction.

Th?’= xX"6+x74+2%x"3+2%x"2+2*x+1;

K:

>
>
>



> map(item -> Expand(item) mod 3, K) ;

OO O OO
OO O OO
OO O OO
OO OO O
o O O oo
o OO oo

4.2.4. Code Glg

de type [12,6,6]3 est un 2-correctur; il est obtenu en ajoutant une ligne de controle total
a la matrice H de code G1;.

EXERCICE. (a) Calculer le volume de la boule de Hamming V,(n,t), t = 1,2, 3.
(b) Montrer que la borne de Hamming est atteinte pour les codes Gasz et Gi1; donc on a
un emplilement parfait de sphéres.

REMARQUE 4.5 On peut montrer que les codes Gas , G11 et C(m,q) (voir Section [3.16)
sont tous les codes parfaits.
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4.3 Locateurs d’erreurs

Pour détecter et corriger les erreurs, nous avons vu qu’il fallait déterminer le syndrome
du message recu. Dans le cas de certains codes cycliques, ce vecteur de longueur n — k
peut étre remplacé par un objet plus léger ayant les mémes possibilités. En effet, soit «
une racine primitive n®™¢ de 'unité, contenue dans Fom, *) et considérons le code généré
par g(x), le polynéme minimal de « sur Fs. Soit par exemple

H=laa* --a" 1)

et
S(v) = Hv' = v(a).

Soit w le message émis, posons e(j)(x) = 2771 1 < j < n, et placons-nous dans le cas
d’une erreur simple. II existe donc j,1 < j < n, tel que v = w + 9 donc

S() = v(a) = w(a) + ¢(a) = ar?

el (a) est appelé locateur d’erreur. En effet, comme on a eU)(a) # e (a) pour i # j,
1<4,5 <n, o/ 1 détermine la position de l'erreur. *)
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lci g =2

Faire en ¢
le cas ¢




11.3 Soit p premier. Calculer "directement" le nombre de polynémes irréductibles de degré 5
sur IF,,.

11.4 Soit P € Fm[X]. Montrer P € F,[X] si et seulement si P(X)? = P(X9).

11.5 Ecrire tous les polynoémes irréductibles unitaires de degré 4 sur Fy et trouver leur ordre.
11.6 Montrer que X* + 2 est irréductible sur Fy et trouver son ordre.

11.7 Un polynéme P de degré m sur [, est dit primitif sur F, s’il est le polynéme minimal

sur F, d’une racine primitive de Fym (un générateur du groupe cyclique ]FZ) Trouver le
nombre des polynoémes primitifs de degré m sur IF,.

11.8 Soit p premier impair. Montrer que [F,2 est un corps de rupture de X%+ 1 sur Fp,. Si
a* +1 =0 dans F,2, montrer que y = o + o~ ! vérifie y? = 2. En déduire que 2 est un
carré dans I, si et seulement si p = £1 mod 8.

%jours N 5. Lundi 23 février 2015

Exemples de groupes. Groupes classiques

12 Structure de groupe

12.1 Compléments sur les groupes

La notion de groupe est fondamentale pour 1’étude d’autres structures algébriques.
Les groupes possédent, d’autre part, des liens avec d’autres domaines des mathématiques.
Un point de vue naif s’était assez répandu, consistant & dire qu’il est possible de traiter
les groupes finis a 1'aide de moyens assez directs comme ’est le théoréme de Cayley [W]
affirmant que tout groupe se réalise comme sous-groupe d’un groupe de permutations
d’un ensemble :

Tout groupe fini G est isomorphe & un sous-groupe du groupe symétrique
S(G) des permutations de G. En particulier, si G est un groupe d’ordre n, il
est isomorphe & un sous groupe fini de G,,.

Ce théoréme fut démontré en 1854 dans un article de Arthur Cayley (16 aott 1821 -
26 janvier 1895).

Cependant, ce théoréme n’est pas toujours aussi puissant qu’il n’y parait. Par exemple,
dans le cas d’un cardinal fini, il plonge un groupe dans un autre groupe de cardinal su-
périeur et égal a n!.
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-Groupes, actoion de groupe, exemples
-Groupes résolubles et groupes simples
-Exemples simplicité de A_5, SO(3)
-Structure de SO(3). Angles d'Euler. Homomorphisme remarquable 
de SU(2) vers SO(3).
-Groupes finis des rotations (en exercice)


12.2 Rappels sur ’action d’un groupe sur un ensemble

DEFINITION 12.2.1 Soit G un groupe, ) un ensemble.

a) Une action de G sur Q est un morphisme de groupes

P :G — S(N) = le groupe des permutations de 2, g+— (P4:Q — Q)
Notation : gx := ®4(x) pour g € G, v € , et on a g1(g22) = (9192)x.
b) L’orbite d’un élément x € Q est Gz := {gx | g € G}.

¢) Le stabilisateur d’un élément v € Q est Sty :={g € G | gv =z} C G.

REMARQUE 12.2.2
a) 9 € Gz <= Gz = Ga.
b) g1z = gaw <> g5 ' g1 € St
%Q = UGz; (I'union disjointe, x; parcourt les représentants d’orbites).
(]

12.2.1 Formule des classes, formule de Burnside, voir [W]

A travers les notions d’orbite et de stabilisateur, les actions d’un groupe sont un outil
commode en combinatoire. D’autre part, un certain nombre de propriétés concernant la
structure de certains groupes peuvent étre démontrées par des arguments de dénombre-

ment.
Deux identités reviennent fréquemment. La formule des classes

Card G

Card Q= Z Card G.CU = m

ou z prend exactement une valeur dans chaque orbite, relie le cardinal de 'ensemble & la
structure du groupe. La formule de Burnside affirme pour sa part que le nombre d’orbites

est
Z Card Fiz,

o Card G:z: CardG
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12.3 Groupes résolubles

Rappelons :

DEFINITION 12.3.1 (a) Un sous-groupe H C G d’un groupe G est dit distingué, si pour
tout g € G on a gH = Hg, notation H<1G. Dans ce cas on définit le groupe quotient

G/H ={gH | g1H - 2H = g1g2H}
(b) G est dit résoluble s’il existe une série
G=Gy>G>--->G, ={e}
telle que Gi_1/Gy sont tous abéliens (k=1,2,--- ,n)
EXEMPLES 12.3.2 Les groupes

G = 53,53, A4, 5,

a b "
G_{<O 1) \aer,bng)}

sont résolubles, mais les groupes

et

G =S, et A, C Sp(n > 5)

ne sont pas résolubles.

12.3.1 Reésolubilité et groupes de Galois

On associe a un polynéome f(r) = 2" +a,_12" 4+ +ap = (x —x1)....(x — 1) €
Qlx] le groupe G, dit "le groupe de Galois", un sous-groupe du groupe des permutations
S(xy,---xp) des racines xy, -+, xy :

Gf C S(iUl,"' 7xn)a

induites par certains automorphismes d’un corps commutatif contenant x1, - - - , z,.
Pour trouver x1, - - - x,, on cherche les expressions fixées par toutes les permutations
dans Gy. En général, le sous-groupe Gy C S(x1,---,x,) peut étre plus petit que S,

(pour une équation particuliére).

On peut montrer que la résolubilité de I’équation f(x) = 0 en radicaux est équivanente
la résolubilité du groupe de Galois Gy du polynome f.
12.4 Groupes simples

DEFINITION 12.4.1 Un groupe G est dit simple si pour tout sous-groupe distingué H C G
on aura soit H = {1} soit H = G.
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Le terme « simple » signifie que de tels groupes ne sont pas, en quelque sorte, « réduc-
tibles » a un groupe plus maniable. L’intérét d’un sous-groupe distingué non trivial H
d’un groupe G est souvent de permettre la construction du groupe quotient G/H. L’étude
de G se raméne alors a celle de H et de G/H. Cette construction n’est pas possible pour
un groupe simple et on ne peut donc pas ramener son étude a celle d’'un groupe quotient
de cardinal plus petit que lui.

Les groupes simples finis sont importants car il peuvent étre percus comme des briques
de base de tous les groupes finis, de la méme fagon que tous les nombres entiers peuvent
étre décomposés en produits de nombres premiers.

Les seuls groupes simples abéliens sont les groupes cycliques d’ordre premier. La
classification des groupes simples finis fut achevée en 1982.

12.4.1 Simplicité du groupe A;

Pour démontrer que le groupe As est simple, c’est a dire que pour tout sous-groupe
distingué H C Aj on aura soit H = {1} soit H = As, il faut utiliser les classes d’éléments
conjugués de ce groupe. En effet un tel sous-groupe doit contenir avec tout élément x sa
classe d’éléments conjugués. Les éléments de A5 sont de type suivant :

1) Les cycles d’ordre 3 7 = (a, 3,7) qui sont tous conjugés (il en a 20, et St, =
{1, 7—2}) )

2) Les produits 7 = (a, 8)(7, d) des deux transpositions disjointes (il y en a 15, et

Sty 2 Vi = {1,7,(2,7)(8,0), (@, )(B,7)}

le groupe isomorphe a groupe de Klein V}) ;

3) Les cycles d’ordre 5 (il en a 24, il ne peuvent pas tous étre conjugués, car 1’ordre
d’un orbite doit diviser 'ordre du groupe, mais 24 ne divise pas 60); cependent si 7 =
(a1, g, a3, g, 05) on voit facilement que St; = (7) a l'ordre 5 donc l'orbite (la classe
conjugué correspondant a ’ordre 12), et on obtient la classe de tel type suivant : celle de
(1,2,3,4,5) et celle de (1,2,3,5,4).

4) L’¢élément 1 forme une classe conjuguée tout seule.

On voit donc qu’il y a que 5 classes (des ordres correspondants 1, 12, 12, 15, 20). Ces
classes peuvent étre facilement décrites géometriquement si l'on utilise ’identification
ci-dessus du groupe Ajs avec les groupes d’octaédre (et de dodecaédre).

THEOREME 12.4.2 Le groupe As est simple, i.e. pour tout sous-groupe distingué H C As
soit H = As soit H = {1}.

Démonstration. On ne peut pas obtenir un sous-groupe H comme une réunion disjointe
des classes si-dessus (l'ordre de H doit diviser 60 et il doit étre de la forme 1 + la
somme d’une partie des nombres 12, 12, 15, 20 n’est possible que dans les cas |H| =1
ou |H| = 60).
12.5 Groupe orthogonal G = SO(3) et les angles de Euler

On consideére le groupe orthogonal réel G = SO(3) = SO(3,R).
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Tout d’abord, on montre que G est compact (comme une partie bornée et fermée de
Mat(3,R) = R?).

Soient ¢, 1, 8 trois angles tels que
0<¢,¢p<2m, 0<0<m,

et on pose

cos(¢) —sin(¢) 0O cos(yp) —sin(yp) 0O
By = | sin(¢) cos(¢) 0 |, By:=| sin(y) cos(y) 0 [,
0 0 1 0 0 1

1 0 0
Cop:=1] 0 cos(d) —sin(0) | €G.
0 sin(f) cos(#)

On montre par la multiplication directe que
B¢CQB¢ = A, ol

cos(¢)cos(1) — sin(¢)cos(0)sin(yp)  —cos(¢) sin(¢) — sin(¢) cos(6) cos(yp)  sin(¢) sin(f)
A = | sin(¢) cos(v) 4 cos(¢) cos(0) sin(yp) —sin(¢) sin(¢)) + cos(¢p) cos(0) cos(v)) —cos(¢)sin(f) | .
sin(#) sin(v)) sin () cos(v)) cos(6)

En effet,

> restart;with(LinearAlgebra):B[phi]:=Matrix([[cos(phi), -sin(phi), O],
> [sin(phi), cos(phi), 0],
> [0,0,111);

By = | sin(¢) cos(o)

0 0
> Blpsi] :=Matrix([[cos(psi), -sin(psi), 0],

> [sin(psi), cos(psi), 0],
> [0,0,111);

cos(¢) —sin(¢) 0
0
1

sm( ) cos(v)
0

> C[theta] :=Matrix([[1,0,0], [O, cos(theta), -sin(theta)],
> [0, sin(theta), cos(theta)ll);

cos(v)) —sin(yp) O
0
1

Cy :=

1 0 0
0 cos() —sin(f)
0 sin(f) cos(0)

> A:=Multiply(B[phi], Multiply(C[thetal, Blpsil));
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A=

[cos(¢) cos(1)) — sin(¢) cos(0) sin(v)) , —cos(¢) sin()) — sin(¢) cos(d) cos(v) ,
sin(¢) sin(6)]

[sin(¢) cos(v)) + cos(¢) cos(0) sin(v)) , —sin(¢) sin(¢) + cos(¢) cos(8) cos(v) ,

—cos(¢) sin(6)]
=)

[sin(f) sin(v)) , sin(f) cos()) , cos(6)]
On va montrer que pour tout A € SO(3), il’existe une décomposition de Euler
A = ByCoBy
ou ¢, 1, 0 sont trois angles tels que
0< o, <2m, 0<6<m.

On peut présenter graphiquement la signification géométrique des angles de Euler, voir
http ://www.sciences.univ-nantes.fr/physique/perso/gtulloue/Meca/Cinematique/eulerl.html

12.6 Homomorphisme remarquable de SU(2) dans SO(3)

Soit
g= <: ?) € SU(2) alors g~ ! = (57 _aﬂ> € SU(2)

On montre que
[« B 2 2 _

On en déduit que SU(2) est homéomorphe a S3 C R*.
On pose

s 0 cos? isin?
b, = 0 e-i% € SU(2), cp= 2 2| €SU©2)

e 7 SIn 5 COS 5

On vérifie que

>

co Z’“’;w i s 2] i#’;w

S 5€ 781N 5€

— — 2 2

a(‘Pa 9#@ - bSOCbe N O R Xk 0 _;et¥
18I 5 2 Cos 5€ 2

On en déduit que toute matrice

g= (?; ?) € SU(2)

se décompose sous la forme
g = a(p,0,1) = bycoby
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(INDICATION :II suffit de poser

o+

g0—¢+7r)
5 LS SR

.0
y |ﬂ|—SlH§,Argﬁ— 9

la] = cosg,Arga =
2
Ceci implique 'existence d’un homomorphisme
®:SU(2) — SO(3)

tel que
®(by) = By, ®(cy) = Cy,

(utiliser I’action du groupe SU(2) par conjugaison sur les matrices hermitiennes de trace

T T +1x
H, = ( 3 1 2)
1 — 19 —x3
en base de matrices de Pauli

e

On trouve le noyau de @, et on en déduit que SO(3) est homéomorphe & l'espace
projectif réel RIP3.

nulle

12.7 Groupes finis des rotations

On va donner la liste des groupes finis de rotation, c’est & dire, des sous-groupes finis
du groupe
SO(S) = {A S Mg(R)|A A= 13},

ot ' A est la matrice transposée a A.

Nous savons que tout élément A € SO(3), A # 13 est une rotation de R? d’une axe
(x). C’est a dire, il y a exactement deux points sur la sphére S? C R? fixés par rapport
4 A (qui sont apellés les poles de la rotation).

Soit G un sous-groupe fini de SO(3), S I’ensemble des poles des éléments non-triviaux
de G.

Pour x € S et B € G on a (BAB™\)Bx = B - Ar = Bz, c’est 4 dire Bz € S.
Désignons par 2 'ensemble des pairs (A,z) ou A € G, A # 13 x le pole de A. Soit G, le
stabilisateur de x. Si

G =UG;UgaG,UgsGy - Ugm, Gy

la décomposition en classes d’équivalence, 'orbite de = s’identifie &
)
T,92T, " 5, Gm,T

de cardinalité G(z) = my, et on a N = mgn, avec N = |G|, ny, = |G4|. On dit que n,
est la multiplicité du pole x.
On a [Q2] = 2(N — 1) puisque a tout A € G, A # 13 correspondent exactement deux

podles. De l'autre coté,
Q)= (n, —1).
€S
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Soit {z1,---,xx} l'ensemble des réprésentants d’orbites. Posons n; = ng,, m; = my,,
alors

k k
1] = Z(nr —-1) = zjml(nZ —-1)= Z(N —my).
zeS i=1 i=1
Donc,
k
2N —2=>) (N —m;)
i=1
d’ou

2;22(12) (1)

SupposonsqueN>1alorsl§2—%<2. Onani22:>%§1—%i<1, donc k doit
étre égale a 2 ou 3.
Consiérons deux cas :

Casl. k=2.
On a 5 . )
2——==(1-— 1——
N < n1>+< nz)
ou
N N
2=—+—=m1+my
ni no

Ceci implique m; = mgo = 1, ng = ng = N, c’est & dire il y un seul axe de rotation et
G = Cy est le groupe cyclique d’ordre N.
Cas 2. k = 3. On peut supposer que n; < ng < ng. Si n; > 3 on aura

3 (-3)5(-5) -2

ce qui est impossible. Alors n; = 2 et 'équation (1) s’écrit sous la forme

1,2 11
2 N_ng 77,3.
1

Il est clair que ng >= = + L <1 Alors ny = 2 ou 3.

n9 ng — 2°
Si ng = 2 alorsTrg = % = m (N doit étre impair) et m; = mg = m, mz = 2. Ces
données correspondent au groupe du dyédre D,,.

Sing=3o0na
1,2 1
6 N_ng’

et il y a les trois possibilités suivantes :
2") n3=3, N=12, m; =6, mgs =4, m3 = 4;
2") n3 =4, N =24, m; =12, mgo =8, m3 = 6;
2"y ng =5, N =60, my =30, ma =20, m3 = 12;
On a donc

THEOREME 12.7.1 Soit G un sous-groupe fini de SO(3) qui n’est pas cyclique ou dyédral.
Alors |G| = 12,24 ou 60.
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*1i2

FiG. 1 — Polyédres reguliers

12.8 Groupes de polyédres réguliers.

L’existence de groupes d’ordre 12, 24, ou 60 dans SO(3) est facile de voir : il est connu
depuis longtemps qu’il existe exactement cinq polyédres réguliers convexes dans R? :

1) thétraedre Ay

2) cube g

3) octaedre Ag

4) dodecaédre 19

5) icosaeédre Agg

Si I'on pose le centre d'un polyédre régulier & origine de R3, alors les rotations de
ce polyédre vont former un sous-groupe fini de SO(3).

De telle maniére on obtient tout de méme que trois groupes finis non-isomorphes,
car les groupes correspondants du cube et du octaédre, et aussi ceux du octaédre et du
dodecaedre sont les mémes.

EXERCICES

12.1 (CLASSES DE CONJUGAISON DU GROUPE S,)
(a) Deux cycles 7 = (j1,--- ,jr) et 7" = (41, -, jr,) ont dit indépendants si

{jla"' 7]’6}0{]17 7jl/c’} :(Z)

Montrer que toute permutation 7 € S,, se décompose en produit 71 - 75 - ... - 7. des cycles
indépendants de longueur k1 > ko > --- > k. > 1. On dit que 7 est de type cyclique
(k1, ko, -+ ,kpy1,--+ 1) avec une partition ky + ko + -+ k. +1+---+1=n.

1.---
(b) Soit o = ( e ), 7 = (j1, - ,jk) un cycle d’ordre k dans le groupe S, des
1, 5 n
permutations de ’ensemble X,, = {1,--- ,n}. Montrer que la permutation 7o~ coincide
avec le cycle (ij,,--- ,1;,) d’ordre k.

66


panchish
Inserted Text
 (corriger sur la figure: cube et thétraèdre sont  inversés!)

panchish
Sticky Note
S_4

panchish
Sticky Note
A_4

panchish
Sticky Note
S_4

panchish
Sticky Note
A_5

panchish
Sticky Note
A_5 


12.2

12.3

12.4

12.5

(c) Soit 7 = (12)(345), 7" = (16)(234) deux éléments de Sg de type cyclique (3,2,1).
Trouver toutes les o € Sg telles que

(d) Montrer que deux éléments 7 et 7/ de S, sont conjugés si et seulement si ils ont le
méme type cyclique.

(e) En déduire que le nombre de classes de conjugaison de S, est égal au nombre p(n) des
partitions de n. Trouver p(3), p(4), p(5),p(6).

(f) Trouver toutes les classes de conjugaison du groupe S,,. Pour n = 3,4, 5,6 déterminer
le nombre d’éléments dans chaque classe.

(g) Démontrer l'identité de Euler : on pose p(0) = 1, alors

Zp(n)m” = H (1—2™)~ L

n>0 m>1

On considére le groupe de diédre D,, d’ordre 2n presenté par deux générateurs a, b et par

les relations suivantes
D, = {a,b | a" = b* = baba = ¢).

(a) Montrer que
D,={ba" | k=01, ,n—1,1=0,1}.

(b) Trouver toutes les classes de conjugaison de D,, (il faut traiter séparement le cas de
n = 2m pair et de n = 2m + 1 impair).

Soit A, le sous-groupe des permutations paires de S,,.

a) Trouver toutes les classes de conjugaison des groupes A4 et As.

b)
)

a
b) Trouver toutes les classes de conjugaison du groupe SL,, (C).

En déduire tous les sous-groupes distingues de A4 et de As.

Trouver toutes les classes de conjugaison du groupe GL,(C).

c¢) Trouver toutes les classes de conjugaison du groupe GLz(F3).

(
(
(
(
(
(

a) Pour tout nombre complexe A € C on pose
A 1 o --- 0 0
0 A 1 - 0 0
TN =1 | = A I Ny No = Ja(0),
0 0 -~ 0 X 1
0 0 -~ 0 0 X

Montrer une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice complexe A € Mat,, (C)
soit conjugée a la matrice J, () (c’est-a-dire, il existe une matrice C' € GL,(C) telle que
C~1AC = J,()\)) est que A n’a qu'un seul vecteur colonne propre (& proportionnalité
prés), de valeur propre égale a \.

(b) On admet que toute matrice complexe A € Mat,,(C) est conjugée & une matrice

B = diag{Blv e 7BT}

diagonale bloc par bloc avec tout bloc donnée par une matrice J,,(\;) (c’est-a-dire, on
admet qu’il existe une matrice C' € GL,,(C) telle que C~1AC = B). Montrer que

C™'A™C = B™ = diag{BT",--- , B"}.
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12.6

(c) Montrer que

n, siA#0
tk(J,(A\)*=¢ n—k siA=0etk<n
0, siA=0etk>n

(d) On suppose qu’il existe une matrice C' € GL,, (C) telle que C~*AC = B est une matrice
diagonale bloc par bloc
B = diag{B4,---,B,}

avec tout bloc donné par une matrice J,,;(\;). On note par N,,()\;, B) le nombre de blocs
de B de type Ji,(A;), puis on définit

rm(Aj, A) = (N, B) =1k(B — A\I1,)™ =1k(A — X\;1,)™, et on pose 1o(Aj, A) =n.

Montrer que pour tous lesm =1,2,--- on a

Tm(Ajy A) = Tmg1 (A, A) = Nimga(Aj, B) + Nega (A, B) 4 -+

rm—1(Aj, A) = rm(Aj; A) = N (Xj; B) + N1 (A, B) + -+,
donc

Ni(Aj, B) = 1 (A, A) = 2r (A, A) + g1 (A, A).
(c) Soient A et A’ deux matrices telles qu’il existe C, C’ € GL,(C),
C'AC =B, C'"tA'C' =B’
sont deux matrices diagonales bloc-par-bloc
B = diag{By,---, B}, B’ =diag{B,---,B.}.

Montrer que A et A’ sont conjuguées si et seulement si pour tous les m et j,

Nm(>\J7B) = Nm()\j,Bl) < Tm()\j,A) = Tm()\j,A/).

En utilisant la forme normale B d’une matrice complexe A trouver toutes les classes de
conjugaison du groupe GL,,(C).

(d) En utilisant la forme canonique d’une matrice orthogonale A trouver toutes les classes
de conjugaison du groupe SO, (R).

(e)En utilisant la forme normale d’une matrice complexe A trouver toutes les classes de
conjugaison du groupe SL,,(C).

(f) Trouver toutes les classes de conjugaison du groupe GLy(F3).

Classes de conjugaison du groupe des quaternions de Cayley
Qs = {1, +i,+j,+k | ij =k =—ji,jk=i=—kj ki=j = —ik,i* =j*> =k* = —1}.
a) Trouver toutes les classes de conjugaison du groupe Qs.

b) Trouver le centre du groupe Qs.
¢) Montrer que les groupes Qs et Dy d’ordre 8 ne sont pas isomorphes.

(
(
(
(

d) Montrer que le groupe Qg est isomorphe au groupe formé par les matrices

10 i 0 0 1 0 i
(8=l )=o) = (0)

(comparer avec les matrices de Pauli) :
o (OO0 (O (10,
P10 o) \o-1)”
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12.7

12.8

12.9

12.10

12.11
12.12

12.13
12.14

12.15

Soit K C E une extension de corps. Montrer que Kg = {x € E,z est algébrique sur K}
est un sous-corps de F.

Montrer qu’il existe des polynomes irréductibles sur Q de tout degré n > 1, par exemple
X™ — p, ol p est un nombre premier.

Soit K un corps. En considérant 'ordre des éléments d’un groupe cyclique, montrer que
n = de ©(d). En déduire une autre preuve que tout sous-groupe d’ordre n de K* est
cyclique.

Soit K un corps & ¢ éléments, ¢ > 4. Montrer que ) 22 = 0. Plus généralement,
calculer, pour s > 1, la somme . °.

Si H est un sous-groupe de C* tel que C*/H est fini, monter que H = C*.
Soit G un groupe abélien. Montrer que Hom(G, K*) est un groupe abélien avec la multi-
plication x1x2(g) = x1(9)x2(9)
Si |G| < oo, montrer que |[Hom(G, K*)| < |G].
Soient K = C, G un groupe abélien. On pose GV = Hom(G,C*) = X*(G).
a) Montrer qu’il existe un isomorphisme (non-canonique) GV = G, donc |GV| = |G|.

b) Démontrer les relations d’orthogonalité :
G|, six=1 |G|, sig=e
Sao- {13 - {0
rerd , sinon e , sinon

Soit
1— ALB&C —1

une suite exacte de trois groupes abéliens finis ; c’est-a-dire, que Im f = Ker g, Ker f = {1},
Im g = C. Montrer qu’il existe une suite exacte des groupes des caractéres :

9" v Y
1—-CVLBYAY — 1,
ou g, fV sont définis pour tout x € CV, ¥ € BY et pour tout b € B, a € A par

9" 00() = x(g9(0), f*(@)(a) =(f(a)).
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@ Cours N 6. Lundi 2 mars 2015

12.8.1 Simplicité du groupe projectif spécial PSL(2,F) = SL(2,F)/{*I2}

THEOREME 12.8.1 Le groupe projectif spécial PSL(2,F) = SL(2,F)/{xl2} sur tout
corps de cardinal |F| > 3 est simple.

PREUVE. On considére les sous-groupes et les éléments suivants :

U:{u(a):(éf) ]aep},
U:{u(a):@?) |aeF},
D:{d(A):(S)\Ol) ]AeF*},
B:DU:UD:{<3aﬁ_1)}

(le sous-groupe de Borel). On remarque que
d(A) = u(A = Da(Lu(A" = Da(=A),

donc le sous-groupe de Borel est engendré par les sous-groupes unipotents U et U. On
considére aussi I’élément

w = u(1Ya(—1)u(l) = (_01 é) .

2) Le groupe G = SL(2, F) posséde la décomposition (dite décomposition de Bruhat)
suivante :

G = BUBwB, BN BwB =. (12.1)

3) Le sous-groupe de Borel B est maximal dans G.

En effet, soit H D B un sous-groupe, alors la décomposition implique que tout
élément h € H, n’est pas contenu dans B, se trouve dans BwB, c’est-a-dire, h = bywbs,
d’ou w € H, et donc H = G.

4) Si |F| >4, alors G = SL(2,F) = G'. On prend 0 # XA € F, A2 # 1, ce qui est possible
pour |F| > 3. Puis, on utilise la relation de commutation

d(N)u(e)d(N) " u(\) = u(a(X* - 1)),

pour voir que B’ = U et G’ D U. Puisque G’ <G, on a G’ > wUw™' = U On a vu par

1) et 2) que U et U engendrent G, donc G’ = G.

5) Si |F| > 4, alors PSL(2,F) = SL(2,F)/Z est simple (ou Z = {£I5} est le centre).
On utilise I'égalité (facile a vérifier)

ﬂ xBz ' = Z.
z€G
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Il faut montrer que si H <G = SL(2, F), alors soit H C Z, soit H D G'. La maximalité
de B implique HB = B ou HB = G. Si HB = B, alors H C B. Puisque H < G,
H=2xHxz ' CxBx ! pourtout z € G,ona H C Z.

D’autre part,
HB=G=—w=~hb, he Hbe B.

Dans ce cas

U=wUw ! =hUb'ht=hUh"t c HU,
puisque H < G. L’inclusion U C HU implique HU = G, puisque U et U engendrent G.
Ceci implique que le groupe quotient

G/H = HU/H = U/(UUlH)

est abélien, d’'ot H D G’. Maintenant la simplicité du groupe PSL(2, F') est évidente.
|

12.9 Groupes classiques (définition préliminaire)

Soit k un corps commutatif.

(a) Le groupe général linéaire GL(n, k) est le groupe de toutes les matrices inversibles
de taille n x n sur un corps commutatif k. Ce groupe G = GL(n, k) agit sur 1’ensemble
Q) = k™ de la maniére suivante.

Soit eq,--- , e, la base standard pour k"
1 0 0
0 1 0
€1 = e2=1 |, ,€n =
0 0 1

Soit ¢ : k™ — k™ une application linéaire inversible ¢ = ¢4 de k™ telle que
p— A=A, A =p(e;) pouri=1,--- n,

ou A = A, est la matrice de I'application linéaire ¢ dans la base standard pour £".

Ici on on note Aq,---, A, les colonnes d’une matrice
ail a2 - Gin a1l a2 Q1in
ag1 a2 - G2p a1 a22 Q2n
A: ... P “ .. .. ’Al: ’A2: . ’.”7An:
anl Aap2 - dpn anl an2 Ann

Pour tout vecteur colonne X € k", on a

T T
xo €2

P(X) = ( ) = z1p(er) + wap(e2) + - + znip(en) = A = AX.
T Tn
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Par ce choix de bases ordonnées on obtient donc un isomorphisme GLg(k"™) —
GL(n,k), ot GLi(k™) le groupe d’applications linéaires inversibles ¢ de k™ :

p— A=A, A;=p(e;) pouri=1,--- n,

ou A = A, est dite la matrice de I'application linéaire ¢ dans la base standard pour k".

Toute matrice inversible C' est la matrice de passage de la base standard eq,--- e,
pour k™ vers une autre base, notée €] = Cy,--- , e}, = Cy, (les colonnes de C).

Dans la base €, --- , e/, la matrice de application ¢ est C~tAC, c’est-a-dire, que

(80(6/1)7 U 790(6/71,)) = (637 o 76;2)0_1"461 = (ACl, U aACn)

En effet, on voit (€, -+, e},) comme la matrice C, €} = Ce; = Cj, p(Ce;) = AC;.

Pour une marice A inversible on peut aussi voir A comme la matrice de passage de la
base standard eq,- - - , e, pour k™ vers une autre base Ay, -, A,. On retrouve que dans
la base €}, --- €., la matrice de I'application ¢ est C"1AC :

/ /
617"'7677,_)617"'7671_)1417"'7An_>Acla"'7ACn

(en base €], ,e).

(b) Le groupe spécial linéaire SL(n, k) est le groupe de toutes les matrices (inversibles)
de taille n x n sur un corps commutatif k, et de déterminant 1.
On suppose pour 'instant dans cette section que k = R ou C, et on définit :

(¢c) Le groupe orthogonal O(n, k) est le groupe de toutes les matrices (inversibles) de
taille n X n sur k, et avec la condition

AAT =1, (12.2)
De telles matrices forment un groupe, puisque
Indy = In, AT (AT = ATHAN) T = (ATA) ) = (L) = I,

(AB)(AB)! = ABB'A' = AA' = I,

(on appelle ce groupe orthogonal réel ou complexe dans les cas K = R ou C respective-
ment).
EXEMPLES :

a) Trouver les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice

5o
4 4

A= 2,C);
4 4

Conclure.
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b) Montrer que

a? V2a -1 5

b=~ g

A= \fa 1 %mﬂ € 50(3,C)
-1 -1 2
—ia? ivia HGZ

est une matrice non-diagonalisable pour tout a # 0. Trouver les valeurs propres et vec-
teurs propres. Conclure.

Pour une matrice

a1 a2 - Qlp
A |G G2 - don | O(n, k),
Gnl Aanp2 - App
on considére les colonnes Aq,---, A, qui forment une base orthonormée pour l'espace

vectoriel k™, muni du produit scalaire standard
(1,22, @)’ (1, y2, -+ Un)') = T1y1 + Toya + -+ + TnYn.
On dit qu'une application ¢ : k™ — k™ est une isométrie, si

(p(u), p(v)) = (u,v) pour tout u,v € k™.

Soit eq,--- , e, la base standard pour k"
1 0 0
0 1 0
€1 = e2=1 |> y€n =
0 0 1

Par ce choix de bases orthonormales, on obtient un isomorphisme O (k™) — O(n, k), ou
Oy (k™) est le groupe d’applications linéaires isométriques ¢ de k™ :

p— A=A, A;=p(e;) pouri=1,--- n,
et A= A, est dite la matrice de I'application linéaire ¢ dans la base standard pour k".

On peut aussi voir A comme la matrice de passage de la base standard ey, - - - , e, pour

k™ vers une autre base orthonormée Aq,--- , A,.
(d) Le groupe spécial orthogonal SO(n, k) est le groupe de toutes les matrices ortho-

gonales de déterminant 1 :

SO(n,k) = O(n,k) N SL(n, k).
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On écrit SO(n) au lieu de SO(n,R).

(e) Le groupe unitaire U(n) est le groupe de toutes les matrices complexes de la
taille n x n sur k, et avec la conditionAA? = I,,, A est la matrice avec les éléments
complexes-conjugués. On utilise souvent la notation A* = Af, donc (AB)* = B*A*.

On vérifie de la méme fagon que les matrices unitaires forment un groupe :

Il = Ly A7 AT = A7 A = (A = (L) = L

(AB)(AB)* = ABB*A* = AA* = I,.

Pour une matrice A € U(n), on vérifie par définition que les colonnes Ay,--- , Ay,
forment une base orthonormée pour l'espace vectoriel C", muni du produit scalaire uni-
taire standard

((5131,11,'2, tee 7xn)t7 (y17y27 to 7yn)t) =T1Y1 + T2Y2 + - + TnYn.
On dit qu'une application ¢ : C* — C" est une isométrie unitaire, si

(p(u), p(v)) = (u,v) pour tous u,v € k™.

Soit eq,- - , e, la base standard pour k"
1 0 0
0 1 0
€1 = e2=1 | y€n =
0 0 1

Par ce choix de bases orthonormales on obtient un isomorphisme U(C") — U(n), ou
U(C™) le groupe d’applications C-linéaires isométriques unitaires ¢ de £ = C" :

pr— A=A, A;=p(e;) pouri=1,--- n,

ou A = A, est dite la matrice de I'application linéaire ¢ dans la base standard pour C".
(f) Le groupe spécial unitaire SU(n) est le groupe de toutes les matrices unitaires de

déterminant 1 :
SU(n) =U(n)NSL(n,C).

La définition implique directement que
O(n) =U(n) NGL(n,R), SO(n) =U(n) N SL(n,R).

g) Le groupe symplectique Sp(n, k) est un sous-groupe de GL(2n, k) défini comme le
groupe de toutes les matrices

{M € GL(2n, k) ) M € Mat(n, k), M'J,M = Jn} :
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4 'aide de la matrice

0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
;|0 0 0 0 0 1| (01,
"Tl-1 0 0 0 © 0] \-I,0
0 -1 0 0 0 0
0 0 IR — 0 0 - 0

Autrement dit, ce groupe coincide avec toutes les matrices de bloc 2n x 2n :

Sp(n, k) = { <Z Z) € GL(2n,k) ’ a,b,c,d € Mat(n, k), ac ="ca,'ad — 'cb = In} .

12.9.1 Rappels sur les classes d’éléments congugués

dans les groupes G = GL(n,k),O(n),U(n) a) Toute matrice A € Mat(n, k) sur un
corps commutatif k est annulée par son polyndéme caractéristique

pa(T) =det(A—-T-1,) = zn:Tj(A)(—T)n_j
j=0

(le théoréme de Hamilton-Cayley), ou 7;(A) € k coincide avec la somme des (") mineurs
diagonaux de la taille j. En particuler, 71(A) = Tr A, pa(0) = 7,(A) = det A. Soit

(—=1)"pa(T) = p(T)-... -p(T)
la décomposition en produit de puissances de polynémes irréductibles unitaires distincts
sur k, et on note P;(T) = pA(T)/péi(T) pour (1 =1,---,s).

Pour trouver une forme canonique de A, on utilise 'action de 'anneau R = k[T] sur
le k-espace vectoriel V' = k", donnée par T'- X = AX, et on note V4 ce k[T]-module.
Lorsque V = k™ est annulé par pa(A4) = pé" (A)P;(A), on utilise la décomposition en
sous-espaces invariants

V= @Vz =P(A)V, X =P (A)Qi(A)X + -+ P(A)Qs(A)X

en utilisant la décomposition P (T)Q1(T)+- - -+Ps(T)Qs(T) = 1,00 P(T) = pg,(T)/pﬁ" (T).
Tout sous-espace est annulé par pif' (A); c’est un sous-R-module sur 'anneau R = k[T,

qui se décompose en une somme directe des sous- R-modules monogénes isomorphes a

R= k[T]/(pi” (T)), avec l;; <1;, et

() = T (). v = D HTY G (7).
j=1 i=1j=1

On en déduit que A; et Ay € G = GL(n,k) sont conjuguées si et seulement si les
k[T]-modules V4, et Vg, sont isomorphes :

Ay = C71A4,C, pour un isomorphisme C : X — CX, C: k" — k",
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Rappels sur la forme normale des matrices complezes, k = C (voir [Godement], §35) :
pour tout nombre complexe A € C on pose

A1 0 -~ 0 0
0 A 1 - 0 0
TN =0 [ = I N N = Ju(0).
0 0 - 0 A 1
0 0 - 0 0 A

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice complexe A € Mat,,(C) soit
conjugée a la matrice J,(\) (c’est-a-dire, il existe une matrice C' € GL,(C) telle que
C7YAC = J,(N\)) est que A n’a qu'un seul vecteur colonne propre (& proportionnalité
prés), de valeur propre égale a \.

On montre que toute matrice complexe A € Mat,,(C) est conjugée a une matrice

B = diag{By,--- ,B,}

diagonale bloc par bloc avec tout bloc donné par une matrice J,,();) (c’est-a-dire, il
existe une matrice C € GL,(C) telle que C~1AC = B).

b) On montre que toute matrice orthogonale réelle A € O(n,R) est conjugée a une
matrice

B = diag{Bi,--- , B}

diagonale bloc par bloc avec tout bloc donné soit par (£1), soit par une matrice de

cos 0; —sin 0;

rotation B; = c’est-a-dire, il existe une matrice C' € O(n,R) telle que
J ) q

sinf; cosf;
C~'AC = B).
COROLLAIRE 12.9.1 Toute matrice A € SO(3) est conjugée a une matrice

cosf —sinf 0
B = |sinf cosf O
0 0 1

c) On montre que toute matrice unitaire complexe A € U(n) est conjugée & une matrice
B = diag{By,--- ,B,}

diagonale avec tout bloc donné soit par (a;), |a;| = 1, (c’est-a-dire, il existe une matrice
C € U(n) telle que C~1AC = B).
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Homomorphisme remarquable de SU(2) dans SO(3)
Soit

_(a B -1 o —p
g= <7 6) € SU(2) alors g~ = ("Y N > e SU(2)
On montre que

9= <_a5 g) o + 1817 = 1.

On en déduit que SU(2) est homéomorphe a S3 C R*.
On pose

I [ s 0
e'2 0 coss tsins
by, = ( 0 e_i§> e SU(2), cp= (l sin2§ COSf) € SU(2)

On vérifie que

cos Qewgw 1sin eei“’;“/)
a(p,8,1) = bpcoby = | 92 e 9271-904—11)
isin 5 2 cosge 2
On en déduit que toute matrice
a f
= 2
g (,y 5) € SU(2)
se décompose sous la forme
g =a(p,0,9) = Dbycoby
(InpicATION :II suffit de poser
0 0 —
|| = cos §,Arga = #, |B] = sin §,Argﬂ = w)

2
Ceci implique l'existence d’un homomorphisme

®: SU(2) — SO(3)
tel que

®(by) = By, ®(cp) = Cy,

(utiliser I’action du groupe SU(2) par conjugaison sur les matrices hermitiennes de trace
nulle

T xr1 +ix
H, = 3 1 2
X1 — X9 —XI3
en base de matrices de Pauli

TEy ot

On trouve le noyau de ®, et on en déduit que SO(3) est homéomorphe a ’espace
projectif réel RIP3.
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12.10 Simplicité du groupe SO(3)

Par le théoréme connu d’Euler, tout élément du groupe SO(3) des rotations propres
de l'espace euclidien de dimension 3 est une rotation par rapport & un axe. Disons que
les matrices

cosp —sing 0 1 0 0
B,=|sinp cosp O0f,Cg=|[0 cosf —sind (1)
0 0 1 0 sinf cosf

correspondent aux rotations relatives des axes z et x respectivement. Rapellons que par
la paramétrisation des rotations par les angles d'Euler ¢, 0,49 (0 < ¢, ¢ <27, 0< 60 < m),
toute matrice A € SO(3) peut-étre représentée comme le produit

A= B,CyBy.

THEOREME 12.10.1 Le groupe SO(3) est simple, i.e. pour tout sous-groupe distingué
H C SO(3) soit H=S0(3) soit H={1}.

Démonstration. Si H # {1} on peut supposer que

cosp —singp 0
H>B=|sing cosp 0
0 0 1

avec cosp # 1, parce que avec tout élément du sous-groupe distingué H son élément
conjugé doit étre contenu dans H. D’autre part, pour tout A € SO(3) on a BAB 1A~ ¢
H, et on voit directement qu’il existe A € SO(3) tel que BAB 1A~ = 1 (le centre du
groupe SO(3) est trivial). Alors on peut supposer que BAB~!A~! et une rotation non-
triviale par Iangle 6 # 27k, c’est a dire, tr(BAB~'A~!) =1+ 2cos¥.

Considérons la famille continue A; € SO(3) des matrices paramétrisées par ¢ € [0, 1]
telle que A; = A, Ag = 13. Par exemple, si pour une matrice C € SO(3) on a C~tAC =
By, on peut prendre A; = C’BWC’_l.

La fonction f(t) = tr(BA;B~'A; ') est alors une fonction continue telle que f(0) =
3,f(1) =1+ 2cosb.

Ceci implique que pout tout 6 tel que 0 < 0" < 6 le sous—groupe H contient une
rotation par I’angle 6'.

En considerant les puissances de ces éléments on voit bien que H contient des rotations
par tout angle donné, c’est & dire H = SO(3) car il est distingué.

12.11 Formes quadratiques
12.11.1 Définitions
(voir [SeT0], p.51, [Bourbakil, §3, n°4, [Godement]|, §36, [Lang], Chapter XIV).
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DEFINITION 12.11.1 Soit V' un module sur un anneau commutatif A. Une application
Q :V — A est appelée une forme quadratique sur V si

1) On a Q(ax) = a*Q(x) pour tout a € A, et x €V,

2) L’application (x,y) — Q(x +y) — Q(z) — Q(y) est une application A-bilinéaire.

Un tel couple est appelé un module quadratique.
Nous nous limiterons au cas ou ’anneau A est un corps k de caractéristique # 2 et
que V est de dimension finie sur k.

On posera alors
1

{z,y) = 51 +y) - Qz) - Qy)]

(le produit scalaire associé¢ a Q). On a Q(x) = (z,x), cela établit une correspondance
bijective entre formes quadratiques et formes bilinéaires symétriques.

DEFINITION 12.11.2 Si (V,Q) et (V',Q’") sont deuzr modules quadratiques, on appelle
morphisme métrique de (V, Q) dans (V', Q') toute application A-linéaire f :V — V' telle
que Q" o f =Q ; on a alors (f(x), f(y)) = (z,y).

Soit (e;)i<i<n une base de V, A = (a;;) la matrice de @ par rapport a cette base :
a;j = (€;, €j); c’est une matrice symeétrique. Si z = Y- x;e; est un élément de V, on a

Qx) = ajjm;x,
i

ce qui montre que Q(x) est une forme quadratique.
Si 'on modifie la base (e;) au moyen d’une matrice inversible C, la matrice A’ de @
par rapport a la nouvelle base est C'- A - C*. On a en particulier

det(A’) = det(A) det(C)?

ce qui montre que det(A) est déterminé a la multiplication prés par un élément de k2 ;
on 'appelle le discriminant de @ et on le note disc(Q).

12.11.2 Orthogonalité

Soit (V, Q) un module quadratique sur k. Deux éléments z,y de V sont dits orthogo-
naux si (z,y) = 0. L’ensemble des éléments orthogonaux a une partie H de V' est noté
H' : c’est un sous-espace vectoriel de V, et on dit que V; et Vs sont orthogonaux si
Vi C Vst L’orthogonal V+ de V tout entier est appelé le radical (ou le noyau) de V, et
on le note rad(V). Sa codimension s’appelle le rang de Q. Si V+ = {0} ; cela équivaut a
dire que le discrimnant de @ est # 0 (auquel cas on peut le considérer comme un élément
du groupe k*/k*?).

Soit U un sous-espace vectoriel de V', et soit U* le dual de U. Soit gy : V — U*
Papplication qui associe a tout € V' la forme linéaire y — (z,y). Le noyau de qy est
U~. En particulier on voit que @ est non-dégénérée si et seulement si gy : V — V* est
un isomorphisme.
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DEFINITION 12.11.3 Sotent Uy, --- , Uy, des sous-espaces vectoriels de V. On dit que V
est somme directe orthogonale des U;, si ceuz-ci sont orthogonaux deux & deux. On écrit
alors

V=Ui&---3U,,.
REMARQUE 12.11.4 Sixz € V a pour composantes x; dans U;, on a

Q(x) = Qu(z1) + - + Qm(zm),

ot Q; = Q|u, désigne la restriction de Q a U;.

Inversement, si (U, Q;) est une famille des modules quadratiques, la formule ci-dessus
munit V = @&;U; d’une forme quadratique Q, dite somme directe des Q;, et l'on a V =
Urd - &Up,.

PROPOSITION 12.11.5 Si U est supplémentaire de rad(V') dans V', on a V = Udrad(V).
|

PROPOSITION 12.11.6 Supposons (V, Q) non-dégénéré. Alors
i) Tous morphisme métrique de V' dans un module quadratique (V', Q") est injectif.
i) Pour tous sous-espace vectoriel U de V', on a

Ut = U, dimU + dim U+ = dim V,
rad(U) = rad(U+) = U N U™,

Pour que U soit non-dégénéré, il faut et il suffit que UL le soit, auquel cas V = USUL.
iil) Si V' est somme directe orthogonale de deuz sous-espaces, ceuz-ci sont non-dégénérés,
et chacun d’euz est l’orthogonal de ’autre.

Si f:V — V'’ est un morphisme métrique, et si f(x) =0, on a (z,y) = (f(z), f(y)) =0
pour tout y € V, d’ott z = 0 puisque (V, Q) est non-dégénéré.

Si U est un sous-espace vectoriel de V', ’homomorphisme ¢y : V' — U* défini plus
haut est surjectif; en effet il s’obtient en composant qy : V — V* avec la surjection
canonique V* — U™, et ’on suppose que gy est bijectif. On a donc une suite exacte

0-Ur—=V U =0,

dot dimV = dimU* + dim U+ = dim U + dim U .

Ceci montre que U et U+ ont méme dimension ; comme U est contenu dans UL+,
ona U = UL et on en déduit que rad(U) =rad(U~), d’oit en méme temps la premiére
assertion de ii). Enfin iii) est triviale. &

12.11.3 Vecteurs isotropes

DEFINITION 12.11.7 Un élément x d’un module quadratique (V, Q) est isotrope si l'on a
Q(x) = 0. Un sous-espace U de V' est dit isotrope si tous les éléments sont isotropes.

On a évidemment :
U isotrope <= U Cc Ut <= Q|y = 0.
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DEFINITION 12.11.8 On appelle plan hyperbolique ayant une base formée de deux élé-
ments isotrope x,y tels que (x,y) # 0.

Quitte a multiplier y par 1/(z,y), on peut supposer que (z,y) = 1. La matrice de la
forme quadratique par rapport & x,y est alors simplement (1)(1)) ; son discriminant est
—1 (en particulier, elle est non-dégénérée).

PROPOSITION 12.11.9 Soit x un élément isotrope # 0 d’un module quadratique non-
dégénéré (V,Q). Il existe un sous-espace U de V' qui contient x et qui est un plan hyper-
bolique.

Puisque V' est non-dégénéré, il existe z € V' tel que (x, z) = 1. L’élément y = 2z — (z, z)x
est isotrope et (x,y) = 2. Le sous-espace U = kx + ky repond a la question.

COROLLAIRE 12.11.10 Si (V,Q) est non-dégénéré et contient un élément isotrope non-
nul, on a Q(V) = k.

12.11.4 Base orthogonales

DEFINITION 12.11.11 Une base (e1, ez, ,e,) d’un module quadratique (V,Q) est dite
orthogonale, si elle est formée d’éléments deux ¢ deus orthogonauz, i.e. siV = ke1® - - - De,,.

THEOREME 12.11.12 Tout module quadratique (V, Q) posséde une base orthogonale.

Cela se démontre par récurrence sur n = dimV, le cas n = 0 étant trivial. Si V est
isotrope, toute base de V' est orthogonale. Sinon, on choisit un element e; € V tel que
(e1,e1) # 0. L'orthogonal H de e; est un hyperplan, et comme e; n’appartient pas a
H,on aV = keg®H ; vu 'hypothése de récurrence, H posséde une base orthogonale
(e, -+ ,en); il est clair que (e, e, - ,e,) répond a la question. 1

Méthodes d’orthogonalisation* Gram-Schmidt, Jacobi, (voir [W] :
Jorgen Pedersen Gram (27 juin 1850- 29 avril 1916),
Erhard Schmidt (13 janvier 1876 - 6 décembre 1959)
Carl Gustav Jacob Jacobi (10 décembre 1804 -18 février 1851))

12.12 Espace d’Euclide et mécanique quantique*

Selon §11 de |[KosMan|, on va décrire réalisations et interptétations physiques de
Pespace d’Euclide € de dimension trois sur R, et de I’espace-temps M de Minkowski(-
Poincaré), de dimension quatre sur R, mini d’une métrique de signature (r4,r_) = (1, 3).
Du point de vue mathématique, leurs propriétés essentielles sont : le lien des rotations
avec les quaternions, l'existence du produit vectoriel, et la géométrie des vecteurs de
longueur nulle dans M.

Pour formuler ces propriétés, on introduit I’epace unitaire auxiliaire H de dimension
deux (sur C), amettant une intérprétation dans le cadre de mécanique quantique.

PROPOSITION 12.12.1 On considére l’espace réel € d’opérateurs autoadjoints dans H de
trace nulle, et on définit |f| comme +/|det f| (=la valeur propre positive de f). Alors &

est un espace d’Buclide € de dimension trois sur R.
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En effet, les opérateurs f sont présentés dans une base orthonormée de H par matrices
de type

b
(Z >:Reb0’1+1mb02+a037a6R7b6(C7
—a

_(01) _(0—z’> _<1o>
17\10) 7 o) P o1

sont les matrices de Pauli, voir Exercice [12]6] On pose

ou

(f.9) = 5 Te(fg)

C’est un produit symétrique scalaire, et |f|? = 2 Tr(f?) = (A2 + A?) = | det f|.
On appelle direction dans € 'ensemble Ry = {af | a > 0}, pour un vecteur non-nul

feé.

PROPOSITION 12.12.2 1[I existe une bijection entre les directions dans € et les décompo-
sitions de H dans une somme directe orthogonale de sous-espaces Hy @H_. Notamment,
on fait corresponre a une direction Ry f le sous-espace propre H, de valeur propre posi-
tive et le sous-espace propre H_ de valeur propre négative. 1

Une interprétation physique : on identifie H avec I'espace d’états du systéme quantique
"une particule de spin 1/2, localisée autour de l'origine" (par exemple, I’éléctron). En
choisissant une direction Ry f C €&, on fait passer des particules de spin 1/2 dans un
champ magnétique non uniforme de direction verticale. Dans ce champ le systéme posséde
deux états stationnaires, notamment H; et FH_.

L'expérience de Stern et Gerlach (voir [W]) "est une expérience de mécanique quantique
démontrant la quantification du spin. L’expérience, mise au point par Otto Stern et
Walther Gerlach en 1920, consiste a faire passer des particules de spin 1/2 (en I'occurrence
des atomes d’argent) dans un champ magnétique non uniforme de direction verticale.
Dans le modéle classique de I'atome de Niels Bohr, le faisceau de particules devrait étre
dispersé verticalement en raison de la composante verticale du spin de I’atome qui prend
un continuum de valeurs entre —1/2 et +1/2 en fonction de l'orientation de I’atome.
En revanche, 'expérience montre que le faisceau se sépare en deux, indiquant que la
composante verticale du spin ne peut prendre que les valeurs +1/2 et —1/2."

PROPOSITION 12.12.3 On a (f,g9) = 0 si et seulement si fg+ gf = 0.

On a
(£,9) = 5 Te(Fg) =  Te(fg + 9) = { (T +9)° — £~ 7]

mais tous les opérateurs de type f2 sont scalaires, donc fg+ gf est scalaire, et il s’annule
si et seulement si sa trace s’annulle. |
Cette preuve implique qu’'une base {e1, e, e3} est orthonormale si et seulement si

el = ek =e3 =1d; ejej+eje; =0(i # j).
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On particulier, les matrices de Pauli o1, 09, 03 forment une base orthonormée de € :

0 .
Ol) ;o eiej +eje; =0(i # 7).

Une assertion réciproque montre la signification mathématique des matrices de Pauli
<0 1) (0 —i) (1 0 )
o1 = 09 — g9 = .
1o o) N0

PROPOSITION 12.12.4 Pour toute base orthonormée {ey,ea,es} de € il existe une base
orthonormée {hi,ha} de lespace H telle que

ﬁ:ﬁ:ﬁ:%:<

Ael =01, Aeg =02 ou — 02, A€3 =03,

ot Ae est la matrice d’un opérateur e dans la base {h1, ha} ; une telle base est déterminée
a multiplication prés par un nombre complere de module 1.

PREUVE. Les valeurs propres de e; sont +1, et soit H = H; & H_, ou es agit sur H
triviallement, et sur H_ par le changement de signe. On choisit d’abord les vecteurs
hy € Hy, et hoH_, avec |h}| = |hy| = 1. Ils sont déterminés a une multiplication pres
par les nombres complexes €1, e?2 la matrice ez en {h}, hh} est o3 = (é P1> .

Puis, I'orthogonalité implique que

e1(h}) = eres(h}) = —eser(hy),

donc ej(h}) est un vecteur propre de e de valeur propre -1. Donc, e1(h}) = ahb. De
méme fagon, e1(h) = [h). La matrice de e; en base {h],hs} est hermitienne, donc
a = (3. La condition ¢? = Id donne a3 = 1 = |a|? = |3]. 1l reste & changer {h}, h}} par
{h1,ha} = {xh],yhb}, ou |z| = |y| = 1, de telle fagon que la matrice de e; en {hy, ha}
devient o = (? é), ceci donne les conditions :

e1(h1) = zei(hy) = zahl = axy ' he, (12.3)

e1(hg) = ye1(hh) = yBhy = Byz ' hy. (12.4)

1 1 1 1

Ceci dit, zy~ = o~ implique axy™ = Byx~" =1, et on peut poser x =1,y = «, et la
base {hi, ha} est déterminé & multiplication prés par un nombre complexe de module 1.
Et en base {hi,he} on a A., = 03, A, = 01, Le méme raisonnement que pour e;

monte que dans cette base A, = (%g) ,ou |2 = 1. De plus, la condition d’orthogonalité

(10) (56) (56) (10) =

ceci implique 7+ 7% =0, donc v =7 ou —i, et Ac, =02 ou —o2. 1

ei1ea + ege; = 0 donne

COROLLAIRE 12.12.5 L’espace € est muni d’une orientation distinguée : une base {ey, e, e3}
de € appartienne a la classe de telle orientation distinguée, s’il existe une base orthonor-
mée {h1,ha} de Uespace H telle que Ae, = 01, Aey = 02, Aey =03. 1

Les opérateurs o1, 09, 03 sont appelés les observables des projections du spin sur les axes
de € : cette terminologie est expliquée par I'interprétation de mécanique quantique ci-
dessus. Le facteur 1/2 est introduit pour que les valeurs propres soient +1/2.
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12.13 Espace-temps de Minkowski*

On appelle 'espace-temps M de Minkowski, un espace de dimension quatre sur R,
mini d’une métrique de signature (r4,7_) = (1,3) (parfois on travaille avec la signature
(reir_) = (3,1)

Selon [W], Relativité restreinte, on nomme Relativité restreintg une premiére version
de la théorie de la Relativité, émise en1905 par Albert Einstein, qui ne considérait pas la
question des accélérations d’un référentiel, ni les interactions d’origine gravitationnelles.
Cette théorie a introduit ...la notion d’espace-temps et expliqué quelques phénoménes
étonnants, mais vérifiés expérimentalement, de variation des mesures de longueur et de
durée entre un observateur et un autre, chacun d’eux étant situé dans un référentiel
différent.

Les postulats d’Einstein (1905)

P1 : Les lois de la physique sont les mémes dans tous les référentiels inertiels. Rap-
pelons que depuis Newton, un référentiel est dit inertiel si tout corps isolé y posséde un
mouvement rectiligne uniforme, c’est & dire un vecteur vitesse constant

P2 : La vitesse de la lumiére dans le vide a la méme valeur dans tous les référentiels
inertiels."

Les principes de bases :

a) Points de M (évenements). Dans un référentiel un événement est caractérisé par
ses coordonnées, spatio-temporelles, « tel endroit, tel instant ».

b) Unités de mesure. On utilise ¢ = vitesse de la lumiére ( 299 792 458 m/s ) qui
donne un moyen pour passer des unités de temps ty aux unités de longueur Iy = ctg (par
exemple, 1 seconde-lumiére). Dans ces unités, la vitesse de la lumiére est égale 1.

On utilisera la notation ¢ = (xg,z1,x2,23) € M (avec ¢ = 1) au lieu de la notation
traditionnelle (¢, x,y, z), avec les coordonnées convenables expliquées ci-dessous, voir e).
c) Intervalle d’espace-temps. Deux événements situés respectivement en ¢; et ¢y seront
séparés par un intervalle d’espace-temps dont le carré est (¢1 —f2,¢1 — £2). Les intervalles
tels que : (¢4 — f2,¢1 — f2) < 0 (avec une signature (1,3) = (+,—, —, —)) sont appelés
intervalles de genre espace.

Les intervalles tels que : (¢1 — 2,1 —¥f2) = 0 sont appelés intervalles de genre lumiére.

Les intervalles tels que : (¢1 — 2,1 —¥f2) > 0 (avec une signature (1,3) = (+, —, —, —))
sont appelés intervalles de genre temps.

d) Lignes de l'univers. Selon [W], Ligne d’univers, en physique, la ligne d’univers d’'un
objet est 'unique trajectoire de cet objet lorsqu’il voyage & travers ’espace-temps en 4
dimensions.

S’il existe un vecteur de genre temps sur une ligne droite L C M, tous tels vecteurs
sont de genre temps.

On appelle telles lignes lignes d’'univers des référentiel inertiels (tout corps isolé y pos-
séde un mouvement rectiligne uniforme, c’est a dire un vecteur vitesse constant).

Un référentiel inertiel, qui n’est pas de « tel endroit, tel instant », se déplace sur
un décalage ¢ + L d’une ligne d’univers de genre temps. Soient ¢;, f5 deux points sur
la lignes d’univers d’un référentiel inertiel. Alors (€1 — f9,¢1 — f2) > 0, et Uintervalle
|6y — lo| = (b1 — b, 01 — Eg)l/z est le temps propre de ce référentiel mesuré a l’aide de son
horloge.
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e) Espace physique d’un référentiel inertiel. Le sous-ensemble
Er=(+LtCM

s’'interpréte comme ’ensemble des points de "'espace instantané physique" du référentiel
inertiel, qui se trouve au point ¢ de sa ligne d’univers, et le complémentaire est pris par
rapport a la métrique de Minkowski. On voit que M = L @ L*, et que L+ est muni
d’une structure d'un espace euclidien de dimension trois (avec une métrique euclidienne
négative définie)

f) Systemes de coordonnées intértiels. Soit L un vecteur de genre temps muni d’une
orientation, ep un vecteur positive de longueur 1, {ej, €2, e3} une base orthonormée dans
L+ : (ei,e;) = —1 pour i = 1,2,3. Un systéme de coordonnées d'une telle base et dite
inertiel.

On utilisera la notation ¢ = (xg, x1, X2, x3) = xoeo+x1€1 +T269+ 363 € M (avec ¢ =
1) au lieu de notation traditionnelle (¢, x,y, z). Si £ = (xo, z1,22,23),¢ = (Y0, Y1, Y2, Y3),
le produit scalaire alors s’écrit

(E’ E/) = (($0>x1’x27x3)a (yOvyla y27y3)) = ToYo — T1Y1 — T2Y2 — T3Y3-

Puisque z¢p = ctg, ou ty le temps propre, la longueur de lintervalle espace-temps de
Porigine au point £ = 323 w;ei € M est égale a (23 — 303, 2)1/2.
Tout systéme de coordonnées inertiel dans M identifie M avec I'espace de Minkowski

3
(R, 22 — Z 7). Les isométries de cet espace forme le groupe de Lorentz; les isométries,
i=1

respectant_l’orientation du temps, forment son sous-groupe orthochrone
g) Cone de lumiére. L'ensemble de £ € M avec (¢,£) = 0 est dit cone de lumiere
C (en origine). Dans tous systéme inertiel de coordonnées C' est donné par ’equation

2 _\3 .2

Lo = 2ui=1T5-
Pour xg > 0 le point (g, z1, 22, z3) de C est séparé du référentiel de (xg,0,0,0) par
I'intervalle de genre temps de carré (33_; a:?)l/2 = —13, c’est-a-dire, ce point se trouve a

distance, parcouru par le temps zg par un photon, emis de ’origine au moment de temps
initial.

Les vecteurs £ € M avec (¢,¢) =0 n’ont pas d’interprétation physique. Les lignes de
tels vecteurs doivent correspondre aux lignes dunivers de "tachyons" (voir [W]) : "En
physique des particules on nomme tachyon une particule qui, si elle existait, se déplacerait
A une vitesse supérieure a celle de la lumiére."

Etude mathématique de M.

Réalisation de M comme [’espace des métriques. On considére de nouveau ’epace unitaire
auxiliaire H{ de dimension deux (sur C), amettant une intérprétation dans le cadre de
mécanique quantique, et on considére ’espace réel M de produits scalaires hermitiens
dans H. En choisissant une base {hi, ho} de H, la matrice de Gram G de telle métrique
£ € M donne une bijection de M avec toutes les matrices hermitiennes de taille 2 x 2. On
fait correspondre & £ € M le déterminant de G, noté £.

Le passage de {hi,ha} vers {h},ht} = {h1,ho}V méne au changement de G par
G' = VIGV, et det G’ = |det G|?det G, donc le calcul de det ¢ dans toute base de F
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dans la méme classe par ’action de SLy(2, C), donne le méme résultat. Desormais on fixe
une telle classe de bases de H, et un changement de la classe donne la miltiplication de
det £ par un scalaire posivive.

ProprosiTiON 12.13.1

a) M est un espace de dimension 4 sur R.

b) Il existe une seule métrique symétrique (¢, m) pour laquelle (¢,¢) = detl. Sa si-
gnature est égale (1,3), donc M est un espace de Minkowski.

PREUVE. a) L’espace de matrices hermitiennes de taille 2 x 2 admet la base oy = ((1) (1)),

o1 = ((1](1)) , 09 = (? _07’> , 03 = ((1) 91) (matrices de Pauli). Donc dim M = 4.
b) Montrons, que dans la réalisation matricielle de M la fonction det ¢ est une forme
quadratique dont la fonction polarisée correspondant a la forme

1
(4,m) = Q(TrETTm — Trém),

apparemment symétrique et bilinéaire. En effet, si A et u les valeurs propres de £, on a
det £ = A, Tré = X+ p, det £2 = X2 + 2, donc

1 1
A =detl = §(Tr()\ +u)? =2\ —p?) = i(TréTrm — Trém). (12.5)
Ceci implique que {09, 01, 092,03} est une base orthonormée de M de signature (1,3). 1

COROLLAIRE 12.13.2 Soit L C M une droite de genre temps. Alors L+ muni de la
métrique —(£,m) est un espace euclidien, et on a M = L & L*.

PREUVE. L'affirmation M = L @ L' vient du fait que les droites de genre temps sont
non-dégénérées. Puisque la signature de M est (0,3), et celle de L est (1,0, il est (0,3)
sur Lt 1.

Passons a la signification géométrique des produits scalaires. Il y a des différences re-
marquables entre la métrique de Minkowski et la métrique euclidienne, avec une significa-
tion physique. La plus impréssionante est liée au fait, que I'inégalité de Cauchy-Schwarz
pour les vecteurs de genre temps s’avére d’étre inversée.

PROPOSITION 12.13.3 Soit (¢1,¢1) > 0, (¢2,02) >0, £; € M. Alors
(01,02)% > (£1,01) - (Lo, £2).
L’égalité est achevée si et seulement si £1 est lo sont linéairement dépendants.

PREUVE. On vérifie tout d’abord que la fonction (t€1 + ¢5, tl1 + £3) toujours posséde une
racine réelle to. Dans la réalisation matricielle M la condition (¢3,¢2) > 0 signifie que
det f5 > 0, i.e. les valeurs caractéristiques de 5 sont de méme signe, disons e (£1). Alors
pour t — —(e1e9)00 les valeurs propres de la matrice tf1 + ¢2 sont approximativement
proportionnelles de celles de ¢;. Donc le discriminant du polynéme (t€; + fo, t41 + €3) est
non-négatif, ce qui implique

(01, 02)% > (£1,01) - (L2, £s).
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COROLLAIRE 12.13.4 ("L'INEGALITE DU TRIANGLE INVERSEE") Soit (1, o de genre temps
et ((1,02) >0, alors {1 + ly de genre temps et

|01 + o] > |01 + |2,

ot [£* = (£,0), et Uégalité est achevé si et seulement si {1 est {3 sont linéairement
dépendants.

Paradoxe des jumeaux, voir [W]

On appelle deux vecteurs ¢, ¢ ayant la méme orientation de genre temps, si (¢1, o) >
0. Imaginons deux référentiel jumeaux : 'un est inértiel et suit sa ligne d’univers & partir
de 0 jusqu’a £1 + ¢5, tandis que l'autre arrive a ce point en deux étapes : d’abord par un
mouvement inértiel de 0 jusqu’a ¢y, et puis de ¢; jusqu’a ¢1 + fo. Il subit ’accélération
lorsqu’il se trouve autour de 0 et autour de ¢1 pour pouvoir d’abord quitter son frére, et
puis pour revenir & lui. On voit, par le corollaire, que le temps écoulé pour le voyageur
est plus petit que pour le sédentaire.

Parmi ces expériences de pensée, le paradoxe des jumeaux, énoncé en 1911
par Paul Langevin, a focalisé et focalise encore les pensées de ceux qui réflé-
chissent sur la relativité restreinte. On se trouve en fait devant deux aspects
paraissant antinomiques (paradoxaux tous deux pour un physicien classique).
D’un coté, hors des phases d’accélération (départ, retournement et freinage
de celui qui s’en va), chacun des jumeaux est en mouvement relatif uniforme
par rapport a 'autre : son horloge, vue du référentiel de I'autre est ralentie.
D’un autre coté, lors de la rencontre finale, le voyageur, parti et revenu, est
plus jeune que le sédentaire. 11 existe bien sir une asymétrie réelle entre les
expériences vécues par chacun des deux jumeaux. Le jumeau voyageur su-
bit une phase d’accélération, contrairement & son jumeau sédentaire : a ce
titre, la découverte de la relativité générale, en 1915, améne une explication
du vieillissement différent des jumeaux. Il faut cependant avoir conscience
que ce n’est pas la phase d’accélération qui joue un rdle essentiel dans le
ralentissement de I’horloge du jumeau voyageur, mais bien la dilatation des
temps durant ’aller et le retour qu’il effectue dans deux référentiels inertiels
différents.

Lé coefficient de Lorentz

Vu l'inégalité ff;l"ll{ﬁ > 1, on ne peut pas intérpréter cette quantité comme le cosinus

d’un angle. L’explication est donnée par une intérprétation physique.

Soient |[¢1| = 1,[¢3| = 1; en particuler, le référentiel inértiél ¢; a vécu une unité de
temps de son propre horloge a partir de debut de mouvement & l'origine. Au point /1,
I’espace physique instantané pour lui est ¢; 4+ (R¢;)*. La ligne univers pour Réy coupe
cet espace au point xfs, ou x se calcul par la condition

(xly — £1,41) =0,
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ie. v = (f1,05)"1. La distance entre ¢; a zfy est de genre tempyg : pour le référentiel
R/Z; est la distance, par laquelle Réy s’éloigne de lui pour I'unité de temps, i.e. la vitesse
relative de R/s. Elle est égale

v=[—{aby — by, wbr — €1>]1/2 = [—(zly - 51,3:62)]1/2 =
:[*552(52,52) + x<€1,€2>]1/2 = [f<gl,g2>—2 + 1]1/2’

d’on
1

V1—02’

le célebre coefficient de Lorentz écrit souvent sous la forme ﬁ, indiquant explicite-
—v C

ment la mesurement de vitesses par rapport a celle de lumiére. En particulier,
x=V1-—12,

i.e. au moment de temps l'unité pour le premier référentiel, I’horloge du deuxiéme ré-
férentiel qui se trouve dans son espace physique instantané montre v/1 — v? (la version
quantitave du phénomeéne de dilatation des temps).

<€17€2> =

Quatre orientations de ’espace-temps

Soit {e;}, {€;}, (i =0,---,1) deux bases orthonormées de M :
(e, e0) = (eh, en) = 1, (e, e) = (el el) = —1 (i =1,2,3).

On les appelle ayant la méme orientation, s’il existe un systéme continu d’isométries
ft M — M, 0<t<L 1, tel que fo = ld, fl(ei) = 6;.

Deux conditions sont nécessaires :

a) (e, eh) > 0. En effet, (eq, fi(eg))? > 1 par la proposition donc le signe
de (e, fi(eg)) ne peut pas changer puisque (eq, fo(eo)) = 1; i.e. ep, e ont la méme
orientation de genre temps.

b) Le déterminant de I’application de la projection orthogonale

3 3
Z Re; — Z Re,
=1 i=1

est positif. On appelle deux bases avec cette propriété ayant la méme orientation de genre
espace.

Réciproquement, si deux bases possédent la méme orientation de de genre espace
et de genre temps, elles ont la méme orientation dans M. Pour construire un systéme
continu d’isométries f; : M — M, 0 < t < 1, tel que fo = id, fi(e;) = €}, on pose

tout d’abord fi(eg) = ﬁzgﬂ% Puis, on choisit comme fi(e1), fi(e2), fi(e3) la base

orthonormée de f;(eg)® par I'orthogonalisation de Gram-Schmidt.

On va noter A = O(1, 3) le groupe de Lorentz, i.e. le groupe des isométries de ’espace
M. Soit
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AL le sous-groupe de A respectant ’orientation d’une base orthonormée ;

Al la partie d’éléments du groupe A respectant l’orientation de genre temps, et
inversant l'orientation de genre espace;

Ai la partie d’éléments du groupe A respectant l'orientation de genre espace, et
inversant l'orientation de genre temps;

Al la partie d’éléments du groupe A inversnt ’orientation de genre temps, et inversant
I’orientation de genre espace.

THEOREME 12.13.5 Le groupe de Lorentz est constitué de quatre composantes connezes
_ Al T ! !
A=A, UAL UATUA".

THEOREME 12.13.6 Dans la réalisation de M comme l’espace de matrices de Gram des

métriques hermitiens de H, dans une base {hi,ha}, on fait correspondre & une matrice
V € SL(2,C) la transformation
s(V)=VUV.

L’application s donne un homomorphisme surjectif de SL(2,C) sur AL de noyau +1s.

12.14 Rotations euclidiennes et boosts*

Soient eg et ef, deux vecteurs de genre temps ayant la méme orientation de genre
temps. On considére les complémentaires orthogonaux L et L, correspondants. Il existe
une transformation standard de Lorentz de AL, qui transforme eg dans e, et qui s’appelle
"boost" (en anglais). Pour ey = ¢f, cela est id. Pour ey # ¢{, on la définit de la maniére
suivante : on considére le plan (LoNLj)~, contenant eg et efy. La signature de la métrique
de Minkowski est égale (1,1) sur ce plan. Donc il existe un couple de vecteurs de genre
espace e1,e] € (Lo N Ly)E orthogonaux & ey et e respectivement. Pour calculer la
matrice de passage

{ebret) = fenert ()
on note que a = (ep, €) = ﬁ, ou v est la vitesse relative entre les référentiels ey, ef,.
Puis, les matrices de Gram de {ef, €]} et de {eg,e1} sont (é _01), donc
a?—b=1, ac—bd=0, —d*=—1.

v

Sachant a on trouve b = —z*—;. De plus, det (35) =1 donne d = a, ¢ = b. La matrice

de boost est donc

—_

V1-v2 1—v2 00

v 1 0 0
1—v2 1—v? ,

0 0 1 0

0 0 0 1

l : : n [ cosh® sinh N
avec une "rotation hyperbolique (sinhe . oshe) , ol

cosh @ = ; sinh 6 = Y

V1—02’ V1—02
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Cours N 8 Lundi 9 mars 2015

13 Algébre géométrique @

(voir [Dieudonné|, [Garrett])
— GL(n) (étude géomeétrique).
— Formes bilinéaires et hermitiennes, groupes classiques.
— Théoreme de Witt et ’extension d’isométries
On va étudier en détail les notions de ’algebre géométrique.

Concernant la notation matricielle pour une matrice rectangulaire A = (a;;) soit ‘A
la transposée de A. Si les entrées de A se trouvent dans un anneau D muni d’involution
o, soit A7 donnée par (A7);; = af;.

13.1 Etude géométrique du groupe GL(n) et de ses sous-groupes

Le groupe GL(n) est le groupe classique le plus facilement étudié, mais il indique déja
les phénomeénes les plus intéressants pour 'utilisation dans beaucoup d’autres situations.
Le groupe général linéaire GL(n, k) est le groupe de toutes les matrices inversibles de la
taille nxn avec les entrés dans un corps commutatif k. Le groupe spécial linéaire SL(n, k)
est le groupe de toutes les matrices (inversibles) de la taille n x n avec les entrées dans
un corps commutatif &, et de déterminant 1.

Pour une approche moins dépendante de coordonnées, on fixe un k-espace vectoriel
V' de dimension n et soit GL(V') le groupe de tous les automorphismes k-lineaires de V.
Tout choix d’une base de V' sur k-basis donne un isomorphisme GLy (V) — GL(n, k) en
utilisant la matrice de I’application linéaire par rapport aux bases choisies. Soit e1,--- , e,
la base standard pour k™

1 0 0
0 1 0
61: DY ’62: DY ) 7en: DY
0 0 1

Par ce choix de bases ordonnées on obtient un isomorphisme GLy (k") — GL(n, k).
Un drapeau F dans V est une chaine

‘FTF:(le CVd2 C "'CVdm)
de sous-espaces, ou Vg, est de dimension d;, et
di < -+ < dp.

On dit que le type de ce drapeau est (dy, - ,dp,). Dans k™ le drapeau standard de type
(di,--- ,dp) est le drapeau de type (dy,--- ,d,,) avec

Vdi =kei+ -+ kedi—l + kedi.
On définit le sous-groupe parabolique Py associé au drapeau & par :

P = {g S GLk(V) :Vi,ngi = Vdi}
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Si V =k" et F le drapeau standard de type (dy,--- ,dn), le sous-groupe parabolique Py
est formé par tous les éléments admettant un développement en blocs :

d1 X d1 *
(dg — dl) X (dg — dl)

0 . (n—dp) X (n—dn)

ot le i®™€ entrée diagonale est (comme indiqué) de type (d; — d;—1) X (d; — d;—1), les

entrées inférieures sont 0, les entrées supérieures sont arbitraires. Tout g € P = Py induit
une application naturelle sur les quotients Vg, /Vy ot on définit Vg, = 0et Vj =V).
Alors le radical unipotent R, P est

R,P ={p € Py:p=ridsur tous Vg, /Vy,_, et sur V/Vy }.

i—17 m+1

Le radical unipotent R, P est un sous groupe distingué de P. Dans le cas du sous-groupe
parabolique standard P de type (dy,--- ,dy,) sur k™ le radical unipotent est formé par
les éléments de la forme

14, *
1d27d1 *

. *
0 1n—dm

ou 14 désigne la matrice identité de type d x d. Choisissons les sous-espaces Vé_di de V
de telle facon que V! _ 4; est un sous-espace complémentaire de Vg, dans V' et tel que

Vo—d, € CVi_g,
est un drapeau de type opposé au drapeau de Vg,. On pose
P'={geGLy(V):Vi,gV,_4 =V;_4}
M=PnPF

Alors M est dit une composante de Levi complementaire de P, et P = Pg est le produit
semi-direct standard

P=MxR,P
de M et R, P, ot M normalise R, P. Pour le sous-groupe standard parabolique P dans
GL(n, k) de type (dy,- -+ ,dy) le choix standard du sous-espace complementaire est

Vi—d, = keaie1 + - + ke
Alors la composante de Levi standard est le groupe des matrices de la forme

dlxdl *

= =
dy —d d l

*

i
0 n—d, An—d,
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ou le i®M€ ¢lement diagonale est de type (dj — di—1) x (d; —di—1), i =1,...,m+1, et
tous les autres blocs sont nuls. Dans le cas du groupe GLi (V) la composante de Levi

d’un sous-groupe minimal parabolique est dite un torus maximal (k-)déployé.

Le résultat suivant est un prototype du résultat analogue pour les classes plus larges
de groupes.

ProrosiTION 13.1.1

a) Tous les sous-groupes paraboliques de type donné sont conjugués dans G L (V')

b) Toutes les composantes de Levi dans un sous-groupe parabolique P sont conjugués
par éléments de P

c¢) Tous les tores mazimaux k-déployés sont conjugués dans G Ly (V')

Pour montrer que tous les sous-groupes paraboliques de type donné sont conjugués, il
suffit de voir que pour tout choix de deux drapeaux

Vg, C Vg, C---C Vg,
Vi, CVg, C---CVy

de méme type il existe un g € GLi(V) tel que gVy, = V. pour tous i. On choisit deux
bases {v;}, {v}} de V, de telle fagon que

Vi, = kvi + - - + kvg,,
Vi, = kvy + - + kvj,.

Alors on définit g par gv; = v). Ceci prouve que tous les sous-groupes paraboliques de
type donné sont conjugués.

Pour démontrer que toutes les composantes de Levi dans un sous-groupe parabolique
P sont conjugués par des éléments de P soit

Vg, C---C Vg

m

le drapeau pour lequel P est le stabilisateur, et soient an_ di VnQ_ di (avec 1 < i < m)
deux choix de familles de sous-espaces complémentaires qui définissent les composantes
de Levi correspondantes. Il suffit de trouver p € P de telle fagcon que anl_dl_ = Vn2—di
(pour tous les indices 7).

Pour £ = 1,2, on définit Wf, cee Wle comme, respectivement,

l 4 l l
le, de ﬂ Vn—d17Vd3 ﬂ Vn—d27 ce ,Vdm ﬂ Vn—d Vn—dm'

m—1"7
Pour ¢ = 1,2 nous avons V = EBWf. Par I’hypothése, dimy W{ = dimy W¥ pour tous j.
Alors, il existe une infinité d’éléments g € GL (V') tels que gWﬁ: Wipour tous j. Pour
chaque tel g, certainment g € P, et puisque Vf est une somme de W7}, on a assurément
anl_di = VnZ_dl_ pour un p € P et pour pewfout 1.

Soient 77,75 deux tores maximaux k-déployés, on choisit des sous-groupes parabo-
liques minimaux P; contenant 7;. Par la premiére partie de la proposition, il existe
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Cours N 9 Lundi 16 mars 2015

h € GL(V) tel que hPith~™! = P,. Alors hT1h~! est une autre composante de Levi (un
torus maximal déployé) a 'intérieur de P», donc par la seconde assertion de la proposi-
tion il existe p € P tel que p(hPth~!)p~! = Ty. Ceci donne la troisiéme assertion de la
proposition. 1

Maintenant on va généraliser le précédant directement en remplagant le corps com-
mutatif k£ par un corps gauche (un anneau de division) D. On reprend la version sans
coordonnées de la discussion précédente ; les illustrations matricielles resterons les mémes.

On définit un espace vectoriel V' de dimension finie sur un corps gauche (anneau
de division) D (c’est-a-dire, V' est un module de génération finie sur D). La notion
de dimension a un sens, étant définie comme le rang d’un module libre. Les résultats
élémentaires sur I'indépendance linéaire et sur les bases sont les mémes que sur les corps
commutatifs.

La perte de la commutativité de D devient importante lorsque 1’on considére les
endomorphismes D-linéaires. Si D n’est pas commutatif, alors 'anneau Endp (V') de tous
les endomorphismes D-linéaires de V' ne contient pas D d’une fagon naturelle. Alors, un
choix de D-bases pour un espace vectoriel D de dimension ndonne un isomorphisme

Endp (V) — {n x n matrices a coefficients dans DPP}

ot D°PP est ’anneau opposé & D. Ceci dit, D°PP est le méme groupe additif D, mais avec
la multiplication *, donnée par
TxY =yx

ou yx est la multiplication dans D. (Parfois on peut éviter cette complication (innocente)
en décrivant V' comme étant un D-module “droit”, mais de toute fagon la définition d’un
module “droit” est réellement celle d’'un module sur anneau opposé DPP.) Le groupe
général linéaire GL(n, D) sur D est le groupe de toutes les matrices inversibles de n xn a
coefficients dans D. Une version sans coordonnées du groupe général linéaire est GLp(V),
le groupe de tous les automorphismes D-linéaires de V. Un choix de D-bases pour V
donne un isomorphisme

GLp(V) — GL(n, DPP)

Les gfinitions concernant les drapeaux et les sous-groupes paraboliques sont identiques a
celles du cas out D est commutatif. Un drapeau & dans V' est une chaine

ff:(le CVd2 C "'CVdm)
de sous-espace , ou V; est de dimension 7 et
di < <dm.

Le type d’un drapeau est la suite (dy,--- , dp,).
Un sous-groupe parabolique P = Py in GLp (V') est le stabilisateur d’un drapeau

?:(Vd1CVd2C-“CVdm)

C’est-a-dire,
Py = {g € GLD(V) : Vi,ngi = le}
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Tout ¢ € P = Py induit une application naturelle sur les quotients Vg, /Vy._, (o on
définit Vg, =0 et Vg = V). Le radical unipotent R, P est

m—+1
R’u,P: {p & Pffp: id sur Vdi/de‘fl}

Le radical unipotent R, P est un sous-groupe distingué de P. En choisissant les sous-
espaces Vrifdi de V' de telle fagon que Véfdi est un sous-espace complémentaire de Vg,
dans V. Alors

Voa, C-- C Vg,

est un drapeau de type opposé de celui de V.
On pose
P ={ge€GLp(V):Vi,gV, 4 =Vy_ 4.}

M=PnP

Alors M est appelée une composante de Levi ou un complémentaire de Levi dans P, et
P = Pg est le produit semi-direct

P=Mx R,P
de M et de R, P, ou M normalise R, P.

PROPOSITION 13.1.2 a) Tous les sous-groupes paraboliques de type donné sont conju-
gués dans GLp (V)

b) Toutes les composantes de Levi dans un sous-groupe parabolique P sont conjugués
par éléments de P
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13.2 Formes bilinéaires et formes hermitiennes, groupes classiques.

Dans cette section, on considére les groupes classiques définis comme des isométries
ou des similitudes de « formes » sur les espaces vectoriels. On définit premiérement les
groupes orthogonaux et les groupes symplectiques. Cette famille de descriptions peut
étre simplifiée, au prix d’une obscuration des membres les plus simples.

13.2.1 Formes bilinéaires, formes symétriques

Soit k un corps de caractéristique différente de 2 et soit V' un k-espace vectoriel de
dimension finie. Une forme (k-)bilinéaire sur V est une fonction a valeurs dans k sur
V x V donc pour tous z,y € k et v,v1,v0 €V

<U2’ U>

<U,@-1--1U2>

(v1 + va,v) = (v1,v)

+ +

(v,v1 + v2) = (v, v1)
(zv,yv1) = zy(v, v1).
Si on a toujours
(v1,v2) = (v2,v1),
alors la forme bilinéaire est dite symétrique. La fonction
Qlv] = (v,v)

est dite la forme quadratique associée, a partir de laquelle (-,-) peut étre récupérée par

4(v1,v2) = Q[v1 + v2] — Q1 — v2

Le groupe orthogonal associé est le groupe d’isométries de @ (ou de (-,-)), étant défini
comme

0(Q) = O({-,+)) = {9 € GLi(V) : Vv1,v2 € V, (gu1, gva) = (v1,v2)}
Le groupe de similitudes associé est défini comme
GO(Q) = GO((-,")) ={g € GLE(V) : Jv(g) € k™ tel que
Vi, ve € V, (gu1, gua) = v(g)(v1,v2) }.

Si on a pour tout
(v1,v2) = —(v2,v1) pour tout v1,ve € V, alors la forme bilinéaire
[V xV =k, f(v,v2) = (v1,v2) est dite alternée ou symplectique.

Le groupe symplectique associé a f est le groupe d’isométrie de la forme f = (,) défini
comme

Sp(f) ={g € GLr(V) : Yui,v2 € V, (gu1,gv2) = (v1,v2)}
Le groupe de similitudes associé est défini comme
GSp(f) ={9 € GL,(V) : Tv(g) € k*
tel que Yoy, ve € V, (gu1, gve) = v(g){v1,v2)}
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13.2.2 Formes sesquilinéaires, formes hermitiens

Soit K un corps, une extension quadratique de k, son sous-corps trivial par 'action
) )
d’un automorphisme k-linéaire o.

DEFINITION 13.2.1
a) Une forme k-bilinéaire f : V x V — K, f(vi,v2) = (v1,v2) sur un K-espace
vectoriel de dimension finie V est dite sesquilinéaire (avec une référence implicite 6 o) si

<$vl, yva) = xy’ (v1, v2)

(pour tous x,y € K et pour tous vi,ve € V).
b) Une forme sesquilinéaire f = (,) sur un K-espace vectoriel de dimension finie V
est dite hermitienne, si pour tous vi,v9 € V on a

(v2,v1) = (v1,02)7
Le groupe unitaire associé est le groupe d’isométries de (,), étant défini comme
U(f) =49 € GLk(V) : (gv1, gv2) = (v1,v2), Yvi,v3 € V}
Le groupe de similitudes associé est défini comme

GU(f) =
{9 € GLK(V) : Av(g) € k™ tel que Yy, vy € V, (gu1, gua) = v(g){v1,v2)}.

On peut traiter les groupes précédents simultanement, en incluant aussi des groupes
plus généraux de la fagon suivante : soit D est une algébre de division avec une (anti-
)involution o. Notons que, D — D est telle que les propriétés

()77 = et (a+ )7 =a” + 57 et (af)” = 77

pour tous «, 6 € D. Soit Z le centre de D. On suppose que D soit de dimension finie sur
Z, et que
k={xeZ|z2° =z}

Soit V un D-espace vectoriel de dimension finie, et fixons ¢ = 1. Soit
f=)f:VxV—-D
une forme k-bilinéaire a valeurs dans D sur V' de telle fagcon que

(v2,v1) = (v, v2)?
(auy, Brg) = a(v1,v2) 3

pour tous o, 5 € D et v1,v3 € V.
Une telle forme est dite e-hermitienne sur V. On appelle un tel espace V' (muni de
(,)) un (D, 0,¢c)-espace.
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13.2.3 Groupes d’isométries générals
Soit V; deux (D, o, £)-espaces muni de formes f; = (, ); pour (i = 1,2). Une application
D-linéaire ¢ : Vi — Vs est une isométrie si, pour tous u,v € V7,
<§0U, SOU>2 = <U, U)l

L’applicaton ¢ est une similitude s’il existe v € k* tel que, pour tous u,v € V1,

{pu, pv)2 = v({u,vh
Ecrivons ¢ : V; 2 V5 si ¢ est une isométrie.

DEFINITION 13.2.2
a) Le groupe d'isométries associé a f = (,) sur V =V, =V, est défini comme

U(f)={9 € GLp(V) : Yv1,vs € V,{gv1, gva) = (v1,v2), }.
b) Le groupe de similitudes associé est défini comme

GU(f)={9€ GLp(V):3Fu(g) € k* tel que Yv1,v2 € V, (gu1,gua) = v(g){v1,v2)}.

13.2.4 Orthogonalisation, vecteurs isotropes*

Un D-sous-espace U dans un (D, o, ¢)-espace V posséde un complémentaire orthogo-
nal

Ut ={u eV (W, u)=0YuecU}

Noter que U N U+ = 0 n’est pas assuré en général. Le noyau de tout I'espace V est
noté par V+. La forme est dite non dégénérée si V- = 0. Souvent on va supposer (sans
référence a la forme) que simplement ’espace V' est non dégénéré.

Si Vi, V; sont deux (D, o, ¢)-espaces avec les formes, respectivement, (, )1, (, )2, alors
la somme directe V; @ Va de D-espaces vectoriels est un (D, o, €)-espace muni de la forme

(V1 + v2,v] + vh) = (v1,v])13(va, V)2

On lapppelle la somme orthogonale. En général, deux sous-espaces Vi, Vo d'un (D, o, ¢)-
espace sont orthogonaux si
Vi c Vi,

ou, de facon équivalente, si Vo C VlL.

Si (v,v) = 0 pour v € V, alors v est un vecteur isotrope. Si{(v,v’) = 0 pour tout
v,v" € U pour un sous-espace U de V alors U est un sous-espace (totalement) isotrope.
S’il n’existe pas de vecteur isotrope non nul dans U, alors on dit que U est anisotrope.

PROPOSITION 13.2.3 Soit V' un (D, o,¢c)-espace non-dégénéré avec un sous-espace U.

Alors U est non-dégénéré si et seulement si V.= U @ U™, et si et seulement si U* est
non-dégénéré
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Preuve. On utilise 'application A : V' — Homp (U, D) donnée par v — A, ou
Av(u) = (u,v).

Il découle de la non-dégénéréscance de V que A est surjective. Le noyau est donc U~
Alors, par algébre linéaire on a

dimp U~ + dimperr A(U) = dimp V

Donc, comme la dimension de A(V) est la méme que la dimension de U, par décompte
de dimensions, on a U N UL = 0 si et seulement si U + U est une somme directe (et
donc une somme orthogonale). Puisque U C U++, le fait que U est dégénéré implique
que UNU™ est non nul. Alors U NU++ est non nul puisqu’il contient U NU+ donc U+
est dégénéré. De P'autre coté, U est non-dégénéré implique que U + UL est une somme
directe, donc dimU = dim V — dim U+,

Puisque dim U++ = dim V' — dim U on déduit de la non-dégénéréscance de V, que
UtLt =U, donc U++ + U}, est une somme directe, et U" est non-dégénéré. 1

é;ne D-base ey, ..., e, pour un (D, 0,¢)-espace V est dite orthogonale si (e;, e;) pour
i A
PROPOSITION 13.2.4 Soit V un (D, o,¢)-espace. Supposons que le cas one = —1, D =k,

et o et trivial est exclu. Si le produit (,) n'est pas identiquernent nul, alors il existe v € V
avec (v,v) # 0. Si V est non-dégénéré, alors il posséde une base orthogonale.

Preuve. Supposons que (v,v) = 0 pour tous v € V. Alors

0=(z+y,z+y) = (r,2) + (2,y) + (@, 9)” + (y,y) = (z,y) + &z, y)°

Sie =1 et le produit (,) n’est pas identiquement nul, il existe z,y tels que (z,y) = 1.

Alors on a
0=(z,y) +elz,y)? =1+1,
Contradiction. Supposons que € = —1 et o n’est pas triviale sur D. Alors il existe o € D
tel que a7 # «, et avec w = a —a?, w? = —w. Si (,) n’est pas identiquement nul alors il

existe z,y tels que (z,y) = 1. Alors on a_

0= (wx,y} + €<W$ay>a = w"(:p,y> - <:E,y>"w =

—Ww+ew = —2w,

Contradiction.

Pour construire une base orthogonale, on utilise la récurrence par dimension. Si la
dimension d’un espace non-dégénéré V est 1, alors tout vecteur non nul forme une base
orthogonale. En général, par la discussion précédente, on peut trouver v € V de telle
fagon que (v, v) # 0. Alors Du™ est non-dégénéré et V est une somme directe orthogonale
de Dv et de Dv’, par la proposition précédente. i

Supposons que V est de dimension deux, avec une base ordonnée x,y de telle fagon
que

(z,2) =(y,y) =0et (z,y) =1
Alors V est un plan hyperbolique et x,y est un paire hyperbolique dans V. Un (D, o, ¢)-
espace est hyperbolique, s’il est une somme orthogonale de plans hyperboliques.
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PROPOSITION 13.2.5 Soit V' et W deuz espaces hyperboliques de méme dimension (avec
les méme données (D, o,¢). Alors il existe une isométrie f : V. — W. Ceci dit, la dimen-
ston est un seul invariant d’un espace hyperbolique.

Preuve : Comparer les paires hyperboliques. 1

PROPOSITION 13.2.6 On considére un espace V non-dégénéré avec ¢ = —1,D =k, et
soit o trivial. Alors V' est hyperbolique, ceci dit, V' est une somme orthogonale de plans
hyperboliques.

Preuve. Puisque o est triviale, a8 = Ba pour tous «,( € D, alors D est un corps.
Puisque

(x,z) = —(x,x)
et la caractéristique est différente de 2, tout vecteur est isotrope. Fixons x € V non-nul,
et considérons y € V tels que (z,y) # 0. Alors, quitte a remplacer y par un élément de
D on peut supposer (z,y) = 1, c’est-a-dire, un paire hyperbolique. Alors Dz + Dy et
(Dx + Dy)* sont non-dégénérés, et on fait la récurrence sur la dimension.

PROPOSITION 13.2.7 Soit V est un espace non-dégénéré, et soit —V le méme espace
muni de la forme opposée sur V. Alors la somme orthogonale

W=Vaoe-V
est hyperbolique.

Preuve. Dans le cas d’espaces alternés non-dégénérés (avec D = k,e = 1,0 triviale),
I'espace V' lui-méme est déja hyperbolique, donc —V l'est. De 'autre coté, pour un
espace non-alterné non-dégénéré V', on peut choisir une base orthogonale {e;} (pour les
deux V et —V. Alors on affirme que dans V' @ —V les sous-espaces

H; = De; ® De;
sont des plans hyperboliques, pour tous les indices i. (Ceci donnerait la preuve de la
proposition). Puisque la caractéristique est différente de 2, on peut considérer les vecteurs
1

-1
T = 561' D e,y = (e e) €D —e;

qui sont linéairement independents (puisque 1 # —1). Ils constitutent deux isotropes par
construction. Puis, les constantes sont telles que pour la forme (,) sur V@& —V on a

(Ti,yi) =1. 1

PRroOPOSITION 13.2.8 Soit V un espace non-dégénéré, et soit W un sous-espace. Soit Wy
le noyau de W. Alors il existe un sous-espace non-dégénéré Wi of W tel que Wy + W1 =
West une somme directe. De plus,pour toute base xi,--- ,xz, de Wy, et pour tout tel
Wy il existe une partie {y;} C Wf-, telle que les sous-espaces Dx; + Dy; sont des plans
hyperboliques mutuellement orthogonauz. En particulier,

W +> Dy, =W e Dy

est non-dégénéré et Wo + 3, Dy; est un espace hyperbolique.
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=]

COROLLAIRE 13.2.9 Soit V un espace non-dégénéré. Alors il existe un sous-espace hy-
perbolique H de V' et un sous-espace anisotrope A de V' tel que V' est la somme directe
orthogonale V.= H @ A.

13.2.5 Classification d’espaces orthogonaux et hermitiens.

On rapelle d’abord une classification d’espaces orthogonaux et hermitiens & isométrie
prés ( (voir [Lang|, Ch.XIV, §7 , §11).

On donnera une classification plus fine d’espaces quadratiques et une généralisation
de la loi d’inértie et de la notion de la signature (voir §1 du Chapitre IV de [Se70] et §3
de Partie IT de [KosManl).

13.2.6 Formes symétriques sur les corps ordonnés

THEOREME 13.2.10 (LOI D’INERTIE DE SYLVESTER™*) Soit k un corps ordonné, et E
un k-espace vectoriel muni d’une forme symetrique non-gégénérée. Alors il existe un
entier v > 0 tel que pour toute base orthogonale {vy,--- ,v,} de E, il y a exactement
r éléments (v;,v;) strictement positifs, et exactement n — r éléments (v;,v;) strictement
négatifs.

Preuve. On pose a; = (v;,v;) et b; = (w;, w;) pour toute autre base orthogonale. On rai-
sonne par l'absurde. Si b; = (w;, w;) sont strictement positifs pour exactement s éléments
avec i = 1,2,--- s, il suffit de montrer que

V1, 5 Upy W1, 0, Wn
sont linéairement indépendents, alors r+n —s < n, donc r < s et r = s par symétrie. Si
U =TV + -+ TPV = “Ys4+1Ws41 — *°° — YpWn,

<u7u> = x%<vlvvl> et ‘T72"<v7“7v7"> = y?+1<w8+17w8+1> +oeee y721<wn7wn>7

d’ou la contradiction : on a (u,u) > 0 et (u,u) <0 au méme temps. 1

DEFINITION 13.2.11

a) La signature de g est le couple (ro,r_) = (r,7k(g) — 1) qui défini le nombre o(g) =
r4 —r—. Pour toute forme hyperbolique h, o(h) =0 et o(g® h) = o(g).

b) Une forme positive définie est de signature (ro,r_) = (n,0).

COROLLAIRE 13.2.12 (CRITERE DE SYLVESTER) Soit k un corps ordonné, et E un k-
espace vectoriel muni d’une forme symetrique non-gégénérée g. Alors g est positive définie
si et seulement si tous les mineurs principaux A; sont strictement positifs. 1

James Joseph Sylvester (3 septembre, 1814, Londre - 15 mars, 1897 Oxford)
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13.2.7 Cas des formes hermitiennes

Soit ko un corps ordonné, et soit K = ko(a), ot a® < 0, et on pose a° = —a. On
considére un K-espace vectoriel hermitien £ muni d’une forme hermitienne (z,y) +—
(x,y), donc (y,z) = (z,y)?. On observe que (z,z) € ko pour tout x € E.

THEOREME 13.2.13 (LOI D'INERTIE HERMITIENNE) Soit E un K -espace vectoriel muni
d’une forme hermitienne g. Il existe une base orthogonale de E.

Si g est non-gégénérée, il existe un entier r > 0 tel que pour toute base orthogonale
{v1,-+ v} de E, il y a exactement r éléments (v;,v;) strictement positifs, et exactement
n —r éléments (v;,v;) strictement négatifs.

Preuve. On pose a; = (v;,v;) et b; = (w;,w;) pour toute autre base orthogonale. On
raisonne par ’absurde. 1

La signature de g est le couple (rq,r_) = (r,7k(g) — r) et on pose o(g) = r4y —r_.
Pour toute forme hyperbolique h, o(h) =0 et o(g ® h) = o(g).

Identité de polarisation :

(u+ av,u+ av) = (u,u) — a{u,v)? + alu,v) + aa® (v, v)

(u—av,u —av) = (u,u) + a(u,v)’ — afu,v) + aa’ (v,v)

afu+v,u+v) = alu,u) + a(u,v)? + alu,v) + afv, v)

alu —v,u—v) = a{u,u) — a{u,v)? — alu,v) + av,v), dou

(u,v) = £[<u+av,u+av) —(u—av,u —av) +alu+v,u+v) — afu —v,u —v)]

13.2.8 Formes matricielle d’isométries*®

Groupes O(ry,r_) et U(ry,r_).

13.2.9 Groupes symplectiques en coordonnées*

RAPPEL : Soit V un K-espace vectoriel de dimensionﬁ%z sur un corps K de carac-
téristique différente de deux (par exemple, de caractéristi ). Une forme K-bilinéare

f:VxV-=K

est dite alternée si pour tout uw € V, on a f(u,u) = 0.
(a) Montrer que pour tout corps K de caractéristique différernte de 2 cette condition
est équivalente & l’identité : pour tout u,v € V

f(u7v> - —f(v,u).

(b) On appelle une forme bilinéaire f symplectique si elle est antisymétrique et non-
dégénérée, c’est-a-dire
Vu € V\{0}, 3’ € V, f(u,u') # 0.

Montrer que l'application ¢ : V. — V* ¢(u)(v) = f(u,v) est un isomorphisme de K-
espaces vectoriels.
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(c) On considére le sous-espace W C V engendré par u et u/, et soit
Vi={veV|VYweW,f(v,w) =0}

Montrer qu’il y a une décomposition V=W & V',

(d) En déduire que la dimension de V' sur K est paire.

(f) En déduire qu’il existe une base {e;} de V telle que la matrice Ay = (a; ;) de la
forme f dans cette base est

0 0 0 1 0

0 0 0 1 0
S0 o 0 0 0 1
"Tl-1 0 0 0 0

0 -1 0 0 0 0

(f) Pour toute forme hermitienne positive H sur un espace vectoriel complexe V' on
pose
f(z,w) =Im H(z,w).

Montrer que la forme f est symplectique (sur R).

Déscription matricielle du groupe symplectique G,, = Sp(V), a l'aide des
matrices blocs :
(a) On considére l’ensemble

Sp(V) ={g € GL(V) | Vu,v €V, f(g(u),g(v)) = f(u,v)}.

Montrer que Sp(V') est un groupe dit symplectique (un sous-groupe de GL(V)).
(b) En utilisant une base de I d), montrer qu’il existe un isomorphisme

Sp(V) = Sp,,(K) = {(? Z) € GLa,(K) ‘ a,b,c,d € Mat,(K), ac = ca,’ad — 'cb = In}

Soit A = (a;j) € GL2p(K) une matrice antisymétrique inversible, c’est-a-dire, a; =
0, ‘A = —A, et det(A) # 0. Pour toute base {e; | i = 1,---,2n}, on a alors une
forme symplectique f dont la matrice coincide avec A. Montrer qu’il existe une matrice
inversible C' € GLay,(K), telle que 'CAC = J, € GLy,(K). En déduire que det A =
(det C)~2 est un carré dans le groupe miltiplicatif K*.

(c) Le pffafian. Tout d’abord, soient t;; (1 < i < j < 2n) n(2n— 1) variables indépen-
dantes, et soit K = Q(t) = Q(t;;) le corps des fractions des variables ¢;; (1 <i < j < n)
. On considére la matrice T' = (t;;), ot on pose t;; = 0 pour i =1,2,--- ,2n, et t;; = —t;;
pour 1 < i < j < n. Alors la matrice T est antisymétrique inversible sur K, donc d’aprés
I(b), il existe une matrice inversible C' € G La,(K), telle que 'CTC = J,, € GLan(K),
et le polynome detT = (det C')~2 coincide donc avec le carré dune fraction rationnelle
dans K.
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Montrer qu'il existe un polynéme Pf(T") € Z[t] = Z[t;;] dit le pffafian générique de
T, tel que det(T) = Pf(T)2.
(d) Montrer que si n =1, Pf(T) = t12, et si n = 2,

Pf(T) = t1at3s — t13tas + t1atos.

(voir |[Dieudonné|, [Lang|, [KosManl]).
(e) Pour tout anneau commutatif R et pour toute matrice antisymétrique A €
GLo,(R) on considére 'homomorphisme

@ L] = R, ti; — ay,

et on pose Pf(A) = ¢(Pf(T)). Montrer qu’on a det(A) = Pf(A)2.
(f) Montrer que pour toute matrice C' € Matsy,(R) on a

Pf(!CAC) = det(C)PE(A).

Solution. On déduit tout d’abord une formule générique : soient u;; (1 < i,j < 2n) 4n?
variables algébriquement indépendantes sur Q, et telles que ¢;; et u;; sont 4n?+n(2n—1)
variables algébriquement indépendantes sur Q. On pose U = (u;;) € Mato,(K'), ou
K' = Q(tij,uij) est le corps des fractions des variables t;; (1 < i < j < 2n) et u;;
(1<i,j<2n).

On déduit de I(e) que

Pf(UTU)? = det(U)*Pf(T)* = Pf(IUTU) = + det(U)PE(T)

Ensuite, on substitue U = I, et T = J,, ceci implique immédiatement que le signe
ci-dessus est +.

Enfin, pour tout anneau commutatif R, pour toute matrice antisymétrique A €
G Ly, (R) et pour toute matrice carrée C' € Matg, (R) on considére ’homomorphisme

Y Ltu)l — R, tij = aij, uij — ci,

et on déduit
Pf(tCAC') = det(C)Pf(A).

(g) En déduire que pour toute matrice symplectique G = (Z 2) € Sp,(K) on a

det(G) = 1.

13.3 Théoréme de Witt et 'extension d’isométries

Ici, on donne un résultat traditionnel sur les extensions d’ isométries dans les espaces
non-dégénérés munis de la forme ci-dessus.

Ce résultat implique dans un cas spécial, que tous les sous-groupes paraboliques « de
méme type » dans les groupes d’isométries (et dans les groupes de similitudes) sont
conjugués. On exclut le cas de la caractéristique 2, et on utilise les méme notations que
ci-dessus. Pour un (D, 0, ¢)-espace V muni de forme (,), soit —V note le (D, o, €)-espace
qui est le méme D-espace vectoriel mais muni de forme —(,). Soit Vj désigne le noyau
d’un (D, o, )-espace V.
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THEOREME 13.3.1 (WITT)
Soient U, W deuz sous-espaces d’un espace non-dégénéré V. Toute isométrie ¢ : U —
W admet une extension a une isométrie ® : V. — V. (Ceci dit, la restriction de ® sur U

est ).
Si U, V,W sont espaces tels que UV ZU & W, alors V =W,

Pour simplicité, on va traiter uniquement le cas symetrique (des formes quadratiques
en caractéristique # 2).

13.3.1 Théoréme de Witt, [Se70]

Soient (V,Q) et (V', Q') deux modules quadratiques non-dégénérés; soit U un sous-
espace vectoriel de V', et soit s : U — V'’ un morphisme injectif de U dans V’. On
cherche & prolonger s & un sous-espace plus grand que U, et si possible a V' tout entier.
On commence par le cas ot U est dégénéré :

LEMME 13.3.2 Si U est dégénéré, on peut prolonger s en un morphisme métrique injectif
s1: Uy — V', o Uy contient U comme hyperplan.

Soit x un élément non nul de rad(U). Comme x est isotrope, la propositionmontre
qu’il existe un plan hyperbolique de V' qui le contient ; on peut donc trouver y € V tel que
(x,y) = 1et (y,y) = 0. Puisque y n’est pas orthogonal & z, on a y & U, et le sous-espace
U; = U @ ky contient U comme hyperplan. On construit de méme un élément 3/ € V’

tel que (s(x),y') =1et (y,y') =0. On pose s1(y) =v'. 1
THEOREME 13.3.3 Si (V,Q) et (V', Q') sont deuzx modules quadratiques isomorphes et
non-dégénérés, tout morphisme injectif

s :U—=V'

d’un sous-espace vectoriel U de V peut étre prolongé en un isomorphisme de V sur V',

PREUVE. Puisque V' et V'’ sont isomorphes,on peut supposer V = V', D’autre part, en
appliquant le lemme ci-dessus, on voit que 'on peut se borner au cas ou U est non-
dégénéré. On raisonne par récurrence sur dimU.

Si dimU =1, U est engendré par un élément non isotrope. Si y = s(z), on a (y,y) =
(x,z). On peut choisir e = +1 tel que x + ey ne soit pas isotrope; sinon, en effet, on
aurait

2z, x) + 2(x,y) = 2(x,z) — 2(z,y) =0,

ce qui entrainerait (z,x) = 0. Choisissons un tel ¢ et soit H I'hyperplan orthogonal &
z=x+4ey;onaV =kz®H. Soit o la symétrie par rapport & H, i.e. un automorphisme
de V qui est identique sur H et qui change z en —z. Comme x — gy appartient & H, on a

olx —ey) =z —¢ey, eto(z+ey) =—x— ey,

d’ot o(x) = —ey. L’automorphisme —eo prolonge donc s.
Si dimU > 1, on décompose U sous la forme U16U, avec Uy, Us #0.
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D’aprés 'hypothése de récurrence la restriction s; de s & Up se prolonge en un auto-
morphisme o1 de V'; quitte & remplager s par o, Lo s, on peut donc supposer que s est
identité sur U;. Le morphisme s applique alors Us dans l'orthogonal Vi de Uj ; d’aprés
I’hypothése de récurrence, la restriction de s sur Uy se propolge donc en un automor-
phisme o9 de V; ; I'automorphisme o de V' qui est identité sur U; , et oy sur V; repond
alors a la question. 1

COROLLAIRE 13.3.4 ("LOI DE SIMPLIFICATION") Deuz sous-espaces isomorphes d’un
module quadratique non-dégénéré ont des orthogonauzr isomorphes

On prolonge un isomorphisme entre les deux sous-espaces en un automorphisme du mo-
dule, et on restreint ce dernier aux orthogonaux.
En particulier, si U, V, W sont espaces tels que UV =2U @ W, alors V = W.

COROLLAIRE 13.3.5 (CLASSIFICATION D’ESPACES ORTHOGONAUX) Tout module quadra-
tiqgue L admet une décomposition orthogonale

L=Ly®L,® L,

ot Lg est isotrope, Ly, hyperbolique et L, anisotrope. Pour toutes deux telles décomposi-
tions il existe une isométrie f : L — L, respectant cette décompositions.

En effet, Ly = radL, et L = Lo®L1. Si L, n’est pas anisotrope, on considére dans L; un
espace maximal isotrope U qui existe par le lemme de Zorn. Complétons ce sous-espace
a un espace hyperbolique L; C L; de dimension double, et soit L, = Lﬁ dans L. Alors
L, n’a pas des vecteurs isotropes (par la maximalité de U).

Unicité : pour deux décompositions

L=Ly®L,®Ly=Lo® L}, dL,

il existe une isométrie f : Lo @ Lj, — Lo@® L}, et on la compleéte par le théoreme de Witt.
|

Ce corollaire est une généralisation de la loi d’inertie, reduisant la classification d’es-
paces orthogonaux a celle d’espaces anisotropes.

13.3.2 Groupe de Witt*
(voir [Lang], [KosMan]|, [Mi-Hu]). On considére I’ensemble W (k) des classes d’espaces

orthogonaux anisotropes sur un corps k (& isométrie pres).

On considére 'opération d’addition sur W (k) : pour deux espaces orthogonaux ani-
sotropes Ly et Lo, de classes [L1],[L2] € W (k) on définit [L;] + [Lg] comme la partie
anisotrope de L1® Ly (bien définie par le corollaire .

THEOREME 13.3.6

a) L’ensemble W (k) muni d’addition est un groupe abélien

b) Soit L, Uespace de dimension 1 muni du produit scalaire (x,y) = axy. Alors la
classe [Ly| ne dépend que de la classe de a(k*)?, est les [Lo) engendrent W (k). 1
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13.3.3 Exemples : W(F,), W(R), W(Q)
(voir Ch.4 de [Mi-Hul).

THEOREME 13.3.7 (SANS DEMONSTRATION)
7./]47, i g=1mod4
a) Le groupe W (F,) = /42, . S? 1 e
non-cyclique d’ordre 4, si ¢ =3 mod 4
b) Le groupe W(R) = Z par Uapplication de la signature o(Q) =ry —r_;
c¢) Il existe une suite exacte

0—7Z— W(Q) H%W(FP)HO.
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14 Géométrie projective

14.1 Espace projectif P", variétés algébriques

Soit K un corps et n > 1 un entier. On considére l'espace projectif de dimension n sur
K et on note P’ ou simplement P 'ensemble des classes d’équivalence de (n+ 1)-uplets

(X0>"' 7Xn) eKn+1\(0a"' >O)a

sous la relation (Xg, -+, X,) ~ (AXp, -+ ,AX,) pour tout A € K*. Une classe d’équiva-
lence x est un point de P".

Soit K[X] = K[Xo, -, Xp]. On interprete les éléments de K[X] comme des fonctions
réguliéres de 'espace affine A"*!, et on interpréte les éléments de

(S e Ky
X0’ Xo X

comme des fonctions rationnelles de P™

DEFINITION 14.1.1 Une partie X C P™ est dite une variété algébrique projective si
X=Xp={zxeP"|VFe€P F(zx)=0}

ot P est un idéal premier homogéne de K[Xo, -+ ,Xy], c’est a dire, un idéal premier
engendré par des polyndmes homogénes, par exemple, P = (F'), F' un polyndme homogéne
wrréductible.

14.2 Courbes planes projectives.

Rappelons qu’un point P du plan projectif P2 = P% est donné comme la classe
d’équivalence, notée (X : Y : Z), d’un triplet non-nul (X,Y, Z) € K3\{(0,0,0)}, de telle
fagon que (X,Y, Z2) ~ (X", Y, Z') = (AX,\Y,\Z) (A € K*).

On a l'inclusion

A% —P? (z,y) — (z,y,1),

qui donne tous les points de P? avec Z # 0.
On a les relations suivantes entre les coordonnées affines (x,y) et les coordonnées
projectives (X :Y : Z) :

Y
X =x2Y =yZ, x= -z

s

Y =
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Cartes affines

On a les trois parties suivantes de P? :
A2 A3 A2 CP? telles que AT: X £0, A3:Y #£0, A2: Z £0.

isomorphes a K2, et on a les coordonnées

X Y

AT X =2ZY =yZ, v="Zy=—

Sur A x4, y4, x Zay 7
X A

AZ:X: /YZ: /Y /:7 /:7
Sur fg zr, yr, T Yay Y
Y Z
A Y =2'X,Z=y'X, 2" ==,y =2
sur Ag x ) Y y X X7y X

EXERCICE . Réécrire 'équation de la courbe de Fermat en coordonnées (z/,y') et en
(@",y").

Une courbe algébrique dans P? est donnée par une équation homogene dans les co-
ordonnées projectives : F'(X,Y, Z) = 0, alors l'égalité F(X,Y,Z) = 0 ne dépend pas du
choix des coordonnées projectives : si (X', Y, Z") = (AX,\Y,\Z), alors F(X',Y', Z') =
ME(X,Y,Z) =0, ot d est le degré homogéne du polynéme F.

14.3 Fonctions affines et quadratiques, et quadriques affines

(voir [KosManl, §5, Partie 3, p.221). Soit A un espace affine associé a un k-espace vectoriel
sur un corps commutatif &, (c’est-a-dire, muni d’une action additive A x V. — A de V,
avec A = ag + V). Une fonction @ : A — k de la forme

Qap+z) =q(x) +U(z) + ¢
est dite quadratique, ou ag € A, [ € V*, ¢: V — k une forme quadratique. L’ensemble
X=X ={aec A|Qa) =0},

est dite quadrique affine dans A. Pour un choix de base (e;) de V, on a

n n
Qap + ) = Z a;jrixj + 2 Z biz; + c,

ij=1 i=1
ou aij = aj,-. Soit

b1

Ag = b,

by by c

et on pose A =det Ag, 0 = det A;. Si A # 0, la quadrique @ est dite non-dégénérée.
On point ag est dit central si [(x) = 0. @ est dit central s'il existe un centre de Q.
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Classification des quadriques

Pour amener une quadrique affine & une forme canoniqie dans A = K™ on utilise les
transformations (bijectives) affines

20 A— A)SO(GU + IE) = (10(&0) + ¢(l'),0ﬂ ?l) € GLK(V)

Toute transformation affine donne un nouveau systéme de coordonnées (y1,--- ,yp) as-
socié a origine ¢(ag) et la nouvelle base 1(e1),--- ,¥(ey) :
x1 n
ap + x1e1 + -+ Tpen = (ao) + y1v(er) + - Fypthlen) <= |- | =C |- | + 7,
L, Yn
ot v/ = (vy,-++ ,vp) v1€1 + - + vpen = p(ag) — ag.

La matrice de @ en nouvelles coordonnées devient

bl vl

Ai} : Cw :

Ab = b, = CtAQC’, ou C' = Vn
b0, | 0---0 1

On en déduit la classification des quadriques suivante :
a) Si ¢ est non-dégénérée,

Qag+z) = Z)\x +c,

b) Si g est dégénérée de rang r, et () est central,
Q(ap + x) Z Ai :L‘ +c,
c) Si q est dégénérée de rang r, et @) n’est pas central,

,
Qao + ) = Z Niw? + 21,

i=1
Cas k=R
(Ir,s) $%+"‘+$§_$§+1 ﬁ—a 0<s<r<m
(I;”,s) x%+--~+x§—x§+1—x§ 0, 0<s<r<mn,s>r/2;

1L, 4 224 a2 —2? —1:2:21:7» 1, 0<s<r<n—1,s>r/2.
i 1 s s+1 T +

EXERCICE

a) Montrer qu’il y a exactement 17 cas pour n = 3, 9 cas pour n = 2
b)* Donner une formule générale sur R, sur C et sur F,
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14.4 Coniques

De facon similaire, on considére ’équation homogéne

n n n
Q(Xo, X1, , Xn) = Y i XiXj = Y ai; XiX; +2> ainXiXo+apXg (14.1)

i,j=0 ij=1 i=1
ou ag; = ajp = b; pour i = 1,2,...,n, agy = c. Les coordonnées non-homogénes (affines)
X1, , &, sont reliées aux coordonnées homogénes (projectives)Xo, ..., X, par

Xi=z;Xo (i=12,...,n).
La forme quadratique Q(X) peut étre écrite de fagon commode sous la forme
QX)=X"A0X, X'= (X0, X1,...,Xn),
ot Ag = (a;;) est la matrice des coefficients.
Classification des coniques
Concernant 1’équation
Q(Xo, X1,...,X,) =0 (14.2)

on peut commencer par la diagonalisation de Ag avec une substitution linéaire non—
dégénérée X = CY. La matrice C peut étre trouvée effectivement par la méthode clas-
sique (de Lagrange) de l'extraction successive des carrées.

Classification des coniques

est plus simple dans le cas projectif que dans le cas affine

T
Q(X()aXl, 7X77«):Z)\7«X227 T+1:rkAQ
i=0
Cask=R:
Xo4- -+ X7 = X2 - X2 =0, 0<s<r<mn,s>(r—1)/%

EXERCICE

a) Montrer qu’il y a exactement 8 cas pour n = 3, et 5 cas pour n = 2. C’est a dire,
que certaines quadriques affines non-equivalentes deviennent equivalentes aprés la cloture
projective, c’est-a-dire, aprés le passage aux coordonnées projectives.

b)* Donner une formule générale sur R, sur C et sur F,
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15 Applications projectives et leurs utilisations

15.1 Groupes projectifs et projections

(voir |[KosMan|, Partie III, §8).

Soint L, M deux k-espaces vectoriels, f : L — M une applcation linéaire. Si Ker f =
0, f envoie toute ligne droite de L dans une ligne droite dans M, donc f induit une
application P(f) : P(L) — P(M), dite la projectivisation def. En particulier, si f est
un isomorphisme, P(f) est dit un isomorphisme projectif.

Le groupe projectif, noté PGLy(L) = PGL(n+ 1,k) = GL(n+ 1,k)/Z est formé de
tous les automorphismes projectifs de P(L).

15.1.1 Action du groupe projectif sur les configurations projectives

On appelle configuration projective un systéme des sous-espaces profectifs de P(L).
Deux configurations sont dites congruentes si I'une transforme sur l’autre par une trans-
formation projective.

a) Le groupe projectif PGL(L) agit transitivement sur I’ensemble des sous-espaces
projectifs de dimension donnée.

b) Le groupe projectif PGLy(L) agit transitivement sur I’ensemble des drapeaux de
sous-espaces projectifs de type donné.

c) Le groupe projectif PGLy(L) agit transitivement sur ’ensemble des multiplets
(P1, Py, -+, Pp) des sous-espaces projectifs de dimension donnée dim P; tels que pour
tout ¢ 'intersection de P; avec ’enveloppe projective

(Pla"' 7Pi—17"' 7Pi+17"' 7Pm)
est vide. En effet, si P, = P(L;),
Lin) Lj={0} = > Li=®L;j=L=(aL;)a L.
J

i j J

DEFINITION 15.1.1 Un multiplet {p1,--- ,pn} de points de P(L) est dit en position gé-
nérique si pour tout m < min{N,n + 1} et pour tour toute partie S C {1,--- ,N} de
cardinal m, lenveloppe projective de {p; | i € S} = P(Lg) est de dimension m — 1
(c’est-a-dire, dimy, Ys = m).

d) Tous les systémes de n + 2 points en position générique sont congruents par c).
Pour un tel systéme {p1,--- ,pn42} on peut supposer que

pr=(1:0:--:0),ppo=0:1:---:0),- ,ppr1=(0:0:-+-:1),ppya=(1:1:---:1).

DEFINITION 15.1.2 Le birapport d'un qudruplet {p1, p2, p3,pa} C P! des points distincts
est defini par
[p1, 2, p3,pa] = f(pa)
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ot f est une transformation projective unique de P avec
f(p1) =0, f(p2) =1, f(p3) = oo, donc pour {p1,p2,p3,pa} = {21, 22, 23,24},

r1T — T I1 — T2

frae : , [p1,p2,p3,pa] = : :
T3 —T T3 — T2 X3 — T4 X3 — T2

Ty — 24 X1 — X2

15.1.2 Projections

Soint L, M deux k-espaces vectoriels, f : L — M une application linéaire. Dans le
cas ot Ker f # 0, P(f) n’est défini que sur le complémentaire Uy = P(L)\P(Ker f).

Soit L = L; @ Ly la somme directe de deux sous-espaces > 1. On pose P = P(L),
P, = P(L;). La projection f : L — Lo induit l'application P(f) : P\P, — P», dite la
projection du centre Py sur Ps.

(a) On remarque que dim P} +dim P, =dim P — 1 et P, N Py, = ().

(b) Si a € Py, alors P(f)a = a; si a € P\(P, U P,), alors P(f)a coincide avec
Iintersection de 'unique ligne droite dans P, qui coupe P; et P, et passe par a. En effet,
par toute ligne Ly C L\(Lj U L2), il existe un seul plan contenant Ly qui coupe Ly et Lo
par des lignes droites.

Ceci implique que la restriction de I’application sur sous-espace P’ C P\P; est une
application projective P(g).

15.2 Configurations de Pappus et de Desargues
15.2.1 Théoréme de Pappus, voir [W]
(voir aussi http ://hexamys.free.fr/pappus.htm

THEOREME 15.2.1 Dans un plan, soient A1, By, Ci trois points distincts quelconques
alignés sur une droite quelconque (d) , et soient Ag, Bo, Cy trois autres points distincts
quelconques alignés sur une autre droite quelconque (d') alors les points

A intersection de (BoCy) avec (CyBy)

B intersection de (A2C1) avec (CoA;)

C' intersection de (A3B1) avec (B2Ay) sont alignés.
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G dy
Il s’agit d’'un théoréme de géométrie projective donc les points considérés peuvent
étre propres ou impropres. Dans le cas ou tous les points sont propres, on obtient une

configuration du type ci-contre.

Démonstration a laide des applications projectives

Démonstration du théoréme

On construit les points O intersection de (d) et (d'), D intersection de (A;Bs) et (A2Ch)
et E intersection de (A1Cs) et (C1B3).

On considére la projection centrale p de la droite (A;Bs) sur la droite (d) de centre
A

Ajp a pour image A;

C a pour image B

D a pour image Cy

By a pour image O

On considére la projection centrale ¢ de la droite (d) sur la droite (B2C}) de centre
Co

Aj a pour image F

Bj a pour image A
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C pour image C
O a pour image Bs

Par Papplication projective g o p de la droite (A; Bs) sur la droite (B2C1)
Aj a pour image F

C' a pour image A

D a pour image Cy

B> a pour image Bs

Si on regarde maintenant la projection centrale r de la droite (A;B2) sur la droite
(B2Ch) de centre B

A a pour image F

D a pour image C}

By a pour image Bs

Or, une application projective d’une droite sur une autre est entiérement déterminée
par I'image de trois points distincts. Les transformations g o p et r coincident sur Ay, D
et Bs. Elles sont donc égales et r(C') = A. Les points A, B et C sont donc alignés. 1

15.2.2 Théoréme de Desargues, voir [W]
En géomeétrie projective

THEOREME 15.2.2 Soient ABC et A'B'C’ deuz triangles sans point commun tels que les
droites (AA"), (BB') (CC") sont concourantes alors les points d’intersection des droites
(AB) et (A'B’) (AC) et (A'C") (BC) et (B'C") sont situés sur une méme droite. Dans
le cas ot aucun point d’intersection n’est un point impropre, on obtient la configuration
ci-contre. Le dual de ce théoréme en donne aussi la réciproque : ABC et A'B'C" deux
triangles sans point commun tels que les points d’intersection des droites (AB) et (A'B’)
(AC) et (A'C") (BC) et (B'C") sont situés sur une méme droite alors les droites (AA’),
(BB')(CC'") sont concourantes (en un point propre ou impropre).

En géométrie projective, une démonstration simple consiste & utiliser une application
projective qui transforme les triangles (ABC) et (A’B'C") en (A1B1C4) et (A} B1CY) de
telle sorte que les points d’intersection de (A1 B1) et (A} B]) et de (41C1) et (A} CY) soient
impropres. Les droites (A1 By) et (A} B]) sont alors paralléles ainsi que les droites (41C1)
et (A1C1). On est alors revenu a la configuration précedente qui prouve que (B1Ch) et
(BiC1) sont paralléles et que leur point d’intersection est donc impropre (situé sur la
méme droite que les deux précédents). On en déduit alors la propriété sur les droites de
départ.
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15.3 Théoréme fondamental de la géométrie projective*

(voir [Dieudonné], p.77 ; [Sha87], §10, [KosMan]|, Partie III, §9). On considére les espaces
projectifs P(E), P(E') sur les corps gauches K, K'.

THEOREME 15.3.1 Soit ¢ : P(E) — P(E') une application bijective telle que trois points
en ligne droite dans P(E) soient transformés par ¢ en trois points en ligne droite dans
P(E'). Alors, si n > 3, K et K sont isomorphes et ¢ = P(g) pour une application
semi-linéaire bijective g : E — E'.

15.3.1 Un espace projectif abstrait

On considére un ensemble partiellement ordonné, tel que

1) Tout ensemble d’éléments x, posséde le suprémum y = Uyx, (I'union, ou "lI'enve-
loppe projective"), noté Sup({zqs});

2) Tout ensemble d’éléments x,, posséde le infimum ' = Nyx, (I'intersection) noté
Inf({x}); on note O = Inf(*P) ("le sous-ensemble vide" vu comme un élément de P,

3) Pour tous z,y € B, y < x soit x/y ’ensemble d’éléments z € P tels que y < z < x.
Pour tous x,y € B, et a € x/y, il existe b € x/y, tel que

aUb= Sup(z/y) et anb=Inf(z/y).
4) Finitude des longueurs des chaines :

a1 <ax <--- < ap,a1 # ag,az #az, - ap_1 £ A,

alors on a r < n + 2 pour un n (la dimension de ).

5) Un a € B est dit un point, si b < a,b # a implique b = O = Inf(P). Pour tout
points distincts a et b il existe ¢ # a, ¢ # b, tel que ¢ < a U b,

On peut déduire du théoréme fondamental de la géométrie projective que P = P(F)
pour un espace projectif P(E) sur un corps gauche K, si n < 3, et pour n = 2 on ajoute

L’aziome de Desargues : Soient ABC et A’B’C’ trois te#emgles sans point commun
tels que les droites (AA"), (BB’), (CC") sont incidentes & un méme point alors les points
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Examen final
Groupes classiques, algébre géométrique et applications

A A Pantchichkine

1. Soit
F=Vy CVg, C---CVy, CV

un drapeau de type (di,ds,...,d,) dans l'espace vectoriel V' de di-
mension n sur un corps k.

Pour tout n > 2, k = F, calculer le cardinal de I’ensemble de tous les
drapeau de type (1,2) sur k = F,.

2. On considére le groupe spécial projectif

G = PSL(2,F,) = SL(2,F,)/{+12}.

Trouver le cardinal de G et de tous les sous-groupes distingués de G.

3. Rapellons, q'un multiplet {p1,---,pn} de points de l’espace projectif
P™ sur un corps k est dit en position générique si pour tout m <
min{N,n + 1} et pour tour toute partie S C {1,---, N} de cardinal
m, Penveloppe projective de {p; | i € S} = P(Lg) est de dimension
m — 1 (c’est-a-dire, dimy Lg = m).

Montrer que tous les systemes de n + 2 points en position générique
sont congruents au systéme

pr=1:0:--:0),- ,ppy1=(0:0:---:1),ppra=(1:1:---:1).
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Université Joseph Fourier
Institut Fourier, UFR de Mathématiques
Année universitaire 2010/2011

Licence de 3éme année

Exercices de préparation-1
Groupes classiques, algébre géométrique et
applications (Quelques corrections, indications, réponses)

A.A Pantchichkine, 1 semestre
1. On a
(61 + 262 + 363) A (62 + 263 + 364) + (63 + 264) N (61 + 364)

:61/\62+261/\63+361/\€4+4€2/\63+6€2/\64—362/\63+963/\64
—61/\€3+3€3/\64—2€1/\64
=e1Negt+egNes+eg ANes+ ey Aes+ 6eg Aes+ 12e3 A ey.

2. Comme M est isomorphe a A?, il suffit d’étudier A*(A*). Considérons
les morphismes de A-modules définis par

/\2(A4) ( dével@)ment ) A6
(%;9627 I3, 174) A (3/1, Y2, Y3, y4) — (l’lyz — Z2Y1, T1Y3 — T3Y1, L1Y4 — T4Y1,
ToYs — T3Ya, TaYa — T4Ya, T3Y4 — T4Y3)
et
A6 ( plonﬂn}ents ) /\2<A4)

(217 22,23, %4, R5, ZG) — (17 07 07 0) A (07 21, %2, Z3) + (07 17 07 O) A (07 07 24, Z5)
+(0,0,1,0) A (0,0,0, z5).

Ces deux morphismes sont clairement inverses 'un de 'autre, donc
N\’ (AY) est isomorphe a AS.

3. Dans le cas général, on en déduit que A\*(M) est libre de rang 6, et
qu'une base de A\*(M) est :

e1 Neg, e1 Nesg, ep Ney, ea Nes, ea N\ ey, €3/ éy.





4. Comme M est un module libre de rang 4, de base ey, e, €3, €4, le produit
symétrique S™(M ) est isomorphe au module des polynémes homogénes
de degré n en eq, eq, e3,e4. La Z[X]-algébre S(M) est donc isomorphe
a Palgébre des polynomes en eq, ey, e3,e4 sur A = Z[X], ¢’est-a-dire
Z[X][e1, ea, €3, €4], qui est isomorphe & Z[X1, Xo, X3, Xy, X5] (par ex-
emple en envoyant X; sur e; pour 1 < i < 4, et X5 sur X).
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Université Joseph Fourier

Institut Fourier, UFR de Mathématiques
Année universitaire 2010/2011

Licence de 3éme année

Exercices de préparation-2

Groupes classiques, algébre géométrique et applications
A.A Pantchichkine, 1 semestre

1. Soit
F:Vd1 Cle C...VdmCV

un drapeau de type (di,ds,...,d,,) dans lespace vectoriel V' de di-
mension n sur un corps k.

(a) Pour k =F, calculer le cardinal de I’ensemble de tous les drapeau
de type donné sur k = F,.

(b) Pour k = F, calculer le cardinal de I’ensemble de tous les sous-
groupes paraboliques de type donné sur k = IF,.

(c) Pour k = T, calculer le cardinal du sousgroupes parabolique de
type donné sur k = F,,.

2. Groupes symplectiques en coordonnées. Rappel : Soit V un K-espace
vectoriel de dimension finie sur un corps K de caractéristique différente
de deux (par exemple, de caractéristique 0). Une forme K-bilinéare

fiVxV K

est dite alternée si pour tout u € V, on a f(u,u) = 0.

(a) Montrer que pour tout corps K de caractéristique différernte de 2
cette condition est équivalente a I'identité : pour tout u,v € V

f(u7v) = _f(v7u)'

(b) On appelle une forme bilinéaire f symplectique si elle est anti-
symétrique et non-dégénérée, c’est-a-dire

Vu € V\{0}, 3u' € V, f(u,u') # 0.

Montrer que l'application ¢ : V. — V* o(u)(v) = f(u,v) est un
isomorphisme de K-espaces vectoriels.





(¢) On considere le sous-espace W C V engendré par u et u', et soit
Vi={veV|VYweW,f(v,w)=0}.

Montrer qu’il y a une décomposition V. =W & V.

(d) En déduire que la dimension de V' sur K est paire.

(e) En déduire qu’il existe une base {e;} de V telle que la matrice
Ay = (a;;) de la forme f dans cette base est

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
S0 o 0 0 0 1
"Tl-1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0

(f) Pour toute forme hermitienne positive H sur un espace vectoriel
complexe V' on pose

f(z,w) =Im H(z,w).
Montrer que la forme f est symplectique (sur R).
. Déscription matricielle du groupe symplectique G,, = Sp(V), a l’aide
des matrices blocs :

(a) On considére l’ensemble

Sp(V) ={g € GL(V) | Vu,v €V, f(g(u),g(v)) = f(u,v)}.

Montrer que Sp(V') est un groupe dit symplectique (un sous-groupe de
GL(V)).

(b) En utilisant une base de I d), montrer qu’il existe un isomorphisme

Sp(V) = Sp,,(K) = {(Z Z) € GLan(K) | a,b,c,d € Mat,(K), ac = 'ca,'ad — 'cb = In}

. Soit A = (aij) € GL2,(K) une matrice antisymétrique inversible,
c’est-a-dire, a; = 0, 'A = —A, et det(A) # 0. Pour toute base
{e; | i = 1,---,2n}, on a alors une forme symplectique f dont la

matrice coincide avec A. Montrer qu’il existe une matrice inversible
C € GLoy(K), telle que !CAC = J, € GLy,(K). En déduire que
det A = (det C')~2 est un carré dans le groupe miltiplicatif K*.





5. (a) Le pffafian. Tout d’abord, soient ¢;; (1 < i < j < 2n) n(2n —
1) variables indépendantes, et soit K = Q(t) = Q(¢;;) le corps des
fractions des variables t;; (1 <i<j<mn). On considére la matrice
T = (ti;), o on pose t;; = 0 pour ¢ = 1,2,--- ,2n, et t;; = —t;; pour
1 <i < j <mn. Alors la matrice T est antisymétrique inversible sur
K, donc d’aprés I(b), il existe une matrice inversible C' € G Loy, (K),
telle que ‘CTC = J, € GL2,(K), et le polynome det T = (det C')~2
coincide donc avec le carré d’une fraction rationnelle dans K.
Montrer qu’il existe un polynéme Pf(T") € Z[t] = Z[t;;] dit le pffafian
générique de T, tel que det(T) = Pf(T)2.

(b) Montrer que si n =1, P{(T') = t12, et si n = 2,

Pf(T') = ti1atza — tigtos + t1atos.

(¢) Pour tout anneau commutatif R et pour toute matrice antisymétrique
A € GLay,(R) on considére ’homomorphisme

@ Z[t] — R, tij —> Qg

et on pose Pf(A) = o(Pf(T)). Montrer quon a det(A) = Pf(A4)2.
(d) Montrer que pour toute matrice C' € Mata,(R) on a

Pf(*CAC) = det(C)Pf(A).

Solution. On déduit tout d’abord une formule générique : soient w;;
(1 < i,j < 2n) 4n? variables algébriquement indépendantes sur Q,
et telles que ¢;; et u;; sont 4n? + n(2n — 1) variables algébriquement
indépendantes sur Q. On pose U = (u;;) € Maty,(K'), ou K' =
Q(tij,uij) est le corps des fractions des variables t;; (1 < i < j < 2n)
et Usj (1 S i,j S 277,)

On déduit que
Pf(UTU)? = det(U)*Pf(T)* = Pf(IUTU) = + det(U)Pf(T)
Ensuite, on substitue U = I, et T = J,, ceci implique immédiatement

que le signe ci-dessus est +.

Enfin, pour tout anneau commutatif R, pour toute matrice antisymétrique
A € GLay(R) et pour toute matrice carrée C' € Matsy, (R) on considére
I’lhomomorphisme

Y L[t u] = R, b = agg,uig = cij,





et on déduit
Pf(tCAC’) = det(C)Pf(A).

En déduire que pour toute matrice symplectique G = b €
() que p ymplectiq . d
Sp,,(K) on a det(G) = 1.

. On considere le groupe special linéaire G = SL(n,F5).

(a) Trouver le cardinal de G.

(b) Calculer le groupe dérivé (le commutant) G = [G, G] de G.

(c) Combien y a-t-il de classes d’éléments conjugués du groupe SL(2,F5)?
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d’intersection des droites (AB) et (A'B’), (AC) et (A'C"), (BC) et (B'C") sont incidents

4 une méme droite.

Pour construire le corps gauche K & partir d’'un plan arguésien, on fixe une ligne
droite muni d’un triplet de points distincts pg, p1, p2 et on définit une structure de corps
sur D\ps, avec 0 en po, et 1 en p; comme dans la figure suivante.

On peut montrer aussi qu’un plan projectif satisfait [’axiome de Pappus si et seule-
ment si le corps K est commutatif.

REMARQUE . Tout corps fini est commutatif (voir [Wei74], §1).

e, A

0 g g X g (+p)
&P
€
0 ea e eap ap

Axiomes préalables d’un plan projectif (rappel, voir [W])

Un plan projectif d’incidence (PPI) est un PP qui vérifie les axiomes :

Il existe au moins 2 points.

Chaque droite posséde au moins 3 points.

Pour deux points distincts il existe une et une seule droite qui leur est incidente.

Deux droites distinctes ont un et un seul point commun.

Pour toute droite il existe au moins un point non incident & cette droite.

(Auxquels on ajoute 'axiome « invisible » d’abondance : toute droite et tout point
du PPI possédent respectivement autant de points et de droites qu’il est nécessaire pour
que la configuration étudiée ne soit pas nécessairement dégénérée).
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Un plan projectif arguésien (PPA) est un PPI qui vérifie ’axiome de Desargues :

Soient ABC' et A’B’C’ trois triangles sans point commun tels que les droites (AA’),
(BB'), (CC'") sont incidentes a un méme point alors les points d’intersection des droites
(AB) et (A’'B'), (AC) et (A'C"), (BC) et (B'C") sont incidents & une méme droite.

Un plan projectif de Pappus (PPP) est un PPI qui vérifie 'axiome de Pappus : Dans
un plan , soient A;, By, C} trois points distincts quelconques alignés sur une droite
quelconque (d), et soient Ag, B, Co trois autres points distincts quelconques alignés sur
une autre droite quelconque (d’), alors les points A intersection de (B2Ch) avec (C2By), B
intersection de (A2Ch) avec (C2A41), C intersection de (B2A;) avec (A2Bj) sont aligneés.

16 Courbes planes*

16.1 Points singuliers des courbes projectives

Soit K un corps. Rappelons qu’'une courbe projective plane € sur K est définie par
une équation de type F(X : Y : Z) =0, o0 F(X : Y : Z) € K[X,Y, Z] est une forme
homogene des variables projectives X, Y, Z.

L’équation de la tangente, dans les coordonnées affines, a la forme

fe(P)(@ — a) + f,(P)(y — B) = 0.
Par la construction,
f(z,y) = F(z,y,1), on F(X,Y,Z) =0 I’équation homogene de la courbe.

Ceci implique : f; = Fy, f, = F,, et selon le théoréme connu de Euler (sur les fonctions
homogenes) on a

XFy +YFy, + ZF, =nF ou n est le degré de F
Lorsque P = (« : 8 : 1) se trouve sur la courbe alors
aFY (P) + BFy(P) + Fy(P) = nF,
donc I’équation de la tangente se transforme en
2F%(P)+yFy(P)+ Fy(P)=0<= XF\y +YF, + ZF, = 0.

DEFINITION 16.1.1
(a) Un point singulier sur une courbe projective plane C sur K est toute solution du
systéeme

dans une extension de K.
(b) On dit qu’une courbe projective plane C sur K est lisse si le systéme

F=Fy=F,=F,=0

n’a pas de solutions non—triviales dans toute extension de K.
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EXEMPLE

(a) Soit Q(X,Y, Z) une forme quadratique de matrice Ag, sur un corps K de carac-
téristique Car(K) # 0. Montrer que la conique Q(X,Y, Z) = 0 est non-singuliére si et
seulement si Ag est inversible.

(b) Soit Car(K) # 2,3, et soit € donnée par I’équation homogéne correspondante

Y2Z =X+ aXZ*+bZ% O=(0:1:0).

On vérifie que cette courbe est lisse si et seulement si le polynome cubique x> + az + b
n’a pas de racines multiplies (directement par la définiton des points singuliers comme
des solutions de 'équation F = F§ = Fy{, = F/, = 0 dans le cas général F(X,Y,Z) =
Y24 a1 XYZ +a3Y 2% — X3 — a9 X%Z — ay X 2% — agZ3).

(c) Soit K = o, et soit € une courbe sur K donnée par 1’équation affine

V+y=a+ax+0b, a,beFy

Montrer que cette courbe est toujours lisse (on n’a plus besoin d’exclure ici le cas des
racines multiples).
(d) Soit K = F3, et soit € une courbe sur K donnée par ’équation affine :

V=2 +ax’  +bxr+ec, abcecly

Montrer que cette courbe est lisse si et seulement si le polynéme cubique a droite n’a pas
de racines multiples.

16.2 Equations cubiques

Le probléme de 1’existence d’une solution.

Pour les formes cubiques F(X,Y,Z) en trois variables de coefficients entiers, on ne
connait pas d’algorithme qui décide si ’équation F' = 0 posseéde une solution non-triviale
en nombres entiers en général. Les grandes classes de telles equations ont étés étudiées
de point de vue théorique et numerique ; par exemple Selmer E.S. (1951-1954) a étudié
en detail les équations de type

aX3+bY34+¢2%=0.

Il arrive que méme pour des équations simple comme 3X? 4+ 4Y3 4+ 523 = 0 le principe
de Minkowski-Hasse n’est pas valable : on peut montrer que cette équation n’a pas
de solutions en nombres entiers, quoiqu’il existe des solutions réelles et des solution
primitives modulo tout N > 1.

Addition de points sur une cubique plane

Toute forme cubique non-nulle F'(X,)Y,Z) a coefficients entiers definit une courbe
cubique € dans l'espace projectif P? (sur Q et sur C) :

C={(X:Y:2)| F(X,Y,Z)=0}. (16.1)
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Si € est non-singuliére et si /' = 0 posséde au moins une solution rationnelle, alors on
peut trouver un changement de variables inversible & coefficients rationnels qui réduit F'
a la forme normale de Weierstrass

Y2Z - X3 —aXZ?-0Z3  (a,beQ). (16.2)

On peut aussi supposer que la solution rationnelle de depart devient la solution évidente
(0 :1:0) de 'équation ainsi obtenue ([16.2). La condition de non-singularité de
est équivalente & la non-annulation du discriminant 4a3 4+ 27b%. Une courbe cubique
plane non-singuliére est dite elliptique, si elle posséde un point rationnel. En utilisant les
coordonnées affines x = X/Z,y = Y/Z on réduit F = 0 a la forme suivante :

y? =23 +azx +0b, (16.3)

ou le polynoéme cubique dans la partie droite n’a pas de racines multiples. Sous cette
forme affine, la solution rationnelle ci-dessus devient le point & Uinfini O. Il existe une
jolie description gométrique de la loi de composition sur ’ensemble des points rationnels
de € qui devient un groupe abélien avec le point & I'infini O comme élément neutre. Cette
loi est donnée par la "méthode de sécantes et tangentes" de Poincaré. Notamment, pour
une paire de points P, Q@ € C(Q), on construit d’abord une droite passant par P, Q. Une
telle droite coupe aussi € en un troisiéme point bien défini P’. Ensuite, on construit de
nouveau une droite passant par P’ et O. Enfin, son troiséme point d’ intersection avec
C est dit la somme P + @Q. Si P = @, la premiére droite & construire doit bien-sir étre
tangente a C en P.

P 2P
|
I
P
P+Q
Un calcul simple en coordonnées affines P = (z1,91), @ = (x2,y2) montre que
P+Q - (x3ay3) ou
_ 2
B3 = —21 — Ta + (?ﬂw)
r1 — T2
Y1 — Y2
== — — 1. 16.4
L —— (21 —23) — W1 (16.4)

Dans le cas limite P = @ on remarque que 23,y = 322 + a, et on obtient

2
322 +a 322 +a
1) , Y3 = 17(301 —x3) — Y1. (16.5)

T3 = —2x1 + ( 2 2
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Sixzy =xy et yp = —yo alors P+ @ = O, est le point & U'infini, qui est élément neutre
pour la loi du groupe.

Cette méthode nous permet de construir de nouveaux points rationnels & partir des
points connus. De tels points forment un sous-groupe engendré par des points de départ,
par exemple, mP, m € Z, juste & partir du seul point P.

Pour les courbes cubiques singuliéres cette construction ne marche pas. Par exemple,
on consideére la courbe

C: y? =2+ a3, (16.6)

Fig. 8

qui est représentée par Fig. 8. Toute droite passant par (0,0) n’a qu’un seul autre point
d’intersection avec C : sur y = tz il est donné par I’équation 22(t> —x — 1) = 0. A part de
la solution triviale z = 0, on obtient x =t — 1 et y = #(t* — 1) donc nous avons trouvé
tous les points sur € a l'aide d’une parametrisation rationnelle. Dans le cas non-singulier
il n’existe pas de telle parametrisation.

Une courbe admettant une parametrisation rationnelle est dite une courbe rationnelle.
Rapellons qu’un autre exemple d’une courbe rationnelle est donné par une conique plane
et sa projection stéréographique.

La structure de groupe des points rationnels sur une cubique plane

Une propriété trés remarquable de la "méthode de sécantes et tangentes" de Poincaré
est que cette méthode nous permet de construire tous les points rationnels & partir d’'un
nombre fini de points rationnels. Du point de vue de la théorie des groupes, cela signifie,
que le résultat suivant a lieu :

THEOREME 16.2.1 (MORDELL, 1922) Le groupe abélien C(Q) est de génération finie.
On obtient alors & partir du théoréme de structure des groupes abéliens que
C(Q)=AXZ"

ol A est le sous-groupe fini formé par les points de torsion, et Z" est le produit de r
copies du groupe cyclique infini. Le nombre r est dit le rang de € sur Q. Il est connu que
le groupe de torsion A peut étre déterminée explicitement. Par exemple, Nagell et Lutz

120


panchish
Comment on Text


(Lutz E. (1937)) ont démontré que les points de torsion d’une courbe y? = 23 + az + b
avec a et b des nombres entiers, ont les coordonnées entiers x,y. De plus, 'ordonnée y
d’un point de torsion est soit nulle, soit divise le nombre entier D = —4a> — 27b%.

B.Mazur a démontré en 1976 que le sous-groupe de torsion A sur QQ est isomorphe a
I'un des quinze groupes suivants :

Z/mZ (m < 10,m = 12), Z/27Z x Z/2nZ (n < 4), (16.7)

et toutes ces possibilités se réalisent.

Une question ouverte importante est si r peut étre infiniment grand. En 1982 J.-L.
Mestre a construit des exemples de courbes de rang au moins 14. Il a donné aussi un
exemple relativement simple d'une courbe de rang > 9 : y? + 9767y = 2% + 357622 +

425x — 2412.
En 2000 Martin — Mcmillen ont trouvé une courbe elliptique de rang > 24 :

y? +ay+y = 23 — 120039822036992245303534619191166796374x
+504224992484910670010801799168082726759443756222911415116

voir http ://www.math.hr/ duje/tors/rankhist.html pour d’autres exemples).
p J p p

Ezemples.

1. Soit € donnée par ’équation
v +y=a®—z.

dont les solutions en nombre entiers donnent la liste des cas ol le produit de deux
entiers consecutifs est égal au produit de trois entiers consecutifs. Alors le groupe
A est trivial et C(Q) est cyclique de générateur P = (0,0).

4
y 28
25 1
-3 11T\ X
2
13 ¥ 27 18
29 3,
5‘ 8
2%
3 1115
25 -
19 . 14
-
30
N
Fig. 9

2. Les points mP (numérotés par m) sont montrés dans le Fig. 9.

3. Soit € donnée par I’équation
V+y=a—Tr+6.
Alors C(Q) = Z3, et les points (1,0), (@ (0,2) forment une base de ce groupe.
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4. Considérons la courbe 32 = 23 4 px, p = 877. Un générateur modulo torsion du
groupe des points rationnels de cette courbe a ’abscisse x
~375494528127162193105504069942092792346201
~ 6215987776871505425463220780697238044100

Cet exemple montre que les méthodes naives de recherche des points rationnels
deviennent rapidement inefficaces.

Congruences cubiques modulo un nombre premier p

Soit p un nombre premier et soit F'(Xp, X1, X2) une forme cubique & coefficients
entiers. La réduction de F' modulo p, donne une forme cubique sur le corps fini F,,.
Cette reduction est dit non-singulére si elle n’a pas de zéros communs avec ces dérivées
partielles dans toute extension de IF,,. On peut montrer que la plupart des résultats de la
géométrie algébrique complexe restent valables sur les corps de caractéristique positive.
Cependant, les formes normales d’une courbe elliptique sont 1égérement plus compliquées.
En utilisant un changement de variables inversibles des coordonneés projectives, on peut
toujours réduire I’'équation F' = 0 en coordonnées affines pour p # 2,3 a la forme de 'un
des types suivantes (Koblitz N. (1987)) :

y? =2 +ax +b (4a® +270% #0), a,b € F,. (16.8)

(on exclut le cas des racines multiples).

La courbe projective ainsi défini posséde toujours le point O = (0 : 1 : 0), rationnel sur
[F,, (rappelons que '’ensemble C(IF,) des points rationnels sur [, d’une courbe projective
C : F(X,Y,Z) =0 est le sous-ensemble de ]P’]%p des points

{(X:v:2)eP} | F(X,Y,2) =0}

Combien de points sur I, c’est-a-dire, combien de solutions projectives de la congruence
F =0mod p, peut-on avoir ? Bien evidemment, le nombre total est au plus 2p + 1 (on
compt O), puisque sous la forme affine tout point fini 2 donne au plus deux valeurs de
y. D’un autre coté, seulement une moitié des classes résiduelles sont des carrés (pour p
impair). Donc on peut espérer que x> + az + b est un carré pour environ la moitié des 2.

Plus précisemment, soit x(z) = (%) le symbole de Legendre. Alors, on a par défini-
tion, que le nombre de solutions de y> = u dans F p est 1+ x(u). Ceci implique,

Card €(Fp) =1+ Y (14 x(2” + ax + b))

z€lF,

3
+b

z€eF,

N. Koblitz (1987) compare la derniére somme avec un résultat sur les marches aléatoires
sur une droite. Aprés p marches on peut espérer étre a une distance d’environ ,/p de
zéro. En fait, on peut démontrer le théoréme remarquable suivant :
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THEOREME 16.2.2 (H.HASSE (1937)) Soit N, = Card C(F,). Alors

[Np — (p+ 1] <2vp.

Une preuve élémentaire a été donné par Yu.I.Manin (1956).

REMARQUE Les courbes elliptiques sur les corps finis trouvent beaucoup d’applications.
En particulier, les cas ol un tel groupe est cyclique de grande taille aménent aux cryp-
tosystémes ECDLP ("Elliptic curve discrete logarithm problem").

EXERCICES

16.1

16.2

16.3

16.4

On considére la courbe affine sur Q donnée par I’équation
C:22% +3y% =5.

(a) Montrer qu’il existe un point rationnel (xo,yo) € C(Q).
(b) Soit t € Q. Trouver tous les points d’intersection de la droite

Y — Yo = t(z — o)
avec la courbe C(Q).
(c) En déduire une parametrisation rationnelle de la courbe C.
(d) Trouver tous les points rationnels de la courbe projective, donnée par ’équation ho-
mogeéne 2X?2 +3Y2 — 572 = 0.
On considére la courbe affine sur F49, donnée par ’équation

C:2x? + 3y* = 5.

(a) Montrer qu’il existe un point rationnel (xo,yo) € C(Fa9).
(b) Soit t € Fyg. Trouver tous les points d’intersection de la droite

Y —yo = t(x — x0)

avec la courbe C(Fyg).

(c¢) En déduire une parametrisation rationnelle sur Fy9 de la courbe C.

(d) Trouver tous les points rationnels sur Fy9 de la courbe projective donnée par I’équation
homogeéne 2X? +3Y2 — 522 = 0.

On considére la courbe cubique plane & C P? sur Q, donnée sous la forme affine suivante
y? =x(z +9)(z — 16).

(a) Trouver ’equation de & en coordonnées projectives.

(b) Moutrer que la courbe €& est lisse.
(c) Montrer que l’ensemble

G = {(OO, OO), (Oa 0)7 (07 79)7 (07 16)3 (747 20)7 (747 720)7 (367 180)7 (367 *180)} C Pz

est un sous-groupe de £(Q).

(d) Le groupe G est-il cyclique ?

On considére une courbe cubique plane F C P? sur F4, donnée sous la forme affine suivante
v +y=a+x+1.

(a) Montrer que la courbe JF est lisse.

(b) Trouver l'ordre du groupe H = F(Fy).

(c) Le groupe H est-il cyclique ?
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Sixiéme partie

Annexes

A Exercices

A.1 Examen du mardi 15 mai 2007, 9h—12h, AMPHI A

Le sujet est constitué de trois exercices et d’un probléme tous indépendants.

Exercice 1.

1. Trouver le nombre des polyndémes unitaires irréductibles de degré 5 sur [Fs.

2. Trouver le produit de tous les polyndmes unitaires irréductibles de degré 5 sur Fs.

Exercice II.
Montrer que les extensions de corps Q(v/2,v/3) et Q(v/2 + v/3) sont égales.
Exercice III.

Dans PZ de coordonnées homogénes [X : Y : Z] on identifie le plan C? de coordonnées
x,y & la carte Z # 0.

Soient C; = {y?> —x = 0}, Cy = {zy — 1 = 0}, et O, Cs les courbes projectives
correspondantes.

1. Ecrire les équations homogénes qui définissent C, et Cy et déterminer C; N Co.

2. Soit p=[0:0:1] et D ={Z = 0} la droite a l'infini. On considére I’application
fila:b:01€D —[fi:f2:f3]eCy

qui & tout point ¢ € D associe le point d’intersection de C; avec la droite passant
par p et q.
Expliciter f1, fo et fs et montrer que f est bijective.

3. Existe-t-il un automorphisme g de P2 tel que g(C1) = D7 (Si oui expliciter g, si
non donner un court argument).

4. Existe-t-il un automorphisme g de P% tel que g(C1) = C2? (Si oui expliciter g, si
non donner un court argument).

Probléme.

Soit k un corps commutatif. Le but de ce probléme est de montrer la simplicité de
PSL,,(k) pour n > 3 par une méthode due a Iwasawa.
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(A) Résultats préliminaires sur les commutateurs

Pour tout groupe G, on note ici D(G) le groupe des commutateurs de G, c’est-a-dire
le sous-groupe de G engendré par les éléments de la forme aba~'b~! pour a,b € G. Un
éléement u € SL, (k), est dit une transvection, si (u — I)? = 0 et si 'image Im(u — I) de
Iendomorphisme de k™ associé & u — I est une droite (z) , dite droite de transvection.
Le noyau Ker (v — I) de 'endomorphisme u — I est un hyperplan V,, de k™ (base de la
transvection). L’objectif de cette partie est de montrer que D(SL,(k)) = SL, (k) sin > 3.

1.

On admettra que les transvections engendrent le groupe SL,, (k). Trouver la forme
normale d’une transvection et montrer que les transvections sont toutes conjuguées
entre elles pour n > 3. En déduire qu’il suffit de montrer qu’il existe un commuta-
teur aba~'b~! qui est une transvection.

. Si k n’est pas de caractéristique 2, soit u une transvection. Montrer que u et u? sont

deux transvections conjuguées dans SL,, (k). En déduire que u est un commutateur.

. Si k est de caractéristique 2, considérer les matrices

101 101 010
u=|0 1 1],t=]0 1 of,s=[1 0 0
00 1 00 1 00 1

et montrer que u est une transvection et un commutateur.

(B) La méthode d’Iwasawa

Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. On suppose que ’action de G sur X
est doublement transitive : si (x1,z2) et (y1,y2) sont deux couples de points distincts
(x1 # x9 et y1 # y2) de X, alors il existe un G € G tel que y; = gz et y2 = gxa.

Fixons un gy € X et notons H le stabilisateur de zg dans G.

O W&

Montrer que H agit transitivement sur X \ {xo}.

Montrer que g — gzg induit une bijection de G/H sur X.
Montrer que pour tout g € G\ H,on a G = HU HgH.

Montrer que H est maximal parmis les sous-groupes propres de G.

Soit N un sous-groupe distingué de G. Posons
NH ={nhe Gine N,he H}.

Montrer que N H est un sous-groupe de GG. Déduire de la question précédente que
N opeére transitivement ou trivialement sur X.

. On suppose que I'on a une famille (7 ),cx de sous-groupes abéliens de G, tels que

Ty = gT. w91 et tels que les T, engendrent G. Soit N un sous-groupe distingué de

G qui n’opére pas trivialement sur X. Montrer que I’'on a G = NT,.

Sous les hypothéses de la question précédente, montrer que N contient le groupe
des commutateurs de G.
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(C) Conclusion

Montrer que le groupe projectif spécial PSL,, (k) est simple si n > 3, on PSL, (k) =
SLy(k)/Hy, Hp = k*I, N SLy, (k) est le sous-groupe des homothéties.

On pourra appliquer les résultats de la partie précédente (en particulier les questions
6 et 7) avec G = PSL,(k), X = P"1(k) (identifi¢ & ’ensemble des droites vectorielles
de k™).

Pour définir T, pour tout x € X, on note eg,...,e,_1 la base canonique de k"
et on définit d’abord T}, comme le groupe formé des transformations, représentées en
coordonnées projectives par des matrices

1 A A 0 Apg
o1 o0 --- 0
o --- 0 1 0
0o --- 0 0 1
dans la base eg,...,e,—1 (avec A\q,...,\p—1 € k), puis on en déduit les autres T, par

conjugaison : si 'action de g € G envoie keg (vu comme un élément de X) sur z, on pose
Ty = gTke, g~!. (On montrera que le T} ainsi défini ne dépend pas du choix de g et que
T, est un sous-groupe commutatif de G).

A.2 Corrigé de ’examen du mardi 15 mai 2007

Exercice 1.

1. On a vu dans le cours la formule générale donnant le nombre de polynoémes irré-
ductibles unitaires de degré n sur Iy :

3 pln/d)g".

dn

Ici cette formule donne %(N(E)).S + u(1).3%) = @ = 48.
2. On sait que

x¥-x= [ Ppx) [[ PX).

irréd deg 1 irréd deg 5

Ainsi le produit des polynémes irréductibles sur [F3 de degré 5 est égal a

X% X
X(X-D(X+1)

Exercice II.

Rédigé par Stéphane Lamy et Lionel Fourquaux
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D’une part v/2 + /3 € Q(v/2,V/3) ainsi clairement Q(v/2 + v/3) € Q(v/2,V3). Pour
avoir égalité il suffit de montrer 1’égalité des dimensions comme espace vectoriel sur
Q. Q(v2,/3) étant clairement de dimension 4, il s’agit de démontrer que le polynome
minimal de v/2 + v/3 est de degré 4. On calcule (vV2+1v/3)2 =5+2V6 et (V2 +V3)* =
49420+/6. On voit donc que le polynéme X4 —10X2+1 annule v/24 /3, reste a voir que
ce polyndme est irréductible (sur Z, ce qui implique U'irréductibilité sur Q). Il n’admet
pas de racines dans Z (les seuls candidats sont +1 & cause du coefficient constant), donc
ne peut admettre qu’une décomposition sur Z de la forme

X' —10X%4+1=(X?+aX +b) (X2 +cX +d)

avec bd = 1 et a + ¢ = 0. En identifiant les termes en X? on trouve 10 = a? — 2b, or
10 + 2b n’est pas un carré pour b = =£1, ce qui exclut une telle décomposition.

Exercice III.

1. C1 ={Y? - XZ =0} et C2 = {XY — Z? = 0}. On cherche les points [X : YV : Z]
dans l'intersection C1 N Cy. Si Z # 0 on peut supposer Z = 1 et on trouve les trois
points [1: 1 :1],[j : 42 : 1] et [j2:7:1] ouj = e¥/3 Si Z = 0 on trouve le
quatrieme point d’intersection [1: 0 : 0].

2. Soit ¢ = [a : b: 0] un point de D, I’équation aY —bX = 0 est celle de la droite pas-

aYy —bX = 0

Y2-XZ =0

Cherchons d’abord les solutions avec Z = 0 : il n’existe une telle solution que si

b =0, et dans ce cas [1: 0 : 0] est solution. On peut maintenant supposer b # 0 et

chercher des solutions avec Z = 1. On obtient

sant par p=[0:0: 1] et ¢, on doit donc résoudre le systéme

a¥ —bX = 0 - B B
{ YZI_x — 0 = aY —bY*=0=Y =0o0uYY =a/b.
Y = 0 correspond au point p = [0 : 0 : 1] évidemment solution, et Y = a/b

correspond au point cherché, ainsi

2
[Z—Q:%:l]:[aQ:ab:bQ]

et cette derniére expression inclut aussi le cas b = 0. f est bijective : on vérifie que
f~1 est définie par

fila:b:0]—

1w v 5 (X :Y:0]si[X:Y:Z]#[0:0:1]

f .[X.Y.Z]ECI'_){ [0:1:0] sinon.

3. Les automorphismes de IP(% sont donnés par trois polynémes homogénes de degré
1, en particulier l’ilzlage réciproque d’une droite est une droite et donc on ne peut
pas avoir g(Cy) = D

4. Considérons g : [X : Y : Z] — [X : —Z : Y], on vérifie immédiatement que la
préimage de C5 par 'automorphisme g est bien Cf.
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Probléme.

(A) Résultats préliminaires sur les commutateurs

1. La forme normale d’une transvection est

1 1 0 0
0 1 0 0
o -~ 0 1 0
o -~ 0 0 1

Les transvections sont toutes conjuguées entre elles pour n > 3, ainsi si une trans-
vection s’écrit comme un commutateur alors en conjuguant on obtient que toute
transvection appartient au groupe dérivé, et comme les transvections engendrent

SL, (k) on obtient D(SL,,(k)) = SL,,(k).

2. On se place dans une base ot u et u? s’écrivent

1 a 0 1 2a 0
0 1 0 ) 0 1 0
u = u =
0 0 0 0
0 --- 0 1 0 --- 0 1
2 0 0
0 1/2 0
On vérifie que u? = dud=! ot d = é 0 et donc u = dud~'u~! est un
0o --- 0 1

commutateur.

= 0 D’autre part

oS O O
O =

0
3. On vérifie que u est une transvection en calculant | 0
0

on remarque que t et s sont des involutions et on calcule

2

tst1s7t = (ts)? =

O = O
O O =
—_ o
Il
IS

(B) La méthode d’Iwasawa

1. Soient z,y € X \ {zo}. On choisit deux points auxiliaires z; et zo distincts de x,y
et xg. Il existe g; tel que g1.x = 21, g1.x9 = 22, et il existe go tel que g2.21 = v,
g2.22 = zo. La composée gog; est un élément de H (car fixant xp) qui envoie z sur
Y.

2. L’application g € G — gz € X est surjective par hypothése de transitivité, et
donc induit une bijection G/ ~+— X ou ~ est la relation d’équivalence : g; ~ go si
g1To = gao. Mais g120 = gowo = g7 ‘g2 € H = g1 H = goH. Ainsi G/ ~= G/H,
et on a une bijection de G/H sur X.
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3. Soit f € G, on veut montrer f € H U HgH. Supposons f ¢ H, par la question
(1) il existe h € H tel que f.xg = hg.zo. Ainsi g~ h™1 f fixe zg et est donc égal a
I € H, finalement f = hgh’ € HgH ce qu’on voulait.

4. Si K est un sous-groupe de G contenant strictement H, soit g € K \ H. Alors K
contient H et HgH, et par la question précédente K = G.

5. Soit nh et n'h/ deux éléments de NH. On a
nhn'h' = n(hn'h"Y)hh' € NH
car hn'h~! € N, de méme
(nh)™' =nh 'n"'hh™! € NH.

Ainsi NH est un sous-groupe de G.

Supposons que N n’agisse pas trivialement sur X. Il existe n € N et xg € X tel
que n.ro # ro. En définissant H comme précédemment, on en déduit que N H est
un sous-groupe de G qui contient strictement H, par la question (4) ceci implique
N = G et donc N agit transitivement sur X.

6. Soit y € X, par la question précédente N agit transitivement sur X, il existe donc
n € N tel que n.y = z. On adonc T, = nTyn~'. Sit' € Ty, onat =ntn ! =
n(tn= 1=t avec t € Ty, ainsi T, C NT,. Finalement comme les T, engendrent G,
on a bien G = NT,.

7. Soient g1, g2 € G, par la question précédente on peut les écrire g1 = nit1, go = nato
avec n; € N,t; € T,.. On a

91929{1951 = nltlnztztflnflt§1n§1

ny(tinaty V) (trtaty Vny ey tny !
= ny(tinaty ) (tany 5 ng !
e N

(C) Conclusion

Vérifions que PSL, (k) agit doublement transitivement sur P*~!(k). Si (21, 22), (y1, y2)
sont deux couples de points distincts dans P"~1(k), ils correspondent & deux couples de
points non-colinéaires sur k™ \ {0}, et peuvent donc chacun étre complété en une base de
k™. Reste & choisir un élément de GL(n, k) qui envoie la premiére base sur la deuxiéme
(ce qui revient a se donner les deux premiéres colonnes de la matrice).

On déduit de la partie (B) que si N est un sous-groupe distingué non trivial de
PSL,,(k), alors N contient le groupe dérivé D(PSL,, (k) (en effet N agit non trivialement
sur P"~1(k), car tout élément non trivial de PSL,, (k) agit non trivialement).

Enfin, la partie (A) permet d’affirmer que N = PSL,, (k).
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A.3 Controéle continu du mardi 13 mars 2007
Exercice 1 — Soit M un module libre de rang 4 sur 'anneau A = Z[X], et soit
e1, €2, €3, e4 une base de M.

1. Calculer le produit extérieur
(e1 + 2e3 + 3e3) A (e2 + 2e3 + 3eq) + (e3 + 2e4) A (e1 + 3eq).

2. Montrer que le module A%(M) est libre et en déterminer une base.

3. Calculer ’algébre symétrique de M. Montrer que S(M) est isomorphe &
Z[Xb X27 X37 X4a X5]
4. Calculer I'algébre extérieure A(M) de M.

Exercice 2 - Soient n un entier naturel et P le polyndme
PX)=X(X+1)---(X+n-1)-—1

Supposons qu’il existe A, B non constants dans Z[X] tels que P = AB.
1. Montrer en évaluant P en des valeurs bien choisies que’on a A+ B — 0.
2. En déduire que P est irréductible sur Z[X].

3. Montrer que P est irréductible dans Q[X] (on attend une justification en deux
lignes maximum).

4. En s’inspirant de ce qui précéde, montrer que P + 2 est irréductible dans Q[X] si
n # 4 [on montrera d’abord que, dans le cas contraire, P 4 2 serait un carré|.

5. Factoriser P 4 2 dans Q[X] en facteurs irréductibles si n = 4.

Exercice 3 — Onsuppose z+y+2 =1, 22 + y?> 4+ 22 = 2 et 22 + 9% + 2% = 3. Calculer
zt + y4 + 24,

Exercice 4 — (a) Exprimer le polynome

P = <$1 +29—x3— 1’4)(1’1 —ZTo+I3— $4)(1‘1 —To— I3 +$4)($1 +xo+x3 +$4) +I1T2x324

a I'aide des polyndémes symétriques élémentaires s;.

(b) Montrer que le polynome f(X) = X* +4X3 + 6X? 4 8X + 2 posséde 4 racines
complexes distinctes aq, ag, as, ay .

(c) Trouver la valeur P(aq, ag, as, ay).

Exercice 5 — Décomposer en élements simples la fraction rationnelle sur Q :

X -7
XTHX3-3X2-X+2

Exercice 6 - Soient k£ un corps et n € N*.
Si 0 € 6, est une permutation de {1,...,n}, on définit une action de &,, sur
k[X1,...,X,] par
P7(X1,...,Xn) = P(Xo1)s - Xon))-
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1. Montrer que 'application P — P? se prolonge en un automorphisme de la k-algébre
kE(Xy,...,X,), et que I'on définit ainsi une action de &,, sur k(Xq,...,X,).

Notons k(X7y,...,X,)"™ Pensemble des fractions rationnelles symétriques, c¢’est-a-
dire des élements de k(X1, ..., X)) fixes sous l'action de G,,.

Le but de cet exercice est de prouver que toute fraction rationnelle symétrique s’écrit
comme quotient de deux polyndémes symétriques.

Soit P/Q € k(X1,...,Xn)®™ (avec P,Q € k[Xy,..., X,)]).

2. Pour ¢ € G,,, montrer que si P7 = P alors Q° = Q.

3. Montrer que 'on peut supposer que P et () sont premiers entre eux.

4. Supposons que @) n’est pas symétrique. Montrer qu’il existe une transposition 7 =
(,7) qui ne fixe pas Q.
5. Montrer que X; — X; divise P™ — P et Q" — Q.

6. Montrer (Q™ — Q)P = (P™ — P)Q. En déduire qu’il existe une constante A € k*
telle que P = A(P™ — P) et AM(Q™ — Q).

7. Conclure.

A.4 Corrigé du partiel du mardi 13 mars 2007*
Exercice 1

On a

(e1 4+ 2ea+3e3) A (e2 + 2e3 + 3es) + (e3 + 2e4) A (e1 + 3ea)
=e1 Nexy+2e1 ANeg+3e1 Aeg+4es Neg+ 6eg Aeyg —3ea Aes +9e3 Aey
—ejNeg+3e3Neg—2e; Ney
=ejNes+ejANes+ep ANeg+ex Aeg+ 6ea Aeg+ 12e3 A ey.

Comme M est isomorphe & A%, il suffit d’étudier /\2(A4). Considérons les morphismes
de A-modules définis par

/\2 (A4) (« dével%ment ) A6
(w1, w2, 73, 74) A (Y1, Y2, Y3, Y4) — (x1y2 — Tay1, T1Y3 — T3Y1, T1Y4 — TaY1,
ToY3 — T3Y2, TaYs — TaY2, T3Y4 — T4Y3)
et
6 (« plongements » ) 2, 14
A — A°(A%)
(21, 22, 23, 24, 25, 26) — (1,0,0,0) A (0, 21, 22, 23) + (0,1,0,0) A (0,0, 24, 25)

+(07 07 17 O) A (07 Oa 05 26)'

Ces deux morphismes sont clairement inverses I'un de 1’autre, donc /\2(A4) est isomorphe
a AS.

L. Fourquaux
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Dans le cas général, on en deduit que A*(M) est libre de rang 6, et qu'une base de
A2(M) est
e1 Nea, e1 Nes, e1 \eq, ea \es, ea N\ ey, €3/ ey.

Comme M est un module libre de rang 4, de base e1, e2, €3, €4, le produit symétrique
S™(M) est isomorphe au module des polynomes homogenes de degré n en ej, ea, e3, 4.
La Z[X]-algebre S(M) est donc isomorphe a 'algébre des polynomes en ej, g, €3, €4 sur
A = Z[X], c’est-a-dire Z[X][e1, €2, €3, 4], qui est isomorphe & Z[ X1, X2, X3, X4, X5] (par
exemple en envoyant X; sur e; pour 1 < i < 4, et X5 sur X).

Exercice 2

Notons que pour tout x € {—(n—1),...,—1,0}, on a P(x) = —1, donc A(z)B(z) =
—1. D’autre part, A et B sont a coefficients entiers, donc A(z) € Z et B(x) € Z. Comme
les seuls diviseurs entiers de —1 sont —1 et 1, on trouve :

(A($)7 B(x)) S {(_17 1)7 (17 _1)}7

donc A(x) 4+ B(z) = 0.

Le polynéme A+ B a donc au moins n racines. Or P = AB est de degré n, et A et B
sont non constants, donc A + B est de degré strictement inférieur a n. Donc A+ B = 0.

On a donc P = —A?, donc en particulier le coefficient du monéme de plus haut degré
de P est strictement négatif, ce qui contredit la définition de P.

Donc de tels polynémes A et B n’existent pas, autrement dit P est irréductible dans
7| X].

Si P était réductible dans Q[X], alors il admettrait une factorisation non triviale P =

AB, avec A et B dans Q[X]. En posant A = ?(Z) et B = cont(A)B (en notant cont le

contenu, c’est-a-dire le pged de coefficients du polynéme), on aurait alors une factorisation
P = AB non triviale, dans Z[X], ce qui est impossible. Donc P est irréductible dans Q[X].

Si P + 2 était réductible dans Q[X], alors considérons une factorisation non triviale
P+ 2 = CD dans Q[X]. Quitte & diviser C' par son contenu et & multiplier D par le
méme entier, on peut supposer que C' et D sont dans Z[X].

Comme P+2 est unitaire, on peut supposer que C' et D le sont (quitte & les multiplier
tous les deux par —1).

Notons maintenant que pour tout z € {—(n—1),...,—1,0},on a C(z)D(z) = P(z)+
2 =1. Comme C et D sont a coefficients entiers, on en déduit C(x) = D(x) € {—1,1}.

Comme C — D est de degré strictement plus petit que n, on trouve donc C = D, et
donc P + 2 = C?, c’est-a-dire

C-1D)(C+1)=X(X+1)...(X +n—1).

En particulier, n doit étre pair, C' est de degré 3, et les racines de C' — 1 et C'+ 1 sont
deux parties complémentaires de {—(n —1),...,—1,0}.

Rappelons que l'on a C(0) € {—1,1}, et notons {vt C {—(n—1),...,—1,0} 'ensemble
des racines de C' — C(0).

Considérons le coefficient de degré 1 de (C'— C(0))(C + C(0)). Il est égal a

20000 ] (—a).
zer\{0}
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D’autre part, c’est aussi le coefficient de degré 1 de X(X +1)...(X +n—1), c’est-a-dire
(n —1)!. On trouve donc :

zer\{0}

La seconde égalité entraine

ze{—(n—1),...,—1,0}\¢

donc
{=(n—-1),...,—1,0}\ v C {-2,-1},

donc 5 < 2en considérant les cardinaux.

Dans le cas n = 2, on trouve C' = X + 1, donc
C-1D)C+1)=X(X+2)#X(X+1),

d’ou une contradiction.
Donc pour n # 4, P + 2 est irréductible dans Q[X].
Pour n = 4, on doit avoir

{-3,-2,—-1,0} \ v = {-2, -1},
donc C —1=C —C(0) = X(X + 3), or, pour C = X2 +3X + 1, on a bien
(C-1)(C+1)=X(X+1)(X+2)(X+3),
donc P+2=C?=(X?+3X + 1)~
Exercice 3
Notons

olL=x+Yy+=z
oy =2y +rz+yz
03 = TYz

les polynémes symétriques élémentaires en x, y, 2.
On a

22+t + 2% =0} — 209

3., .3 .3 _ 2., .2, 2

4y’ + 20 =o01(x* +y +2°) —oe(x+y+2) + 303

oyt =0 (@B + P+ — @+ P+ D)+ ozt y + 2),
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donc

o1 =1

1

0'2:—5

1

0'3:6

25
x4+y4+z4:€.

Exercice 4

On a
X' 4 X3 -3X2 - X +2=(X —1)*(X +1)(X +2).
Comme
X -7 ’ _
(X+1D)(X+2) oy
X -7 ‘ _
(X —12(X+2) y_y
_7 ‘ _1
(X_I)Q(X'i_l)X:fQ_’
on a
X -7 -1 c 2 1
= + + + .
X4+ X3-3X2-X+2 (X-12 X-1 X+1 X+2
Comme

( X-7 ~1 —2 1 )‘ _
X4+ X3-3X2-X+2 (X-12 X+1 X+2/|y, '
on trouve ¢ = 1, donc

X -7 I S S
X4+ X3 -3X2-X+2 (X-12 X-1 X+1 X+2

Exercice 5

Soit f = g € k(Xy,...,X,) et soit 0 € &,. On définit I'image de f sous o comme

fo= %. Pour cela, il faut montrer que f° ne dépend pas du choix de P et Q.

Si R € K[X1,..., X,], on a (PR)” = P7R” et (QR)” = Q°R?, donc & = {037,

donc la définition de f7 est bien défini.
Comme f"‘f1 =f= f"iw, I'application f +— f7 est inversible, d’inverse f +— f(’fl.
Comme f — f? est k-linéaire et compatible & la multiplication, c’est donc un auto-
morphisme de k(Xq,...,X,).
Comme (f?)” = f77, on a bien une action de &,, sur k(X1,...,X,).
On considére maintenant une fraction rationnelle symétrique g.
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Si P =P, on a (g)JQ“ = gQ, donc P =0 ou Q7 = @, puisque k(X1q,...,X,) est
integre.

Si P et Q ont un facteur commun, quitte & diviser par se facteur, on se rameéne au
cas ol ils n’ont pas de facteur commun non trivial.

Si @ n’est pas symétrique, comme les transpositions engendrent &,, il existe une
transposition 7 telle que Q7 # Q.

SiT=(i,j),avec 1 < i< j <n,considérons P"—P (ou Q7 —(Q) comme un polynéme
en X, a coefficients dans I'anneau k[Xy,..., X;_1, Xj41,...,X,]. on a (P7 — P)(X;) =
(PT — P)(X;) (mod X; — X;), or P7(X;) = P(X;), donc X; — X; divise PT — P (et
Q" — @, pour la méme raison).

Comme (g)T = g, ona P™Q = PQ", donc (P™— P)Q = (Q" — Q) P. En particulier,
P divise (P™ — P)Q dans l’anneau factoriel k[X7, ..., X,]. Comme P et ) n’ont aucun
facteur commun, on trouve que P divise (P™ — P).
Le degré en X, de PTP_P est inférieur ou égal & 0, pour tout m, donc A =
On aalors P — P= AP et Q7 — Q = AQ. Comme Q # Q7, on a aussi A € k*.
Comme X; — X divise (P™ — P) et (Q7 — @), c’est un facteur commun & P et @,
d’ou une contradiction.

Donc @ est symétrique, et donc P l'est aussi d’aprés la deuxiéme question.

PP ¢ k.

A.5 Controle continu du mardi 14 mars 2006

1. Soient p un nombre premier, et 10 un corps de p'® éléments.
(a) Trouver tous les sous corps F' C F 0.
(b) Montrer que le groupe Aut(IF,10) de tous les automorphismes de [F,,10 est cyclique,
et trouver tous ses générateurs.
(c) Trouver le nombre de tous les polynomes unitaires irréductibles de degré 10 sur
F 10.
P

2. a) Trouver le terme constant du polynéme minimal P sur Q du nombre algébrique
a =2+ 3.

b) Trouver toutes les racines complexes de P.

c¢) Déterminer le groupe de Galois du corps engendré par toutes les racines complexes
de P.

3.* On considére une extension galoisienne L/K de groupe de Galois Gal(L/K), iso-
morphe au groupe symétrique Ss.

a) Déterminer toutes les sous-extensions galoisiennes E/K, ou K C E C L.

b) Donner un exemple de deux sous-extensions E;/K et Ey/K, (Ey C L, E5 C L)
telles que E7 et E5 ne sont pas incluses I'une dans l'autre, le composé E; - E5 n’est pas
égal a L, et l'intersection E7 N Ey n’est pas égale & K.

2006
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4.* On consideére le polyndome & coefficients rationnels
P(T)=T3—-3T —1.

(a) Trouver le discriminant de P.

(b) Montrer que P est irréductible sur Q et qu’il posséde trois racines réelles oy, ag,
as, telles que az < ag < 0 < aj.

(c) Montrer que si a est racine P, il en est de méme de 2 — a?. On pose K = Q(ay).

(d) Montrer que l'extension K/Q est galoisienne, et que tout élément de son groupe
de Galois induit une permutation paire sur ’ensemble {a1, aa, as}.
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