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1952 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК Т. 30 (72), № 2 

Полупростые подалгебры полупростых алгебр Ли 

Е. Б. Дынкин (Москва) 

Изучение полупростых подалгебр полупростых алгебр Ли* (или, 
что равносильно, связных полупростых подгрупп полупростых групп Ли) 
важно как для алгебры, так и для геометрии. Как показал А. И. Маль
цев [11], к этому вопросу сводится более общая задача изучения полу
простых подалгебр в любых алгебрах Ли, задача о построении всех 
алгебр Ли с данным радикалом и др. С другой стороны, изучение 
транзитивных групп преобразований равносильно изучению пар «группа, 
стационарная подгруппа», откуда видно значение указанной задачи 
для геометрии. 

Исследование полупростых подалгебр в произвольных полупростых 
алгебрах Ли легко сводится к исследованию полупростых подалгебр 
в простых алгебрах (см. [11]). Простые алгебры Ли исчерпываются 
четырьмя классическими сериями Ап, Впу Сп, Dn ** и пятью особыми 
алгебрами Е6, EVE#FV G2. Изучение полупростых подалгебр алгебры Ап 
равносильно изучению всевозможных линейных представлений полу
простых алгебр Ли. Основные результаты в этом направлении были 
получены Э. Картаном [16] и Г. Вейлем [21]. Описание полупростых 
подалгебр в алгебрах В1Ь Сп и Dn было дано А. И. Мальцевым [11]. Что же 
касается особых алгебр, то среди них А. И. Мальцевым были изучены 
лишь простейшая алгебра G2 и, частично, F^***. Между тем, не говоря 
уже об общей теории, которая, таким образом, остается незавершен
ной, решение ряда важных вопросов, относящихся к классическим 
группам Ли, также зависит от построения полной классификации полу
простых подгрупп особых групп. 

Одним из таких вопросов является вопрос об описании максималь
ных подгрупп классических групп. Как было показано нами в ра-

* Говоря об алгебрах и группах Ли, мы всегда подразумеваем алгебры и группы 
с комплексными параметрами. 

** Если обозначить через SL (N) группу всех комплексных матриц порядка N 
с детерминантом 1, через О (N) — группу всех ортогональных матриц порядка N и 
через Sp (N) — группу всех симплектических матриц порядка N, то алгебра Ап отве
чает группе SL (п + 1), алгебра Вп — группе О (2п + 1), алгебра Сп — группе Sp (2n) 
и алгебра Dn — группе О (2п). Мы будем также обозначать алгебры, отвечающие 
группам SL (N), О (N) и Sp (N), соответственно, через ASL (N), АО (N) и ASp (N). 

*** В таблице простых подалгебр алгебры F4, указанной A. PL Мальцевым, имеются 
пробелы: из 15-ти подалгебр ранга 1 указаны 14 подалгебр, из 6-ти простых подалгебр 
ранга 2 указано 4 подалгебры. Полупростые непростые подалгебры вовсе не указаны. 
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боте [9] (см. также [6] и [8]), этот вопрос сводится к определению 
отношений включения между неприводимыми алгебрами матриц со 
следом нуль, которые всегда являются полупростыми, но, конечно, 
могут быть особыми. 

С задачей о максимальных подгруппах тесно связана классическая 
задача С. Ли о классификации примитивных групп преобразований 
(см. [19]). Для решения этой задачи необходимо, в частности, опреде
лить максимальные полупростые подалгебры особых алгебр Ли. 

Настоящая работа завершает решение задачи о классификации полу
простых подалгебр полупростых алгебр Ли. Вместе с нашей работой [9] 
она дает также исчерпывающее решение проблемы Ли о классифика
ции примитивных групп преобразований и задачи о перечислении 
максимальных подгрупп простых групп Ли. 

В первой главе исследуются некоторые общие вопросы, связанные 
с описанием полупростых подалгебр. Показывается, что наиболее 
широким источником для получения характеристик полупростых под
алгебр полупростой алгебры G, инвариантных относительно внутренних 
автоморфизмов G, является изучение связи между линейными пред
ставлениями алгебры G и линейными представлениями, которые инду
цируются ими на подалгебрах. В связи с этим вводится понятие 
линейной сопряженности подалгебр. В этой же главе вводятся и из
учаются важные общие понятия индекса подалгебры и целочисленности 
подалгебр. Индекс простой подалгебры в простой алгебре Ли всегда 
выражается натуральным числом и является простейшим среди всех 
нетривиальных инвариантов подалгебры. 

Во второй главе дается классификация регулярных подалгебр * и 
изучаются свойства 5-подалгебр и /?-подалгебр: 5-подалгебры играют 
в общей теории ту же роль, какую при изучении алгебры Ап всех 
матриц порядка п + 1 со следом нуль играют неприводимые подал
гебры; /^-подалгебры являются аналогом приводимых подалгебр. 

В третьей главе исследуются трехчленные простые подалгебры 
полупростых алгебр Ли. Вслед за общими теоремами в этой главе 
вычисляются таблицы всех трехчленных подалгебр в особых алгебрах 
Ли (см. таблицы 16—20). 

В четвертой главе выводится классификация простых подалгебр 
в особых алгебрах Ли. Таблица 25 дает полное перечисление всех 
таких подалгебр, имеющих ранг, больший 1. 

В пятой главе дается полная классификация 5-подалгебр (в том 
числе непростых S-подалгебр) в особых алгебрах Ли (см. таблицу 39г 
в которой перечислены все 5-подалгебры и указаны все отношения 
включения между ними). 

Наконец, в шестой главе приводится полная классификация макси
мальных подалгебр полупростых алгебр Ли и находятся все подалгебры 
особых алгебр Ли, неприводимые относительно некоторого линейного 
представления алгебры. 

* Результаты о регулярных полупростых подалгебрах, вошедшие в § 5 главы II, 
были опубликованы ранее в кратком сообщении [5]. 
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Основной части работы мы предпосылаем краткое введение, в ко
тором приводятся обозначения, терминология и некоторые основные 
факты теории полупростых алгебр Ли. 
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Введение 

Для любой полупростой алгебры Ли G имеет место к а н о н и ч е 
с к о е р а з л о ж е н и е : 

G = K+^G^ (0.1) 

где К — картановская подалгебра, Е — конечная система векторов 
из К—система корней алгебры G, Ga — корневые подпространства. 
Каноническое разложение полупростой алгебры G определено одно
значно с точностью до внутренних автоморфизмов G. Выбор канони
ческого разложения определяется выбором картановской подалгебры /С 
Каждую систему элементов алгебры G, которая при надлежащем 
выборе картановской подалгебры становится системой корней G, мы 
будем называть в о з м о ж н о й с и с т е м о й к о р н е й G. Все возмож
ные системы корней сопряжены между собой. 
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Совокупность Я векторов, выражающихся через корни в , виде 
линейной комбинации с вещественными коэффициентами, мы будем 
называть, следуя А.И.Мальцеву, и д е м п о т е н т о м алгебры G. Связь 
между идемпотентом Я и картановской подалгеброй К можно записать 
в виде формулы 

К=т (0.2) 

где [Я] — обозначает минимальное подпространство над полем ком
плексных чисел, содержащее Я. 

В полупростой алгебре G можно ввести невырожденное скалярное 
произведение, инвариантное относительно всех автоморфизмов G. Если 
G —простая алгебра, то такое скалярное произведение определено 
однозначно с точностью до численного множителя. При надлежащем 
выборе этого множителя идемпотент Я является эвклидовым про
странством относительно инвариантного скалярного произведения. 

В идемпотенте Я можно различными способами ввести упорядоче
ние, удовлетворяющее условиям: 

1) Если hl9h2(:H и ) v Х2 — положительные числа, то из Л х > 0 
Л2 > 0 следует: \^± + Х2А2> 0. 

2) Если h 6 Я, то либо Л > 0 . либо — / г > 0 , либо h = 0. 
Каждое такое упорядочение приводит к тому, что из системы 

корней S выделяется определенная подсистема П п р о с т ы х к о р н е й . 
Система П является базисом пространства Я. Знания попарных ска
лярных произведений простых корней достаточно для того, чтобы 
восстановить всю алгебру G. Система простых корней определяется 
выбором упорядоченного идемпотента Я . Всякую систему векторов, 
которая становится системой простых корней при некотором выборе 
упорядоченного идемпотента Я, мы назовем в о з м о ж н о й с и с т е 
мой п р о с т ы х к о р н е й . Все возможные системы простых корней 
алгебры G сопряжены. 

Пусть фиксирована некоторая возможная система II простых кор
ней полупростой алгебры G, и пусть Я —натянутый на эту систему 
идемпотент. Каждое упорядочение идемпотента Я, относительно ко
торого П становится системой простых корней алгебры G, мы назы
ваем П - у п о р я д о ч е н и е м . Пусть х, yd И. Условимся писать 

если х^>у относительно любого П-упорядочения идемпотента Я. 
Пусть ср (х) — линейное представление полупростой алгебры G, 

действующее в пространстве R. Фиксируем определенную картанов-
скую подалгебру К алгебры G. Вектор £ € /? называется в е с о в ы м 
для ср, если он является собственным для всех преобразований 
ср (h) (h 6 К)- Тогда, очевидно, 

9 (А) Б = А (А) £, (0.3) 
где Л (h) — линейная форма на /С, т. е. элемент пространства /С, сопря
женного с пространством /С Эта форма ^называется в е с о м вектора £. 
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Если в G фиксировано определенное инвариантное невырожденное 
скалярное произведение, то тем самым устанавливается естественное 
отображение К на К и веса вкладываются в К: элемент Л из К, 
отвечающий форме А (А), определяется формулой 

Л(А) = (Л,А) (А 6/С). " (0.4) 

Система А (ср) весов представления ср, будучи вложена в /С, оказы
вается принадлежащей идемпотенту Н. 

Пусть А 6 Н. Мы будем постоянно пользоваться обозначением 

h' = WF)h- {0-5) 

Очевидно, 
(А', К) (Л, h) = 4, (0.6) 

Л" = /г, (0.7) 

h=wm«- (0"8) 

Неприводимое представление ср простой алгебры G мы задаем 
изображая схему простых корней G и надписывая около каждого 
пункта этой схемы значение - У '* .= (А, а'), где А —старший вес ср, 
а а —простой корень, изображаемый этим пунктом. Числа (А, а') яв
ляются целыми и неотрицательными. И, обратно, каждому набору 
неотрицательных целых чисел (А, а') (а пробегает все простые корни) 
отвечает однозначно определенное неприводимое представление 
алгебры G. 

Числа (А, а) могут рассматриваться как контравариантные коорди
наты вектора А по базису IT, который получается из системы простых 
корней П преобразованием о! = а . Мы условимся обозначать 
контравариантные координаты вектора А € Н по базису IT через Аа, а ко-
вариантные координаты — через Аа. Таким образом, 

н* = ^а') = Щ$> (0,9) 

Л = 2 А„«' = 2 Й-а . (°Л°) 
ocgn а £ П 1 ' ' 

Положим 
р-«& = Га' (П = 4 (а> Р) (0.11) 
£ Va'PJ (а, а)(р,р) У ] 

и обозначим через g*aP элементы матрицы, обратной к матрице (gaP). 
Очевидно, 

Аа = 2 Г ^ > (0-12) 

А. = 2 £арАр. (0.13) 

9 Математический сборник т. 30 (72), № 2 
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Матрицы (ga&) и (g"a3) для всех типов простых групп указаны в таб
лице 2 (при этом простые корни расположены в порядке *, указанном 
в таблице 1). Очевидно, для h> k£H 

(А, Л) = 2 ЛвА« = 2А.Ав. (0.14) 

Т а б л и ц а 1 
Каноническая нумерация простых корней 

/ г з t 
^ 

/ £ <? У7-/ Я 
^ о—о—о . . . а—» 
п / 2 3 п-1 п 
сп •—•—• • • 

Глава I 
Некоторые вопросы общей теории 

§ 1. Линейная эквивалентность представлений 
и линейная сопряженность подалгебр 

п°1.В работе А. И. Мальцева [11] описана следующая общая схе
ма сведения задачи классификации подалгебр к задаче классификации 
представлений одних алгебр в других алгебрах. 

П р е д с т а в л е н и е м а л г е б р ы G в а л г е б р е G называется 
гомоморфное отображение / G в G. Если это отображение изоморфно, 
то представление называется точным. Два представления /г и / 2 
алгебры G в G называются э к в и в а л е н т н ы м и , если существует 
внутренний автоморфизм U алгебры G такой, что 

f*(x)=Ufi(x)- (LI) 
Ищутся все классы эквивалентных между собой точных представле
ний G в G. Объединяя затем классы, которые переводятся друг в дру
га автоморфизмами О, получим классификацию с точностью до сопря
женности подалгебр алгебры О, изоморфных G. 

А. И. Мальцев реализует эту программу для случая, когда алгебра 
G принадлежит к одной из классических серий АП9 Вт Сп, Dn и ал
гебра G является полупростой. При этом используется теория линей
ных представлений; а именно, рассматривается линейное представле-

* Этот порядок принят также в нашей работе [9]. 
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Т а б л и ц а 2 (продолжение) 
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ние <о алгебры G в пространстве R возможно меньшего числа изме
рений (N= п + 1 ДЛЯ /I/ / , для С/7 и / ) л , Л / Г = 2 я + 1 для Вп). 
Тогда с каждым представлением / алгебры О в G связывается линей
ное представление со/ алгебры G, которое может служить описанием 
отображения / . В случае, когда G = Ат Вп или Ст это описание ока
зывается полным: если для двух представлений / 3 и / 2 алгебры GBG 
имеет место эквивалентность со/х и со/2, то из нее вытекает эквива
лентность / х и / 2 . Для G = Dn линейное представление со/ определяет 
/ двузначным образом, причем два неэквивалентные представления/! 
и / 2 , связанные соотношением <»/i~<*>/2*, переводятся друг в друга 
некоторым внешним автоморфизмом Dn. Таким образом, А. И. Маль
цеву удается описать полупростые подалгебры классических алгебр. 

Естественным продолжением исследований А. И. Мальцева была 
бы попытка изучать представления полупростых алгебр Ли в особых 
алгебрах G2, F±, EQf Ev Z?8> используя простейшее линейное представ
ление со этих алгебр в пространстве R{N) возможно меньшего числа 
измерений (N=7 для G2, 26 для Е^ 27 для Е6, 133 для Е7 и 248 
для Е8). Однако такая попытка наталкивается на значительные труд
ности, которые побуждают искать новых путей. 

п°2. Желая классифицировать представление / полупростой алге-

* Значок ~ обозначает эквивалентность представлений. 
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бры G в заданную простую алгебру G, мы должны построить систему 
характеристик такого представления, удовлетворяющую требованиям: 

а) инвариантности относительно внутренних автоморфизмов G (что 
обеспечит совпадение характеристик для эквивалентных представле
ний), 

б) полноты (из совпадения характеристик для двух представлений 
должна вытекать эквивалентность представлений), 

в) компактности и удобной вычислимости. (Важность этого послед-. 
него требования не вызывает сомнений, поскольку для решения нашей 
задачи мы должны составить полную таблицу всех возможных зна
чений системы характеристик. Хотя требование в) может показаться 
несколько неопределенным, но оно достаточно определенно для того, 
чтобы забраковать тривиальные решения, являющиеся перефразировкой 
самой задачи.) 

В соответствии с этими требованиями мы намечаем себе следую
щую программу исследования: 

1) набрать возможно более широкий запас характеристик пред
ставления / , удовлетворяющих требованиям инвариантности и удобной 
вычислимости; 

2) исследовать полноту этого набора; 
3) выделить из этого набора наиболее экономным образом незави

симую систему характеристик, через которые выражаются все осталь
ные характеристики. 

Рассмотрим произвольное линейное представление ср алгебры G. 
Ему отвечает линейное представление ср/ алгебры G. Система стар
ших весов представления ср/ удовлетворяет требованиям пункта 1). 
Пусть теперь ср пробегает все линейные представления G. Мы полу
чим при этом набор систем старших весов, который и дает наиболее 
широкое решение задачи 1), какое только мы можем в настоящее 
время вообразить. (Характеристики, использованные А. И. Мальцевым 
и описанные в п°1, очевидно, вошли в наш набор.) Если обозначить 
через Г (G) решетку старших весов всех неприводимых представле
ний алгебры G, то построенный набор характеристик определяется 
некоторым отображением системы всех конечных подмножеств Г (G) 
в систему конечных подмножеств Г (G). Очевидно, достаточно рас
сматривать только неприводимые представления G и, стало быть, 
рассматривать отображение самой решетки Г (G) в систему конечных 
подмножеств Г (G). 

Назовем два представления / , и /2 алгебры G в G линейно 
э к в и в а л е н т н ы м и или, сокращенно, L-эквивалентными и 
будем писать / 1 ~/ 2 (L) если для всякого линейного представления 
ср алгебры G 

? / i ~ ? / a . (1.2) 
Вопрос о полноте введенного выше набора характеристик, очевидно 
равносилен вопросу о том, вытекает ли из линейной эквивалентности, 
Д и / 2 их эквивалентность. Примеры, которые будут построены ниже, 
дают отрицательный ответ на этот вопрос, так что класс L-эквива-
лентных представлений G в G может, вообще говоря, распасться на 
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несколько подклассов эквивалентных представлений. Однако он, как 
правило, все же состоит только из одного такого подкласса, а если 
и распадается, то на весьма малое число подклассов. С другой сто
роны, можно без всякого преувеличения сказать, что в подавляющем 
большинстве исследований L-эквивалентные представления будут со
вершенно неразличимы даже тогда, когда они неэквивалентны. Далее, 
как мы увидим ниже, все основные операции над представлениями, 
переводящие эквивалентные представления в эквивалентные, сохраня
ют и Z,-эквивалентность. Все это побуждает нас примириться с отсут
ствием строгой полноты построенного набора инвариантов и поста
вить перед собой в качестве основной задачи классификацию пред
ставлений G в G с точностью до линейной эквивалентности. (Понятно, 
что решение этой задачи явится решающим продвижением и первона
чальной задачи классификации представлений G в G с точностью до 
эквивалентности. Последняя сведется к исследованию того, какие из 
классов /.-эквивалентных представлений распадаются на классы экви-
валентных^представлений и как именно происходит это распадение.) 

Рациональный выбор независимой подсистемы построенного набора 
характеристик может производиться, конечно, разными способами. 
В п° 4 мы докажем общую теорему, в силу которой совокупность всех 
неприводимых линейных представлений ср алгебры G может быть 
заменена одним (простейшим) представлением для алгебр Ап, Вт С„, 
Е6, F^ G2 и двумя представлениями для алгебр Dm Е1 и Е8. Более 
детальное исследование впоследствии покажет нам, что и для алгебр 
Е7 и Е8 оказывается достаточным одно простейшее представление 
(см. п° 35). 

п°3. Настоящий п° посвящен доказательству нижеследующего кри
терия /.-эквивалентности: 

Т е о р е м а 1.1. Пусть G^ и G — полупростые алгебры Ли, К— 
картановская подалгебра G. Пусть / х и / 2 — представления G в G. 
Для того чтобы fx и f2 были L-эквивалентны, необходимо и доста
точно, чтобы были эквивалентны представления f[ и f'2, индуци
рованные ими на К-

Доказательству этой теоремы мы предпошлем несколько замеча
ний и лемм. 

Рассмотрим представление / G в G. Пусть картановская подал
гебра К алгебры G выбрана так, что 

ПК) с К. (1.3) 
Рассмотрим какое-нибудь линейное представление ср алгебры G. Веса 
представления ср суть линейные формы, определенные на К. С каж
дой такой формой A (h) естественно связывается форма А (К), опреде
ленная на К формулой 

А(А) = А(/(А)). (1.4) 
Мы обозначим через /* линейное отображение пространства форм над 
К на пространство форм над К, определенное формулой 

П А ) = А. (1.5) 
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Л е м м а 1.1. Отображение f* переводит систему А (ср) весов 
представления ® в систему Д (ср) весов представления ср = ср/, при 
этом кратность каэюдого веса из Д (ср) равна сумме кратностей 
всех весов из Д (ср), переходящих в него при отображении /*. 

Доказательство леммы вытекает из того, что если %к — весовой 
вектор представления ср, отвечающий весу Л, то он является весовым 
и для ср, причем его вес относительно ср равен / * (А). 

Перейдя от пространств линейных форм над К и над К к самим 
пространствам К и К, мы вправе рассматривать отображение / * как 
отображение К на К. При этом для любых А€ К, h^K 

(/(А), А) = (А,/'(А)). (1.6) 

Из леммы 1.1 видно, что /* отображает идемпотент Я алгебры G в 
идемпотент Я подалгебры G. 

Мы скажем, что способ упорядочения 91 пространства Я согласо
ван со способом упорядочения % пространства Я относительно ото
бражения /* , если из f*(x)<lf*(y) следует х<Су (х, _у6Я). 

Фиксируем некоторое упорядочение 21 пространства Я. Рассмотрим 
систему П простых корней алгебры G относительно какого-нибудь 
упорядочения 21 пространства Я. Назовем представление / G в G 
П - п р е д с т а в л е н и е м , если существует П-упорядочение простран
ства Я, согласованное с 21 относительно /*. 

Л е м м а 1.2. Для всякого представления f алгебры G в G суще
ствует эквивалентное ^.-представление. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим упорядочение 25 пространства Я, 
согласованное с 21 относительно /*. Пусть П' — соответствующая си
стема простых корней G. Существует внутренний автоморфизм U 
алгебры G, который переводит ГГ в П (см. [7], лемма 3). Очевидно, 
что представление Uf является П-представлением. 

Л е м м а 1.3. Если f — произвольное ^-представление G в G} то 
для любых hv h2dH из h1'^>h2 следует f* (h^^f*(А2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим П-упорядочение 25 пространства 
Я, согласованное с % относительно /*. Если бы выполнялось соотно
шение / * (Ах) < / * (А2), то относительно 25 имело бы место соотноше
ние АХ<А2, которое противоречит заданному АХ^>А2. 

Л е м м а 1.4. Пусть f—Н-представление G в G, и пусть ср — ли
нейное представление алгебры G. Отобраэюение / * переводит стар
ший (младший) вес представления ср в старший (соответственно, 
младший) вес представления ср -= ср/. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Старший вес Л неприводимого представле
ния ср удовлетворяет условию А ^ > М для любого М6Д(ср). В силу 
леммы 1.3, отсюда вытекает:/* (А) > / * (М), а это и доказывает, что 
в е с / * (А) является старшим для ср. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.1. 
Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть представления f'x и f2 эквивалентны. 
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Выберем внутренний автоморфизм U алгебры G так, чтобы 

"Л'=Л'. (1.7) 
и рассмотрим представление / 3 = Uf2. Представление / 3 индуцирует 
на К представление / 3 , совпадающее с f[. Выберем картановскую 
подалгебру К алгебры G так, чтобы 

fi(tb=fs(K)cK (1.8) 

(возможность такого выбора вытекает из теоремы Ф. Р. Гантмахера 
([1], теорема 11)). Из совпадения /3' и f[ вытекает, что /* = / * и, 
в силу леммы 1.1, Д (ср/х) = Д (ср/3). Стало быть, ?/i~<p/3. Тем самым 
доказана I-эквивалентность /г и /3, а значит, и /г и /2. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Заменив, в случае надобности, одно из пред
ставлений / ь / 2 на эквивалентное, мы вправо считать, что 

fi(K)^K f2(K)c:K (1.9) 
где /С—некоторая картановская подалгебра алгебры G (см. [1], тео
рема 11). Согласно лемме 1.2, мы вправе при этом дополнительно 
считать, что /г и / 2 являются П-представлениями. Линейная эквива
лентность fx и / 2 означает, по определению, что для любого линей
ного представления ср алгебры G <p/i~<p/2. Следовательно, старшие 
веса ср/х и ср/2 совпадают между собой. В силу леммы 1.4, выводим 
отсюда, что если Л — старший вес какого-нибудь неприводимого пред
ставления ср, то /Х*(Л) =/2* (А). Поскольку старшие веса неприводимых 
представлений порождают все пространство /С, имеем: f* =f*. Из это
го равенства вытекает, что f[=f2\ и тем самым теорема доказана. 

Используя теорему 1.1, легко убедиться в том, что важнейшие 
свойства отношения эквивалентности представлений присущи и отно
шению L-эквивалентности. Приведем некоторые из этих свойств. 

А) Пусть Gv G2 и G3 — полу прост не алгебры Ли, и пусть fx и 
f — представления (71 в G2, a f2 и /2' — представления G2 в G3. Если 

f^f[ (L) и / 2 ~ / 2 ' (I), (1.10) 
то 

М~Л'Л' W- (LID 

Б) Пусть /г — представление G в Gx и / 2 — представление G в G2. 
Пусть f — представление алгебры G в прямую сумму G1 + G2, опре
деленное формулой 

f(x)=fi(x)+fA*)- (Ы2) 
Если заменить представления fx и / 2 яа линейно эквивалентныеу 
то представление f также заменится L-эквивалентным. 

п°4. Теперь мы приступаем к реализации пункта 3) намеченной в 
п° 2 программы. Прежде всего из теоремы 1.1 легко выводится сле
дующая 
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Теорема 1.2. Пусть G и G — полупростые алгебры Ли, К и 
К — их картановские подалгебры. Пусть / х и / 2 — представления G 
в G, причем 

fi(K)^K f*{K)^K. (1.13) 

Если линейная оболочка элементов hl9...9hn совпадает с К и если 

/ ; (* , )=/ ; (* , ) (*=1, 2,...,п), (1.14) 

то представления / г и / 2 линейно эквивалентны. 
Действительно, из (1.14) вытекает, что f*=f*; стало быть, /г и / 2 

совпадают на К и, согласно теореме 1.1, / i ~ / 2 (£)• 
Следствие . Назовем набор линейных неприводимых представ-

лений cpi, ¥2» • • • > ?л алгебры G полным, если линейная оболочка 
старших весов этих представлений совпадает с /С*. Если два пред
ставления / i и / 2 G в G удовлетворяют для некоторого полного 
набора сръ ср2,..., ср„ условиям 

bfi~bf* (*'=1> 2>--->'0> (1.15) 
m o /i й Л линейно эквивалентны. 

При выводе этого следствия должна быть использована лемма 1.4. 
Сформулированный результат может быть значительно усилен, 

если воспользоваться вместо леммы 1.4 ее обобщением — нижеследу
ющей леммой 1.5. 

Лемма 1.5. Пусть f—U-представление алгебры G в G, и пусть 
ср — линейное представление алгебры G. Рассмотрим систему весов 

М 1 > М 2 > . . . > М ^ (1.16) 

линейного представления ср/ алгебры G, занумерованную в порядке 
убывания {каждый вес повторен столько раз, какова его крат
ность). Для каждого А С Д (ср) обозначим через k(A) число элементов А 
из Д (ср), удовлетворяющих условию 

А ^ А , (1.17) 
а через k (А) — число элементов А из Д (ср), удовлетворяющих усло
вию 

А ; > А (1.18) 

(каэюдый вес учитывается столько раз, какова его кратность). 
Тогда 

f*(A) = Mk, (1.19) 
где k удовлетворяет условиям 

l + k(A)^k<N-k(A). ( Ь 2 0 )
4 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 1.3, все веса А, удовлетворя
ющие условию (1.17), должны перейти в веса М̂  с номерами, мень-

Примером такого набора может служить набор базисных представлений. 



362 Е. Б. Дынкин 

шими k, и, значит, &(А)<& — 1, а все веса А, удовлетворяющие 
условию (1.18), должны перейти в веса с номерами, большими чем k, 
и, значит, k (А)<; N — к. 

Из леммы 1.5 сразу вытекает 
С л е д с т в и е 1. Если для некоторого веса А 

k(A) + k(A) = N- 1, (1.21) 

жо/*(Л) = М5(А)+1. 
Условие (1.21) означает, что вес А принадлежит этажу ширины 1 

и, согласно теореме 4 работы [4], тому же условию удовлетворяют 
и все веса А, для которых выполняется условие (1.17). Таким обра
зом, утверждение следствия 1 равносильно следующему утверждению: 

С л е д с т в и е 2. Если sx (?) = s2 (ср) = . . . = sh (?) = 1 *, то стар
шие k весов Ах > А2 >>... ;> А/г представления ср {которые не зави
сят от выбора И-упорядояения идемпотента И) переходят при 
отображении /*, соответственно, в Жъ Ма,... , Mft. 

Сопоставляя теорему 1.2 и следствие 2 леммы 1.5, выводим тео
рему: 

Т е о р е м а 1.3. Пусть а>— линейное представление алгебры G, 
задаваемое схемой 

для Ап: 

для Вп: 

для Сп: 

для G2: 

для F4: 

для Е6; 

Если' fx и /2 — два представления алгебры G в G, причем «/i^^®/2, 
то Л и /г L-эквивалентны. 

* 5Й (Ф) обозначает сумму кратностей весов неприводимого представления 9, пред
ставляющихся в виде 

где а г . . . , ал — система простых корней, а А — старший вес ср. 
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Для Dn, E1 и Е8 рассмотрим два представления со и о/, задавае
мые схемами 

для Dn: и 

для Е7. а) 

для Е8: (jj 

Если о)^ — о)/2 и aSfi — о//2, то / , и / 2 L-эквивалентны. 
Для доказательства теоремы 1.3 достаточно проверить, что если 

в описанных линейных представлениях отобрать все веса, принадле
жащие этажам ширины 1, то получится набор векторов из Я, порож
дающий все Я. Эта проверка проводится без всякого труда. 

Исследуем более детально вопрос о том, как, зная систему весов 
линейного представления <о/, восстановить представление / алгебры 
G в G. Так как эта задача может быть решена в лучшем случае лишь 
с точностью до L-эквивалентности, то вопрос может идти лишь о том, 
чтобы найти /(А) для всех Й6Я, для чего достаточно найти 
/((3) (р 6 П), где П — система простых корней алгебры G. Согласно 
лемме 1.2, мы можем считать, что / — П-представление. Элемент/(р) 
определяется своими контравариантными координатами (/ф), а) по ба
зису П. Если принять во внимание, что (/(?), а) == (fJ,/*(a)) (см. (1.6)), 
то задача сводится к определению контравариантных координат век
тора /*(а) по базису П. Используя следствие 1 леммы 1.5, нетрудно 
выразить /* (а) через веса <о/ и тем самым решить задачу. Остается 
выписать выражения /* (а) (а 6 П) через веса о>/ для каждого из типов 
простых групп G. Эти выражения приведены в таблице 3, из которой 
видно, что в соответствии с теоремой 2.3 наша задача решается одно
значно для G = Ап, Вп, Сп, G2, F4, EQ и может иметь а priori два 
решения для G = Dn и три решения для G = Е7 и £"8. 

Аналогично можно было бы исследовать задачу реконструкции / 
по ср/, где ср — какое угодно линейное представление G. И в общем 
случае мы получим конечное число решений; случай ср == о) выделяется 
лишь тем, что это число для него минимально. 

Вместо одного представления ср/ можно рассмотреть несколько 
представлений ср3/ ср 2 / , . . . . Мы остановимся на задаче реконструкции/ 
по о)/ и а// для случаев G = Dn, E7 и Е8. Решение этой задачи дается 
таблицей 4 (Мг — веса представления о / М, — веса представления о//). 

п° 5. Возвратимся теперь к вопросу о соотношении между экви
валентностью и линейной эквивалентностью представлений G в G.. 
Равносильность этих двух понятий для случая G = Ап очевидна, для 
случая G = Bn она вытекает из результатов Фробениуса [18], для 
G = Cn — из результатов А. И. Мальцева [11]. 

Рассмотрим случай G = Dn. Из результатов Фробениуса вытекает 
что если два представления fx и / 2 алгебры G в Dn L-эквивалентны, 
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но не эквивалентны, то / 2 = V/1? где V— внешний автоморфизм Dn, 
который соответствует внутреннему автоморфизму группы всех орто
гональных матриц (включая и матрицы с детерминантом —1). Пред
ставления соД и &Vfx всегда эквивалентны. Поэтому, в силу теоре
мы 1.3, для L-эквивалентности fx и У/г необходима и достаточна 
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эквивалентность о/Д и <o'V/i, а для этого необходимо и достаточно, 
чтобы среди весов соД встречался нулевой вес. Для того чтобы fx и 
Vfx были не эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы (©Д раз
лагалось на четномерные неприводимые компоненты (см. [11], стр. 154). 
Таким образом, доказана следующая теорема: 

Т е о р е м а 1.4. Для того чтобы два представления /г иf2 полу
простой алгебры G в алгебру Dn были Ь-эквивалентныу но не экви
валентны, необходимо и достаточно, чтобы-. 

а) /г = У/ъ где V— внешний автоморфизм Dm индуцированный 
внутренним автоморфизмом полной ортогональной группы; 

б) о)Д разлагалось на четномерные неприводимые компоненты и 
содержало среди весов нулевой вес. 

Более сложен вопрос о связи между эквивалентностью и //-экви
валентностью представлений в особые алгебры Ли. В дальнейшем этот 
вопрос получит исчерпывающее решение для так называемых 5-пред-
ставлений, являющихся аналогом неприводимых представлений в Ап. 
Будет обнаружено, что линейно эквивалентные 5-представления, как 
правило, эквивалентны. Исключения составляют только по одному классу 
L-эквивалентных представлений алгебр А2 и G2 в алгебру £6, каждый 
из которых распадается на два подкласса эквивалентных представле
ний, переводимых друг в друга внешними автоморфизмами алгебры £6. 
(См. теорему 1.1 главы IV, п° 35.) 

п° 6. Обратимся теперь снова к задаче классификации подалгебр 
заданной полупростой алгебры G. Естественно назвать две такие под
алгебры L - с о п р я ж е н н ы м и , если при любом линейном представ
лении алгебры G они переходят в сопряженные подалгебры алгебры 
всех матриц. Все результаты относительно L-эквивалентности пред
ставлений, полученные в п°п° 2—5, легко переформулировать в тер
минах I-сопряженности подалгебр. Приведем в качестве примеров 
новые формулировки теоремы 1.1 и утверждения А) п° 3. 

Т е о р е м а 1.5. Пусть Gx и G2 — полупростые подалгебры полу-
простой алгебры G, и пусть Пх — возможная система простых 
корней для Gv П2 —- возможная система простых корней для G2. 
Для того чтобы Gx и G2 были L-сопряжены, необходимо и доста
точно, чтобы были сопряжены в G системы Йг и П2. 

А') Пусть Gx и G2 — полу простые подалгебры полупростой ал
гебры G. Если Gx и G2 L-сопряжены в алгебре G, то они L-сопря-
жены и в любой объемлющей G полупростой алгебре G*. 

В соответствии с содержанием п° 2 мы черпаем инвариантные харак
теристики для подалгебр полупростой алгебры G, рассматривая линейные 
представления ср, которые индуцируются на подалгебрах линейными 
представлениями ср алгебры G. Особое значение будут при этом иметь 
линейное представление а> алгебры G в пространстве возможно мень
шей размерности и присоединенное представление <pG, которое дей
ствует в пространстве G по формуле 

^G{x)y = xoy (x,y£G). (1.22) 
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Линейное представление, которое индуцируется на подалгебре G 
простейшим представлением щ мы будем обозначать через о>~. 

Представление, которое индуцируется на G присоединенным пред
ставлением cpG, разлагается на компоненту, .действующую в G и яв
ляющуюся присоединенным представлением подалгебры G, и некото
рую дополнительную компоненту, которую мы назовем х а р а к т е р и 
с т и ч е с к и м п р е д с т а в л е н и е м подалгебры G и будем обозначать 
через Хо-

Геометрическое значение характеристического представления видно 
из следующего. Перейдем к группам Ли & и ®, отвечающим алгеб
рам G и G, и рассмотрим однородную геометрию, определяемую 
парой ©, ©. Группа & истолковывается как группа преобразований 
некоторого многообразия 5W, а подгруппа @ — как совокупность всех 
преобразований из ©, оставляющих неподвижной некоторую точку М 
(стационарная подгруппа). Каждому преобразованию из (S отвечает 
линейное преобразование в касательном пространстве к многообразию 
ffi в точке М. Построенное таким образом линейное представление G 
совпадает с характеристическим представлением. Геометры называют 
соответствующую группу линейных преобразований группой изо
тропии. 

Отметим очевидную теорему: 
Теорема 1.6. Если G — полупростая подалгебра алгебры G и 

подалгебра О удовлетворяет включениям G cz G' с G, то характе
ристическое представление у^ подалгебры G содержит компоненту, 
размерность которой * равна N (G') — N (G). Если G' —- полупростая 
подалгебра, то эта компонента является ортогональным пред
ставлением. 

Задача, изучавшаяся в конце п° 4, может быть сформулирована 
в терминах подалгебр как задача реконструкции подалгебры G по пред
ставлению о)~. Если обозначить через Р операцию ортогонального 
проектирования идемпотента И алгебры G на идемпотент Н подал
гебры G (предполагается, что Я с Я ) , то формулы таблицы 3 истолко
вываются, как дающие выражение для проекций Ра простых корней а 
алгебры G через веса <о~. Поскольку для любого простого корня р 
подалгебры G О, а) = (р, Ра), формулы таблицы 3 позволяют легко 
вычислить скалярные произведения (3, а) и этим определить систему 
простых корней G. То же самое можно повторить и для таблицы 4. 

§ 2. Индексы представлений и подалгебр 

п° 7. В простой алгебре Ли инвариантное относительно внутрен
них автоморфизмов скалярное произведение определено однозначно 
с точностью до численного множителя. В качестве нормирующего 
условия потребуем, чтобы квадрат длины наибольшего по длине корня 

* Мы обозначаем через N (R) размерность пространства R. 
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был равен 2. Условимся обозначать инвариантное скалярное произве
дение с указанной нормировкой через (х,у). 

Пусть G и G — простые алгебры, и пусть f— представление 
G в G. Формула 

(x,yh = (f(x),f(y)) (2.1) 

определяет в G новое инвариантное произведение {х,у)х. Стало быть, 

{f(x)*f{y))=Jt(x>y)> (2.2) 
где jf — численный множитель, не зависящий от х и у. Этот множи
тель мы будем называть и н д е к с о м п р е д с т а в л е н и я / . 

Полагая в • формуле (2.2) х = у = о, где 8 — корень наибольшей 
длины, получим: 

if = ^-(f®,fm (2-3) 
Пусть Gv G2, G3 — три простые алгебры, и пусть fx — представле

ние Gl в G2, /2 — представление G2 в G3. Тогда, очевидно, 

Если два представления G в G переводятся одно в другое авто
морфизмом G, то индексы этих представлений совпадают. Поэтому 
можно говорить об и н д е к с е простой п о д а л г е б р ы в про
стой алгебре . Если Gj с G2сG3, то индекс Gx в G3 равен произ
ведению индекса Gx в G2 на индекс G2 в G3. 

п° 8. Лемма 2.1. Пусть / — представление полупростой алгебры 
G в полупростую алгебру G. Пусть К и К— картановские под
алгебры, соответственно, G и G, выбранные так, чтобы / (К) ̂  /С 
Если а — корень G и А — вес какого-нибудь линейного представления 
ср алгебры G, то (/(ос'), А) является целым числом [о! = -—^ 
согласно (0.5)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из соотношений (1.6) и (0.5) получим: 

(/ (а'), Л) = (а', / • (Л)) = 2 ( ^ ( А ) ) . (2.5) 

Согласно лемме 1.1,/* (А) является весом линейного представления 
ср/ алгебры G и, стало быть, '^ " — целое число (см., напри
мер, [9], добавление, п° 8). 

Лемма 2.2. Пусть f — представление полупростой алгебры G 
в полупростую алгебру G, и пусть -у — произвольный корень G. Тогда 
(/(т')>/(т')) является целым числом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем картановские подалгебры КиК 
алгебр G и G так, чтобы f(K)^K. Пусть П — система простых корней 
алгебры G. Имеем: 

/W)= 2 ' « < (2.6) 
ос(ЛТ 
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откуда 

(/(Т')./(Т')) = 2 (Л-/Л/(Т').«)- (2.7) 

Пусть а 6 П. Вектор М 6 /С, определенный формулами 

Щ < 0 = 1 ' (2 8) 
(М,р') = 0 для р=^а, р е п , ^ ' ^ 

является старшим весом неприводимого представления алгебры G. 
Умножая соотношение (2.6) на М, получим: са = ( / ( f ) , Ж); в силу 
леммы 2.1, £а — целые числа. Далее, корни а являются весами при
соединенного представления G. Поэтому, в силу той же леммы, числа 

о 

(/(т')>а) также являются целыми. Наконец, ^—^ (как отношение квад
ратов длин корней простой алгебры Ли (см. [3], п° 51)) может при
нимать только значения 1, 2 и 3. Таким образом, формула (2.7) пока
зывает, что (/(?')> / ( т ' ) ) _ целое число. 

Из сопоставления леммы 2.2 с формулой (2.3) следует 
Т е о р е м а 2.1. Индекс у" любого представления f является по

ловиной целого числа. 
В действительности справедлива более сильная 
Т е о р е м а 2.2. Индекс jf любого представления f является це

лым числом. 
Мы не знаем простого доказательства этого факта. Его справедли

вость устанавливается попутно из дальнейших довольно сложных 
рассмотрений. Здесь же мы сделаем только некоторые предваритель
ные замечания. Прежде всего, безразлично, говорить ли об индексах 
представлений или подалгебр. Далее, в каждой алгебре имеется трех
членная подалгебра индекса 1, а именно, подалгебра, натянутая на 
векторы В, е§, £-8, где о — какой-нибудь корень максимальной длины. 
Поэтому (см. п° 7) набор индексов всех простых подалгебр алгебры G 
совпадает с набором индексов одних только трехчленных подалгебр. 
В частности, для того чтобы убедиться, что индекс любой подалгеб
ры является целым числом, достаточно проверить это для трехчлен
ных подалгерб. Для случая, когда алгебра G является классической, 
такая проверка будет выполнена в п° 12, а для особых алгебр она 
вытекает из таблиц 16—20 главы III. 

Т е о р е м а 2.3. Пусть fly /2 , . . . , fs — представления простой 
алгебры G в простую алгебру G, и пусть 

/ r , W » / / W = 0 (1ф];х,у£0). (2.9) 

Тогда / = Л + / 2 + • • • + / $ также является представлением, и 

/ /=4+4 +•••+4- <2Л°) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение, что /—представление, прове

ряется непосредственно. Далее, согласно (2.9) для любых х,y,z^G 
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(А (х ° s), fj (у)) = (f (х) о/, (z), / . (у)) = - (ft (z), f (x) of. (j,)) = 0. 

Значит, /.(GoG) ортогонально fj (G) (i=fcj). Но, в силу простоты и 
некоммутативности G, имеем: GoG = 6, и, стало быть,/.(G) орто
гонально / . (G). 

Пусть теперь о — корень наибольшей длины для алгебры G. Из 
(2.3) находим: 

й=1 ft=i 

п° 9. Исследуем вопрос о том, когда индекс у\ представления / 
алгебры G в G равен 1. Пусть es — корневой вектор алгебры G, соот
ветствующий корню максимальной длины, и пусть 

/(*«) = 2*«*«, (2.12) 

где Е — система корней, а £а — корневые векторы алгебры G. (Мы 
предполагаем, что идемпотенты Н и / / в G и G выбраны согласован
ным образом, т. е. / ( Я ) с Я . ) Из соотношения 

8 о г* = (8,8)^ = 2*8 (2.13) 
вытекает: 

/ ( 8 ) о / ( в в ) = 2/(е,).- (2.14) 
Из (2.12) и (2.14) имеем: 

2 са (а, / (§)) еа = 2 2 *«*«• ' (2.15) 

В силу равенства (2.15), из саф0 следует: 

(« , / (8))-2. (2.16) 
Из неравенства Буняковского и формулы (2.3) выводим: 

(«. / (8))2 < («. «) (/ (8), / (8)) = 2 (а, а) Jf, (2.17) 
причем равенство имеет место только в том случае, если а и /(8) 
линейно зависимы. Из соотношений (2.16) и (2.17) вытекает: 

Л > г ^ > Ь (2Л8) 
J J ^ (а, а) ^ у ' 

Следовательно, если jf= 1, то из са =̂ =0 следует, что (а, а) = 2 и а про
порционально/(8). Так как (а, /(8)) = (а, а) = 2, то из пропорциональ
ности а и/(8) следует равенство 

а = / ( 8 ) . (2.19) 

Итак, са Ф 0 лишь для единственного значения а, и из (2.12) имеем: 
/(е*) = саел. (2.20) 

Аналогично выводится, что 
f(e-8) = c-ae-«. (2.21) 

Итак, если /^ = 1, то представление / переводит каждый корень 
10 Математический сборник, т. 30(72), № 2 
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максимальной длины из G в корень максимальной длины из G, а соот
ветствующий корневой вектор в корневой вектор. 

На языке подалгебр доказанное предложение можно сформулиро
вать следующим образом: 

Теорема 2.4. Пусть G — простая подалгебра простой алгеб
ры О. Если индекс G в G равен 1, то корни максимальной длины 
из G и отвечающие им корневые векторы являются, соответственно, 
корнями и корневыми векторами и для алгебры G. 

п° 10. Пусть ? —линейное представление простой алгебры G. 
Легко видеть, что формула 

(х, у), = sp ср (х) о (у) (х, у € G) (2.22) 
определяет в G инвариантное скалярное произведение, и поэтому 

sp?M?0/ ) = Mx,.y), (2.23) 
где /ср — численный множитель, не зависящий от х и у. Мы назовем 
/ф и н д е к с о м л и н е й н о г о п р е д с т а в л е н и я ср. Легко доказы
ваются формулы 

V'Vb---^ = Ч + Ч + • •' + l*J (2.24) 
/ ф ^ х Ф ^ Л ^ ' ф . + ЛГЫ/ф, (2.25) 

(?ix?2 обозначает кронекеровское произведение представлений срх и ср2, 
TV (ср) — размерность представления ср). 

Пусть / — представление простой алгебры G в простую алгебру С/, 
и пусть ср — линейное представление G. Очевидно, 

Ф 

Теорема 2.5. Пусть ср — линейное неприводимое представление 
простой алгебры Ли G со старшим весом Л. Имеем} 

/Ф = ^ ( Л , Л + £), (2.27) 

где g* —б:_ужжа ясех положительных корней алгебры G, а N —раз
мерность G. 

Доказательство этой теоремы основано на следующей лемме: 
Л е м м а 2.3. Пусть ср — линейное неприводимое представление 

полупростой алгебры G со старшим весом Л. Пусть Ъ —система 
корней алгебры G, е* (а 6 Е) — корневые векторы и hv Л2,..., hn — орто
гональный нормированный базис в идемпотенте И. Тогда 

2?(АО2 + 2 9 f / ' ( V =; (А>Л + ^^ <2-28) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Линейное преобразование, стоящее в левой 

части (2.28), перестановочно с ср (х) при любом х € G (см., например, [17]) 
и, стало быть, по лемме Шура, имеет вид сЕ. Чтобы вычислить 
постоянную с, применим наше преобразование к вектору старшего 
веса -$л- Используя формулы 
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еа о е-а• = (ел, в-*) а, ср (а) Ел = (а, А) Ел, ? (АО Ел = (Аь А) Ел, 
? (еа) Ел = 0 при а > О 

(см., например, [9], добавление, п° 8), находим, что вектор Ел переходит 
при этом в вектор 

п 

2 №, А)* + 2 (А, а) Ел = (А, А + g) Ел, (2.29) 
а>0 

откуда и следует соотношение (2.28). 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.5. Из формулы (2.23) выводим: 

sp(2T(^+S9-^¥-)==/^. (2.30) 

Сравнивая соотношения (2.30) и (2.28), получим (2.27). 
Пример. Индексы неприводимых представлений трехчленной 

алгебры Аг. 
Представлению ср, задаваемому схемой 

к
0 , (2-31) 

отвечает старший вес А = - ^ а, где а — единственный положительный 
корень алгебры Аг. Далее, N = 3, Л/г(ср) = А+1 . Подставляя эти зна
чения в формулу (2.27), получаем: 

/Ф = * ( * + 4
6

)(* + 2)- = (* + 2 ) . (2.32) 

Неприводимое представление ср простой алгебры G мы задаем набо
ром чисел Аа = (А, а') (а пробегает простые корни G, А — старший 
вес ср, а == -,— aj. Поэтому для вычисления индексов представлений 
желательно преобразовать формулу (2.27) так, чтобы ее правая часть 
была выражена через числа Аа. В силу леммы 0.2 работы [9] (добав
ление, п°31), для вектора g, участвующего в формуле (2.27), 

£* = (*. О = 2 (а€П). (2.33) 

Сопоставляя формулы (2.27), (0.14) и (2.33), имеем: 

''ф = ^ Г 2 М А а + 2). (2.34) 

Числа Аа выражаются через Аа по формуле (0.13). 
В таблице 5 указаны индексы базисных представлений простых 

алгебр Ли, вычисленные по формуле (2.34). 
п°11. Пусть G — одна из классических алгебр, и пусть со — ее 

10* 
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простейшее представление. В теории А. И. Мальцева представление 
/алгебры Gв G описывается линейным представлением а>/ = 6 (ср. п°. 1). 

Т а б л и ц а 5 
Индексы базисных представлений простыл групп 

Bh 

w 
K.'J Vr' 

Л/ 
ГЖ-'J ' 

Из таблицы 5 видно, что U = 1 для G = Ап и C„ и U = 2 для G = 5 /г 
и /)„. Из формулы (2.26) имеем: 

/ф для G = Ап и С/?, 

-о- для G = Вп и Dn. 
(2.35) 

Формула (2.35) вместе с формулами (2.34) и (2.24) в принципе решает 
вопрос об индексах представлений в классические алгебры. 

Рассмотрим более детально тот случай, когда представляемая ал
гебра G является трехчленной. Из соотношений (2.24), (2.32) и (2.35) 
выводим, что представлению <Ь = i^ -f-... -f- <1̂ , где ф. задается схемой 

отвечает 

2^ £.(£. + ! ) (£ .+ ; 
6 

I / = i 
12 

для G = Ап и Сп, 

для G = Вп и Dn. 
(2.36) 
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Отсюда нетрудно вывести, что индекс jf всегда является целым чис
лом: для случая G = Ап и Сп является целым каждое из слагаемых 
в формуле (2.36); для случая В,г и Dn нужно учесть, что из ортого
нальности Ф вытекает, что среди чисел къ k2i..., ks каждое нечетное 
число встречается четное число раз. 

§ 3. Целочисленные представления и подалгебры 

п° 12. Пусть ср и ф — неприводимые линейные представления полу
простой алгебры G. Будем говорить, что ср и Ф сравнимы м е ж д у 
собой, если для любого веса Л представления ср и любого веса М 
представления Ф разность Л — М выражается в виде линейной комби
нации с целыми коэффициентами через простые корни алгебры G. 
Поскольку каждый вес неприводимого представления может быть 
получен из старшего веса вычитанием простых корней (см., напри
мер, [9], добавление, п° 10), сформулированное условие равносильно 
требованию, чтобы разность старшего веса ср и старшего веса ф выра
жалась с целыми коэффициентами через простые корни. 

Пример. Присоединенное представление простой алгебры Ли 
сравнимо с нулевым представлением. Действительно, система весов 
присоединенного представления составляется из нуля и системы кор
ней алгебры G. Каждый корень выражается с целыми коэффициентами 
через простые корни. Система весов нулевого представления состоит 
из одного нуля. 

Теорема 3.1. Пусть ср и Ф— неприводимые линейные представ
ления простой алгебры Ли, Л и Ж — их старшие веса. Положим 

2(Л-М, а.) 
а-г = -г-——^ [нумерация простых корней оц — та же, что и 
в таблице 1). Для того чтобы ср было сравнимо с Ф, необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялись соотношения: 

для Ап: ах + 2а2 + За3 + . . . + /га„ = 0 (тойп + \); 
для Вп: ап==0 (mod 2); 

. для Сп: ах + а3 + а5 + ... = 0 (mod 2); 
для Dn: ап~г + ап = 0 (mod 2) 

и 
(*1 + яз + аъ + • • • + #л-з = 0 (mod 2) при четном п, 

tii + #з + а5 + • • • + ап-2 + - ^ 2 — - = ° ( m o d 2) пРи не" 
четном п; 

для EQ: a± + a±=EEa2 + a5 (mod3); 
для Е7: a4+aQ + a7 = 0 (mod 2); 
для Е8, F± и G2 все представления сравнимы между собой. 
Если G — произвольная полупростая алгебра и ср — ее неприво

димое представление, то схема, задающая ср, распадается на связ
ные компоненты, задающие неприводимые представления простых 
идеалов алгебры G. Для сравнимости двух неприводимых представ
лений алгебры G необходимо и достаточно, чтобы они индуциро
вали сравнимые представления на каждом простом идеале. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть П — система простых корней алгебры О. 
Согласно формулам (0.10) и (0.13), 

л лг - V 2<A«-M«> 2(ла~м а) _ 2 v 2(Л-м,р) 
" а^П ( а ' а ) ' " ' ( а ' а ) " ( а ' а ) ^ П ^ 3 № ' W ' 

Используя таблицу 2, убеждаемся, что для всех типов простых алгебр 
условия на /о" р.) » перечисленные в формулировке теоремы, 
необходимы и достаточны для целочисленности всех значений 
2 (ла — ма) 
—- г— (а 6 П). Далее, если система П распадается на взаимно орто
гональные подсистемы Uv П2,..., П5, то ga$ = 0 для а 6 Щ р 6 П/ (* =̂ =у). 

2 (Л — Ма) 2 (Л - М, р) 
Поэтому, если а б Пг-, то —г—;— выражается только через ,Q в)— 

Линейное представление полупростой алгебры О мы назовем цело
численным, если все неприводимые компоненты сравнимы между 
собой, другими словами, если разность любых двух его весов раз
лагается по простым корням с целыми коэффициентами. В частности, 
неприводимое представление всегда целочисленно. Присоединенное 
представление полупростой алгебры также всегда целочисленно. 

п° 13. Полупростую подалгебру G полупростой алгебры G мы на
зовем ц е л о ч и с л е н н о й , если любое целочисленное представление 
алгебры G индуцирует целочисленное представление на G. 

Т е о р е м а 3.2. Пусть G — полупростая подалгебра полупростой 
алгебры G, и пусть Нс^Н — их идемпотенты. Для того чтобы G 
являлась целочисленной подалгеброй, необходимо и достаточноt 
чтобы корни алгебры G при ортогональном проектировании на Н 
переходили в целочисленные линейные комбинации простых кор
ней G. 

Для доказательства достаточно заметить, что если представление <р 
алгебры G индуцирует на G представление ср, т о система весов 
представления ср получается из системы весов представления ср посред
ством ортогонального проектирования на Н (см. [4], теорема 3 или [9], 
добавление, теорема 0.11). 

Теорема 3.3. Для целочисленности подалгебры G достаточно, 
чтобы хоть одно точное целочисленное представление алгебры G 
индуцировало на G целочисленное представление. 

Доказательство прямо вытекает из теоремы 3.2, если использовать 
следующую лемму: 

Лемма 3.1. Если ср — точное линейное представление полупро
стой алгебры G, то каждый корень G представляется как разность 
двух весов представления ср. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 3.1. Если для некоторого корня § 
утверждение леммы не выполняется, то для любого веса М элементы 
М + 8 и М — 8 не являются весами. Стало быть, (М, 8) = 0 (см., на
пример, [9], добавление, п°8) и ср (8) = 0, что противоречит точности ср. 
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С л е д с т в и е из теоремы 3.3. Для целочисленности под
алгебры G необходимо и достаточно, чтобы все неприводимые ком
поненты ее характеристического представления х~ были сравнимы 
с нулевым представлением. 

Легко выводятся также следующие свойства целочисленных под
алгебр: 

A. Если G — целочисленная подалгебра в G и G — целочисленная 
подалгебра в G, то G— целочисленная подалгебра в G. 

Б. Идеал всегда является целочисленной подалгеброй. 
B. Если подалгебра разлагается в прямую сумму целочисленных 

подалгебр, то она также целочисленна. 
Полезно ввести понятие целочисленности для представлений одних 

алгебр в другие. Представление / полупростой алгебры G в полупро
стую алгебру G, мы назовем целочисленным, если целочисленна 
подалгебра /(G) алгебры G или (что равносильно) если для любого 
целочисленного линейного представления ср алгебры G целочисленно 
линейное представление ср/. 

§ 4. Две общие теоремы о полупростых подалгебрах 

п° 14. Теорема 4.1. Пусть элементы >ч, и*., и_>.. (* = 1, 2,..., т) 
полупростой алгебры Ли G отличны от нуля и удовлетворяют 
соотношениям 

)ц о UXj = (h, >v) UXp 

Ux.ou-X.= Q при 1ф], 
их.ои-}ч = (%., и_хг)\, 

\ ( / = 1 , 2 w) (4.1) 

причем lv Х2,..., 1т линейно независимы и (u\v и-^)фО ((х, у) обо
значает какое-нибудь инвариантное невырожденное скалярное про
изведение в алгебре G). Тогда минимальная подалгебра G алгебры G, 
объемлющая эти элементы, является полупростой. Система 
Х1? Х2,..., \т является возможной системой простых корней для G, 
a Uxv u-xi (*"=1> 2,... , т) — соответствующие корневые векторы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Положим 

( « _ X . i O « _ x . 2 ) o . . . o M _ x . i = ^ V 2 . . . r V ) 

Из формул (4.1) выводим: 
т 

а) Если h = 2аг>ч, то 

h о Xj = 0, 
h о nkh...is = (А, >.,, + . . . + hs) U4xit...is, 

h ° Vij,...; = — (fl, A;, + • . • + h) Vtlll...;s. 
(4.3) 
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б) Коммутаторы щ^,л8 ° Uj\u..jt, vix...is о vjx..jt и uix.,js о vh..Jt выра
жаются в виде линейной комбинации ХЛ, иихкг..мг, Vkxkt...kr. 

Из утверждений а) и б) легко вытекает 
в) В подалгебре G можно выбрать базис из векторов X,-, щ1ш..? Vix..j . 
Положим 

т 

ИХ = ^ Ь'*Щ> 

т 

(4-4) 

и подберем коэффициенты щ, b\, c-t так, чтобы 

(К h) = (К X), > 
biCi (щ, и_х.) = а,-.) 1 * ; 

Тогда 
X о дя = (X, X) и1у X о и-х = — (X, X) и-х, ах о Й_Х =- X. 

Следовательно, линейная оболочка С0 элементов X, иХу и~ъ является 
трехчленной простой алгеброй, и элемент X — корень этой алгебры. 

Рассмотрим линейное представление <р, которое индуцируется на GG 
присоединенным представлением G. Из предложения а) вытекает: 

X о X; = 0, ] 
X о uix...is = (К Ч + ...+ hs) uix..js, (4.6) 

х о v,x..js = - (х, )Чх + . . . + x g Vit...is. J 
Стало быть, векторы X;, Uix..js и г^...^ (те, которые не равны нулю) 
являются весовыми векторами для представления ср. При этом векторы X. 
имеют вес 0, а векторы Ujx...is, v-lx..tis имеют вес 

- (1,1) ' {*•'' 

В силу соотношений (4.5), это выражение равно 
± sX, (4.8) 

и, следовательно, веса векторов щх..л3 не равны нулю. Отметим, что 
все веса представления <? оказались целочисленными кратными корня X. 

Пусть теперь / — ненулевой идеал алгебры G. Пространство / 
инвариантно относительно представления ср. Система весов предста
вления ср в этом подпространстве является подсистемой полной системы 
весов в пространстве G, и, следовательно, она также состоит из 
целочисленных кратных вектора X. Заметим теперь, что если некоторое 
линейное представление трехчленной простой алгебры имеет вес 
вида sX, где 5 — целое число, то оно имеет и вес 0. Тем самым 
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доказано, что всякий ненулевой идеал / алгебры G содержит отличный 
т 

от нуля элемент вида ^а{ки 
т 

2) Докажем, что если/ — идеал в алгебре G и А = 2 а ^ ^ А т 0 и з 

(А, >ч) =̂= 0 вытекает, что >ч, ихР и~х£ € /. Действительно, вместе с h 
h о их. h о и_х . 

к идеалу / принадлежат -TJ—^T = ^ и __ „ * = u-xif а вместе с их 
а^. о а_х. 

и я_я, принадлежит "' —f = > . . 
3) Из пунктов 1) и 2) вытекает, что если система Хь Х2,.. . ,Х т не 

распадается на две ортогональные подсистемы, то подалгебра G является 
простой. Действительно, согласно пункту 1), всякий ненулевой идеал/ 

т 
алгебры G содержит не равный нулю элемент А = ^afc. Хотя бы для 

одного номера / произведение (А, X,) не равно нулю, и, согласно пункту 
2), К Uip U-\i б /. Далее, для любого значения j найдется цепочка 
hv . . . , hs, такая, что 

(h К) ф О, (X,-, Х,-2) ^ 0,.. ., (>>,„ Ц ф 0, (4.9) 

и, повторно применяя утверждение пункта 2),' мы докажем, что 
X/, Uxj, U-xj€/ при j=l,2,...,m. Значит, / = G, и простота G доказана. 

4) Докажем теперь, что если (X,-, Ху) = 0, то и*, о их = #_х. о ц_1. = 0. 
Имеем: 

ггХ/, ° (й-х,- ° и-ху) = (их* ° И-х̂ ) о й-ху + я-х* ° (ЙХЛ ° И-ху). (4.10) 

Используя формулы (4.1) и условие ().*, Ху) = 0, выводим, что это 
выражение равно нулю при любом k. Следовательно, их ° (u-xt ° U-xj) 
также равно нулю, откуда вытекает, что и-х{ ° #-ху = 0, ибо в противном 
случае этот вектор являлся бы крайним для представления ср, имея 
вес — 2Х, что невозможно (определение крайних векторов см. в [9], доба
вление п° 9). Аналогично доказывается, что Uxt ° #ху = 0. 

5) Пусть система Хх,..., \1П распадается на взаимно ортогональные 
подсистемы Х1?..., \s и ls+1,..., Xm. Тогда, согласно пункту 4), каждый 
из векторов X/, ах., u-.xt {i = 1, 2 , . . . , s) перестановочен с каждым из 
векторов Ху, tixj, ti.-xj (j = s + 1,.. ., m). Обозначим через Gx подалгебру, 
порождаемую Хь их., и~ц (i = 1, 2 , . . . , s), а через G2 —подалгебру, поро
ждаемую Ху, Uxp ti-xj (j = s + 1 , . . . , m). Очевидно, что алгебра G разла
гается в прямую сумму Gr и G2. 

6) Из сопоставления пунктов 3) и 5) вытекает, что подалгебра G всегда 
является полупростой. 

7) Из утверждения 1а) и 1 в) видно, что: а) векторы вида Еа*Х* 
образуют картановскую подалгебру алгебры G, б) векторы и-н..л8, *о\г..л-3> 
отличные от нуля, являются корневыми векторами, в) все кор
ни G имеют вид ± (Х/х + . . . + \t)a 
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Отсюда легко усмотреть, что относительно лексикографического 
упорядочения по базису Хх , . . . , Xm система простых корней алгебры G 
совпадает с системой л 1 э . . . , Хт. 

п°15. Т е о р е м а 4.2. Пусть GQ — полупростая подалгебра полу
простой алгебры G. Пусть Я 0 с Я — их идемпотенты и 

0 = [ Я ] + 2 * О з (4.11) 

— каноническое разложение G. Если 

ех = h + 2 Н (А € [Я], Г с Е, ^ 6 G3, е3 =£ о) (4.12) 

— корневой вектор подалгебры G0, отвечающий корню X, то h = 0 
и при ортогональном проектировании на Н0 система Г проекти
руется в X*. 

Доказательство этой теоремы вытекает из общей алгебраической 
леммы о том, что если сумма линейно независимых собственных 
векторов некоторого линейного преобразования А также является 
собственным вектором для Д то все эти векторы принадлежат одному 
и тому же собственному значению преобразования А. Эту лемму 
следует применить к преобразованию Ах, определяемому формулой 

A*y = xoy, (4.13) 

где х 6 Н0. Векторы е\ и е$ (р 6 Г) являются собственными для Aj 
и соответствующие собственные значения равны (л:, X) и (л:, р). Если 
кфО, то А — также собственный вектор для Ах, причем соответствую
щее собственное значение равно нулю. Отсюда, если h Ф 0, то (х, X) = О 
для любого х€Н0, ЧТО невозможно, ибо (X, Х)=^=0. Итак, h = 0. Далее, 
имеем: (х, X) = (х, р) для любых х€Н0 и р 6 Г, и, стало быть, X — (3, 
ортогонально Я0 . 

С л е д с т в и е . ££./ш Гх — совокупность всех корней алгебры G, 
которые при ортогональном проектировании на Н0 проектируются 
в X, то X представляется в виде 

х = 2 г<*а-

Действительно, пусть 

а 6 Г х \ 

е-х= 2 ^ _ а | 

* Для случая, когда G0 изоморфно Alt эта теорема содержится в работе А. И. Маль
цева [И]. 

(4.14) 

(4.15) 
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(ri, Г2 с Е, еа 6 Ga, е'_а 6 G_a, ea, el« =£ 0). Перемножая эти равенства 
и сохраняя при этом только члены, принадлежащие [Н] (ср. разложе
ние (4.11)), получим: 

i*x'*-xH= 2 к > 0 « - (4Л6) 
г1Пг2 

Согласно теореме 4.2, ГхсГх, Г2^ГХ, и, стало быть, разложение (4.16) 
имеет вид (4.14). 

Глава II 

Регулярные подалгебры. /?-подалгебры и 5-подалгебры 

§ 5. Перечисление регулярных подалгебр 

п°16. Пусть G — полупростая алгебра Ли. Подалгебру G алгебры G 
мы называем р е г у л я р н о й , если для нее можно построить базис из 
элементов некоторой картановской подалгебры К алгебры G и корневых 
векторов алгебры G относительно /С 

С каждой картановской подалгеброй К алгебры G связано кано
ническое разложение G: 

G = K+ 2'Ga, (5.1) 

где Е—система корней G и Ga — корневые подпространства. Пусть G—ре
гулярная подалгебра алгебры G. Согласно определению, при надлежащем 
выборе картановской подалгебры К будем иметь: 

где AT с/С, SCE. 
ДЛЯ ТОГО чтобы подпространство G, задаваемое формулой (5.2), 

являлось подалгеброй, необходимо и достаточно, чтобы 
АА) если а, р 6 2 и а + [3 6 Е, то а + р 6 Е; 
А2) если а € Е и - а 6 Е , TOJX€ AT (или (Е) П(— ЦсК). 
Для того чтобы подалгебра G была полупростой, необходимо и доста

точно, чтобы дополнительно выполнялись условия 
Рх) если а€Е, то — a € Ё 

и 
Р2) К' является линейной оболочкой Е-

(Условие А2) следует из Рх) -— Р2).) 
Из сказанного видно, что для отыскания всех регулярных подалгебр 

алгебры G достаточно найти все подсистемы Е системы Е, удовлетво
ряющие условию Ах). Из них полупростым подалгебрам отвечают те 
и только те системы Е, которые удовлетворяют условию Рг); при 
этом Ё является системой корней для соответствующей подалгебры G. 
Таким образом, задача перечисления всевозможных регулярных под
алгебр в заданной полупростой алгебре G представляет собой чисто 
комбинаторную задачу. Решение этой задачи является важным этапом 
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в изучении произвольных подалгебр полупростых алгебр Ли. В настоя
щей работе нас интересуют исключительно иолупростые подалгебры *. 
Полная классификация регулярных полупростых подалгебр дается 
таблицами 9 и 11. 

п°17. Полупростые алгебры Ли удобнее описывать не полными 
системами корней, а системами простых корней. Пусть Е — система 
корней полупростой алгебры G. Подсистему Г системы Е мы будем 
называть П - с и с т е м о й , если 

Вл) из а б Г, р 6 Г вытекает а — р €~Е, * 
В2) Г —линейно независимая система. 
Т е о р е м а 5.1. Пусть корна а19 а2,...,ат полупростой алгебры G 

образуют П-систему. Рассмотрим минимальную подалгебру G алгеб
ры G, содержащую корневые векторы еЛ19..., еа/п, е-Л1,..., е-Лт. 
Подалгебра G является регулярной полупростой подалгеброй и систе
ма ах, а2 , . . . , ат является возможной системой простых корней 
для G. Всякая регулярная полупростая подалгебра алгебры G 
сопряжена одной из подалгебр, получаемых этой конструкцией. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 4.1, G — полупростая под
алгебра и аь . . . , ат — возможная система простых корней лля G. Регу
лярность G очевидна. Остается доказать последнее утверждение тео
ремы. 

Пусть &х — произвольная полупростая регулярная подалгебра алгеб
ры G. Найдется подалгебра G2, сопряженная G1 и такая, что Е е Е, 
где Е — система корней G2, E — система корней G. Пусть Г — система 
простых корней алгебры G2. Согласно [3] (п°35), система Г линейно 
независима и из а, р С Г вытекает, что а —рбЕ. Принимая во внимание 
условие Аг) п°16, имеем отсюда: а —рбЕ. Итак, выполнены требования 
Вх) и В2), и, стало быть, Г является П-сЙстемой. 

В силу теоремы 5.1, задача классификации полупростых регулярных 
подалгебр в полупростой алгебре G сводится к задаче перечисления 
всевозможных подмножеств системы корней Е, являющихся П-системами. 

Т е о р е м а 5.2. Если G — полупростая алгебра ранга п, то всякая 
U-система содержится в И-системе, состоящей из п элементов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если П-система Г состоит менее чем из п 
элементов, то существуют корни, не выражающиеся линейно через 
элементы Г. Присоединяя к Г наименьший из этих элементов, получим 
снова П-систему. Этот процесс продолжается до тех пор, пока не 
придем к П-системе из п элементов. 

Очевидно, что всякая подсистема П-системы сама является П-систе
мой, и из теоремы 5.2 вытекает, что в алгебре ранга п достаточно найти 
П-системы из п элементов. 

В [2] (см. также [3]) доказано, что всякой П-системе, не распадаю
щейся на две ортогональные подсистемы, соответствует одна из схем 
таблицы 6. 

* Изучение неполупростых регулярных подалгебр проводилось В. В. Морозовым [12]̂  
который нашел все максимальные среди таких подалгебр. Новое более простое описа
ние неполупростых максимальных подалгебр было предложено Ф. И. Карпелевичем [10]. 
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Т^а б л и ц а 6 

h Вп Сп Вп Е6 Е7 Е8 Е^ £2 

Совершенно аналогично можно доказать, что если некоторое мно
жество корней не распадается и удовлетворяет условию Вх), то 
соответствующая схема содержится или в таблице 6, или в таблице 7. 

Т а б л и ц а 7 

Будем говорить, что корень о 
Ъ> Т2> • • > То если 8 =± Y/X + Т/2 + • 

в ы р а ж а е т с я ч е р е з к о р н и 
.. + Y/J и для k = 1, 2,. . . , s 

lh + T*i + • • • + Vk ̂  s* Пусть корни al9 a2 , . . . , am образуют нераспадаю
щуюся П-систему. Упорядочим Е так, чтобы они были положительны, 
и присоединим к ним наименьший из корней, выражающихся через 
± <хь . . . , -J- ат. Мы получим нераспадающуюся систему (аь а2 '8), 
которую назовем р а с ш и р е н и е м системы (аъ а2,, . . , ат). Полученная 
система удовлетворяет условию Вх), но не удовлетворяет условию В2), 
и поэтому ее схема содержится в таблице 7. В таблице 8 указаны 
найденные прямым вычислением расширения для каждой из схем 
таблицы 6 (присоединяемый корень отмечен знаком+). 

Т а б л и ц а 8 

F 
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Поскольку каждая из схем таблицы 7 находит свое место в табли
це 8, имеем следующую лемму: 

Л е м м а 5.1. Всякая нераспадающаяся система корней, удовле
творяющая условию ВД получается расширением некоторой нерас
падающейся П-системы. 

Пусть теперь П-система Г распадается на s взаимно ортогональных 
нераспадающихся подсистем. Схемы этих компонент содержатся 
в таблице 6. Расширением Г мы назовем систему, получающуюся 
расширением одной из ее компонент. Таким образом, систему Г можно 
расширить 5 различными способами. Если из расширенной системы Г 
вычеркнуть один из элементов той компоненты, которая подверглась 
расширению, то получится новая П-система Г', состоящая из того же 
числа элементов, что и Г. Мы будем говорить, что Г получена из Г 
э л е м е н т а р н ы м п р е о б р а з о в а н и е м . Нетрудно усмотреть, что 
если G и СУ — подалгебры, отвечающие системам Г и Г, то G ^ G ' и ра
венство G = (7 возможно лишь в случае Г = Г'. 

Т е о р е м а 5.3. Пусть G — полу простая алгебра ранга п. Всякая 
П-система, состоящая из п элементов, может быть получена из 
некоторой системы простых корней алгебры G цепочкой элемен
тарных преобразований. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Г\ = (а а , . . . , а„) — некоторая П-система, 
и пусть 8 — наименьший из корней, не выражающихся через ± аъ . . . , ± ал. 
Легко видеть, что система (ах, а2 , . . . , а/2, 8) удовлетворяет условию Вх) 
и, следовательно, распадается на компоненты перечисленных в таблице 
6 типов. Поскольку среди п + 1 векторов (аь . . . , а„, 8) имеется п 
линейно независимых, то только одна из этих компонент принадлежит 
таблице 7, а остальные содержатся в таблице 6. Используя лемму 5.1, 
замечаем, что система (a l f . . . , ал, 8) является расширением некоторой 
П-системы Г2. Очевидно, что Г\ получается из Г2 элементарным пре
образованием и Г ^ Г2. Продолжая тот же процесс, построим П-системы 
Г3, Г 4 , . . . , причем Tk-! получается элементарным преобразованием из Г& 
и Tk-i ф Г#. Если <?!, G2L G 3 , . . . — подалгебры, отвечающие системам 
Гх, Г2, Г 3 , . . . , то Gjd G2c:G3c:.. . (включение строгое). Поэтому указанный 
процесс должен оборваться. Но он может оборваться лишь на Gr = G. 
Тогда при надлежащем упорядочении Е Гг является системой простых 
корней для G, и теорема доказана. 

Разыскание регулярных подалгебр в полупростых алгебрах сво
дится к аналогичной задаче для простых алгебр при помощи сле
дующей очевидной теоремы: 

Т е о р е м а 5.4. Пусть G — полупростая алгебра Ли и 

G - G : + . . - +Gr (5.3) 
— ее разложение в прямую сумму простых идеалов. Если для 
k = 1, 2, . . . , г Gk — регулярная подалгебра алгебры Gk, то 

G=G1+... + Gr (5.4) 
— регулярная подалгебра алгебры G. Описанным способом могут 
быть получены все регулярные подалгебры алгебры G. 
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Теоремы 5.2 и 5.3 дают алгоритм, позволяющий, отправляясь от 
системы простых корней алгебры, найти всевозможные системы про
стых корней для ее регулярных полупростых подалгебр. Двум таким 
системам отвечают сопряженные подалгебры тогда и только тогда, 
когда эти системы получаются одна из другой преобразованием из 
вейлевской группы (S) (см. [21]). Устраняя подобные повторения, при
ходим к следующим результатам. 

Для классических алгебр А„, ВПу Сп, Dn типы регулярных полу
простых подалгебр даются таблицей 9. Все подалгебры одного и того 

Т а б л и ц а 9 
Регулярные полупростые подалгебры классических алгебр 

Алгебра 

\ 

в„ 

Сп 

Dn 

Типы подалгебр 

\+. 

А+-. 

Аъ + -

К+-

..+Ak 

•+Aks+Dmi+...+ Dmr+Bn 

••+Aks+cl% + ... + clr 

••+\ + Dm>+---+Dmr 

( 2 ( V M ) = « + I ) 
x / = 1 

, (2(*i+i)+Sm i+m=' t) 
4 i = 1 i =. 1 ' 

I* \ 

(ij(*/+i)+i>/=«) 
i = 1 i = 1 

kx> & 2 > . . . > ^ > 0 , / 1 > / 2 > . . . > / / . > 0 , m 1 > m 2 > . . . > m r > l , m > 0 

же типа сопряжены. Исключением являются только типы подалгебр 
алгебры Dn, отвечающие нечетным ktJ k2l . . . , ks и г = 0. Каждому 
типу соответствуют два класса сопряженных подалгебр, переводимых 
друг в друга внешним автоморфизмом Dn. 

Т а б л и ц а 10 
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Для особых алгебр таблица 10 указывает типы подалгебр наи
высшего ранга. Каждому из этих типов отвечает один класс сопря
женных подалгебр. Для того чтобы определить типы подалгебр 
меньшего ранга, достаточно (в силу теоремы 5.2) рассмотреть все
возможные подсхемы каждой из схем таблицы 10. Вычисление по
казывает, что подсхемам одинакового вида отвечают сопряженные 
подалгебры. Единственными исключениями являются: для алгебры Е7 
схемы 

If) о—о—о о , /уо о о о , ff)o о о 

и для алгебры Е8 схемы 

3)о—о—о о—о—о, tf)o—о—о о о , fjo о о о , 

каждой из которых отвечают 2 класса сопряженных подалгебр. 
Мы будехМ задавать регулярные полупростые подалгебры, указывая 

их тип (например, подалгебры алгебры Ev указанные в таблице 10, 
принадлежат типам D6 + Av A5 + А2, 2Л3 + Аъ Аъ Z)4 + 3Ai9 IAx *). 
Вообще говоря, этого достаточно, ибо, как правило, все подалгебры 
одного типа сопряжены между собой. Дополнительно примем сле
дующие соглашения. Подалгебру, отвечающую сплошь зачерненной 
схеме, будем обозначать знаком, снабженным волной (например, 
в отличие от знака Л2, отвечающего схеме о—о , знак А2 отвечает 
схеме •—т и т. п.). В перечисленных выше исключительных слу
чаях, когда одной схеме отвечают две несопряженные подалгебры, 
будем отличать их, снабжая одну штрихом, другую двумя штрихами: 
например, [А5 + Аг]\ [Аб + А1у, [ААг]', [4Аг]" и т. п. В таблице И 
перечислены все регулярные подалгебры особых простых алгебр Ли, 
отличные от нулевой подалгебры и всей алгебры **. Как видно из 
таблицы, их число равно 4 для (72, 22 для F±, 19 для Е6, 45 для Е-4 
и 75 для Е8. 

п°18. М а к с и м а л ь н ы е р е г у л я р н ы е подалгебры. 
Теорема 5.5. Пусть G — полупростая алгебра Ли, £ — система 

ее корней, П — система простых корней, Па — система, получаю
щаяся из П отбрасыванием элемента а, 8 — наименьший корень 

* Ради краткости, мы пишем 1Аг вместо Ах + А± + А1 + Ах + А± + Ах + Alt 2Л3 
вместо А3 + А3 и т. д. 

** Обозначения [ ]' и [ ]" уточняются следующим образом: в случае алгебры Е7 
подалгебры, снабженные одним штрихом, содержатся в подалгебре А7, а снабженные 
двумя штрихами — не содержатся в ней; в случае алгебры Е8 подалгебры, снабженные 
одним штрихом, содержатся в А8, а снабженные двумя штрихами — не содержатся 
в ней. 
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алгебры G. Обозначим через G (а) подалгебру, порождаемую эле
ментами е& е_з (3 (: 1Та) и е8у £-s. Обозначим через G [а] подалгебру, 
порождаемую элементами е$, е-$ (31 Па) и а, еа. Каэюдая из под
алгебр G[a] (а t i l ) , а также каждая из подалгебр G (а) (абП), 
отличная от G, является максимальной регулярной подалгеброй 
алгебры G. Любая максимальная регулярная подалгебра сопряжена 
одной из перечисленных подалгебр. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ф. И. Карпелевич [10] доказал, что под
алгебры G [а] (а СП) исчерпывают неполупростые максимальные ре
гулярные подалгебры. Из алгоритма, развитого в п°17, легко видеть, 
что подалгебры G (о) (а С П) исчерпывают все полупростые макси
мальные регулярные подалгебры. 

З а м е ч а н и е . Подалгебры G (а) и G [а] являются максималь
ными не только среди регулярных подалгебр, но и среди всех вообще 
подалгебр алгебры G. 

Действительно, пусть G* — произвольная подалгебра, объемлющая 
G (а) или G [ос]. Тогда G* содержит идемпотент алгебры G и, в силу 
следствия теоремы 6.1, регулярна. 

В таблице 12 для каждой простой алгебры G перечисляются типы 
подалгебр G (а), отличных от G (нумерация простых корней—та же, 
что и в таблице 1). Для каждой подалгебры указана ее размерность N. 

Т а б л и ц а 12 
Регулярные полупростые максимальные подалгебры простых алгебр Ли 
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в„ 
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ъп 
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(k = 2, 3 , . . . , n) 

G(ctk)==Ck + Cn-k. 
. (k = :l, 2 , . . . , n) 

(k = 2, 3 , . . . , /2 — 2) 

G K ) ^A. + A, 
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G(a1) = i41 + C, 
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Для некоторых задач полезно знать максимальные регулярные 
полупростые подалгебры, т. е. такие собственные регулярные полу
простые подалгебры G алгебры G, для которых не существует ре
гулярной полупростой подалгебры G*, удовлетворяющей включениям 
G с: G czG. Полный перечень таких подалгебр получится, если к ре
гулярным полупростым максимальным подалгебрам, перечисленным 
в таблице 12, присоединить регулярные подалгебры, перечисленные 
в таблице 12а. 

Т а б л и ц а 12а 
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Алгебры В„, Сп и Dn могут быть описаны как алгебры всех ли
нейных преобразований А пространства /?, удовлетворяющих условиям 

sp А = 0, Q (Л?, г,) + Q (S, Лт<) - 0, (5.5) 
где Q (£, т,) — заданная в R невырожденная билинейная форма, сим
метрическая или кососимметрическая. При этом каждая из подалгебр 
G{ak) может быть описана как совокупность матриц, переводящих 
в себя некоторое невырожденное подпространство R (размерности 2k). 
(В силу условия (5.5), эта совокупность автоматически оставляет 
инвариантным и ортогональное дополнение R.) 

Аналогичное описание допускают и подалгебры G [а] классических 
алгебр. Именно: подалгебра G [ak] может быть описана как совокуп
ность всех матриц из алгебры, оставляющих инвариантным фиксиро
ванное подпространство размерности k. В случае Вп, Сп и Dn до
полнительно требуется, чтобы это подпространство было изотропно. 

§ 6. Признаки регулярности, Способы построения регулярных подалгебр 

п°19. Простым видоизменением определения регулярности является 
следующий необходимый и достаточный признак: 

Подалгебра G полупростой алгебры G регулярна тогда и только 
тогда, когда при надлежащем выборе картановской подалгебры К 
алгебры G из 

/г+ 2*«<5G (6.1) 

(hi: К, еа принадлежит корневому подпространству Ga) вытекает: 

A€G, ea£G (ссбЕ). (6.2) 

Ниже выводятся более содержательные достаточные признаки. 
При этом используется следующая лемма из линейной алгебры: 

11* 
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Лемма 6.1. Пусть векторы xv х2,. . . , х?г принадлежат по
парно различным собственным значениям линейного преобразова
ния А, и пусть R — какое-нибудь инвариантное подпространство 
пространства R, где действует А. Если хг + х2 + . . . + Xk 6 /?, то 
x^R ( r = l , 2 f . . . , k). 

Элемент х полупростой алгебры G назовем р е г у л я р н ы м , если 
линейное преобразование АЛ-, определенное формулой 

Аху = хоу, (6.3) 

имеет максимальное возможное число различных характеристических 
корней. В этом случае совокупность Gx всех элементов из G, пере
становочных с х, является картановской подалгеброй. Таким образом, 
регулярный элемент включается (и притом единственным образом) 
в некоторую картановскую подалгебру. Далее, легко видеть, что 
если элемент /г принадлежит картановской подалгебре К, то для его 
регулярности необходимо и достаточно, чтобы скалярные произведе
ния (А, а) (а пробегает корни алгебры G) были отличны от нуля и 
попарно различны между собой. 

Теорема 6.1. Если подалгебра G полупростой алгебры G со
держит регулярный элемент х алгебры G} то она регулярна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим каноническое разложение алге
бры G относительно картановской подалгебры K=GX (ср. (0.1)): 

Пусть 
А+ 2?«<:G (h £ К е. С G«). (6.5) 

Рассмотрим линейное преобразование Лл, определенное формулой (6.3). 
Векторы ea (a € Е) и h принадлежат попарно различным собственным 
значениям преобразования Ах. В силу леммы 6.1, из (6.5) вытекает: 
h £ б, еа 6 G (а 6 Е), и регулярность G доказана. 

Следствие. Если ранг подалгебры G равен рангу алгебры G, 
то G—регулярная подалгебра. 

Действительно, G содержит некоторый идемпотент алгебры G и, 
стало быть, заведомо содержит регулярный элемент алгебры G. 

Из теоремы 2.4 непосредственно вытекает следующая 
Т е о р е м а 6.2. Если подалгебра G простой алгебры G принад

лежит одному из типов АПЛ Е6, Е7 или Es и если индекс G в G ра
вен 1, то G регулярна. 

Т е о р е м а 6.3. Пусть G—регулярная подалгебра полупростой 
алгебры G. Тогда радикал G0 и максимальная полупростая под
алгебра Gr алгебры G также регулярны в G. Более точно, если 

G = K+ 2"G« (6.6) 
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— каноническое разложение полупростой алгебры G и если 

0 = K+^Ga (К с: К, ^ ) , (6.7) 

то 
G0 = Ко + 2 ^ а ' ^ сопряжена К' + 2* G * ' (6*8) 

где II = (S) п (— £), Е0 = £ \ 1У, К — линейная оболочка X)', К0 — орто
гональное дополнение К в К Если система L содержит вместе 
с каждым элементом а и элемент — а, то 

G0 ° (7 = 0. (6.9) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме Н. Г. Чеботарева ([14], тео
рема 3), подалгебра Ко + У\ Ga является разрешимой. Подалгебра 

К 4- S ^ a УД° в л е т в о Р я е т условиям Рх)—Р2)п°16, и, следовательно, 

она — полупростая. Эти две подалгебры в сумме дают G, а их пере
сечение равно нулю. Отсюда вытекает, что первая из них •— радикал, 
а вторая — максимальная полупростая подалгебра алгебры G. Остается 
заметить, что, по теореме А. И. Мальцева [11], все максимальные 
полупростые подалгебры сопряжены между собой. 

Если из а(:Е следует, что — а (: Е, то Е = £, 10 пусто и G0=ko. 
Отсюда легко вывести справедливость соотношения (6.9). 

п°20. Пусть G — линейная полупростая алгебра Ли, действующая 
в пространстве R. Пусть Rb /?2, . . . ,'/?.у —подпространства простран
ства /?. Условимся обозначать через (G; /?х, /?2, . . . , Rs) совокупность 
всех линейных преобразований из G, оставляющих инвариантным 
каждое из подпространств /?х, /?2, . . . , /?.s, и через (G; /?1? /?2 , . .. , /?5)0 — 
совокупность элементов из (G; /?р /?2, . . . , /?5), имеющих в каждом 
из подпространств /?т, /?2, . . . , /?л> след, равный нулю. Очевидно, 
(G; jRl9 /?2, . . . , /?5) и (G; /?1? /?2, . . . , /?6)0 — подалгебры. 

Т е о р е м а 6.4. Пусть G —линейная полупростая алгебра Ли, 
действующая в пространстве R. Пусть А — система весов G и 
/?л — подпространство, составленное из всех векторов веса А. 
Положим 

Я д = 2 Ял (ДСА). (6.10) 

Подалгебры G = (G; /?£ , . . . , /?^ ) и G() = (G; /?^ , . . . , /?£ )0 яв-
ляются регулярными. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что, в силу леммы 6.1, если векторы 
?л , ?л9, • • • , 5лл принадлежат попарно различным весам А2, А 2 , . . . , А/?, 
то из 
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S ¥ ^ (6-и) 
вытекает: 

Ц.С:/?! ( 7 = 1 , 2 , . . . , А). (6.12 

Для того чтобы элемент 

Л+ 2 е- (6ЛЗ) 

принадлежал G, необходимо и достаточно, чтобы для любого 
/ = 1, 2, . . . , s и для любого SA <: /?.\ (A fc A/) 

(А + 2 **)5л "г Л<л + 2 *а?л (^ ^д, ' ( а 14^ 

Те из векторов Лсл, е£\, которые отличны от нуля, имеют попарно 
различные веса, и поэтому 

Л*л ^ #д, > * А Ь ^л,- (*' = 1, 2, . . . , s; a б Е), (6.15) 

а следовательно, 

A<:G, e ^ G (a(:E). (6.16) 

Тем самым регулярность G доказана. 
Далее, пусть 

A + 2? a t :G 0 . (6.17) 

Тогда, по доказанному выше, 

A6G, f«G6 (абЕ). (6.18) 

Легко видеть, что в каждом из подпространств /?^. любое преобра
зование есл имеет след, равный нулю. Стало быть, еа £ G0 (a 6 I) и, 
в силу включения (6.17), имеем также: h 6 G0. Таким образом, регу
лярность G0 доказана. 

С л е д с т в и е . 1. Нормализатор регулярной подалгебры является 
регулярной подалгеброй. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G — нормализатор подалгебры G в 
алгебре G. Рассмотрим присоединенное линейное представление ал
гебры G. Тогда G = (G; G'). 

С л е д с т в и е 2. Пусть G — линейная полупростая алгебра, дей
ствующая в пространстве R, и пусть все веса G имеют крат
ность 1. Пусть Rv . . . , Rs — подпространства пространства R, 
причем можно выбрать в R базис из весовых векторов так, 
чтобы его подсистемы образовали базисы в Rb . . . , Rs. Тогда 
(G; / ? ! , . . . , Rs) и (G; Rv . . . , Rs)() являются регулярными подалгебра
ми в G. 
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С л е д с т в и е 3. Пусть G — алгебра всех, линейных преобразова
ний пространства R, имеющих след нуль, и пусть RA, R2, . . . , Rs — 
независимые подпространства пространства R. Подалгебры 
(G;Rb . . . , Rs) и (G; / ? , , . . . , RS)Q алгебры G регулярны. 

Доказательство вытекает из того, что все веса G имеют кратность 1 
и всякий базис пространства R можно рассматривать, как базис из 
весовых векторов (если в качестве картановской подалгебры алгебры G 
принять совокупность всех преобразований, записывающихся по выбран
ному базису диагональными матрицами). 

Пусть в пространстве R задана невырожденная билинейная фор
ма Q(c, Y|), симметрическая или кососимметрическая. Набор под
пространств / ? ! , . . . , Rs пространства R назовем д о п у с т и м ы м , если: 

а) пространства /?]? . . . , Rs независимы и попарно ортогональны 
(относительно Q), 

б) каждое из пространств Rt либо изотропно (т. е. Q (х, у) = 0 для 
любых х, у 6 Rt), либо невырождено (т. е. если для некоторого х (: Ri 
и всех у (: Ri Q (х, у) = 0, то х = 0), 

в) среди подпространств / ? 1 ? . . . , Rs нет нечетномерных невырожден
ных, если R четномерно, и имеется не более одного нечетномерного 
невырожденного подпространства, если R нечетномерно. 

С л е д с т в и е 4. Пусть в пространстве R задана невырожденная 
билинейная форма Q(£, \), симметрическая или кососимметрическая, 
и пусть G — совокупность всех линейных преобразований А про
странства R, удовлетворяющих условиям 

sp А = 0, Q {Ac, Y]) + Q (S, АУ{) = 0. (6.19) 
Если / ? ь . . . , Rs — допустимый набор подпространств простран
ства R, то (G; Rb. . . , Rs) и (G; Rv . . . , RS)Q являются регулярными 
подалгебрами алгебры G. 

Доказательство вытекает из того, что все веса G имеют кратность 1 
и можно рассматривать как базис из весовых векторов любой базис 
$i, . . . , £м удовлетворяющий условиям 

<6,,У = ( ° ' е с л И l + J*N+l> (6.20) 
11, если i + j= N+h i<j. 

Сопоставляя следствия 3 и 4 теоремы 6.4 с таблицей 9, нетрудно 
доказать следующие теоремы: 

Т е о р е м а 6.5. Пусть G — алгебра всех линейных преобразований 
со следом нуль, действующих в пространстве R. Совокупность всех 
полупростых регулярных подалгебр алгебры G дается формулой 

(О; Я р . . . , Rs)0, (6.21) 

где (Rv . . . , Rs) пробегает всевозможные наборы подпространств 
пространства /?, образующие прямое разложение R. 

Т е о р е м а 6.6. Пусть в пространстве R задана невырожденная 
форма Q (£, т]), симметрическая или кососимметрическая, и пусть 
G —алгебра всех линейных преобразований, подчиненных условиям 

sp А - 0, Q (АЬ, т;) + Q (£, Ац) = 0. (6.22) 



392 Е. Б. Дынкин 

Совокупность всех полупростых регулярных подалгебр алгебры G 
дается формулой 

(G; / ? ! , . . . , Rs)09 (6.23) 
где (Rv . . . , Rs) пробегает всевозможные допустимые наборы под
пространств пространства /?, удовлетворяющие условию-, сумма 
размерностей невырожденных подпространств плюс удвоенная сумма 
размерностей изотропных подпространств равна размерности /?. 

п° 21. Пусть G — линейная полупростая алгебра, действующая 
в пространстве R, и пусть /? —подпространство пространства /?. Мы 
будем обозначать через [G; R] совокупность всех линейных преобра
зований из G, переводящих в нуль подпространство R. 

Теорема 6.7. Если в подпространстве R можно построить ба
зис из весовых векторов линейной полупростой алгебры G, то 
G = [G;R] является регулярной подалгеброй алгебры G 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если £Л— вектор веса Л, то из 

( и 2 ф Л = 0 (6.24) 

(h — элемент картановской подалгебры, еа — корневые элементы алгеб
ры G) вытекает: 

ASA = 0, е«5л = 0 (а СЕ). (6.25) 
Действительно, если бы среди векторов А?Л, е<Лл (а б Е) имелись отлич
ные от нуля, то, принадлежа к попарно различным весам, они были бы 
линейно независимы. Из доказанного следует, что если h + £ еа £ G, то 

А 6 G и еа£ G (aСИ), что доказывает теорему. 
С л е д с т в и е 1. Централизатор регулярной подалгебры регу

лярен. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G — централизатор подалгебры G в 

алгебре G. Рассмотрим присоединенное линейное представление алгеб
ры G. Тогда, по определению централизатора, G = [G;G]. 

С л е д с т в и е 2. Идеал полупростой алгебры является всегда 
регулярной подалгеброй. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G — идеал алгебры G. Существует до
полнительный идеал G', такой, что G = G +G'. Рассмотрим присоеди
ненное линейное представление алгебры G. Имеем: 

G=[G;G']. 
С л е д с т в и е 3. Пусть G - полупростая алгебра Ли и h — ее 

семирегулярный элемент*. Централизатор G элемента /г является 
регулярной подалгеброй. 

Доказательство вытекает из сопоставления следствия 2 с теоремой 
Ф. Р. Гантмахера ([1], теорема 11), согласно которой семирегулярный 
элемент можно включить в картановскую подалгебру и, следовательно, 
порождаемая им прямая является регулярной подалгеброй. 

* Элемент х называется с е м и р е г у л я р н ы м , если линейное преобразова
ние Ах, определенное формулой (6.3), приводится к диагональной форме. 
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п° 22. В ы ч и с л е н и е н о р м а л и з а т о р а и ц е н т р а л и з а т о р а 
р е г у л я р н о й п о л у п р о с т о й п о д а л г е б р ы . 

Т е о р е м а 6.8. Нормализатор {G; G) регулярной полу простой под
алгебры G' в полупростой алгебре G разлагается в прямую сумму: 

(G; G) = G + G + G0, (6.26) 

где G — полупростая и G0 — коммутативная регулярные подалгебры. 
Централизатор подалгебры G' дается при этом формулой-

[G;G]^G + GQ. (6.27) 

Всякая полупростая подалгебра, имеющая G своим идеалом, сопря
жена некоторой подалгебре алгебры G' 4- G. Если ранг G равен пу 
а ранги подалгебр G' и G равны, соответственно, г и s, то раз
мерность G0 равна п — г -- s. 

Теорема 6.8 указывает простой алгоритм для определения типа 
нормализатора и централизатора. В таблице 9 или 11 выделяем все 
подалгебры заданной алгебры G, в которые входит в качестве прямого 
слагаемого подалгебра G, и среди выделенных подалгебр берем под
алгебру наибольшей размерности. Если ранг этой подалгебры равен п1У 
то, добавляя к ней в качестве прямого слагаемого коммутативную 
подалгебру размерности п — пг, получим нормализатор G', а отбрасы
вая от полученного нормализатора прямое слагаемое G', получим 
централизатор G'. 

Доказательство теоремы 6.8 опирается на следующую лемму: 
Л е м м а 6.2. Если G'—полупростая подалгебра полупростой 

алгебры G, то 
(G;G)^G + [G;G]. (6.28) 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Прежде всего из полупростоты G 
следует, что ее центр G f)[G; G'] равен нулю. Далее, если x£(G\G')y 

то формула 
Axti = xou {u£G) (6.29) • 

определяет линейное преобразование G в себя, удовлетворяющее 
соотношению 

Ах (uov)== (Av и) ov + ito (Av v) {и, v t G'). (6.30) 
Всякое такое преобразование полупростой алгебры записывается по 
теореме Картана ([15], стр. 37 -38 ; см. также [1]) в виде 

Ах и = j/o#, (6.31) 
где y^G. Положим x—y = z. Легко видеть, что zou = 0 для всех 
ut G. Стало быть, zk [G; G]. Итак, всякий элемент х из (G; G) пред
ставляется в виде 

x=y + z Q/ fc G', z 6 [G; G'j). (6.32) 

Этим лемма доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6.8. В силу следствия 1 теоремы 6.7, 

централизатор [G; G] является регулярной подалгеброй. Автоморфизм 
алгебры G, переводящий каждый корень а в — я, переводит в себя G и„ 
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следовательно, переводит в себя [G; G']. Поэтому из теоремы 6.3 имеем: 
[G; G] = G + G0, Go G0 = 0, (б.33) 

где G — регулярная полупростая подалгебра, G0 — регулярная комму
тативная подалгебра. Итак, разложение (6.27) доказано. В силу леммы 6.2, 
из него следует разложение (6.26). Заметим, что (7 + G —максималь
ная полупростая подалгебра алгебры (G;G'). Если G* — любая полу
простая .подалгебра, имеющая О своим идеалом, то G*cz(G;Gr) и, 
следовательно, G* сопряжена некоторой подалгебре алгебры <у Д-G. 

§ 7. ^-подалгебры и ^-подалгебры 

п° 23. В линейной алгебре важнейшую роль играет понятие непри
водимости системы матриц. Аналог этого понятия призван сыграть 
важную роль и в общей теории полупростых алгебр Ли. Мы начинаем 
настоящий параграф с определения понятия ^-системы. При дальней
шем изучении обнаруживается родственность этого понятия с поня
тием неприводимой системы матриц. 

О п р е д е л е н и е . Пусть G — полупростая алгебра Ли. Совокупность 
М элементов из G называется /?-с и с т е м о й, если существует соб
ственная регулярная подалгебра алгебры G, содержащая М. Всякая 
система элементов, не являющаяся /?-системой, называется 5 - с и с т е -
мой. Подалгебра, являющаяся /?-системой, будет называться ^ - п о д 
а л г е б р о й , а подалгебра, являющаяся S-системой, — S-no да л г е б -
рой. Представление / алгебры Ов полупростую алгебру G называется 
/ ^ - п р е д с т а в л е н и е м , если /(G) является /^-подалгеброй, и назы
вается 5-пред с т а в л е н ием, если /(G) —- S-подалгебра. 

Т е о р е м а 7.1. При любом точном линейном представлении 
полупростой алгебры G всякая R-система М представляется при
водимой системой матриц. 

Доказательство этой теоремы основано на следующей лемме: 
Л е м м а 7.1. Пусть Е— система корней полупростой алгебры Ли. 

Если 81? 82, . . . , 8/{ 6 Е и 8 = 8-, + 82 + . . . + \ С Е, то существует номер 
i (1 < i < k), такой, что 8 — 8/ С: Е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если 8 — 8/7: Е, то, согласно формуле (65) 
работы [3], (8, 8/)<;0. Если это условие выполнено для / = 1, 2, . . . , k, 

к 
то (8, 8) = V(8, 8/)^0, что невозможно. 

/ = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 7.1. Очевидно, достаточно доказать 
теорему для того частного случая, когда система М совпадает с не
которой собственной регулярной подалгеброй G алгебры G. По изве
стной теореме Картана (см., например, [3], стр. 84), всякое точное 
представление неполупростой алгебры матрицами со следом нуль 
является приводимым. Поэтому можно предполагать, что подалгебра 
G является полупростой. 

Пусть 
G-A' + 2'Ca (7.1) 

«6-



Полупростые подалгебры полупростых алгебр Ли 395 

— каноническое разложение О, и пусть 

G=K+ 2 "С* (7.2) 

(ср. (5.1) и (5.2)). Сопоставляя лемму 7.1 с условием Ах) п°16, выводим 
посредством индукции по k, что если о2, 32, . . . , о/, (:S и о1 4- о2 -} . . . 
, . . + ок (: Е, то ох -f о2 + • • • + h С S. 

Пусть ср — линейное представление алгебры G, неприводимое отно
сительно G, и Аф — система его весов. Рассмотрим представление ср,. 
индуцированное представлением ср на подалгебре G. Пусть \ — стар
ший вектор представления ср. Каждый вектор из пространства R^ где 
действуют представления ср и ср, представляется в виде линейной 
комбинации векторов вида 

Ets...EbEtf, (7.3) 

где ';,, . . . , $s (: Е. Стало быть, каждый элемент М из Аф имеет вид 

М - Л + ̂  -|" . . . + ?,, (7.4) 
где 815 . . . , $s(z Е, А — вес вектора с (относительно ср). 

Согласно лемме 3.1, всякий корень о алгебры G представляется 
в виде 

а = Л-lx -М 2 > (7.5) 
где А!}, А12 (-A<p. Согласно соотношению (7.4), 

:M1 = A + 8i + P2 + --- + P.v, (7-6) 
M2 = A + Tl + 72 + . . , + T/, (7.7) 

где $v
r?r . . . , [̂ , 7i» T2i •••» 7* (^- Из (7.5), (7.6) и (7.7) следует: 

3 = Pi + Pa + • • • + ?, — TX — T2 ~ • - - - T/ • (7-8) 

Элементы В1? В2, . . . , 8s,, — ^ — 72> • • •» "t принадлежат Ъ. Поэтому 
•3 С £. Итак, если ср неприводимо, то t = £, т. е. G = G. Тем самым 
теорема доказана. 

Т е о р е м а 7.2. Пусть G — одна из классических алгебр А,„ Вт 
Сп или Dn, и пусть М — приводимая система элементов из G. 
Тогда М является R-системой в G. Исключением является только 
случай, когда G = Dn и пространство R разлагается на два нечетно-
мерных невырожденных подпространства, инвариантных и неприво
димых относительно М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть нетривиальное подпространство R про
странства R инвариантно относительно М. 

Пусть сначала G = Ап. Поскольку М содержится в подалгебре 
(G; R), являющейся собственной регулярной подалгеброй алгебры G 
(см. теорему 6.4), то М является /^-системой. 

Пусть теперь G = Вп, Сп или Dtl. Определим подпространство R0 
условием: I б /?0, если ^ b Q M ) = 0 для всех г, (: R. Подпростран
ство /?0 инвариантно относительно М и изотропно. Если R0 Ф О, то 
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М содержится в собственной регулярной подалгебре (О; R()) алгебры 
R и, стало быть, является /^-системой. Если же /?0 = 0, то R невырож
дено, алгебра (G; R) является снова собственной регулярной подалгеброй 
алгебры О, кроме, быть может, случая когда G = Dn, и размерность 
R — нечетная. Итак, единственным случаем, когда приводимая система 
М может оказаться 5-системой, является случай, когда G = Dn и 
каждое инвариантное относительно М нетривиальное подпространство 
пространства R невырождено и нечетномерно. Легко видеть, что 
последнее условие выполняется тогда и только тогда, когда R разла
гается в прямую сумму двух нечетномерных невырожденных подпро
странств R' и R'\ инвариантных и неприводимых относительно Ж. 

Докажем теперь, что если это условие выполнено, то множество М 
действительно является 5-системой. В самом деле, если это условие 
выполняется для множества М, то оно выполняется и для любой 
объемлющей М собственной регулярной подалгебры G' алгебры G^ 
Между тем ни одна максимальная регулярная подалгебра алгебры Dn 
не удовлетворяет поставленному условию (см. п° 18). 

п° 24. Т е о р е м а 7.3. Пусть G — полупростая алгебра Ли. Всякая 
неполупростая подалгебра G алгебры G является R-подалгеброй. 

Эта теорема является распространением на общий случай известной 
теоремы Картана о том, что всякая неполупростая подалгебра алгебры 
Ап приводима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 7.3. Достаточно доказать теорему 
для случая, когда G — максимальная среди неполупростых подалгебр 
алгебры G (т. е. не существует неполупростой подалгебры, содержа
щей G). Пусть G0 — минимальная полупростая подалгебра, содержа
щая G (т. е. такая подалгебра, что не существует полупростой под
алгебры G0, удовлетворяющей включениям G с: G0 a G0). Подалгебра, 
G является максимальной подалгеброй в О0 и, по теореме В. В. Моро
зова (см. [12]), G — регулярная подалгебра в G0. Выберем в G и Оидем-
потенты Н и Н0 так, чтобы Н0с:Н, и пусть £ и И0 — системы корней 
соответственно, для G и G0. Пусть Ё0 — подсистема системы Е0, опре
деляющая G(cp. n° 16). Согласно теореме Ф. И. Карпелевича (см. [10]) 
£0 может быть описана, как система всех элементов из Е0, которые 
при разложении по системе II простых корней алгебры G0 имеют 
неотрицательную координату при некотором фиксированном простом 
корне а. Рассмотрим теперь подсистему Ё системы Е, определенную 
условием: 3 из Е принадлежит S, если ортогональная проекция [3 на 
И0 имеет при разложении по базису П неотрицательную координату 
при а. Очевидно, что I удовлетворяет условию Аг) п°16 и, стало быть, 

G'=[#] + 2 C Y (7.9) 

является регулярной подалгеброй алгебры G. Согласно теореме 4.2, 
эта подалгебра содержит G. Очевидно, что Q не совпадает с G. 

Т е о р е м а 7.4. (Обобщенная лемма Шура.) Элемент полупростой 
алгебры Ли, перестановочный с каждым элементом S-системы М, 
равен нулю. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что элемент v, отличный от нуля, 
коммутирует с каждым элементом из М. Рассмотрим централизатор.v, 
т. е. совокупность Gv всех элементов, перестановочных с v. Если бы 
•алгебра Gv была неполупростой, то, согласно теореме 7.3, она содер
жалась бы в регулярной подалгебре и, следовательно, М была бы 
i^-системой. Остается рассмотреть случай, когда Gv — полупростая 
подалгебра. Обозначим через О централизатор Gv. По теореме В. В. Мо
розова (см. [13]), О разлагается в прямую сумму полупростой под
алгебры и коммутативной подалгебры, составленной из семирегуляр-
ных элементов алгебры G. Подалгебра О содержит v и, стало быть, 
отлична от нуля. В О можно выбрать отличный от нуля семирегу-
лярный элемент w. Согласно следствию 3 теоремы 6.7, централизатор 
•w регулярен. Этот централизатор содержит Ж, и мы пришли к про
тиворечию с предположением, что М является S-системой. 

Теорема 7.4 в известном смысле дополняется следующей теоремой: 
Т е о р е м а 7.5. Пусть G -* полу простая алгебра Ли и G — ее ре

гулярная полупростая подалгебра. Централизатор G равен нулю 
тогда и только тогда, когда ранг G равен рангу G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем в алгебрах G и G идемпотенты Я 
и Я так, чтобы HczH. Если НфН, то элемент h из Я, ортогональный 
к Я, перестановочен с каждым элементом из G. Если Я = Я, то цент
рализатор G содержится в централизаторе Я, который совпадает с Н. 
Однако, как легко видеть из условия Р2) п° 16, ни один ненулевой 
элемент из Я в этом случае не коммутирует со всеми элементами G. 

п° 25. Т е о р е м а 7.6. Всякая S-подалгебра является целочислен
ной подалгеброй. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Я и Я —- идемпотенты алгебры G и 
подалгебры G, причем Н^Н. Пусть Е и Е — системы корней для G 
и G. Ортогональная проекция Е' системы Е на Я составляется из си
стемы Ё и системы Д весов характеристического представления G. 
Обозначим через Г совокупность всех векторов из Я, выражаю
щихся с целыми коэффициентами через простые корни G. Система 
Е' п Г содержит Е. Обозначим через Е0 совокупность всех элементов 
из Е, проекция которых принадлежит Е' П Г. Эта система удовлетво
ряет условию Ах) п°16 и, согласно теореме 4.2, регулярная подалгебра 

О 0 - [ Я ] + 2 ° з (7.10) 

содержит G. Если G — S-подалгебра, то G0 = G и Е0 = Е; следовательно, 
А ^ Е ' с Г , и теорема доказана. 

Т е о р е м а 7.7. Всякая полупростая R-подалгебра полупростой 
алгебры G содержится в некоторой полупростой регулярной соб
ственной подалгебре Gf алгебры G. 

Для доказательства достаточно сослаться на теорему 6.3. 
Т е о р е м а 7.8. Пусть G — полупростая алгебра Ли и 

G = Gx+G2+... + Gr (7.11) 

— ее разложение в прямую сумму простых идеалов. Для того 
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чтобы подалгебра G алгебры G являлась S-подалгеброй, необходимо 
и достаточно, чтобы ее проекция в каждую алгебру Gk (k = 1,2, . . . , г) 
являлась S-подалгеброй алгебры Gk. (Проекции хъ х>, . . . , хг. элемента 
х ь G в подалгебры Gl9 G2, . . . , Gr определяются равенством 

х = хг + х2 + ...+ хг (xk e GA; k = 1, 2, . . . , г).) (7.12) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Регулярные подалгебры О, согласно теоре

ме 5.4, имеют вид 
G ; + G ; + . . . + (?;, (7лз> 

где (Л— регулярная подалгебра в Gk (k = 1, 2, . . . , г). Легко видеть, 
что подалгебра (7.13) содержит подалгебру G тогда и только тогда,, 
когда она содержит проекции G в каждое из подпространств Gx, 0 2 , . . . 
. . . , Gr. Доказательство теоремы следует отсюда без всякого труда. 

Г л а в а III 
* 

Трехчленные простые подалгебры полупростых алгебр Ли 
§ 8. Определяющий вектор и характеристика трехчленной подалгебры 

п° 26. В этой главе вычисляются все трехчленные (т. е. трехмер
ные) простые подалгебры полупростых алгебр Ли. Все трехчленные 
полупростые алгебры Ли изоморфны между собой. В каждой из них 
можно выбрать канонический базис / , е.,, е_, для которого правила 
коммутирования имеют вид: 

/ о е _ = - 2 е _ , j (8.1) 

Прямая вектора / является картановской подалгеброй трехчленной 
алгебры, векторы ел_ и е_ ~ корневыми векторами. Корни даются фор
мулой 

±1£Т/ (8-2) 
или, в обозначениях (0.5), 

± / ' . (8.3) 

Их значение зависит от способа выбора в алгебре инвариантного ска
лярного произведения. 

Пусть G — трехчленная подалгебра полупростой алгебры G. Вектор 
/ из б, который может быть дополнен векторами е+ и е_ до канони
ческого базиса G, мы назовем о п р е д е л я ю щ и м в е к т о р о м под
алгебры G. Целесообразность такого способа выражения обосновы
вается следующей теоремой^ 

Т е о р е м а 8.1. Пусть Gx и G2 — трехчленные подалгебры полу
простой алгебры G, и пусть / х и /2 — их определяющие векторы. 
Для того чтобы Gx можно было перевести в G2 автоморфизмом 
алгебры G, необходимо и достаточно, чтобы f1 можно было пере-
вести в / 2 автоморфизмом G. Для того чтобы Gx было сопряжено 
02, необходимо и достаточно, чтобы fx было сопряэ/сено / 2 . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /1Э е+, е„ и /2 , rfr, tf_ — канонические 
базисы в G1 и G2. Пусть известно, что 

G2 = UGV (8.4) 
где £/—автоморфизм алгебры G. Определим линейное отображение 
V алгебры G2 на себя формулами: 

V(Ue+) = d+> \ (8.5) 
V{UeL) = d_. J 

Отображение V является автоморфизмом G2. Поскольку G2 не имеет 
внешних автоморфизмов, V—внутренний автоморфизм, и, следова
тельно, он однозначно продолжается во внутренний автоморфизм всей 
алгебры G. Обозначим продолженный автоморфизм снова через V. 
Автоморфизм VU переводит / х в / 2 . Этот автоморфизм является внут
ренним, если U—внутренний автоморфизм. Пусть теперь известно, что 

/ а = Wfu (8.6) 

где W—автоморфизм G. Тогда две трехчленные подалгебры WGX и 
G2 имеют общий определяющий элемент. По теореме А. И. Мальцева 
([11], § 3, теорема 2,), существует внутренний автоморфизм Т, такой, 
что T(WGr) = G2. Таким образом, автоморфизм TW переводит Gx в G2. 
Этот автоморфизм является внутренним, если W—внутренний авто
морфизм. 

Выберем идемпотент Я алгебры G, содержащий/. Нижеследующие 
утверждения являются частными случаями общих предложений главы I 
(соответственно, леммы 2.1 и теоремы 4.2 с ее следствием): 

А. Для любого веса А любого линейного представления алгебры G 
произведение (А, / ) является целым числом. 

Б. Пусть 
G=[H]+ 2'Ga (8.7) 

— каноническое разложение алгебры G, и пусть Г — совокупность 
всех a 6 Е, удовлетворяющих условию 

(а,/) - 2 . (8.8) 
Тогда 

абГ J 

е-= 2*-«> * (e«tG«, ^«6G_e). (8.9) 
абГ 

/ = 2*«я 

п° 27. Пусть / — определяющий вектор трехчленной подалгебры G 
полупростой алгебры G. Выберем идемпотент Я алгебры G так, чтобы 
/ ( г Я , и упорядочим Я так, чтобы из ( Л , / ) < 0 вытекало А < 0 . Пусть 
П — система простых корней алгебры G относительно этого упорядо
чения. Рассмотрим схему простых корней алгебры G. Между точками 
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этой схемы и элементами системы II устанавливается взаимно одно
значное соответствие. Отнесем точке, соответствующей элементу а, 
число (Д а). Полученную этим путем схему с числовыми отметками 
назовем х а р а к т е р и с т и к о й подалгебры G. 

Т е о р е м а 8.2. Для того чтобы две трехчленные подалгебры 
полупростой алгебры G переводились одна в другую автоморфизмом 
G, необходимо и достаточно, чтобы их характеристики совпадали. 
Для того чтобы подсчитать, на сколько классов сопряженных под
алгебр распадается совокупность всех подалгебр с заданной харак
теристикой, надо разделить число автоморфизмов схемы простых 
корней на число автоморфизмов характеристики *. 

При доказательстве этой теоремы будут использованы следующие 
две леммы: 

Лемма 8.1. Пусть 111 и 112~две возможные системы простых 
корней алгебры G, и пусть элемент f выражается линейно как 
через nlf так и через П2, причем (/, а) ;> 0 для всех а 6 Пх и П2. Тогда 
существует внутренний автоморфизм алгебры G, оставляющий на 
жесте f и переводящий II, в И2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим линейную оболочку И; через /<,•; 
совокупность элементов из П/, ортогональных /, —через II/; совокуп
ность элементов из Ки ортогональных к П,-, —через Кг, регулярную 
полупростую подалгебру, отвечающую системе И/, —через G/. Множе
ство О всех элементов из G, перестановочных с/ , равно прямой сумме 

Ki+Gh (8.10) 

Отсюда видно, что радикал алгебры Gr равен Кь Следовательно, 
Кг = К^ Далее, из разложения (8.10) видно, что Gx и G2 являются 
максимальными полупростыми подалгебрами в G'. По теореме 
А. И. Мальцева ([11], стр. 171), существует внутренний автоморфизм 
U алгебры G', такой, что UG^ = G2. Заметим далее, что ийг и П2 — 
возможные системы простых корней в G2. Стало быть, существует 
внутренний автоморфизм V алгебры G2, такой, что VUH1 = П2. Рас
пространим внутренние автоморфизмы V и U на всю алгебру G и 
обозначим их произведение через W. Очевидно, Wf=f, WK1 = K2, 
W\lx - И2. 

Докажем, что WllY = П2. Обозначим полную систему корней ал
гебры G, отвечающую системе простых корней П,-, через £,-, а систему 
положительных корней — через £*. Из WKX=K2 вытекает WSX = E2. 
Чтобы убедиться в справедливости соотношения WH.1 — П2, достаточно 
доказать, что W&t = Sf, а для этого достаточно доказать, что 

* Мы называем а в т о м о р ф и з м а м и с х е м ы п р о с т ы х к о р н е й переста
новки точек схемы, при которых каждая точка переходит в точку того же цвета и 
каждая пара точек переходит в пару точек, соединенную таким же образом. Характе
ристика представляет собой схему простых корней, снабженную числовыми отметками. 
Автоморфизм схемы простых корней, при котором каждая точка переходит в точку 
с равной числовой отметкой, мы называем а в т о м о р ф и з м о м х а р а к т е р и 
с т и к и . 
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И ^ с ^ . Прежде всего, имеем: №nx = П2 cz £+. Далее, если 
а б П ^ Й ! , т о ( а , / ) > 0 ; стало быть, (Wa, Wf) = (Wb, / )>0 и HPa€Ef. 

Лемма 8.2. Пусть Я —система простых корней полупростой 
алгебры G. Пусть элементы /г и / 2 выражаются линейно через П 
и {fu a) > 0 (г = 1,2; a 6 П). Zfo/ш / а и / 2 сопряжены, то / х = / 2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть U—внутренний автоморфизм G, та
кой, что и/г=/2. К вектору /2 и системам Ш и П применима лемма 
8.1. В силу этой леммы, существует внутренний автоморфизм W 
алгебры G, такой, что 

ГСУ2=Л. Щ Ш ) = П. (8.11) 
Внутренний автоморфизм U7I/ сохраняет систему П и переводит /г 
в /2. В силу леммы 1 работы [7], WU оставляет на месте каждый 
элемент из П и, следовательно, оставляет на месте fv Итак / 1 = / 2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 8.2. Пусть /г и / 2 — определяющие 
векторы двух трехчленных подалгебр Gx и G2, и пусть Ях и Н2 — 
идемпотенты, П3 и П2 — системы простых корней алгебры G, построен
ные описанным выше способом, соответственно, по f± и /2 . Если Gx 
переводится в G2 некоторым автоморфизмом G, то, согласно теореме 
8.1, существует автоморфизм W алгебры G, такой, что Wf1=f2. 
К вектору/2 и системам \̂ Т1Х и П2 применима лемма 8.1. В силу 
этой леммы, существует внутренний автоморфизм U алгебры G, оста
вляющий на месте / 2 и переводящий WnL в П2. Автоморфизм T=(JW 
отображает FJj на П2 так, что выполняются соотношения 

(Л, а) = (Л, Га) (а 6 П1Э 7а € П2). (8.12) 

Отсюда видно, что характеристики Gx и G2 совпадают. 
Пусть теперь, обратно, известно, что характеристики Gx и G2 сов

падают. Это означает, что описанное выше построение систем П± и 
П2 можно провести так, чтобы существовало изометрическое отобра
жение Р системы rij на П2, удовлетворяющее соотношениям 

(Л. «) = (/* Л). (8.13) 
Согласно теореме XVI работы [3], изометрическое отображение Р опре
деляет автоморфизм U алгебры G и, в силу инвариантности скаляр
ного произведения, 

(Л, «) = (Ufv Щ = (Ufv Р«) (а б Пх). (8.14) 

Сравнивая равенства (8.13) и (8.14), замечаем, что 

Л = */Л. (8Л5) 
и, в силу теоремы 8.1, подалгебра G2 может быть получена автомор
физмом из подалгебры Gv 

Для доказательства заключительной части теоремы мы используем 
теорему 1 работы [7]. Согласно этой теореме, всякий автоморфизм 
алгебры G разлагается на произведение внутреннего автоморфизма и 
автоморфизма, переставляющего между собой простые корни алгебры G. 
12 Математический сборник, т. 30 (72), № 2 
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В силу этой теоремы, нам достаточно показать, что автоморфизм U 
алгебры G, переставляющей между собой простые корни, переводит 
трехчленную подалгебру G в сопряженную тогда и только тогда, когда 
он сохраляет характеристику G. Заметим теперь, что если /-— опреде
ляющий элемент G, то из соотношений (/, а) ^ 0 (а С П) вытекают соот
ношения (Uf, a ) > 0 (а СП). Согласно лемме 8.2, Uf сопряжено/ тогда 
и только тогда, когда Uf = f. С другой стороны, Uf = / тогда и только 
тогда, когда U сохраняет характеристику G. 

п°28. Т е о р е м а 8.3. Каждая из числовых отметок, входящих 
в характеристику произвольной трехчленной подалгебры, может 
иметь только одно из трех значений: 0, 1 или 2. Для того чтобы 
подалгебра была целочисленной, необходимо и достаточно, чтобы 
каждая числовая отметка была равна 0 или 2. 

Для доказательства этой теоремы нам потребуется следующая 
Л е м м а 8.3. Пусть П — система простых корней полупростой 

алгебры G, и пусть 

А = 2/>в«, (8-16) 

где ра — вещественные числа. Если (А, о) > 0 для всех а € П, то ра > О 
для всех а С П. Если (А, а) >> 0 для всех а € П, то /?а > 0 для всех а 6 П. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Положим а 6 П+, если рЛ >> 0 и а € П~, 
если /?а<С0. Положим 

^ + = = 2 />««> и~= 2 /?«а- (8-17) 
а( :П+ а(:ЕГ 

(гг+, О > 0 , (а~, и" )>0 , (8.18) 

(A, ic) = (и+, гг) + (и", гг) > 0. (8.19) 

С другой стороны, если (А, а) > 0 для всех а б П, то 

(А, / г ) < 0 . (8.20) 

Из сопоставления соотношений (8.19) и (8.20) следует: (А, и~) = 0 и, 
в силу (8.18), (гг+, а") = (/г~, ?г~) — 0. Стало быть, и~ = 0 и ра = 0 для 
всех а 6 П~. 

Выберем теперь какой-нибудь элемент JB из П~ и умножим на него 
равенство (8.16). Поскольку р& = 0 и для a==̂ j3 ( a ,p )^0 , имеем: 

(А, Ю= S / » . ( « » ? ) < 0 - (8-21) 

Поэтому если (А, р ) > 0 для всех р£ П, то П" пусто и /?а >> 0 для всех 
а € П * . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 8.3. Пусть /—определяющий 
вектор трехчленной подалгебры и П — построенная по нему система 
простых корней алгебры. Нам надо доказать, что для а б П значение 

* Другое доказательство леммы 8.3 можно дать, опираясь на таблицу 2. 

Очевидно, 

и потому 
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(а, / ) равно 0, 1 или 2. Прежде всего заметим, что, в силу утвержде
ния А п°26, (а,/) —целое число. Далее, ( а , / ) > 0 , ибо а > 0 . Обозна
чим через Их совокупность всех элементов а из П, для которых (а,/) 
равно 0, 1 или 2. Обозначим через Их совокупность всех корней вида 

8 = 2 я « а - (8.22) 

Каждый положительный корень 8 представляется в виде 

8 - 2 *««> (8.23) 
а(:П 

где ka — неотрицательные целые числа. Поэтому если положительный 
корень 8 не принадлежит Еь то (8 , / )>2 . Всякий отрицательный корень 
имеет вид 

— 2 ^ « а (8.24) 
оебН 

(ka — неотрицательные целые числа). Поэтому если отрицательный ко
рень Y не принадлежит Ех, то ( т » / ) < 0 . Таким образом, система Г, 
описанная в предложении Б п°26, содержится в Ер и, в силу этого 
предложения, / выражается линейно через систему Ux: 

/ = 2 и««. (8.25) 

Поскольку скалярные произведения / с каждым элементом из Г^ 
неотрицательны, коэффициенты ил также неотрицательны (см. лемму 8.3). 
Предположим, что р 6 П \ П г . Тогда для всех а.(И11 (р, а)<;0. Сле
довательно, 

(р,/)= 2 и « ( М < 0 . (8.26) 
оебПх 

С другой стороны, мы знаем, что (р, / ) > 0 . Следовательно, (р, / ) = 0 
и р 6 П1? что противоречит сделанному предположению. Тем самым 
доказано, что П3 = П. 

Переходим к доказательству заключительной части теоремы. Для 
того чтобы трехчленная подалгебра G алгебры G была целочисленна, 
необходимо и достаточно, чтобы при ортогональном проектировании 
на прямую вектора / корни алгебры G переходили в целочисленные 
кратные корня 

f-Щ-Г (8-27) 
подалгебры G. Ортогональная проекция элемента а на прямую вектора 
/ равна 

Отсюда видно, что для целочисленноехи G необходима и достаточна 
четность (a, f) для любого корня а алгебры G. Очевидно, достаточно, 

12* 
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чтобы это условие выполнялось для простых корней. Доказательство 
теоремы 8.3 закончено. 

Согласно теореме 8.2, для того чтобы классифицировать трехчлен
ные подалгебры полупростой алгебры G, достаточно перечислить воз
можные значения их характеристик. В силу теоремы 8.3, общее число 
таких значений не превосходит 3", где п — ранг алгебры G. Необхо
димо среди этих 3" значений отобрать те значения, которым действи
тельно отвечают подалгебры. В последующих параграфах настоящей 
главы мы проведем такой отбор для всех типов особых простых алгебр 
Ли. Результаты отбора даются таблицами 16—20, в которых перечи
слены характеристики всех трехчленных подалгебр и, кроме того, 
для каждой трехчленной подалгебры G указаны все минимальные 
объемлющие регулярные подалгеры, а также индекс G и коэффициенты 
разложения по простым корням определяющего элемента / . 

§ 9. Трехчленные 5-подалгебры полупростых алгебр Ли 

п°29. Г л а в н ы е т р е х ч л е н н ы е п о д а л г е б р ы . Пусть G — 
произвольная полупростая алгебра Ли. Рассмотрим схему простых 
корней G и отнесем каждой точке этой схемы числовую отметку 2. 
Как будет сейчас показано, всегда существует трехчленная подалгебра 
алгебры G, для которой построенная схема является характеристикой. 
Эту трехчленную подалгебру мы назовем главной т р е х ч л е н н о й 
п о д а л г е б р о й * алгебры G и будем обозначать через (а0). Согласно 
теореме 8.3, главная подалгебра определена однозначно с точностью 
до сопряженности. 

Проведем построение главной трехчленной подалгебры. Для каж
дого элемента а системы П простых корней алгебры G выберем кор
невые векторы еа и е_7. так, чтобы 

(ев> е_ . )=1 . (9.1) 
Положим 

а^П j 

Выберем рк так, чтобы для всех а € П 

(/,«) = 2, <9-3> 
и пусть # а ^а= /?а - Тогда, как легко видеть, выполняются соотноше
ния (8.1), Стало быть, элементы вида af + be+ + ce_ образуют в алгебре 
G трехчленную полупростую подалгебру, и векторы / , е+) е_ представ
ляют собой канонический базис этой подалгебры. В силу (9.3), все 

* Впервые это понятие было использовано нами в заметке [4]. Почти одновре
менно и независимо от нас оно рассматривалось также Зибенталем [20]. 
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числовые отметки, составляющие характеристику построенной под
алгебры, равны 2. 

Теорема 9.1. Главная трехчленная подалгебра G полу простой 
алгебры G является S-подалгеброй. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть регулярная полупростая подалгебра G 
алгебры G содержит G. Пусть Е — система корней алгебры G и 
Б' —ее подсистема, отвечающая G'. Обозначим через Г совокупность 
всех элементов а из £', удовлетворяющих условию 

(/,«) = 2. (9.3) 
Как легко видеть, этому условию удовлетворяют те и только те эле
менты системы £, которые принадлежат П. Поэтому Г с П . Согласно 
утверждению Б п°26, вектор / выражается линейно через Г. Если 
бы Г не совпадало с П, то при разложении / по системе П некоторые 
из коэффициентов разложения равнялись бы нулю. Однако это про-
противоречило бы лемме 8.3, ибо (/, а ) > 0 для всех а6 П. Итак Г=П) 
Отсюда вытекает, что I l c S ' и, стало быть, I! = E, G' = G. 

В таблицах 13 и 14 мы приводим основные данные относительно 
главных трехчленных подалгебр G простых алгебр Ли: значения ин
декса, представления * XQ И <*>О И координаты /?а определяющего век
тора / п о базису П; при этом Xk обозначает неприводимое представ
ление со схемой о . 

п°30. Описание трехчленных 5-подалгебр простых алгебр Ли 
дается следующими теоремами 9.2 и 9.3. 

Теорема 9.2. В алгебрах Ап, Вп и Сп всякая трехчленная 
S-подалгебра является главной. 

В алгебре Dn помимо главных подалгебр существуют п~"^ 
попарно несопряженных трехчленных S-подалгебр, которые отве
чают линейным представлениям i 

+ 
2(n-l~r) + ° 

трехчленной алгебры Ли.** Их характеристики имеют вид*** 

2 2 2 2 2 2 2 2 * 2 

пЧ-2п ^ > > / 

* Для алгебры Es простейшее представление со совпадает с присоединенным пред
ставлением, и поэтому для любой подалгебры G алгебры Е8 имеет место соотношение 

t o - = у — L ф ~ 

где Ф~ — присоединенное представление G. В силу этой простой связи, представления 
со- и /л- легко вычисляются одно по другому, и нет необходимости указывать их 
оба. Поэтому в таблице 14 оставлено не заполненным одно поле. 

** Главная подалгебра (а0) отвечает представлению 
° 4-

2 (/2-1) 

*** Как всегда, мы опускаем на схеме нулевые числовые отметки. 
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Подалгебра, определяемая представлением (9.4) или схемой (9.5), 
будет обозначаться через (аг). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если исключить Dm то для остальных клас
сических алгебр S-подалгебрами являются те и только те подалгебры, 
которые неприводимы (см. теорему 7.2). Утверждение теоремы, отно
сящееся к случаю Ап, Вп и Сп, вытекает из того, что трехчленная 
алгебра имеет по одному неприводимому представлению каждой раз
мерности и это представление ортогонально в случае нечетной и 
симплектично в случае четной размерности. 

Обратимся теперь к случаю Dn. Согласно теореме 7.2, подалгебра 
алгебры Dn является 5-подалгеброй тогда и только тогда, когда 
задающее ее линейное представление разлагается на две нечетномер-
ные неприводимые компоненты. Утверждение теоремы следует отсюда 
немедленно. Для получения значений характеристики необходимо 
провести соответствующую выкладку. 

Т е о р е м а 9.3. В алгебрах G2 и F± всякая трехчленная S-nod-
алгебра является главной. В алгебре Е6 помимо главных подалгебр 
имеется один класс сопряженных трехчленных S-подалгебр с ха
рактеристикой 

2 2 2 2 
(* i ) 

В алгебрах Еч и Е8 имеется по 2 таких класса, а именно-, 
в Е7 

К) 

и 

Ю 

в Еа 

fal) 

и 

(*») 

По одной подалгебре из каждого класса указано в таблице 15. 
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Т а б л и ц а 15 

Неглавные трехчленные S-подалгебры особых алгебр Ли 

A?CLE6 («,) 

4+V + 2V+*. 

+ *+* 

* 231 

26 22 18 , 16 , 
у: о _|_ ° + ° + ° + 

21 15 11 5 
с о : ° 4 - ° + ° + 

,159, 
(*2> 

+ 2 ^ + 2 + 5 + 2 

„ : 7 + 2 + 2+Z+2 

1 [12 22 30 22 12Т 1 Г2 2 0 2 21 

~84~L 16 J "84"L 2 J 

• = Т1Г [Г12(^+е^ + V~8(et+et)+iVHen+etl) + 

+ 4/ <?3e], 

1 [26 50 72 57 40 211 1 [ 2 2 0 2 2 21 
231 L 37 J 2 f L 2 J 

1 __ 

y = [ ^ 2 6 ^ + ^ 5 0 ^ + К б , 6 ^4+ V~4tie5 + V"2L?e 

4- VTb?te7 + /^50 /^34 + / V2T76^73], 

1 Г22 42 60 47 32 1 
T59~L 31 

7] 1 Г2 2 0 2 0 21 
J W L 2 J 

A™CE8 (a2) 

38 34 28 26 0 22 
X* ° + ° + ° + ° 4- * ° 4-

18 16 , 14 10 6 

= y j ^ g [^22^ +^42^2 4 /1^30 (eM~e37) + 

+ & (̂ 54 — 5̂б) + 4̂ + 6̂ + e7] , 

1 [38 74 108 142 174 118 601 1 [ 2 2 0 2 0 2 21 

520 L 88 J -520 L 2 J 

ex = y = = - [Узв^-Ь / ^ 5 4 (e28+^4) + * ^ 8 7 (e,5+e58) + 

+ KTTs^-f КбС)£>7 + e2 + £4 + e 8 ] , 

^ { W C £ 8 (*,) 

46 38 34 28 , 26 , 

X- • + ° + ° + ° 4- ° 4-
22 18 14 10 

4 - ° 4 " 0 4 - 0 + ° 

1 Г46 90 132 172 210 142 72 
106 760 L 

ex = у=Щ [Г46^+ К9беа + VMe3+}/ • 

4- | / " ^ - 6̂ + ^72^4- VT6&?8 4 

, /7140 . л /"Ж 

1 Г2 2 2 2 0 2 21 
760 L 2 J 

1976 
53 е* 

3990 
53 ( 
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О б о з н а ч е н и я , п р и н я т ы е в т а б л и ц е 15. Простые корни алгебры 
(}(=£6 , E-j или Ев) нумеруются как в таблице 1. Корневой вектор, отвечающий про
стому корню а., обозначается через e-v а корневой вектор, отвечающий корню — а.,— 
через е-. Векторы ei} et считаем выбранными так, чтобы (<?., et) = 1. Полагаем 

(('WO- > е . = е . 

Далее, если 

то под с' понимается 

= s « i ...l ei . . .« . (9-7) 
V S 1" 8 

sv...v.- (9-8) 
Корень x подалгебры G задается своими ко- и контравариантными координатами по ба
зису а1? а2,..., OLU. Для корневых векторов ех и ^_JC дано выражение через ех л 

е- , . В левом столбце таблицы для каждой подалгебры G указано ее характеристи-
li" s _ 

ческое представление х- и представление со~, которое индуцируется на G простей
шим представлением алгебры. Индекс подалгебры указан в качестве верхнего индекса 
при символе Аг. 

Для алгебр, у которых все корни имеют одинаковую длину, в частности для алгебр 
£6, Еъ Е8} имеем соотношения 

V.VV.. . . 4 -H^1*-^ M (»») 
(в соответствии с п<>7 мы нормируем скалярное произведение так, чтобы квадраты 
длин корней были равны 2) *. 

Используя формулы (9.9) — (9.10), убеждаемся в том, что выполнены соотношения 

х о ех = (х, х) ех, х о е_х — — (х, х) е__х> ех о е_х = х. (9.11) 

Доказательство теоремы 9.3 будет дано в § 10. 
п°31. В предыдущем п° описаны трехчленные S-подалгебры про

стых алгебр. Опираясь на нижеследующую теорему 9.4, мы можем 
перечислить трехчленные 5-подалгебры в произвольной полупростой 
алгебре Ли. 

Теорема 9.4. Пусть 
G = G1 + G2 + ... + Gs (9.12) 

* Д о к а з а т е л ь с т в о ф о р м у л (9.9) — (9.10). Согласно тождеству (76) работы [3], 

\..Лк* %-E~ih
Eik%^ik^ — Ч ' %> (%' %] V- ' iML (*> 

Положим Р = a. + . . . + a, . Поскольку р — а, — не корень, то /? = 0. Поскольку 
' l *Я—1 k 

е. . ф0, то р + а/ —корень. Корни р, а. порождают подалгебру типа Л2. По
этому р + 2аг — не корень и # = 1. Подставляя в соотношение (#) значения р = 0Т 

q = l? (a. аг ) = 2, (^ , е[ ) = 1, получим формулу (9.9). Формула (9.10) выводится 
из (9.9) при помощи тождества 

(и, v о w) — — (и о w, v). 
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— разложение полупростой алгебры G на простые идеалы. Пусть 
Gk — трехчленная S-подалгебра в алгебре Gk (k — 1, 2 , . . . , s). Обозна
чим через Pk изоморфное отображение G± на Gk. Тогда 

G = (E+P2 + ...+Ps)G1 (9.13) 

является трехчленной S-подалгеброй в G. Если, не меняя под
алгебр Gk, изменить изоморфные отображения Р/г, то G заменится 
на сопряженную подалгебру. Все трехчленные S-подалгебры ал
гебры G получаются описанным путем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прямое утверждение теоремы непосредствен
но вытекает из теоремы 7.8, если учесть, что проекция подал
гебры G, заданной формулой (9.13), на подалгебру Gk равна Gk. 

Если Pk и Pk — два изоморфизма &х на Gk, то PkPJ1 = Т является 
автоморфизмом Gk. Поскольку G не имеет внешних автоморфизмов, 
автоморфизм Т—внутренний и, стало быть, естественно продолжается 
на всю алгебру G. Легко видеть, что замена Pk на Р\г приводит к за
мене G на TG. 

Для доказательства обратного утверждения достаточно доказать, 
что проектирование G на Gk определяет изоморфное отображение G 
в Gk- Это отображение является во всяком случае гомоморфизмом. 
Если бы этот гомоморфизм был нулевым, то подалгебра G содер
жалась бы в регулярной подалгебре Gt -f -.. + Gkzi + Gk+i + . •. -f Gs, 
а это противоречит предположению о том, что G является S-подал
геброй. В силу простоты G, отсюда следует, что ядро гомоморфизма 
равно нулю. Доказательство закончено. 

Теорема 9.4 устанавливает взаимно однозначное соответствие между 
классами сопряженных трехчленных S-подалгебр полупростой ал
гебры G и наборами классов сопряженных трехчленных S-подалгебр 
в идеалах Gv G2,..., Gs. Мы будем обозначать через (#* * ...*д) под
алгебру, проекция которой в идеал Gk принадлежит классу (а^). 
В частности, символ (#0, о,...,о) отвечает главной подалгебре алгебры G. 

§ 10. Таблица трехчленных подалгебр особых простых алгебр Ли. 
Доказательство теоремы 9.3 

п° 32. Пусть G — произвольная полупростая алгебра Ли. Возьмем 
по одной подалгебре из каждого класса сопряженных регулярных 
подалгебр и в каждой избранной подалгебре рассмотрим полный на
бор несопряженных трехчленных 5-подалгебр. Вычисляя характери
стики этих подалгебр (по отношению к алгебре G), мы получим пол
ный набор характеристик всех трехчленных подалгебр алгебры G. 
Описанное построение может быть произведено вполне эффективным 
образом, поскольку нам известны регулярные подалгебры и трехчлен
ные S-подалгебры во всех полупростых алгебрах Ли. Выполняя это 
построение для особых простых алгебр, мы приходим к следующей 
теореме: 



Полупростые подалгебры полупростых алгебр Ли 411 

Теорема ЮЛ. Полный перечень характеристик трехчленных 
подалгебр особых простых алгебр Ли дается таблицами 16—20. 
Во второй графе этих таблиц для каждой трехчленной подал
гебры G приводится полный перечень минимальных объемлющих ее 
регулярных подалгебр. 

Во всех тех случаях, когда G не является главной подалгеброй 
в минимальной объемлющей регулярной подалгебре G', в таблицах 
указан тип (а* * ...^) включения GczG'. Далее, для каждой подал
гебры G приводятся коэффициенты разложения по простым корням 
ее определяющего вектора / и индекс G относительно G. 

Из таблицы 16—20 мы видим, что, как правило, каждому значению 
индекса отвечает единственная, с точностью до сопряженности, трех
членная подалгебра. Поэтому удобно задавать трехчленные подал
гебры особых простых алгебр их индексами. В тех редких случаях, 
когда одному значению индекса соответствуют две несопряжен
ные подалгебры, мы будем для различения этих подалгебр снаб
жать индекс одной из них штрихом, а индекс другой —- двумя 
штрихами. 

Теорема 8.3 позволяет легко выделить целочисленные среди трех
членных подалгебр, перечисленных в таблицах 16—-20. В таблице 21 
для каждой из них указано характеристическое представление 
(Xk обозначает, как в таблицах 13 и 14, неприводимую компоненту 
со схемой °). 

Т а б л и ц а 16 

Трехчленные подалгебры алгебры G2 

И
нд

ек
с 

1 

3 

4 

28 

Минимальные 
объемлющие 

регулярные подалгебры 

Ai 

X 

Ai + Ai 

е2 

Характеристика 

о—• 

1 0 

0 1 

2 0 

2 2 

Координаты 
определяющего 

вектора 

О '"" ЯР 

2 3 

3 6 

4 6 

10 18 

Теорема 10.1 выведена нами из теоремы 9.3, которая еще не дока
зана. Покажем, что обе теоремы 10.1 и 9.3 вытекают из следующего 
ослабленного варианта теоремы 9.3: 
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Трехчленные подалгебры алгебры F± 

Индекс 

1 

2 

3 

4 

Минимальные объемлющие регу
лярные подалгебры 

Лг 

2Аг\ Ах 

ЪАг 

Ыг\ 2Аг + Аг\ А2 

Характеристика 

1 

0 

0 

2 

*\ ^ 
-—<J • - — 

0 0 

0 0 

1 0 

0 0 

— • 

0 

1 

0 

0 

Координаты определяющего 
вектора 

О О Ш * 

2 3 4 2 

2 4 6 4 

3 6 8 4 

4 6 8 4 

6 

8 

9 

10 

11 

А2 + Аг 

л2 

X + Ai 

Az\ В2 

В2 + А, 

0 

0 

0 

2 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

2 

1 

1 

0 

4 

4 

5 

6 

6 

8 

8 

10 

10 

11 

12 

12 

14 

14 

16 

6 

8 

8 

8 

8 

12 

28 

А3 + At В2 + 2Л2; А2 + А2 

Д4; в3 

0 

2 

2 

2 

0 

0 

•О 

0 

6 

10 

12 

18 

16 

24 

8 

12 

35 

36 

60 

156 

С* 

Св + Аг 

в, 

F, 

1 

0 

2 

2 

0 

2 

2 

2 

1 

0 

0 

2 

2 

2 

2 

2 

10 

10 

14 

22 

19 

20 

26 

42 

28 

28 

36 

60 

16 

16 

20 

32 



Т а б л и ц а 18 
Трехчленные подалгебры алгебры Е6 

Индекс 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

8 

9 

Минимальные объемлющие 
регулярные подалгебры 

Ai 

2АХ 

ЪАХ 

4ЛХ; А2 

А2 + Ах 

Аг + 2ЛХ 

2Л2 

2Л2 + Ах 

Характеристика 

~~р-
0 

1 

0 

0 

1 

0 

2 

1 

0 0 0 
1 

0 0 0 
0 

0 1 0 
0 

0 0 0 
2 

0 0 0 
1 

1 0 1 
0 

0 0 0 
0 

0 1 0 
0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

2 

1 

1 Координаты определяющего 
вектора 

„р^ 
1 2 3 2 1 

2 

2 3 4 3 2 
2 

2 4 6 4 2 
3 

2 4 6 4 2 
4 

3 5 7 5 3 
4 

3 6 8 6 3 
4 

4 6 8 6 4 
4 

4 7 10 7 4 
5 

10 

11 

12 

20 

21 

28 

30 

Л, 

1 Лз + ^ i 

Az + 2Ai, ЗЛ2; Z ) 4 K) 

Л, 

Л4 + Лх 

D4 

# 5 (* l ) 

1 

0 

0 

2 

1 

0 

1 

о 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 
2 

0 
1 

2 
0 

0 
2 

0 
1 

2 
2 

0 
2 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

2 

1 

0 

1 

1 4 

4 

4 

6 

6 

6 

7 

7 

8 

8 

10 

11 

12 

13 

10 
6 

11 
6 

12 
6 

14 
8 

15 
8 

18 
10 

18 
10 

7 

8 

8 

10 

11 

12 

13 

4 

4 

4 

6 

6 

6 

7 

2 1 0 1 
1 

14 19 14 
10 

Л5 + Л1 2 0 2 0 2 
О 

8 14 20 14 
10 

Д< 2 0 2 0 2 
2 

10 18 26 18 10 
14 

£6 Ы 2 2 0 2 2 
9 

12 22 30 22 12 
16 

156 2 2 2 2 2 
2 

16 30 42 30 16 
22 



Трехчленные подалгебры алгебры Е7 

Т а б л и ц а 19 

Минимальные объемлющие 
регулярные подалгебры Харй ктерис гика Координаты определяющего 

вектора 

2 

3' 1 
3" 

4' 

4" 

5 

6 

7 

$ 

9 

10 

11' 

11" 

12' 

12" 

13 

14 

2Аг \ 

[ЗАГ | 

[зл2]" 1 

[4^7; Л 

[ W 

5Л2; Л2 + Аг | 

6Л2; Л2 + 2Л2 

7Л2; Л2 + ЗЛХ 

2Л2 

1 2Л2 + Аг 

1 А, 

[А3 + А±У 

I [As + АЛ" 

1 ЗЛ2; [Л3 + 2Л] ' ; 

| [И8+ 2 ^ ] " 

Л3 + оАх\ 
J A + ^ i (й,, о) 

1 А3 + Л2; 
J #4 + 2 Л , (alt0f0) 

0 

0 

2 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 0 

2 

0 

1 1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

2 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
1 

0 
0 

1 
0 

0 
2 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

1 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
1 

1 
0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

2 

0 

1 

0 

0 1 

0 I 

0 1 

2 1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

2 

1 

2 

0 

1 

0 

0 

2 

2 

3 

2 

3 

о О 

3 

о 

4 

4 

1 4 

4 

5 

1 4 

5 

1 5 

1 5 

4 

4 

4 

4 

5 

6 

6 

6 

8 

8 

8 

8 

8 

8 

9 

9 

10 

5 

6 

о 

6 

7 

8 

9 

9 

10 

11 

11 

12 

11 

12 

13 

13 

14 

6 
3 

8 
4 

6 
3 

8 
4 

9 
5 

10 
5 

12 
6 

12 
7 

12 
6 

14 
7 

14 
7 

16 
8 

14 
7 

16 
8 

16 
8 

17 
9 

18 
9 

4 

6 

4 

6 

6 

7 

8 

8 

8 

10 

10 

11 

10 

12 

11 

12 

12 

2 

3 

2 

4 

3 

4 

4 

4 

4 

5 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

15 Л 3 ~т~ />2 ~г Л]_; 
/ ) 4 +ЗЛ 2 (аи о, о, 0) 

0 0 2 0 0 0 
0 

5 10 15 18 12 6 
9 
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Т а б л и ц а 19 (продолжение) 

Индекс 

20 

21 

24 

28 

29 

30 

31 

35' 

35" 

36' 

36" 

38 

39 

56 

60 

61 

62 

63 

84 

110 

Минимальные объемлющие 
регулярные подалгебры 

Л4; 2Л3 

Ai + A1;2A3+A1 

л4 + л2 

D, 

0 , + Аг 

D, + 2АХ; Оъ К ) 

£>4 + 3/5 х; 
D5 + Ах (аи 0) 

Ш 

Ш" 

[А, + A J 

1 [Ль + ЛЛ" 

D, (я,) 

А, + А2; 
£>6 + Ах (а2) 0) 

А, 

Db 

D, + A1 

D, К ) 

D6 + A, (аи 0) 

Л7; Ее (Й1) 

1 D, 

Характеристика 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

2 

0 

1 2 

2 

2 

0 

0 

0 

2 

2 

0 

1 2 

2 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

2 

2 

2 

1 

0 

0 

2 

2 

1 

0 

0 

2 

2 

0 

0 

0 

и 

0 

0 

2 

и 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 
0 

1 
0 

2 
0 

0 
0 

0 
1 

1 
0 

0 
0 

1 
0 

0 
0 

0 
0 

1 
0 

0 
1 

2 
0 

2 
0 

0 
0 

0 
1 

0 
1 

2 
0 

2 
0 

0 
1 

0 

0 

0 

2 

1 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

1 

0 

0 

2 

1 

1 

0 

0 

1 

2 

1 

0 

2 

2 

2 

2 

1 

2 

0 

Ко 

6 

6 

6 

6 

7 

7 

7 

8 

9 

8 

1 9 

0 

0 

0 

0 

2 

2 

2 

2 

2 

9 

9 

10 

| 10 

10 

и 

11 

12 

J15 

ординаты определяющего 
вектора 

12 

12 

12 

12 

13 

VK 

14 

16 

т 

10 

16 

16 

16 

20 

20 

20 

20 

20 

24 

28 

16 20 
10 

17 22 
И 

18 24 
12 

18 24 
12 

19 25 
13 

20 26 
13 

21 26 
13 

22 28 
14 

21 26 
13 

22 28 
14 

22 28 
14 

23 29 
15 

23 30 
15 

28 36 
18 

28 36 
18 

29 37 
19 

29 37 
19 

29 38 
19 

34 44 
22 

39 49 
25 

14 

15 

16 

18 

18 

18 

18 

19 

18 

20 

19 

20 

20 

24 

26 

26 

"26 

26 

30 

34 

8 

8 

8 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

10 

12 

14 

14 

14 

14 

16 

18 
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Т а б л и ц а 19 (продолжение) 

Индекс 

111 

156 

159 

231 

399 

Минимальные объемлющие 
регулярные подалгебры 

Dt + A1 

Ее 

Е, (я2) 

£7 (Л,) 

Е7 

Характеристика 

2 2 0 2 0 2 
0 

0 2 0 2 2 2 
0 

2 0 2 0 2 2 
2 

2 2 2 0 2 2 
2 

2 2 2 2 2 2 
2 

Координаты определяющего 
вектора 

15 28 39 50 34 18 
25 

16 32 46 60 42 22 
30 

17 32 47 60 42 22 
31 

21 40 57 72 50 26 
37 

27 52 75 96 66 34 
49 

Теорема 10.2. Характеристика любой трехчленной S-подал-
гебры особой алгебры Ли содержится в таблицах 16—20. 

Действительно, теорему 9.3 можно расчленить следующим образом: 
1) Каждая из пяти схем, приведенных в формулировке теоремы 

9.3, задает характеристику некоторой трехчленной подалгебры в соот
ветствующей особой алгебре Ли. 

2) Все эти подалгебры являются 5-подалгебрами. 
3) Любая неглавная трехчленная 5-подалгебра особой алгебры Ли 

имеет одну из пяти перечисленных характеристик. 
Далее теорему 10.1 можно расчленить так: 

A) Каждой характеристике из таблиц 16—-20 отвечает некоторая 
трехчленная подалгебра G в соответствующей особой алгебре Ли. 

Б) Подалгебра G содержится во всех регулярных подалгебрах, 
указанных во второй графе таблиц. 

B) В таблицы попала каждая минимальная среди объемлющих G 
регулярных подалгебр. 

Г) Каждая из указанных в таблицах регулярных подалгебр является 
минимальной среди объемлющих G регулярных подалгебр. 

Д) Характеристика любой трехчленной подалгебры особых алгебр 
Ли содержится в таблицах 16—20. 

Справедливость утверждения 1) уже доказана тем, что соответ
ствующие подалгебры построены в таблице 15. Анализируя способ 



Т а б л и ц а 20 

Трехчленные подалгебры алгебры Es 

Индекс 

1 

2 

3 

4' 

4" 

5 

6 

7 

8 

9 

10' 

10" 

11 

12' 

12" 

13 

14 1 

15 1 

Минимальные объемлющие 
регулярные подалгебры 

А, 

2А1 

ЪАг 

[ W 

[ W ; At 

оЛ^, Л2 + Лх 

6ЛХ; Л2 + 2ЛХ 

/Л jj / 1 2 -г Oi4j 

8ЛХ; Л2 + 4ЛХ; 
2Л2 

2Л2 + ^ 

Л3 

2Л2 + 2Л, 

^3 + ^ ! 

Mi + 2AJ 

[А, + 2i4J"; ЗЛ2; 
D4 (в1) 

Л3 + ЗЛ1; ЗА2 + А» 
Dt + A, (я,,,) 

Л3 + 4Л1; 1 
•™3 1 ^ 2 » 

D 4 + 2ЛХ (яьо,0) 

D 4 + 3i4x (аьо,о.о); 
^3 + ^2 + ^1 

Характеристика 

1 

1 0 0 0 0 0 0 
0 

0 0 0 0 0 0 1 
1 0 

0 1 0 0 0 0 0 
0 

0 0 0 0 0 0 0 
! 1 

2 0 0 0 0 0 0 
0 

1 0 0 0 0 0 1 
0 

!о о 1 о о о о 
0 

0 0 0 0 0 1 0 
0 

0 0 0 0 0 0 2 
0 

0 1 0 0 0 0 1 
0 

2 0 0 0 0 0 1 
0 

0 0 0 1 0 0 0 
0 

1 0 1 0 0 0 0 
0 

0 2 0 0 0 0 0 
0 

1 0 0 0 0 1 0 
0 

0 1 0 0 0 0 01 
1 

0 0 1 0 0 O i l 
0 

0 0 0 0 1 0 0 | 
0 

Координаты определяющего 
вектора 

vr \j \j \j %J О" 'О 

2 3 4 5 6 4 2 
3 

2 4 6 8 10 7 4 
5 

| з 6 8 10 12 8 4 
6 

3 6 9 12 15 10 5 
8 

4 6 8 10 12 8 4 
! 6 

4 7 10 13 16 11 6 
8 

4 8 12 15 18 12 6 
9 

4 8 12 16 20 14 7 
10 

4 8 12 16 20 14 8 
10 

5 10 14 18 22 15 8 
И 

6 10 14 18 22 15 8 
11 

5 10 15 20 24 16 8 
12 

6 11 16 20 24 16 8 
12 

6 12 16 20 24 16 8 
12 

6 11 16 21 26 18 9 
13 

6 12 17 22 27 18 9 
14 

6 12 18 23 28 19 10 
14 

6 12 18 24 30 20 10 
15 

13 Математический сборник, т. 30 (72), Ш 2 
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Т а б л и ц а 20 (продолжение) 

Индекс 

16 

20" 

20' 

21 

22 

24 

25 

28 

29 

30' 

30" 

31 

32 

34 

35 

36' 

36" 

37 

Минимальные объемлющие 
регулярные подалгебры 

Л3 + А2 + 2Аг\ 4Л2; 
D 4 +4^(01,0 ,0 ,0 ,0) 
0 4 + А2 (alf0) 

Л4; [2Л3]" 

[2A3Y 

2Аг + Аг\ Ах + Аг 

2Л3 + 2Аг\ Л4 + 2Аг\ 
0 4 + Л3 (alt0) 

Характеристика ! 

0 0 0 0 0 0 0 
2 

2 0 0 0 0 0 2 
0 

0 0 0 1 0 0 1 
0 

1 0 1 0 0 0 1 
0 

1 0 0 0 1 0 0 
0 

Л4 + Л2; 1 0 0 2 0 0 0 0 
DA + DA (а1л) J 0 

л4 + л2 + Л 

0 4 

D 4 + i 4 x 

D4 + 2ЛХ; D5 (в1) 

л4 + л3; 
£>5 + ^ 3 (*2.о) 

D4 + ЗЛХ; 
0б + ^1 (Яьо) 

£>4 + 4Лх; # 4 + Л 8 ; 

А> + Л2 (я](0) 

^ 5 

Ив + ^ ] ' 

0 0 1 0 0 1 0 
0 

2 2 0 0 0 0 0 
0 

2 1 0 0 0 0 0 
1 

2 0 1 0 0 0 1 
0 

0 1 0 0 4 0 0 
0 

2 0 0 0 1 0 0 
0 

2 0 0 0 0 0 0 
2 

1 0 1 0 0 1 0 
0 

1 0 1 0 0 0 2 
0 

1 0 0 0 1 0 1 
0 

[А^+АД" 1 0 2 0 0 0 0 2 

Л5 + 2ЛХ 1 0 1 0 1 0 0 1 
0 

Координаты определяющего 
вектора 

6 12 18 24 30 20 10 
16 

8 14 20 26 32 22 12 
16 

7 14 21 28 34 23 12 
17 

8 15 22 28 34 23 12 
17 

8 15 22 29 36 24 12 
18 

8 16 24 30 36 24 12 
18 

8 16 24 31 38 26 13 
19 

10 18 24 30 36 24 12 
18 

10 18 25 32 39 26 13 
20 

10 18 26 33 40 27 14 
20 

9 18 26 34 42 28 14 
21 

10 18 26 34 42 28 14 
21 

10 18 26 34 42 28 14 
22 

10 19 28 36 44 30 15 
22 

10 19 28 36 44 30 16 
22 

10 19 28 37 46 31 16 
23 

10 20 28 36 44 30 16 
22 

1 10 20 29 38 46 31 16 
! 23 
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Т а б л и ц а 20 (продолжение) 

Индекс 

38 

39 

40 

56 

57 

60 

61 

62 

63 

Минимальные объемлющие 
регулярные подалгебры 

D, + Лд; D6 (а2) 

Л5 + Аг\ О6-ЬА,(а2,0) 

As + A2 + Az; 2Л4; 
D6-±-2A1 (я2,0>0); 

А>4~ Az (a1>0); 

2D,- А, 

А6 + AL 

D5 

А* -г Ах 

Характеристика 

0 1 0 0 0 1 0 
1 

0 0 1 0 1 0 0 
0 

0 0 0 2 0 0 0 
0 

0 0 2 0 0 0 2 
0 

0 0 1 0 1 0 1 
0 

2 2 0 0 0 0 2 
0 

2 1 0 1 0 0 1 
0 

D, \- 2ЛХ; D6 (ах) 1 2 1 0 0 0 1 0 
1 

i 

А + Ах (аьо) 2 0 1 0 1 0 0 
0 

Координаты определяющего 
вектора 

10 20 29 38 47 32 16 
24 

10 20 30 39 48 32 16 
24 

10 20 30 40 48 32 16 
24 

12 24 36 46 56 38 20 
28 

12 24 36 47 58 39 20 
29 

14 26 36 46 56 38 20 
28 

14 26 37 48 58 39 20 
29 

14 26 37 48 59 40 20 
30 

14 26 38 49 60 40 20 
30 

64 

70 

84' 

84" 

85 

88 

110 

А + А2\ 
D6 + 2АХ (а1ЛЛ) 

1 D5 + Л3; D7 (a2) 

2 0 0 2 0 0 0 
0 

1 0 1 0 1 0 1 
0 

[А7у 1 0 1 I 0 1 0 1 
0 

Ш"; ^ («о 

Ач + А^ Е6-\- Ах{аъо) 

^6 + А2 (аи0)\ 
^s (az) 

D. 

2 0 2 0 0 0 2 
0 

2 0 1 0 1 0 1 
0 

2 0 0 0 2 0 0 
0 

2 1 0 0 0 1 2 
1 

14 26 38 50 60 40 20 
30 

14 27 40 52 64 43 22 
32 

15 30 44 57 70 47 24 
35 

16 30 44 56 68 46 24 
34 

16 30 44 57 70 47 24 
35 

16 30 44 58 72 48 24 
36 

18 34 49 64 79 54 28 
40 

111 D6 + Ах \ 2 0 1 0 1 0 2 
0 

18 34 50 65 80 54 28 
40 

112 

120 

D6 + 2АХ- D7 (a,) 

А8\ D& (a2) 

2 0 0 2 0 0 2 
0 

0 2 0 0 2 0 0 
0 

18 34 50 66 80 54 28 , 
40 

18 36 52 68 84 56 28 
42 

13* 
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Т а б л и ц а 20 (продолжение) 

Индекс 
Минимальные объемлющие 

регулярные подалгебры Характеристика Координаты определяющего 
вектора 

156 

157 

159 

160 

166 

182 

184 

231 

232 

280 

399 

400 

520 

760 

1240 

Е. 

£6 + ^ i 

£7 Ы 

Е7 -f A x (ait0) | 

А + ̂ 2 

D7 

Ds (a,) 

Е7 (а,) 

Ei + Лх (alt0) 

D8 

El 

E7 + A± 

E8 Ы 

1 Es (ai) 

A 

2 2 2 0 0 0 2 
0 

2 2 1 0 1 0 1 1 
0 

2 2 0 1 0 1 0 
1 

2 2 0 0 2 0 0 
0 

2 2 0 0 1 1 1 
0 

1 0 1 1 0 1 2 
1 

0 2 0 0 2 0 2 
0 

2 2 0 1 0 1 2 
1 

2 2 0 0 2 0 2 
0 

2 0 2 0 2 0 2 
0 

2 2 2 1 0 1 2 
1 

1 2 2 2 0 2 0 2 
1 0 

2 2 0 2 0 2 2 
! 2 

| 2 2 2 2 0 2 2 
1 2 

1 2 2 2 2 2 2 2 
1 2 

1 

22 42 60 76 92 62 32 
46 

22 42 60 77 94 63 32 
47 

22 42 60 78 95 64 32 
48 

22 42 60 78 96 64 32 
48 

22 42 60 78 96 65 33 
48 

22 43 64 84 103 70 36 
52 

22 44 68 84 104 70 36 
52 

26 50 72 94 115 78 40 
58 

26 50 76 94 116 78 40 
58 

28 54 80 104 128 86 44 
64 

' 34 66 96 124 151 102 52 
76 

34 66 96 124 152 102 52 
76 

38 74 108 142 174 118 60 
88 

1 46 90 132 172 210 142 72 
106 

1 58 114 168 220 270 182 92 
| 136 
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Т а б л и ц а 21 
Характеристические представления целых трехчленных подалгебр 

в особых алгебрах 

Подалгебра Характеристическое представление 

4 
28 

4 
8 

12 
28 
36 
60 

156 

12 
20 
28 
36 
60 
84 

156 

* 4 + 2Х2 

Х10 

В алгебре G2: 

В алгебре / v 

+ 8*0 * 4 + 12*2 
7* 4 + 14*0 
2* 6 + 4* 4 + 5* 2 
* 1 0 + 5* 6 -f 3 * 0 
2Х10 + Х8 + Хв + Х4 + 2Х2 
*14 + 2*10 + * 6 -j- * 4 
*22 + *14 + *ю 

В алгебре £6: 

* 4 + 18*2 + 16*0 

8 * 
2 * -7*4 

14*0 

- 8*2 + 2Х0 f*6 Г « ^ 4 ^ и л 2 ПГ ^ * 0 
^ 8 + 5* 6 + 3 * 4 + 4* 2 + 4* 0 
Х10~\- 8*6 + 8*0 
2Х10 + 2Х8 + 2* б + 3 * 4 + 2* 2 
Хы + 3* 1 0 + ^8 + Х6 4- 2* 4 + * 0 
Х±& 4~ ^14 + 2*1 0 + ^8 4- *e -J- * 4 
^22 + ^16 + ^14 + ^10 + Х8 

В алгебре Е7: 

3" 
4' 
7 
8 

11" 
12' 
15 
20 
24 
28 
31 
35" 
36' 
39 
56 
60 
63 
84 

111 
156 
159 
231 
399 

26*2 + 52ЛГ0 
* 4 + 30*2 + 35*0 
IX4 + 27*2 + 14*0 
10*4 + 21Х2 + 17*0 
* 6 + 15*4 + 9*2 + 21ЛГ0 
2* 6 + 13*4 + 14*2 + 9*0 
5* 6 + 10*4 + 14*2 + 3 * 0 
Х8 + 7*6 + 9* 4 + 6*2 + 9*0 
3 * 8 + 5* 6 + 10*4 + 5*2 + 3 * 0 
* 1 0 + 14*6 + 2 1 * 0 
Х10 + 3 * 8 + 8*6 + 3 * 4 + 6*2 + 3*о 
Х10 + 7*8 + Хв + 7*4 + 14*0 ' М О ~ ' ^ 8 T ^ j T , A 4 T J- •*' 

2*10 + 4*8 + 4*6 + 7*4 + : 
3*10 + 3*8.+ 5*e + 4*4 ' R 

2*2 4~ 3 * 0 
4 + 5Х2 

ЗХ12 + Х10 + ЗХ8 + 5Х6 + ЗХ4 + ЗХ0 
*и + 5^ю + ЗХ8 + Х6 + 4Х4 + 6Х0 
Xlt + Х12 + 4Х10 + 2Х8 4- ЗХв + 2Х4 . . 
Xie + Х14 + 2Х12 + 2Х10 + ЗХ8 + Х6 + ЗХ4 + Х0 
•̂ 18 "Ь Х16 + 2Х14 + ЗХ10 + Х8 + 2Х6 + Х4 + Х2 

4- 3Xi« 4- Х,л 4- Х,п 4- ЗХо 4- ЗХп 

t4-3X2 

* 2 2 + 3* 1 б + Хы + Х10 4~ 3 * 
г 4- Х18 + * 1 6 + 2*1 4 4- 2*1 0 + * 8 + * 6 + *j 
j ~Ь * 2 2 4" ^18 + ^16 4" *14 4" 2 * 1 0 + * в 

^ 3 4 4" ^26 4- ^22 4" ^18 4" *14 4" Х± 



Т а б л и ц а 21 (продолжение) 

Подалгебра 

4" 
8 

12' 
16 
20" 
24 
28 
32 
36" 
40 
56 
60 
64 
84" 
88 

112 

120 

156 
160 
184 

232 

280 

400 

520 
760 

1240 

Характеристическое представление 

В алгебре Е8: 
* 4 + 5 4 * 2 -f 7 8 * 0 

14ЛГ4 + 4 9 * 2 + 2 8 * 0 

2Х& + 2 5 * 4 + 2 6 * 2 4- 28Л'0 

8 * б 4- 2 0 * 4 4- 2 7 * 2 4- 8 * 0 

* 8 4- Н * 6 -г 2 1 * 4 + 1 0 * 2 4- 24.Y0 

3 * 8 4- 1 3 * 6 4 - 1 4 * 4 4 - 1 7 * 2 4- 6 * 0 

Х10 + 2 6 * 6 4- 5 2 * 0 

* ю + 6 * 8 4- 1 4 * 6 4- 7 * 4 4- 1 3 * 2 + 8 * 0 

2 * 1 0 4- 8 * 8 + 8 * 6 4- 15*4 + 2Х2 4- 1 4 * 0 

4 * 1 0 + 6А'8 + Ю * 6 4- Ю * 4 + 9 * 2 

;>*i2 + 5 * 1 0 + 3 * 8 + 13Х, + 3^4 + 4Х2 + 6 * в 

* i 4 + 9 * 1 0 4- 7 * 8 4- * 6 4- 8*4 4- 2 1 * 0 

Хы 4- 2 * 1 2 4- 7 * 1 0 4- 5 * 8 4- 5 * 6 4- 5 * 4 4- 7 * 2 4- * о 
* i6 + * i4 + 6* 1 2 + 2 * 1 0 + 7 * 8 + * 6 4- 7*4 4- 8 * 0 

* i 6 + 3 * 1 4 + 2 * 1 2 + 6 * 1 0 4- 3 * 8 + 5 * 6 4- 4*4 4- ЗХ, 
* i 8 4- 2 * 1 6 4- 3 * 1 4 + * 1 2 4- 6 * 1 0 + 3 * 8 4- 3 * б 4- 2*4 

4- 3 * 2 4- * 0 

- ЗЛГ12 + ЗХ1 0 + 3 * 8 4- 5 * 6 4- * 4 -
2 4" *0 

2*18 + *16 + '^*14 
+ 2*2 

* 2 2 + 7 * 1 6 4- * i4 + * ю + 7 * 8 4 - 1 4 * 0 

*22 + 2*18 4- 3 * 1 6 4 - 3 * 1 4 4- 3 * 1 0 4~ 3 * 8 4- 2 * 6 4- * 4 4 - 3 ^ 2 

2 * 2 2 4- *2о •+ * i8 4- * i6 4- 3 * 1 4 + 2 * 1 2 + 4 * 1 0 4- * 8 + 
4 - * 6 4- * 4 4- 2 * 2 

*2б 4- 2 * 2 2 4- *2о 4- * i8 ~Ь 2 * 1 6 4- 2 . \ 1 4 4- Х12 
+ 2 * 6 4- * 4 4- * 

*28 4" *26 4" 2 * 2 2 -
+ * 6 4" * 4 

* 

2 * 18 

з* 1 0 

4- * i6 4- 3 * 1 4 4- 2 * 1 0 4- * 8 4-

34 

-л 6 "Г ^ 4 

4- *28 4- 2*26 4~ *22 4- 2 * j 8 4- * i6 4- * i 4 4- 2 * 1 0 4-
. у J_ у +*8 4- *2 

XZ8 + * з 4 + * 2 8 4- *2б4-2* 2 2 4- * i 8 4"*ie 4- * 1 4 4 - * ю 4 - * б 
*46 4" *38 4~ XZi 4- *28 4"*26 4 - *22 4~ *18 4" *14 4" *Ю 
" " " + * 1 4 * 5 8 4" ^ 4 0 4" X. 

*28 i ~ * 

+ Jf« + X * 2 ! 

образования таблиц 16—20, мы удостоверяемся в справедливости 
утверждений А) и Б). Тот же анализ приводит нас к выводу, что 
имеется следующая цепочка логических зависимостей: 

Теорема 10.2 
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Таким образом, из теоремы 10.2 следуют теоремы 9.3 и 10.1. 
Остальная часть этого параграфа будет посвящена доказательству 
теоремы 10.2. 

п° 33. Пусть II — система простых корней полупростой алгебры G, 
и пусть П0 — произвольная подсистема системы П. Мы отнесем паре 
(П, П0) число 

з(П, u0) = N + r-k, (10.1) 

где М — размерность полупростой алгебры, для которой П0 — система 
простых корней; г — число элементов системы II, не вошедших в П0; 
k — число корней алгебры G, имеющих вид 

а + 2 k$ (а6П\П0). (10.2) 

Т е о р е м а 10.3. Пусть G — трехчленная подалгебра полу про
стой алгебры G. Пусть П — система простых корней G и П0 — со
вокупность тех элементов из II, на которых характеристика G 
равна нулю. Тогда 

з (И, П 0 ) > 0 . (10.3) 

и, если G является S-подалгеброй, то 

е(П, По) = 0. (10.4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим линейное представление f0 

подалгебры G, которое индуцируется присоединенным представле
нием алгебры G. Легко подсчитать, что для этого представления вес 0 
имеет кратность N + г. С другой стороны, весовое подпространство, 
соответствующее весу / ' = (f f f (равному корню подалгебры G), 
натягивается на корневые векторы еи с индексами вида (10.2), и по
этому его размерность равна k. 

Каждое неприводимое представление трехчленной алгебры имеет 
систему весов вида 

Л, А - / ' , Л - у , . . . , Л - mf = - Л. (10.5) 

Поскольку каждое представление разлагается на неприводимые, то 
для любого представления кратность веса^/' больше или равна крат
ности веса 0, и, если кратность / ' больше кратности нуля, то пред
ставление содержит нулевую компоненту. В применении к представ
лению cpG

 э т ° означает, что N+r^k (и, следовательно, е(П, П 0 )>0) , 
и если N + ry>k, то существует элемент алгебры G, перестановоч
ный с каждым элементом подалгебры G, и, в силу теоремы 7.4, 
G является /^-подалгеброй. Следовательно, если G — S-подалгебра, то 
N + Г = k, г (П, П0) - 0. 

З а м е ч а н и е . Условие г(П, П0) = 0 необходимо, но не достаточно 
для того, чтобы G являлась 5-подалгеброй. Однако, используя тео-



424 Е. Б. Дынкин 

рему 7.5, легко установить, что если в(П, П0) = 0, то G может содер
жаться лишь в регулярных подалгебрах того же ранга, что и алгебра G. 

Т е о р е м а 10.4. Значение е(П, П0) не изменится, если на схеме, 
задающей И;стереть любой отрезок, концы которого не входят в П0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При описанном преобразовании схемы, оче
видно, останутся неизменными значения N и г. Докажем, что k 
также не меняется. Для этого достаточно убедиться в том, что если 
выражение 

а + 2 ЗД (а6П\П0) (Ю.6) 
ебп, 

представляло корень до преобразования схемы, то оно представляет 
корень и после преобразования, и, обратно, если оно задает корень 
после преобразования, то задавало корень и до преобразования. Если 
выражение (10.6) представляет корень, то этот корень выражается 
через -систему П2, получающуюся из П0 присоединением элемента а. 
Схема же системы Пх не меняется при нашем преобразовании. 

Т е о р е м а 10.5. Пусть 

П = 1Г1)П" (10.7) 

— разложение системы П на две ортогональные подсистемы, и пусть 

П о ^ П о и п ; , (10.8) 

где П0 = П0 П П', По = П0 П п' . Тогда 

е (П, П0) - г (П', П0) + г (П*, К). (10.9) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливость тождества (10.9) вытекает 
из того, что аналогичные тождества выполнены для каждого из чи
сел /V, г и k. Для г это очевидно, а лля N и k вытекает из того, 
что каждый корень алгебры G имеет вид 2J paoi или 2J ра<*. 

а(5П' абП" 
п° 34. Т е о р е м а 10.6. Пусть G — одна из особых алгебр Ли 

(G2, FA, Е6, Е7 или Ев), и пусть II — система простых корней G. 
Полный перечень непустых подсистем П0 системы П, удовлетво
ряющих условию е (П, П0) = 0, дается таблицей 23. (Система П 
изображается своей схемой, элементы из П0 отмечены знаком х.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть П — любая нераспадающаяся подси
стема системы П. Такая система изометрична системе простых кор
ней для одной из следующих алгебр: Ап (п = 1, 2, . . . , 7), Вп (п = 2, 
3, 4), С3, Dn (п = 4, 5, 6, 7), £6, Е7, Е8, F4, G2. 

Пусть П0—произвольная подсистема системы П, такая, что П \ П 0 
состоит из попарно ортогональных элементов. Путем непосредственной 
выкладки находим, что всегда е (П, Й0) > 0, причем полный список 
случаев, когда s (П, П0) = 0, дается таблицей 22. Опираясь на тео-
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Т а б л и ц а 22 

ремы 10.4 и 10.5, выводим отсюда, что полный список подсистем По. 
систем П, удовлетворяющих условию г (П, П0) = 0, дается таблицей 23. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 10.2. Трехчленная 5-подалгебра 
является целочисленной (теорема 7.6), и, в силу теоремы 8.3, ее 
характеристика составлена из числовых отметок 0 и 2. Согласно тео
ремам 10.3 и 10.6, совокупность П0 тех элементов П, при которых 
стоит числовая отметка 0, либо пуста, либо дается одной из схем 
таблицы 23. Поэтому если в таблице 23 заменить крестики нулями 
и снабдить остальные пункты схем числовыми отметками 2, то мы 
получим все мыслимые значения характеристики для неглавных трех
членных 5-подалгебр особых алгебр Ли. Все эти значения содержатся 
в таблицах 16—20 (в таблице 23 рядом с каждой схемой указан 
в скобках индекс соответствующей подалгебры из таблиц 16—20). 

Г л а в а IV 

Простые подалгебры особых простых алгебр Ли 

§ 11. Таблица простых подалгебр ранга, большего 1, 
в особых простых алгебрах Ли 

п° 35. В настоящем параграфе сформулированы основные резуль
таты главы IV: теорема 11.1, дающая классификацию простых 5-под
алгебр в особых алгебрах Ли (с точностью до сопряженности), и 
теорема 11.2, дающая полную классификацию всех простых подалгебр 
с точностью до линейной сопряженности. При этом рассматриваются 
только подалгебры ранга, большего 1, ибо подалгебры ранга 1 (трех
членные подалгебры) уже изучены в предыдущей главе. Теорема 11.2 
выводится из теоремы 11.1. Что же касается теоремы 11.1, то ее до
казательство сведено в настоящем параграфе к доказательству более 
слабого утверждения (п°37, Б)), которое доказывается в следующем 
параграфе. 
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Т а б л и ц а 23 

Теорема 11.1. Классификация простых S-подалгебр ранга, 
большего 1, в особых алгебрах G2, F^ Е6, Е7, Е8 имеет следующий вид: 

1) в G2 и F^ указанные подалгебры отсутствуют; 
2) в Е6 имеется всего 6 классов сопряженных подалгебр: по 

2 класса типа А2 и G2, переводимых друг в друга любым внешним 
автоморфизмом Е6, и по одному классу типа С4 и F±; 

3) в Erj — один класс сопряженных подалгебр типа А2; 
4) в Е8 — один класс сопряженных подалгебр типа В2. 
По одному представителю из каждого класса сопряженных под

алгебр описано в таблице 24. 
В таблице 24 используются те же обозначения, что и в таблице 15 (см. стр. 409). 

Верхний индекс при букве, указывающей тип подалгебры, попрежнему означает ин
декс этой подалгебры. Для каждой подалгебры дается ее размерность N. Простые 
корни подалгебры обозначаются буквами х, у, г, / / , . . . (порядок соотнесения указы
вается вертикальными схемами). Используя тождества (9.9)—(9.10) п°30, убеждаемся, 
что выполнены соотношения (4.1) п° 14. Отсюда на основании теоремы 4.1 заклю
чаем, что формулы таблицы 24 действительно определяют подалгебры указанных 
типов. 
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Простые S-подалгебры ранга г > 1 в особых алгебрах Ли 
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Т е о р е м а 11.2. Классификация простых подалгебр ранга, боль
шего 1, в особых простых алгебрах Ли G дается таблицей 25. Для 
каждой подалгебры G указаны представления XQ a 0)G> определяю
щие G с точностью до линейной сопряженности*. Кроме того, 
дается полный перечень минимальных регулярных подалгебр G\ 
объемлющих G, и указывается значение индекса G в G. 

Замечания . 1) Из таблицы 25 видно, что если для двух под
алгебр Gx и G2 имеет место соотношение а># ~а>#, то Хох~У.ог- По
этому можно утверждать, что в произвольной особой алгебре G пред
ставление со£ определяет подалгебру G однозначно с точностью до 
L-сопряженности. (Ср. п°4 главы I.) 

2) Простые подалгебры особых алгебр мы будем в дальнейшем 
обозначать, указывая их тип и индекс, например А\, D\ и т. п. В тех 
случаях, когда существуют линейно несопряженные подалгебры од
ного типа и с одинаковыми индексами, мы будем их различать, ставя 
один, два и т. д. штриха по порядку следования в таблице 25. На
пример, в алгебре Е8 мы имеем подалгебры Bt\ Bf и Bf7 

О б о з н а ч е н и я , п р и н я т ы е в т а б л и ц е 25. Для линейных представлений 
использованы сокращенные обозначения, которые расшифрованы в таблице 26. При 
этом буквы Ki и Т\ используются для ортогональных представлений, в том числе Kf-
для представлений, сравнимых с нулевым представлением, Т) — для представлений, 
не сравнимых с нулевым представлением; буквы Mt используются для представлений, 
не являющихся ортогональными. Нулевое неприводимое представление обозначается 
буквой N. Эти обозначения дают возможность легко выделить целочисленные под
алгебры, как такие, для которых в разложение Хт? входят только буквы Kt и N. 

Особые алгебры можно включить одна в другую в следующем порядке: 
G2czFtc:EbC:ESc:Ee. (ii.i) 

В силу этих включений (которые определены однозначно с точностью до сопряжен
ности), набор подалгебр алгебры G2 естественно отображается в набор подалгебр 
алгебры F4 и т. д. Эти отображения нашли свое отражение в таблице 25, где соот
ветствующие подалгебры помещены по одной горизонтали. Поскольку индексы G2 
в F4, F^ в £6, Еб в Е7 и Е7 в Е8 равны ^соответствующие друг другу подалгебры этих 
алгебр имеют равные индексы. 

п°36. Теорема 11.2 выводится из теоремы 11.1 точно так же, как 
теорема 10.1 из теоремы 9.3; рассматриваются в заданной особой 
алгебре все ее регулярные полупростые подалгебры и берутся в каж
дой из них все ее простые 5-подалгебры ранга, большего 1. Допол
нительного доказательства требует только утверждение, что каждой 
полученной паре значений XQ И ^G соответствует один класс .ли
нейно сопряженных подалгебр. Для случаев G = G2, F±, *EG и Е7 это 
утверждение следует из общей теоремы 1.3. Случай G = Е8 нуж
дается в специальном исследовании. 

Сомнения возникают лишь тогда, когда для двух несопряженных 
регулярных подалгебр G[ И G2 S-подалгебра Gx алгебры д[ и S-под-
алгебра G2 алгебры G2 удовлетворяют соотношению 

Xo, = Xff,. (П.2) 
* В соответствии со сноской * на стр. 405 для подалгебр G алгебры Е% указаны 

только представления у~~. 
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Являются ли эти подалгебры I-сопряженными? На этот вопрос можно-
сразу ответить утвердительно, если подалгебры G[ И d% содержатся 
в Е7 и Gx и <52 линейно сопряжены в Е7 (см. предложение А') п° 6, § 1). 
Сомнительными остаются только случаи Ai A^Bi G\, В%, В%\ fif ,/)f ,Z)f'. 
Для каждого из перечисленных случаев при помощи таблицы 3 по 
системе весов представления о>̂  = х~_|_ ^ вычисляем, как это опи
сано в конце п°4, простые корни подалгебры G. При этом a priori 
должны получиться три варианта. Однако надлежит отбросить, как 
невозможные, те из них, для которых хотя бы одно из произведений 
(а, р') (а —простой корень G, р — простой корень G, [У ==• 2 ft ) 
выражается нецелым числом. Во всех интересующих нас случаях после 
отбрасывания останутся варианты, которые совпадают между собой. 
Этим утверждение об I-сопряженности подалгебр доказано. 

п°37. Вывод таблицы 25 был основан на теореме 11.1. В свою 
очередь, при доказательстве теоремы 11.1 будет использована табли
ца 25 (с аналогичным положением мы уже имели дело в предыдущей 
главе). Следующая цепочка рассуждений позволит нам избежать при 
этом порочного круга. 

Таблица 25 устанавливает соответствие между некоторыми парами 
линейных представлений (у^, о>̂ ) * и регулярными подалгебрами G\ 
В силу самого способа построения таблицы (вне всякой зависимости 
от теоремы 11.1), справедливо следующее утверждение: 

A) Если какой-нибудь паре линейных представлений в таб
лице 25 отнесена регулярная подалгебра (7, то существует под
алгебра G, содержащаяся в G', для которой представления Хо> 0)а 
эквивалентны заданной паре представлений. 

Опираясь только на это утверждение, мы докажем, что: 
Б) Всякая S-подалгебра особой простой алгебрц Ли, имеющая 

ранг, больший 1, совпадает с одной из подалгебр, описанных в тео
реме 11.1. 

Как легко видеть, из Б) вытекает 
B) Пусть G — некоторая подалгебра. Среди .регулярных под

алгебр G', отнесенных в таблице 25 представлениям х$, <ogs содер
жатся все минимальные объемлющие G регулярные подалгебры. 

Опираясь на предложение В) и просматривая таблицу 25, непо
средственно выводим: 

Г) Каждая из подалгебр, описанных в теореме 11.1, является 
S-подалгеброй. 

Этим доказательство теоремы 11.1 завершается. 
Итак, теорема 11.1 будет доказана, если мы докажем утвержде

ние Б), используя таблицу 25 только в форме предложения А). Это 
будет сделано в следующем параграфе. 

* См. сноску на стр. 429. 
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§ 12. Доказательство теоремы 11.1 

п° 38. Пусть Н — идемпотент простой алгебры Ли G. Набор принад
лежащих к Н определяющих векторов для всевозможных трехчлен
ных подалгебр алгебры G условимся обозначать через О (G, Я). 

nycTb/6Q(G, И). Отнесем/ к системе £У (G, Я), если соответ
ствующая трехчленная подалгебра является целочисленной. Отне
сем / к £T(G, Я), если ~-6Q(G, Я). Из теоремы 8.3 вытекает, что 
Q"(G, Я)с :а ' (G, Я). 

Выпишем скалярные квадраты всех векторов из £i(G, Я) и устра
ним возможные повторения. Мы получим некоторый набор натураль
ных чисел. Обозначим его через P(G) (очевидно, он не зависит от 
выбора Я). Аналогичным образом по системам векторов Q' (G, Я) и 
Q" (G, Я) построим наборы натуральных чисел Р' (G) и_ Р" (G). 

Пусть теперь ty — представление простой алгебры G в простую ал
гебру G. Выберем идемпотенты Я в (? и Я в G так, чтобы Ъ(Н)с~Н. 
Тогда <НЩ(/, /Y))gO(G, Я), <!>(Q" (Ф /7))c£r(G, #) и, если ф — 
целочисленное представление, то, согласно предложению Б, п° 13, 
§ 3, <Ь(£Г((5, /?))CQ'(G, Я). Из этих включений и определения ин
декса у, представления Ф (см. п°7, § 2) вытекает, что набор чисел 
Р (G) при умножении на /, переходит в подмножество множества 
P(G) и, точно так же Р' (G) и Р" (G) переходят, соответственно, 
в подмножества Р' (G) и Р" (G). 

Пусть теперь заданы две простые алгебры Ли G и G и требуется 
отыскать всевозможные значения индекса для целочисленных пред
ставлений G в G. Мы выписываем системы чисел Р (G) з Р' (G) 5 £*" (G) 
и P(G)^DP'(G)^P" (G) И ОТНОСИМ натуральное число у к множеству 
J(G, G), если при умножении на у P(G) переходит в часть P(G)y причем 
Р' (G) переходит в часть Р' (G), a Р" (G) — в часть Р" (G). В силу ска
занного выше, множество / (G, G) содержит все значения индекса для 
целочисленных представлений G в G или, что то же, все значения индекса 
для целочисленных подалгебр алгебры G, изоморфных G *. Сейчас нас 
интересуют не все целочисленные подалгебры, а только 5-подалгебры. 
Используя теорему 6.2, можно несколько, сократить 7(G, G) так, что 
и этот сокращенный набор будет заведомо содержать индексы всех 
S-подалгебр алгебры G, изоморфных G. Именно, если G принадле
жит одному из типов Ат Е6, Е7, Е8У ТО МОЖНО выкинуть из 7(G, G) 
значение 1. Получившийся после такой поправки набор чисел мы 
будем обозначать через 7 (G, G). 

Применим эти общие рассуждения к интересующему нас случаю, 
когда G —одна из особых простых алгебр, G — простая алгебра, ранг 
которой больше 1 и меньше ранга G. В таблице 27 выписаны системы 
Р (G) для всех простых алгебр G, ранг которых заключен между 1 

* Если отбросить Pr(G) и P'(G) и рассматривать только системы Р (G) Z) P" (G) 
и Р (G) ZDP"(G), TO тем же путем мы получим набор натуральных чисел, содержа
щий значения индекса для всех (не только целочисленных) представлений G в G^ 
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Т а б л и ц а 27 

л, 
А3 

А, 

А 

А, 

А, 

Вг 

в, 

1, 
1, 
1, 
1, 
10, 
1, 
8, 
35, 
• • • » 
1, 
1 , 

4 

h 
2, 
2, 

! ! • 

2, 
ю, 
56 
36, 
2, 
2 

4, 
4, 
3, 
20, 
з, 
11, 

56, 
10 
3, 

10 
5, 10, 20 
4, 5, 8, 
35 
4, 5, 6, 
14, 20, 21, 

:п— 

84 

4, 10, 28 

в, 

в. 
в» 
в7 

с, 

ct 

с. 

1, 2, 
11, 12, 
. . . , 
• • • , 
. . . , 
1, 2, 
11, 35 
1, 2, 
9, 10, 
35, 36, 

• , 

3, 
28, 
110 
182 
182, 
3 

з, 
11, 
84, 
165 

4, 6, 10, 
60 

280 
8, 10, 

4, 8, 
12, 20, 

с6 
С7 
D, 

D5 

DQ 

D7 

G2 

E7 

, 

1, 
12, 
1, 
10, 
30, 
— 

. 
1, 

. , 
• , 
2, 
28 
2, 
H, 
60 
— 

• , 
3, 

286 
455 
3, 

3, 
12, 

110 
182 
4, 

156 
156 
399 

4, 10, 

4, 6, 
20, 28, 

28 

и 8 (для некоторых алгебр выписаны только один или два наиболь
ших элемента системы P(G)t а остальные заменены многоточием). 
В таблице 28 выписаны системы P(E4)f P {Е%\ Р(Е7) и Р(Е6). В обеих 
таблицах подчеркнуты элементы, принадлежащие системам Р', в том 
числе дважды подчеркнуты элементы из Р". 

Т а б л и ц а 28 

Л 
1, 

60, 

2, 3, 

156 

4, 6, я, 9, 10, И, 12, 28, 35, 36, 

1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 20, 21, 

28, 30, 35, 36, 60, 84, 156 

Е7 

1, 5, 6, 9, 10, 11, 12, 13, 

14, 15, 20, 21, 24, 28, 29, 30, 31, оо, 36, 38, 39, 56, 

60, 61, 62, 63, 84, 110, Ш , 156, 159, 231, 399 

Еш 

1, 
14, 
35, 
70, 
182, 

2, 
15, 
36, 
84> 
184, 

з, 
16, 
37, 
85, 
231, 

4, 
20, 
38, 
88, 
232, 

5, 
21, 
39, 
НО, 
280, 

6, 7, 

22, 24, 

40, 56, 

111, 112, 

399, 400, 

8, 9, 10, И, 12, 13, 
25, 28, 29, 30, 31, 32, 34, 

57, 60, 61, 62, 63, 64, 
120, 156, 157, 159, 160, 166, 
520, 760, 1240 
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Полученные из сопоставления таблиц 27 и 28 наборы 7(G, G) ука
заны в таблице 29 (пропущенным в этой таблице значениям Л5 — Л7, 
Въ — Въ С5 — С7, DQ — D7 и Е6 — Е1 алгебры G соответствует пустое 
множество J(G, G) при всех интересующих нас значениях G). 

Т а б л и ц а 29 

Наборы J (G, G) 

\ ° \ 
а \ 

Аг 

Аг 
А, 
в, 

. в3 
вл С3 с4 
D, 
D, 
о, 
F, 

F, 

2..3, 9 

— 
6 
~ 

1 

Е6 

2, 3, 5, 9, 21 

2 
— 
2, 6 
— 
— 
— 
1 
— 
— 
1, 3 
1 

El 

2, 3, 5, 6, 9, 14, 21 

2, 6 
— . 
2, 6 
2 
— 
1 
1 
2 
— 

1, 2, 3 
1 

Е8 

2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 
14, 21, 22, 30, 70 

2, 4, 6 
2, 6 

2, 4, 6, 12, 28 
2, 4 
2 
__ 
1 
2 
2 

1, 2, 3, 4, 10 
1 

Пусть G обозначает произвольную из особых алгебр F^ if6, £7, 
£8, пусть G — какая-нибудь простая 5-подалгебра алгебры G и G0 — 
главная трехчленная подалгебра алгебры G. Подалгебра G0 должна 
совпадать с одной из подалгебр, перечисленных в таблицах 17—20, 
с какой именно — легко определить по индексу G в G и индексу G0 

Т а б л и ц а 30 

ца
лг

еб
-

Ти
п 

по
 

ры
 G

 

Аг 

А, 
А, 
Вг 
вя 
В, 
Сз 
С4 
D* 
D, 
G2 
F, 

И
нд

ек
с 

в 
G

 
1 

гл
ав

но
й 

тр
ех


чл

ен
но

й 
по

д
ал

ге
бр

ы
 G

0 

4 

10 
20 
10 
28 
60 
35 
84 
28 
60 
28 
156 , 

i 

Индексы G0 относительно G 

Л 

8, 12, 36 

— 
— 
60 
__ 
— 
— 
— 
— 
— 
28 
— 

Е* 

8, 12, 20, 36, 84 

20 
— 

20, 60 
— 
— 
— 
84 • 
_ 
— 

28, 84 
156 

Е, 

8, 12, 20, 24, 
36, 56, 84 

20, 60 
— 

20, 60 
56 
— 
35 
84 
56 
__ 

28, 56, 84 
156 

Ей 

8, 12, 16, 20, 24, 
36, 40, 56, 84, 88, 

120, 280 
20, 40, 60 
40, 120 

20, 40, 60, 120, 280 
56, 112 
120 
— 
84 
56 
120 

28, 56, 84, 112 
156 

1 4 Математический сборник, т. 30(72), № 2 
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в G: их произведение равно индексу G0 в G. Этим путем мы нахо
дим, что подалгебрам G со значениями индекса, указанными в та
блице 29, должны отвечать трехчленные подалгебры, приведенные 
в таблице 30. 

п°39. Для полного решения стоящей перед нами задачи остается 
исследовать, для каких из трехчленных подалгебр G0, перечисленных 
в таблице 30, в действительности существует объемлющая подал
гебра G указанного типа, по отношению к которой G0 является глав
ной трехчленной подалгеброй. Мы попытаемся вычислить характери
стическое представление Хд подалгебры G (относительно G). 

Пусть G°cGczG — три полупростые алгебры Ли, ср̂  и <pG0—при
соединенные представления G и G0, Хд и XG°— характеристические 
представления G и G0 (по отношению к G). Имеет место соотношение 

у ! + Ф ! ~ У + о , (12.1) 

где х- и ?~—представления подалгебры G0, индуцированные, соот
ветственно, XQ И ?G- ^ интересующем нас случае представление XQ 
может быть взято из таблицы 21, с? = X и, наконец, Ф ! вычисляет-
ся без всякого труда (см. строчки, отмеченные звездочками в таб
лице 31). Из соотношения (12.1) определяется х— 

Итак, нам нужно, зная х~> восстановить представление х~- Пред
ставление XG ортогонально. Пусть 

Хо =X 1 + X2 + --- + XJ (12.2) 
— его разложение на ортогонально неприводимые компоненты. По
скольку G — целочисленная подалгебра, каждое из представлений 
Xv Х2»-"»Х5 сравнимо с нулевым представлением. В силу теоремы 
7.4, Xi отличны от нулевого представления. Далее, размерность хг мень
ше размерности алгебры G и во всех интересующих нас случаях не 
превосходит 248. Наконец, высота* T(xt) не превосходит высоты Цх0°)> 
и, следовательно, для всех случаев, перечисленных в таблице 30, 

Т{ъ)<к(0), (12.3) 
где k (G) задается таблицей: 

G Л2 

k(G) 28 

Лг 

14 

л, 

18 

в2 

28 

# 3 

18 

#4 Q 

18 10 

с4 

16 

D, 

12 

^ 5 

18 

F* 

22 

С2 

18 

Для каждой из вошедших в таблицу 30 подалгебр G в таблице 31 
дается полный перечень всех ортогонально неприводимых ненулевых 
представлений Ф, сравнимых с нулевым представлением и удовле
творяющих условиям: 

Г ( Ф ) < £ ( ( 5 ) , (a) i V ( Q ) < 2 4 8 . (б) 

* Определение высоты представления и формулы для ее вычисления см. в [4] 
или в [9]. 
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(Наиболее удобный способ отбора таких представлений состоит в том, 
что сначала выписываются все ненулевые ортогонально неприводимые 
представления, сравнимые с нулевым представлением и удовлетворя
ющие условию (а), что требует решения в целых неотрицательных 
числах системы простых линейных неравенств и уравнений, затем 
для всех выписанных представлений вычисляются размерности и вы
черкиваются те представления, для которых размерность окажется 
больше 248.) 

Т а б л и ц а 31 
Разложение некоторых линейных представлений простых алгебр 

относительно главных трехчленных подалгебр 

ф 

О О 

12 
0 
5 

9 
0 
7 
1 
4 
5 
2 
6 
0 
3 
4 
1 
2 
0 
3 
1 

0 
12 
5 

0 
9 
1 
7 
4 
2 
5 
0 
6 
3 
1 
4 
2 
3 
0 
1 

+ 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 

+ 

# ( ф ) 

182 

216 
\ 
110 

160 

125 

162 

56 

64 

70 

27 
20 

8 

ф » 

2X2i + 2Х20 + 2Хи + 2Х12 +2А8 + 2Х± + 2Х0 

^20 + -̂ 18 + 2Х16 + 2ХЫ + ?JX12 4- ЗХю -f 2XS -f-
+2XQ + X, + X2 

2X,8 + 2ХЫ + 2ХЮ + 2X6 + 2X2 

2X1Q + 2ХЫ + 2X12 + 2X10 + 2* 8 + 2XQ + 2Z4 + 2X, 

^i6 + ^14 + 2X12 + 2X10 + oX8 -\- X6-\- 2X± + X0 

2XU + 2X12 + 4A10 + 2X8 + 4X6 + 2Z4 + 2X2 

2X12 + 2X8 + 2X4 -f- 2Af0 

X12 + X10 + 2^ 8 + 2X6 -\- X±-\- X2 

2X10 + 2X8 + 2Xb + 2A'4 + 2 A2 

^8 + ^6 +2^ 4 + X0 

2X6 + 2X2 

Ar
4 -f- X2 

Ф 

1 
4 
0 
2 
2 
0 
0 

* ^ 

2 
0 
0 
0 
1 
1 
2 
0 

N(O) 

1 
о + 
4 
2 
0 + 
2 
0 
1 

175 
70 

84 
90 

20 
15 

Ф° 

Xu + 2X12 + SXla + 4Xt + 5XS + AX, + 3Z2 + X0 

2X12 + 2Xa + 2Xe + 2Xt + 2X0 

Ххг + Xu + 2,X8 + 2X6+ ЗА, + Хг + X0 

2XU + 2Xa + 4ХЪ + 2A4 + AXt 

X8 + 2Xt + X0 
X(, + X, + X2 

14* 
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Т а б л и ц а 31 (продолжение) 
л 4 

ф 

2 0 0 2 

0 1 1 0 
* 1 0 0 1 

N(<£) 

200 

75 
24 

ф о 

Хы + Хы + ЗХп + 3Xlf> + 5XS + ЗХ6 + 5А4 + 
+ А2 + 2Х0 

Хи + Х10 + 2Ха + 2Хв + ЗХ, + Х,+Х0 

^ 8 + ^ ( 1 + ^ 4 + ^ 2 

в, 
ф 

OZZB 

7 

6 
0 

5 
2 

0 
3 

4 
1 
2 
3 
0 
1 
2 
0 
1 

0 

0 
8 

0 
4 

6 
2 

0 
4 
2 
0 
4 
2 
0 
2 
0 

N{0) 

204 

140 
165 

91 
220 

84 
154 

55 
105 
81 
30 
35 
35 
14 
10 
5 

Ф° 

^28 + ^24 + ^22 + ^20 + ^18 + ^13 + ^14 + 
+ ^12 + ^10 + ^ 8 + ^ 4 

^24 + ^20 + ^18 + ^16 + ^14 + 2^12 + ^ 8 + ^ 6 
^24 + ^20 + ^ 1 8 + ^16 + ^14 + 2^12 + ^ Ю + 

^20 + ^16 + ^14 + ^12 + ^10 + ^ 8 + ^ 4 
Х20 + ^i8 + 2^i6 + 2ХЫ + оХ12 + 2Х10 + ЗХ8 + 

+ 2Xs + 2Xt + X2 + X0 

Xis + Хи + Х12 + ^ ю + -^8 + 2Х6 -f- ^2 
* « + *ie + 2^14 + 2Х12 + 2Х10 + 2Х8 + 2XG + 

+ ^4 + *2 
^18 + ^12 + ^10 + '-^8 + ^ 4 
^16 + ^14 + ^12 + 2^ю + 2Х8 + ХГ) + 2^4 + ^2 
^14 "+ ^12 + 2^Ю + ^8 + 2^ 6 + Х4 + ^2 
^12 + ^ 8 + ^ 6 + ^ 0 
^12 + ^ 8 + ^ 6 + Х4 + Х0 

^10 + ^ 8 + ^ 6 + ^ 4 + Х2 

xs + x, 
Хе + А'2 
Xt 

3 
1 

1 
0 
2 
0 
1 

Ф 

0 
0 

1 
0 
0 
1 
0 

0 
2 

0 
2 
0 
0 
0 

N((b) 

77 
189 

105 
35 
27 
21 

7 

Ф° 

^18 + ^14 + ^12 + ^10 + ^ 8 + ^ 6 + ^ 2 
*ie + ^16 + 2^14 + 2Х12 + ЗЛ\0 + 3 ^ 8 + ЗА'6 + 

+ 2* 4 + 2Х2 

^16 + Хи + ^12 + 2Х10 + 2^ 8 + Х6 + 2^4 + Х2 

Х12 + ^8 + ^6 + ^4 + ^0 
^12 + ^ 8 + ^ 4 
^10 + ^ 6 + ^ 2 

х. 
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В, 
Т а б л и ц а 31 (продолжение) 

Ф 
N(0) ф о 

О 
2 

* О 
1 

1 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

84 
44 
36 
9 

^18 + ^14 ~Ь ^12 + ^10 + ^8 + 2 f̂6 + Х2 

Хи + ^12 + ^8 + ^4 
Хы + ^Ю + ^6 ~Ь ^2 
X. 

С. 

* 

#— 

2 
0 

Ф 

—€С_ 

0 
1 

IZ) 

0 
0 

ЛГ(Ф) 

21 
14 

^ 1 0 + ^ 6 
* 8 + xt 

+ х, 

ф о 

Л - _ . А — 

ф 

—т п 
W ^ ^ ^ 1 1 )' 

0 
* 2 

0 

0 
0 
1 

0 1 
0 0 
0 0 

N(O) 

42 
18 
36 

^16 ~Ь ^10 + ^8 + ^ 4 
Хы + J î0 -\-Х$ + ^ 2 

^12 + ^8 + ^4 

Ф° 

DA 

Ф 

Т* #(Ф) ф ° 

* 

2 

0 

0 
0 
1 
0 

0 

0 
35 

28 

^12 + ^8 + ^6 + ^4 + ^0 

О -

2 

* 0 

Ф 

0 0 
0 

1 0 
0 

- о 

0 

0 

N(O) 

54 

45 

^ 5 

Ф° 

X1Q + X12 + 2Х8 + Х± -\- Х0 

^14 + ^Ю + Хв + ^ + ^2 



438 Е. Б. Дынкин 

Т а б л и ц а 31 (продолжение) 
F, 

Ф 

ЛГ(Ф) ф ° 

* 1 0 0 0 
0 0 0 1 

52 
26 

Х22 + Хи + Х10 -j- А 2 
А̂ б + A 8 

* 

ф 

0 
1 
0 
1 
0 

3 
1 
2 
0 
1 

ЛЧФ) 

77 
64 
27 
14 

7 

G2 

Ф° 

A'IS + Ar
14 -f- А ^ + A i0 -f- X8 - j- Ar

2 

Ari6 + Xu + A"10 + Ar
8 + Ar

6 -{- A"4 

x* 

Для каждого представления Ф в таблице 31 дается его разложе
ние относительно главной трехчленной подалгебры G0 алгебры G, 
иными словами, указывается представление Ф°, которое индуцируется 
Ф на подалгебре G0. Каждое из таких представлений Ф° задается 
формой вида а0Х0 + а2Х2 + а^Х^ + . . . , где а09 а2у а4,... — неотрица
тельные целые числа. Реконструкция приводимого представления 

Хо = ф 1 + ф2 + • • • + ф , (12.4) 

по известному представлению 

ХО = Ф°1 + Ф2 + • • • + Ф2 (12.5) 

осуществляется посредством разложения заданной формы с0Х0+с2Х2 + 
+ с^Х^ + . . . , определяющей х~> на сумму форм, вошедших в табли
цу 31. В большинстве случаев, подлежащих испытанию, такое разло
жение оказывается невозможным, а в тех немногих случаях, когда 
оно возможно, оно происходит вполне однозначным образом. Таблица 
32 дает полный перечень этих случаев. 

Итак, мы доказали следующую теорему: 
Теорема 12.1. Если G — простая S-подалгебра одной из особых 

алгебр, имеющая ранг, больший единицы, то характеристическое 
представление G эквивалентно одному из представлений XQ, пере
численных в таблице 32. 
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ta 
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Т а б л и ц а 33 

Разложение простейшего представления алгебр Fif E6, Е7 относительно 
некоторых трехчленных подалгебр GQ 

Е7 

G0 

12 

" О " 

ЗЛГ
4 + ъх2 + 2Х0 

G9 

36 
84 

156 

" G O 

Х8 -}- XQ-\- 2X± + Х0 

Х\2 + ^ 8 + ^ 4 
^16 + ^ 8 + ^ 0 

G0 

24 
56 
84 

ао» 

4Д-6 + 2Х, + 6ХЛ 
2Х10 + 4Хв + 2Х2 
2Хп + 2Хв + 2Х1+2ХЛ 

1 

Т а б л и ц а 34 

Разложение некоторых линейных представлений простых алгебр 
относительно главных трехчленных подалгебр 

ф 

о—о 
3 3 

4 2 

5 1 

6 0 
4 1 

3 2 

5 0 

2 2 

3 1 

4 0 

2 1 

3 0 

1 1 

2 0 

1 0 

ЛЧФ) 

64 

60 

48 

28 
35 

42 

21 

27 

24 

15 

15 

10 

8 

6 

3 1 

Ф° 

Х12 + Х1о ~Ь 2^8+ 
+2Х6+ Х4 + Х, 

^12 + -^IO ~Ь 2Л 8 + 
+ * 6 + 2^4 + Х2 

Х\2 + Х10 + Хв + 
+ ^ 6 + ^4 + ^2 

Л 1 2 " Т Л 8 ~ Г Л 4 ~ Г ^ 0 

^10 + ^ 8 + ^ 6 + 1 

+х, + х, 
А'10 + ^8 + 2Х6 + 

+х,+ х2 
^ 1 0 + ^ 6 + ^2 

X8 + XQ + 2Х, + Х0 

х8 + х6 + х± + х2 

^ 8 + ^ 4 + ^ 0 

^ 6 + ^ 4 + ^2 

1 ^6 + Х2 

\ Хй -{- Х2 

Х± + Л0 

\х* 

ф 

0-<О I 
0 1 0 
0 0 1 
1 0 0 

/ ! 
• 9 V w 

м< 
^ < \ ) 

(У—Ш 

1 0 2 
1 0 
0 1 

1 

• С D 

-ЛГ(Ф) 

21 
8 
7 

36 

28 

8 

27 
14 
7 

26 

Ф° 

^10 + ^ 6 + ^ 2 
^ 6 + ^ 0 
* . 

!• . , ч - ' ' 

Х12 ~]~Х8 + Х± 

Х10 + 2A"6 +^Г2 

^в + ^о 

Xi2 + ^ 8 + ^4 
^ 1 0 + ^ 2 

i^e 

j ^16 + ^8 

1 

I 
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В таблице 32 помимо характеристических представлений Хо Дл я 

каждой подалгебры указано представление ср .̂ Чтобы вычислить это 
представление, мы прежде всего вычисляем для соответствующей 
трехчленной подалгебры G0 представление <oG0 (см. таблицу 33). После 
этого задача сводится к следующей задаче: 

Задана алгебра G и ее главная трехчленная подалгебра G0; тре
буется восстановить неизвестное представление о>~ по индуцирован
ному им на G0 представлению <oG0. 

Эта задача совершенно аналогична уже решенной нами задаче о 
реконструкции х~ п 0 Х°~ и решается тем же путем. Отличие состоит 
только в том, что представление ю~ уже не должно непременно 
быть ортогональным, сравнимым с нулевым и отличным от нуле
вого (на основании таблицы 33 можно только утверждать, что это 
представление четного типа). Поэтому для неприводимых компо
нент представления «>~ возможны значения, отсутствующие в табли
це 31. Все возможные ненулевые значения собраны в таблице 34, и 
для каждого из них дается разложение по алгебре G0. (В таблицу 34 

вошли все ненулевые неприводимые представления четного типа, 
высота которых не превышает границы К (G), имеющей следующие 
значения: 

G 

k'(G) 

Аг 

12 

В3 

10 

с* 

12 

D, 

10 

F, 

16 

G2 

12 

Эти значения границы усматриваются из таблицы 33.) 
Чтобы прийти к представлениям <о_, указанным в таблице 32, до

статочно сопоставить таблицы 33 и 34 и дополнительно учесть, что: 
1) если G = F4, то <©_ — ортогонально; 2) если G = Е79 то <о_ —сим-

плектично; 3) все неприводимые компоненты представления а>_ срав
нимы между собой (это следует из целочисленное™ G). 

п°40. Для того чтобы завершить доказательство теоремы 11.1, нам 
остается восстановить по каждой паре представлений х~> ^^ из табли
цы 32 соответствующую подалгебру G. Мы докажем, что: 

1) парам представлений 7, 11 и 12 не отвечают никакие подалгебры; 
2) каждой паре представлений 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 13, 14 

отвечает по одному классу I-сопряженных подалгебр; 
3) подалгебры, соответствующие каждой из пар 2 и 13, распада

ются на 2 класса сопряженных подалгебр, переходящих один в дру
гой при внешних автоморфизмах Е6; подалгебры, соответствующие 
любой из пар 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 14, сопряжены между собой. 

Теорема 11.1 сразу следует из утверждений 1) — 3). Действитель
но, каждой из пар 1, 3, 5, 8 и 10 в таблице 25 отнесена регулярная 
подалгебра G', отличная от всей елгебры G, а именно, 
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№ 

G' 

1 

Dif Л2 + Л2 

3 

4 7 , Л5 + А2 

5 

2Л4, £>3 + £>5 

8 

As, D8 

10 

Л7 

Согласно предложению А) п°37, среди подалгебр, соответствующих 
любой паре 1, 3, 5, 8 или 10, хотя бы одна является /?-подалгеброй, 
а, в силу утверждения 3), все эти подалгебры являются /?-подалге-
брами. Таким образом, S-подалгебрам могут отвечать только пары 2, 
4, 6, 9, 13 и 14. Принимая во внимание утверждение 3), заключаем, 
что каждая S-подалгебра совпадает с одной из подалгебр, перечи
сленных в теореме 11.1. Тем самым утверждение Б) п°37 доказано. 
Как было выяснено в п°37, этого достаточно для доказательства тео
ремы 11.1. 

Восполняя последний пробел в цепи наших рассуждений, докажем 
утверждения 1) —3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о у т в е р ж д е н и я 1). Пусть G— подалгебра 
алгебры Е7. Согласно таблице 4, если Мх, М2,... — веса представления 
<i)̂  и Жъ М2,... — веса представления у- + ?~» занумерованные в по
рядке убывания относительно произвольного П-упорядочения, то 
М3 — М4 = М4 — М5. Между тем это соотношение не выполняется, если 
рассмотреть лексикографическое упорядочение: в случае 7 —по ба
зису Pi + р2 + Рз» Рз — р2> Рг — Pi; в случаях 11 и 12 — по базису 
Pi + p2 + p3 + P4> Pi — Ря. Ра — Рз» Рз-Р 4 (Рь р2- .•— простые корни ал
гебры G, занумерованные в порядке, указанном в таблице 1; в слу
чаях 11 и 12 существенно, чтобы р4 было отнесено тому из концевых 
корней, при котором на схеме представления Хд отсутствует отмет
ка 2.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о у т в е р ж д е н и я 2). По системам весов 
представлений х$ и ^д ПРИ помощи алгоритма, описанного в п°4, вы
числяем систему простых корней подалгебры G. Для всех случаев, 
когда G = /74, Е6 ИЛИ Е7 (случаи 1, 2, 3, 4, 9, 10, 13 и 14), в соот
ветствии с теоремой 1.3 получаем единственное решение. Для случа
ев 5, 6 и 8 (когда G = Е8) a priori может получиться до трех различ
ных решений. Однако выкладка показывает, что если отбросить те 
решения, при которых для некоторого простого корня а алгебры 
G — Е8 и некоторого простого корня р подалгебры G произведение 
(а, р') оказывается нецелым, то остается в точности по одному вари
анту для каждого из рассматриваемых случаев. В силу теоремы 1.2, 
утверждение 2) этим доказано. 

Доказательство утверждения 3) получается прямой выкладкой: 
пользуясь тем, что нам известны простые корни подалгебр G, и ре
шая некоторые системы уравнений, вычисляем корневые векторы и 
убеждаемся, что они определены однозначно, с точностью до вну
тренних автоморфизмов алгебры G (а в случаях 2 и 13 еще и с точ
ностью до внешнего автоморфизма Е6). 
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Глава V 

Классификация 5-подалгебр в особых простых алгебрах Ли. 
Отношения включения между 5-подалгебрами 

Классификация простых S-подалгебр в особых алгебрах Ли была 
получена нами в § 9 главы III и § 11 главы IV. § 13 настоящей главы 
посвящен выделению непростых максимальных S-подалгебр. Опираясь 
на результаты §§ 9, 11 и 13, мы построим в § 14 полную таблицу 
S-подалгебр с указанием всех включений между ними (таблица 39) *. 

§ 13. Непростые максимальные «S-подалгебры 

Настоящий параграф посвящен доказательству следующей теоремы: 
Теорема 13.1. Произвольная нерегулярная непростая макси

мальная подалгебра ** особой простой алгебры Ли сопряжена одной 
из подалгебр таблицы 35. (Обозначения в таблице 35 — те же, что 
и в таблице 24.̂  

В § 14 будет доказано, что все подалгебры из таблицы 35 дей
ствительно являются максимальными подалгебрами. 

п°41. Теорема 13.2. Пусть G — простая алгебра Ли, G* — ее 
нерегулярная максимальная подалгебра, G — нетривиальный идеал в 
G*. Тогда 

G* = G+[G; G], (13.1) 

где [G; G] обозначает централизатор G в G. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме В. В. Морозова [12], нерегуляр

ная максимальная подалгебра является полупростой. Пусть G' — до
полнительный для G идеал алгебры G*, так что 

G* = G+&. (13.2) 
Очевидно, 

G' с [G; G]. (13.3) 

Поскольку G —полупростая алгебра, она не имеет центра и 

О n [G; G] = 0. (13.4) 
Из соотношений (13.2) и (13.3) следует: 

G*^G + [G;G]. (13.5) 
В силу (13.4), сумма, стоящая в правой части (13.5), является прямой. 

* Используя таблицу 39, нетрудно вывести таблицу всех полупростых подалгебр 
особых алгебр (аналогично тому, как была выведена в главе IV таблица 25 из табли
цы 24). Мы не приводим здесь этой таблицы ввиду ее громоздкости. 

** Очевидно, класс нерегулярных максимальных подалгебр совпадает с классом 
максимальных S-подалгебр. 
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Т а б л и ц а 35 
Нерегулярные непростые максимальные подалгебры в особых простых 

алгебрах Ли 
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Т а б л и ц а 35 (продолжение) 
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Т а б л и ц а 35 (продолжение) 
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Т а б л и ц а 35 (продолжение) 

А*' + А\*СЕ% 

N = 11 

2 г 2 
о—о о + 
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Поэтому G + [G; G] не может совпадать с простой алгеброй G. Сле
довательно, имеет место разложение (13.1). 

С л е д с т в и е 1. Никакой ненулевой идеал подалгебры G* не мо
жет быть регулярной подалгеброй алгебры G. 

Это утверждение вытекает из разложения (13,1), если принять во 
внимание следствие 1 теоремы 6.7. 

С л е д с т в и е 2. Если G —идеал подалгебры G*, то централиза
тор [G; G] не может быть регулярным и отличным от нуля. 

Это утверждение вытекает из следствия 1, если принять во вни
мание, что [G; G]czG\ 

п°42. Т е о р е м а 13.3. Пусть G — одна из особых простых алгебр 
Ли, G* — нерегулярная максимальная подалгебра алгебры G. Любой 
нетривиальный простой идеал G алгебры G* принадлежит одному 
из классов линейно сопряженных подалгебр алгебры G, перечис
ленных в таблице 36. (В таблице 36 для каждой подалгебры G ука
зана ее размерность N(G), размерность ее централизатора N[G; G] и 
сумма M{G) = N{G) + N [G; G].) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подалгебра G* является, очевидно, S-подал-
геброй, и, по теореме 7.6, она целочисленна. Согласно предложению 
Б п°13 (§ 3), всякая подалгебра, содержащаяся в G* и целочисленная 
относительно G* является целочисленной и по отношению к G. В част
ности (см. п°13, А), всякий идеал алгебры G* является целочисленной 
подалгеброй в G. Итак, G — целочисленная подалгебра алгебры G. 
Следовательно, если ранг G равен 1, то G содержится в таблице 21; 
если же ранг G больше 1, то G содержится среди тех подалгебр та-
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блицы 25, у которых характеристическое представление разлагается 
только на компоненты Ki и N. Поскольку, по предположению, G — 
нетривиальный идеал G*, то [G; 6]ф0. Стало быть, из таблиц 21 и 
25 можно отбросить без ущерба все подалгебры G, для которых 
N[G; G] = 0. (Размерность централизатора N[G; G] равна кратности, 
с которой входит нулевая компонента в характеристическое представ
ление G. Она непосредственно указана в таблице 21, как коэффици
ент при Х0, и в таблице 25, как коэффициент при N.) 

Дальнейшую чистку среди выделенных подалгебр позволяют про
извести теорема 13.2 и ее следствия. Предположим, что N[G; <5] = 1, 2 
или 4. Полупростых алгебр размерности 1, 2 и 4 не существует. Зна
чит, [G; G] — неполупростая подалгебра. В силу теоремы 13.2, G не 
может быть нетривиальным идеалом в G* (ибо разложение (13.1) про
тиворечит полупростоте G). Следовательно, ее можно отбросить. 

Далее, пусть существует регулярная подалгебра (7, объемлющая G 
и такая, что 

N[G; G] = N[G; G']. (13.6) 

Тогда [G; G] = [G; G']. Стало быть (см. следствие теоремы 6.7), [G; G] — 
регулярная подалгебра. Поэтому, опираясь на следствие 2 теоремы 13.2, 
можно выкинуть из таблицы 25 все случаи, когда условие (13.6) вы
полняется * для всех ** отнесенных к G регулярных подалгебр G'. 

После описанной чистки остаются подалгебры G, перечисленные 
в таблице 36. 

п°43. Пусть G* — нерегулярная полупростая максимальная подал
гебра особой алгебры G, и пусть 

G*^G1+G2 + ... + Gk (13.7) 

— разложение G* на простые идеалы. Из теоремы 13.2 вытекает, что 

(Г = Gi + [G; Gi] ( / = 1 , 2 , . . . , А), (13.8) 

и, следовательно, 
М(бг)=М(д2) = . . . = M{Gk) = N(Q*) = N(GJ + N(Gz) + ... + N(Gk). (13.9) 
В силу следствия теоремы 6.1, 

(ранг GO + (ранг G2) + . . . + (ранг <5*)<(ранг О). (13.10) 

Согласно теореме 13.3, слагаемые, составляющие разложение (13.7), 
должны входить в таблицу 36. В таблице 36 отделены чертой друг 
от друга группы подалгебр с одинаковым значением M(G). Согласно 
равенству (13.9), все слагаемые из (13.7) должны входить в одну такую 

* N [G; Gr] легко вычисляется при помощи алгоритма, изложенного в п°22. 
** Недостаточно, если это условие выполнено не для всех, а только для некото

рых подалгебр Gr, указанных в таблице 25 (таков, например, случай А*'аЕ8). Действи
тельно, подалгебры классифицированы в таблице 25 с точностью до Z-сопряженности, 
и не исключено, что вместе объединены несопряженные подалгебры. Из регулярно
сти централизатора одной из них никак не следует регулярность централизатора дру
гой. 
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Т а б л и ц а 36 
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группу. Образуя из подалгебр таблицы 36 всевозможные комбинации, 
удовлетворяющие условиям (13.9) и (13.10), приходим к таблице 37. 

T а б л и ц а 37 
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Пусть G\ — главная трехчленная подалгебра алгебры G* и пусть 
y'i — индекс G°t в G. Тогда главная трехчленная подалгебра G,V2...^ 
алгебры G,̂  + G,-, + • • • + Gf5 (h<Ch < • • • < 4 ) имеет относительно G 
индекс 

А + Л + - - . + Л . (13.11) 

Подалгебра Gil\2,_is является целочисленной в Gri + G/2 + . . . + G^ (см. 
теорему 9.1), G^-j- 0,-2 + .. . + Gis целочисленна в G* (как идеал), G* це
лочисленна в G (как 5-подалгебра). Поэтому G,-^... ̂  — целочисленная 
подалгебра алгебры G. Следовательно, все числа 

У*» + А + • • • +J'h (*i<*2 < • • • < 4 ) 

должны содержаться среди подчеркнутых чисел таблицы 28. Это 
замечание позволяет отбросить целый ряд возможностей, перечислен
ных в таблице 37, после чего остаются только следующие 11 возмож
ностей: 

1) G=FV 

2) 0 = £6) 

3 ) 0 = Еъ 

4) G = EV 

5) G = £7) 

6) G = Е7, 

О' = Al + G\; 
G* = G\ + Af; 
G*= A? + A?; 
G* = A? + Af; 
G*=Gi + Al; 
G*=G\ + СГ; 

7) G = 
8) G = 
9) G = 

10) G = 
11) G = 

= A, 
- F 
~ ^ 8 > 

= -^8» 

- F 
= ^-8> 

G*=AT+Fl; 
G*=At' + A\e; 
G*=A? + A?; 
G* = Df + At; 
G*=Gl+Fl. 
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Для каждой из этих полупростых подалгебр G* = G3 + G2 выпи
сываем из таблицы 25 характеристические представления ее простых 
идеалов Gv G2, отбрасывая при этом нулевые компоненты (см. та
блицу 38). Легко видеть, что единственными значениями для характе
ристического представления xG* подалгебр G*, совместимыми с выпи
санными представлениями G} и 02, являются значения, указанные 
в таблице 38. В частности, обнаруживается, что возможности 4), 8) 

Т а б л и ц а 38 

\№*) 

/7 

\гг 

6 

| 6 

17 

35 

53 

// 

// 

3/ 

ш 

Простое идеалЬ! алгебрЬ/ G и 
их характеристические 

представления 

Я<£7 

Я** I 

№8 

A4 
G'2-Es 

l 
/ C O » 

* 
7C 

/ 

/ 1 
7 0 - 0 

8 6 * 2 
30+50 + /60+50 

5 * 2 
50+/Ю+/Ю 

8 6 * 2 
30+50+/60+50 

/3 8 6 * 2 
£0 + *0+*0 + 70+20 

/ 2 

* 2 
70 + 270 

/ 
/*0=9 

1 

2 
26 О 

1 1 3 3 
7 О — O + t f O — O + 0 - Q / + 

2 2 
+ ЗО-О 

6 * 2 
80+200+270 

1 1 2 2 
7 0 — О + Ю — 0 + 

3 3 
+/ /0—O •+- o - o ; 

/tf 8 b ч 2 
О + Ю + / Ю + Ю + / Ю 

/ ю + ^ о 
/ 

V 
/ £ 

| ( S i О 

/ / / а э o-o 

<У £ 6 * if 6 

(o o)+(o o)+p o)* 
* 2 2 * 

+(0 0)+(0 O) 

/ 4 ^ 2 

( o o)+(o> o) 

/ / 

_ ^ 2 

(6-o омо-о o)+ 
i * 2 2 2 

+(o—о oHo—o о) 

/ / 1 

\ 
/ 

3C^&+5/V 
2 * 

7 0 + 0 

Ш&* \ 

12 * 1 
( c ^ o ) + ( c ^ o) 

3G=*+6/V \ / / ^ 
^ / ( Э 0 - 0 ) + ( C ^ O - O ) 
О — 0 + 7 0 — О j 

6 * 2 
*0+20+60 

J 3 f 
30+ 7 0 + j " 0 

/ / 
*<5=ш+?а=ш 

3 / 
7О - МО 

/ 

/ / 
7 • — m U D + • — € Z D 

, 6 3 * 1 2 5 
( O Q)+(0 0 ) + ( 0 O) 

' 3 / / 
( O 0 ) + ( ( H I O) 

' J 1 / J x 
^ o + o j+(o—az*—• o) 

* Н у л е в ы е компоненты о п у щ е н ы . 

15* 
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н 9) вообще не реализуются. Для подалгебр 1), 2), 3), 5), 6) алгебр 
F±, Е6 И Е7 помимо характеристических представлений вычисляем 
аналогичным способом еще и представления coG)li. 

Сопоставляя таблицу 38 с таблицей 35 и убеждаясь посредством 
выкладки, что каждой паре xG*> 0)

G* и з таблицы 38 отвечает один 
класс сопряженных подалгебр, заключаем, что каждая нерегулярная 
непростая максимальная подалгебра сопряжена одной из подалгебр, 
перечисленных в теореме 13.1. 

§ 14. Таблица S-подалгебр 

п°44. Мы одновременно докажем следующие две теоремы: 
Теорема 14.1. Таблица всех максимальных S-подалгебр в осо

бых простых алгебрах Ли имеет вид: 

Алгебра 

G2 

F* 

Е* 

Е, 

Es 

Максимальные подалгебры 

А™ 

A™, G\ + Al 
А{, G\, C\, G\ +A^, F\ 
Af\ Af\ Af, G\ + C\", F\ + Af, G\ + A\, Af + A? 
А1шг Л760; Awf Gi + jAf Ал- + Auf Bu 

(Перечисленные здесь подалгебры подробно описаны в таблицах 14, 
15, 24 и 35; приведенная таблица содержит все подалгебры из та
блиц 14, 15, 24 и 35, за исключением подалгебры А^ с: Е6 из таблицы 14 
и подалгебр Л156 с EQ и А{59 с Е7 из таблицы 15.) 

Теорема 14.2. Полный перечень S-подалгебр в особых простых 
алгебрах Ли с указанием всех включений между ними дается та
блицей 39. 

Пусть G — произвольная простая алгебра Ли. Выделим в ней все 
максимальные 5-подалгебры и назовем их п о д а л г е б р а м и п е р в о г о 
этажа. В каждой подалгебре первого этажа выделим все ее полу
простые максимальные подалгебры, отбросим те из них, которые 
не являются целочисленными подалгебрами в G, и назовем оставшиеся 
подалгебры п о д а л г е б р а м и в т о р о г о этажа. Вообще, если 
построены подалгебры £-го этажа, то для получения подалгебр 
k + 1-го этажа выделим полу простые максимальные подалгебры 
в каждой подалгебре k-vo этажа и сохраним те из них, которые 
целочисленны в G, отбросив остальные. Из теорем 7.3 и 7.6 выте
кает, что в результате этих построений мы получим все S-подалгебры 
алгебры G (разумеется, не исключено, что сверх того получится 
некоторое число /^-подалгебр). Далее, если G и G* —две 5-подалгебры 
алгебры G, причем G cz G*, то, очевидно, существует цепочка S-подал
гебр G0, Gb G2,..., Gkl такая, что G0 = G,Gk = G* и Gt является 
максимальной подалгеброй в Gf+1 (/ = 0, 1, 2, . . . ,& — 1). Таким обра
зом, описанная выше конструкция дает не только все S-подалгебры 
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Т а б л и ц а 39 
Отношения включения между S-nodалгебрами особых простых алгебр Ли 

л?'+л* 

\J?f8+J!f
Z8+J, 

алгебры G, но и все отношения включения между ними. Для тога 
чтобы ее осуществить, надо знать максимальные 5-подалгебры 
в алгебре G и уметь находить полупростые максимальные подалгебры 
во всех подалгебрах, получающихся в ходе построения. Теорема 15.1 
показывает, что последнее сводится к определению полупростых 
максимальных подалгебр в простых алгебрах. 

Предположим на время, что теорема 14.1 доказана, и проведем 
для каждой из особых алгебр конструкцию, описанную в предыду-
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щем абзаце. При этом используем следующую табличку полупростых 
максимальных подалгебр в некоторых классических алгебрах: * 

Алгебра 

\ 

\ 
с3 
С 4 

Полупростые максимальные подалгебры 

^ 
Af, А\ + А\ 
Af, В\ + А\, А\+А\ 
Af, С\ + А\, С\ + С\, А\ + А\ + А\. 

Поскольку таблицы 14, 15 и 24 дают полный перечень простых 
5-подалгебр, мы вправе несколько сократить работу, отбрасывая на 
каждом шагу те простые подалгебры, которые не вошли в указанные 
таблицы. Дальнейшее сокращение работы можно получить, если учесть 
включения 

1) Л* + Л*+Л?с=Л 2 + Л2 + Л 2 с / ? 6 , 
2) G1

2 + A\1'c:G1
2 + Al0 + A1

1c:D6 + A1c:E7, 
3) AT + А? с АГ+ Af + A{ cz Z)6 + Лх с= Е7, 
4) Af + Al'czAT + А{5 + А{^Е7 + А1с:Е8У 

5) G\ + A\ с G\ + Al + А\ с Е7 + А, с: Е8, 
6) Gl + AfczGl + Af + AlcE. + A^E^ _ 

в силу которых А$ + А\ + А{ является /^-подалгеброй в Es, G\ + Л11' и 
ЛГ + Af являются /^-подалгебрами в Еъ a Af + A™, G\ + Л? и 
^2 + Л?6" являются /?-подалгебрами в Е8. Поэтому законно отбросить 
€ти подалгебры, как только они встретятся в ходе вычислений. Если 
учесть сделанные замечания, то наш алгоритм приведет нас в точ
ности к схемам таблицы 39. 

Для того чтобы убедиться, что все подалгебры, вошедшие в та
блицу 39, являются 5-подалгебрами, достаточно проверить это для 
минимальных подалгебр из этой таблицы. Среди минимальных под
алгебр достаточно рассмотреть непростые, ибо все простые подалгебры 
из таблицы 39 содержатся в одной из таблиц 14, 15 или 24 и являются 
5-подалгебрами, в силу теорем 9.1, 9.3 и 11.1. Итак, достаточно рас
смотреть 

Af + Al.BFt, 
АГ + А1вЕв, 
Af + Af, Af + Al, AT + A1* Af + А? в Еъ I 
Af + Af + Al, Af + Af\ Af + Af в Es. ] 

* Максимальные подалгебры всех классических алгебр были описаны нами 
в работе [9]. Изложение результатов работы [9] можно найти в § 15 настоящей работы. 
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Если бы какая-нибудь из выписанных подалгебр не являлась 
S-подалгеброй, то она содержалась бы в одной из максимальных 
полупростых подалгебр, перечисленных в таблицах 12 и 12а (см. п° 18 
и теорему 7.7). Докажем, что в действительности это не так. Рас
смотрим, например, подалгебру G = Af + Af + Al алгебры Е8. Подал
гебра G содержит А^ и Af. Из таблицы 20 усматриваем, что мини
мальными регулярными подалгебрами, объемлющими Л^4, являются 
D5 + А2 и D6 + 2ЛЪ а минимальными регулярными подалгебрами, 
объемлющими Af, являются 2D4 и Л6. Поэтому, если регулярная 
подалгебра содержит G, то она содержит хотя бы одну из подалгебр 
D5 + Л2 или DQ + 2ЛХ и хотя бы одну из подалгебр 2D4 или Л6. 
Легко видеть, что среди подалгебр таблиц 12—12а этим условиям 
удовлетворяют только подалгебру D8 и Е7 + Av Централизатор подал
гебры Af в D8 равен В\. Если б с D8, то Af + AlaB\; между тем, 
как это видно из таблицы 27, В\ не содержит А\. Итак, О ф D8. Далее, 
если 0 с Е7 + Лх, то Af cz E7. В силу таблицы 21, централизатор Af 
в Е7 имеет размерность 21 и, поскольку Е7 содержит подалгебру 
Af + С% (см. таблицу 39), то централизатор Af в Е7 равен С%'. Поэтому 
если G с Е7 + Аг, то Al + Af cz A\ + Cl". Однако, как видно из та
блицы 27, А{ + Cf не содержит Af. Итак, G ф. Е7 + Av Тем самым 
доказано, что G является S-подалгеброй. Аналогичным образом рас
сматриваются и все остальные подалгебры (14.1). 

Проведенные рассуждения показывают, что теорема 14.2 вытекает 
из теоремы 14.1. Однако теорема 14.1 сама нуждается в доказа
тельстве. Мы покажем, что наши рассуждения можно несколько 
видоизменить так, чтобы они не опирались на теорему 14.1, а, напро
тив, доказывали эту теорему одновременно с теоремой 14.2. 

Независимо от справедливости теоремы 14.1, таблица 39 дает неко
торый набор S-подалгебр в каждой из особых алгебр Ли и указывает 
некоторые включения между этими подалгебрами. Сравнивая таблицу 39 
с таблицами 14, 15, 24 и 35, замечаем, что все подалгебры из таблиц 14, 
15, 24 и 35 попали в таблицу 39. Согласно теоремам 9.3, 11.1 и 13.1, 
каждая максимальная S-подалгебра любой особой алгебры Ли входит 
в одну из таблиц 14, 15, 24 или 35 и, следовательно, входит в та
блицу 39. Подалгебры, занимающие в таблице 39 2-е, 3-й и т. д. этажи, 
не могут быть максимальны, ибо для них имеются указанные в табли
це 39 объемлющие подалгебры. Значит, все максимальные подалгебры 
попали в первые этажи или, иными словами, попали в число подалгебр, 
описанных теоремой 14.1. Итак, опираясь при построении таблицы 39 
на теорему 14.1, мы во всяком случае не упустили ни одной макси
мальной 5-подалгебры, а значит, в силу самого способа построения 
таблицы 39, не упустили вообще ни одной 5-подалгебры и ни одного 
включения между 5-подалгебрами. Нам угрожает теперь лишь одна 
опасность: некоторые подалгебры, упомянутые в теореме 14.1, могут 
в действительности оказаться не максимальными. Однако если бы такие 
подалгебры имелись, то каждая из них должна была встретиться нам 
вновь при построении таблицы 39 на каком-нибудь этаже с номером, 
большим единицы. Поскольку этого не случилось, все подалгебры 
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из теоремы 14.1 максимальны, и теорема 14.1, а вместе с ней и теоре
ма 14.2, доказаны полностью. 

Глава VI 

Дальнейшее изучение подалгебр полупростых алгебр Ли 
§ 15. Максимальные подалгебры полупростых алгебр Ли 

п°45. Мы располагаем теперь всеми необходимыми элементами 
для полной классификации классов сопряженных максимальных подал
гебр в полупростых алгебрах Ли. Нижеследующая теорема сводит эту 
задачу к аналогичной задаче для простых алгебр Ли. 

Теорема 15.1. Пусть 

G = GX + G2+--- + GS (15.1) 
— разложение полупростой алгебры G в прямую сумму простых 
идеалов. Совокупность всех максимальных подалгебр алгебры G 
дается формулами 

R(i,G) = j$Gk + G, (15.2) 
k=i 

R(i, j , Р) = 2 ' Gk+ (°ь °Jm> p } V<J) (15-3> 

{в формуле (15.2) i пробегает значения 1, 2 , . . . , s; G пробегает все 
максимальные подалгебры алгебры G*; в формуле (15.3) индексы 
U У (i <Су) пробегают всевозможные пары значений, для которых G. 
и Gj изоморфны^ Р обозначает произвольное изоморфное отобра
жение Gi на Gj, и {Gh Gj, P) определяется как множество всех 
элементов вида 

х + Рх (х 6 Gi)). 

Для того чтобы R (1Ъ Gx) и R (i2, G2) были^ сопряжены в G 
необходимо и достаточно, чтобы i± = i2 и Gx и G2 были сопряжены 
в Gix. Для того чтобы были сопряжены в G подалгебры R (1Ъ j \ , Рг) 
и R(t2>J2i ^У» необходимо и достаточно, чтобы ix~i2, j1=j2 и Рг 
переводилось в Р2 некоторым внутренним автоморфизмом G7l. 
Подалгебры R (/, G) и R (I, у, Р) не могут быть сопряженными. 

Замечания . 1. Из теоремы 15.1 легко вытекает, что каждой 
паре изоморфных простых идеалов G/, Gj соответствует столько несо
пряженных подалгебр /?(/, у, Р), сколько элементов содержит фактор
группа группы всех автоморфизмов Gj по нормальному делителю, 
составленному из внутренних автоморфизмов. 

2. Очевидно, что подалгебра R(l, G) является полупростой тогда 
и только тогда, когда является полупростой подалгебра G. Подал
гебры R (I, j , P) всегда являются полупростыми. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 15.1. Согласно разложению (15.1),. 
для каждого элемента х алгебры G имеем: 

х=:х1 + х2-\ \-xs {xk£Gk). (15.4) 

Элементы xk определяются для данного х однозначно. Положим 
xk = Akx. Легко видеть, что Ak — гомоморфное отображение G в Gk. 

Пусть R — максимальная подалгебра алгебры G. Рассмотрим сна
чала тот случай, когда хотя бы для одного значения i 

Ai(R)czGt. (15.5) 

Пусть G — максимальная подалгебра алгебры Gi, содержащая Аг (/?). 
Очевидно, что подалгебра R{i, G) содержит R и отлична от G; в силу 
максимальности R, имеем: R = R{i, G). 

Пусть теперь 

Ak{R) = Gk для ft = 1, 2 s. (15.6) 

Предположим, чтоз/G GiC\R, zd G*. Согласно (15.6), существует элемент 
хС/?, такой, что А\Х = z. Имеем: 

yoz = yoX£RriGi. (15.7) 

Отсюда вытекает, что RC\ Gi является идеалом в G/. В силу простоты G*, 
заключаем, что либо 

G,c:/?, (15.8) 
либо 

GtPlR = 0. (15.9) 

Совокупность значений i, для которых имеет место соотношение (15.9), 
непуста (ибо R=^G). Из разложения (15.1) видно, что эта совокуп
ность содержит хотя бы два элемента / < у . Положим 

(Gi + Gj)nR=G\ (15.10) 
Подалгебра 

R* = G*+ 2"°* ( 1 5 Л 1 > 
кфг, j 

содержит R и отлична от G. Из максимальности G заключаем, что 
R* = R. Далее, из формул (15.6) и (15.9) легко видеть, что для каж
дого х из Gi существует, и притом единственный, элемент у из Gy, 
такой, что x+j /GG*. Положим у = Рх. Нетрудно проверить, что Р 
является изоморфным отображением Gt на G/ и G* — {/, у, Р}. Тем 
самым доказано, что при условии (15.6) подалгебра R дается форму
лой вида (15.3). Для доказательства последнего утверждения теоремы 
(об условиях сопряженности подалгебр (15.2) и (15.3)) достаточно 
заметить, что общий вид внутренних автоморфизмов алгебры G дается* 
формулой 

где ^ — внутренний автоморфизм Gk (k = 1, 2, . . . , s). 
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п°46. Классификация максимальных подалгебр в простых алгебрах Ли 
выглядит следующим образом. Мы подразделяем все максимальные 
подалгебры на три типа: 

I — регулярные, 
II — нерегулярные простые, 

III — нерегулярные непростые. 
Подалгебры 1-го типа классифицированы теоремой 5.5. 
Подалгебры И-го и Ш-го типов для особых простых алгебр Ли 

перечислены в теореме 14.1. 
Для классических алгебр Ли подалгебры П-го и Ш-го типов были 

классифицированы нами в работе [9]. А именно, в [9] доказано, что 
максимальные подалгебры Ш-го типа в классических алгебрах Ли 
классифицируются следующей таблицей*: 

Алгебра Подалгебры 

ASL(N) 

ASp(N) 

AO{N) 

ASL(s) x ASL (t) (2 < s < 0 

ASp(s) x АО (t) (s > 2; t > 3, t ф 4; или s = 2; t = 4) 
\ st = N 

ASp(s) X ASp(t) ( 2 < s < / ) 
АО (s) x АО (t) (3 < s^t; s, *ф 4) 

) 

Классификация подалгебр типа II в классических алгебрах состав
ляет главное содержание работы [9]. Обнаруживается почти точное 
совпадение этого типа подалгебр с совокупностью всех неприводимых 
простых подалгебр. Точнее, если G — одна из классических алгебр, 
линейно представленная в пространстве возможно меньшего числа 
измерений, то всякая ее максимальная подалгебра второго типа не-
приводима (за исключением подалгебры Bi^ в Dn) и, обратно, каж
дая неприводимая простая матричная алгебра (кроме 4-х серий и 14-ти 
изолированных алгебр, перечисленных в таблице 1 работы [9]) является 
максимальной в одной и только одной из классических алгебр Ли. 
Поскольку результаты Э. Картана [16] позволяют описать все непри
водимые матричные алгебры, а результаты А. И. Мальцева [11] выде
ляют среди таких алгебр все алгебры, включающиеся в алгебру 

* ASL(N) обозначает алгебру всех матриц порядка N со следом нуль; AO(N) и 
ASp(N) обозначает, соответственно, алгебры Ли, отвечающие группе всех ортогональ
ных и группе всех симплектических матриц порядка N. Если Gx и G2 — алгебры Ли, 
составленные из матриц порядка пг и п2, соответственно, то G± x G2 обозначает 
алгебру Ли, составленную из всех матриц порядка пгп2, имеющих вид 

В, х Е{п^ +E{ni) X В2, 

где Е^1^ и '$"** — единичные матрицы порядков пх и п2 и U х V обозначает кроне-
керовское произведение матриц U и V. 
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ASp(M) или AO(N), -сформулированный результат работы [9] дает 
эффективное описание всех максимальных подалгебр И-го типа во всех 
классических алгебрах. 

Заметим, что аналогом основной теоремы работы [9] для особых 
алгебр является следующая теорема, представляющая собой очевид
ное следствие таблицы 39: 

Т е о р е м а 15.2 Каждая простая S-подалгебра произвольной осо
бой алгебры Ли является максимальной подалгеброй за исключе
нием подалгебр А8^ и А\™ алгебры £'6 и подалгебры Л}59 алгебры Е7. 

§ 16. Подалгебры особых простых алгебр Ли, неприводимые относительно 
некоторого линейного представления алгебры 

п° 47. Пусть G — произвольная алгебра Ли, и пусть G — некоторая 
ее подалгебра. Линейное представление ср (g) алгебры G индуцирует 
на подалгебре б представление 5, определенное формулой 

•Т (£) = ?(£) Q^G). (16.1) 

Если это представление неприводимо, то мы называем подалгебру G не
п р и в о д и м о й о т н о с и т е л ь н о п р е д с т а в л е н и я ср а л г е б р ы G. 

В нашей работе [9] показано, что ряд важных задач теории групп 
и, в частности, задача об отыскании всех отношений включения между 
неприводимыми матричными алгебрами Ли сводится к следующей 
задаче: 

Для каждой простой алгебры Ли G найти все ее подалгебры, 
неприводимые относительно какого-нибудь представления алгебры. 

Эта задача решена нами в [9] для случая, когда G является клас
сической алгеброй. Для особых алгебр Ли мы привели в [9] лишь 
окончательный результат и пообещали дать его доказательство в дру
гом месте. Теперь мы выполним это обещание. 

Т е о р е м а 16.1. Полный перечень тех случаев, когда собствен
ная подалгебра б особой простой алгебры G неприводима относи
тельно линейного представления ® алгебры G, дается таблицей 40. 
(В таблице указаны также представления ср, индуцированные ср на б , 
и размерности N (ср) = N (ср) представлений ср и ср.) 

Т а б л и ц а 40 

£ 

R» 
с 

ь 

S 

нп 
/ 

е2 

Ч 

9 ' 

/ 
О-

/ 

/ 
о 

-о-—о—о—о 
А 

-о—ср—о—о 

9 
6 о 
2 2 
О—О 

2 

/ 
•—•—ш и 

ЛКу)=Му) 

7 ! 

27 

27 

27 



460 Е. Б. Дынкин 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего, в силу теоремы 7.1, мы мо
жем ограничиться рассмотрением одних только ^-подалгебр. 

Пусть идемпотент И алгебры G и идемпотент Н подалгебры G 
выбраны так, что Я с Я , и пусть упорядочения Н и Н согласованы. 
Тогда старший вес А представления ср получается из старшего веса А 
представления ср ортогональным проектированием на Й (см. [4], тео
рема 3). Поэтому 

(А, р) = (Л, р) (16.2) 

для любого р € П (мы обозначаем через П систему простых корней G 
и через П — систему простых корней G). Имеем: 

Р - Ц ^ . а (рбП). (16.3) 

Коэффициенты аРа для всех максимальных S-подалгебр особых алгебр 
Ли могут быть взяты из таблиц 14, 15, 24 и 36. Из равенств (16.2) 
и (16.3) имеем: 

2 (Л, р) 2 V / х \ <а' а) V 2 (Л, а) / 1 С .ч 

1ЛГ = (FTP) f/3a (А' a) = (PTW fn
a3a ~ 1 ^ Г ' (16'4) 

Используя эту формулу, легко вычислить по схеме представления ср 
схему, задающую старшую неприводимую компоненту ср представле
ния ср. В таблице 41 приводятся результаты такого вычисления для 
всех максимальных 5-подалгебр и всех базисных линейных представ
лений особых алгебр Ли. По схеме представлений ср и ср при помощи 
формул Г. Вейля (см. [21], а также [9], добавление, п° 31) определяются 
размерности М(Ф) и iV(cp)). Их значения также указаны в таблице 41. 
Мы видим, что равенство 

N(<p) = W(f)' (16.5) 

имеет место только для четырех случаев, вошедших в таблицу 40. 
Во всех остальных случаях 

N(D<N(<p) (16.6) 
и, стало быть, ср приводимо. 

Теперь мы воспользуемся теоремой 3.21 работы [9], согласно кото
рой, если подалгебра G приводима относительно картановской компо
зиции представлений, то она приводима относительно каждого пред
ставления. Из этой теоремы вытекает, что подалгебры F\ и G\ + A\ 
алгебры EQ и все максимальные 5-подалгебры алгебр F±, Е7 и Е8У 
будучи приводимыми относительно всех базисных представлений, 
являются приводимыми и относительно любого представления. Оче
видно, что тем же свойством обладает и любая подалгебра, которая 
содержится в одной из перечисленных подалгебр. Принимая во вни
мание таблицу 39, заключаем, что неприводимость G относительно 
какого-нибудь представления ср особой алгебры G возможна лишь 
в случаях: 
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Т а б л и ц а 42 

1) G = Ga, G = Af 
2) G = £e, G = Л9

2, Gl С\ или ЛГ. 
В силу теоремы 3.21 работы [9], для полного доказательства тео

ремы 15.1 достаточно проверить, что: 
а) подалгебра Af алгебры G2 приводима относительно 

б) подалгебра А^ алгебры EQ приводима относительно 

/ 

в) подалгебры А\, 0\, С\ алгебры Е6 приводимы относительно 

г / / 

Эта проверка осуществляется путем сравнения размерностей ср и 
(см. таблицу 42). 

(Поступило в редакцию 31/X 1951 г.) 
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