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§ 1. Isoclines. Equation différentielle d’'une
famille de courbes

1. La solution de l'équation y' =/ (2, y) passant par le
point (z, y) doil avoir en ce poinl une dérivée ¥’ égale & f (z. ¥),
c’est-a-dire qu’elle doit étre tangvn(o 4 une droite formant avec
I'axe Oz un angle a = arctg  (z, y). On appelle isocline le
lieu géométrique des points du plan (z, y) en lesquels la pente des
tangentes aux solutions de 'équation y' = f (z, j) a une valeur
constante. Par conséquent, 1’éguation de 'izocline s’éerit f (2, y) =
=k, ol k est une constante.

SiI'on veul définir approximalivement les solutions de 1’équa-
tion y’ = 7 (z, y), on peut tracer un nombre suffisant d’isoclines,
ensuite construire les courbes solutions qui, aux points d’inter-
section avec les isoclines f (z, y) = &y, [ (z, y) = ky, . . . Pré-
sentent des tangentes respectivement de (’oefhcmnli angulaxres
- Pour les applications de la méthode ci-dessus, cf. [1],
tre I § 1, point 3 ou [4], chapitre I, § 1.

Pour établir une oquz\tlon différentielle susceptible d'étre
\'or]fls‘c par les courbes de la famille

Q@ Y, Cry ooy Co) =0, 1)
il convient de dériver n fois 1'équation (1), en prenant y comme
fonction de z, et d'éliminer ensuite enlre les équations obtenues
et I'équation (1) les constantes arhitraires Cy, .

E xem ple. Etablir 'équation différentielle de la famille
de courbes

&y,
cha

Ciz+ (y — Cy)2 = 0. (2)

Comme Déquation de la famille comporte deux paramétres,
on la dérive deux fois, en posant y — y (z):

Cir2@—Cly =0, (3)

247+ 2(y—Cy)y"=0. (4}

Eliminons C;. De ’équatien (3) on déduit €, = —2 (y — C,) ¥';
portant ensuile dans (2) on obtient:

—2zy’ (y — Co) + (y — Co* = 0. (5)




Eliminons C,. 1
le portant dans
différentielle

équation (4) on tite y — (, —

3), on obtient aprés simplifications

Féquation

Y+ 2zy" = 0.

3. Les lignes coupant toutes les courbes d'une famille donnée
sous un méme angle ¢ sont appelées trajectoir isogonales. Les

angles f et « formés respectivement par la trajectoire et la courbe
avee I'axe Oz sont liés par la relation ff — « -+ ¢. Soit
¥ =1 ) (6)
D'équation différenticlle de la famille de conrbes donnée, ot
¥ = h @

Péquation de la famille de trajectoires isogonales. Alors tg o =
=f(z y), tgB =f, (. y). Par conséquent, si équation (6)
est écrite et angle ¢ connu, il est aisé de trouver tg et d’éerire
ensuite I'équation différenticlle des trajectoires (7).

L'équation de la famille de courbes donnée étant

Flz, g, ¥) =0, )

pour établir celle des trajectoires jsogonales on peut éviter de
résoudre I'éguation (8) par rapport a y’. Dans ce cas, il convient
de substituer dans l'équation (8) y* & lga — tg (B = ¢), ou
tg p =y’ est le coefficient angulaire de la tangente & la trajectoire.

Si, d’autre part, I'équation de la famille de courbes est de la
forme ¢ (z, y, €) = 0, on doit d'abord élablir T'équation diffé-
rentielle de cette famille et ensuite 1'équation différentielle des
trajecloires.

Construire, & V'aide d’isoclines, les solutions approchées des
équations:

2.2@+y) =2+ 3.
4L P+ DY =y—a.
6. @y’ = 2y

8.y +y=(—y)Q

10. y (' + o) = 1.
il

2. =L

14, (22 4y y' — 4o

15. Eerire 1'équation du lieu géométrique des points extré-
mums (r, y) (maximum ou minimum) des solutions de 1 équation
y' =1(z, y). Comment distinguer ces points entre eux?

16. Ferire 1'équation du lieu géométrique des points de cour-
bure d raphiques de solutions des équations:

Ay —=y—a by z—elsc) 4+ iy =1;d) y =
= f(z, y).

Etablir les équations différentielles des familles de courbes:
17.

18. y = (z — C)2.
20. y = sin (z + C).
22, P+ Cz = 2°.
24, Cy = sin Cz.

26. (x — a)? + by — 1,
Iy = ax | by, 28. y = a2’ | b2 -+ cz.
cx = ayt + by - oe.

30. Etablir I'équation différenticlle des cercles de rayon 1
centrés sur la droite y — 2z,
31. Btablir I'équation différentielle des paraboles d’axe paral-
1éle & Oy el tangentes simultanément aux droites y=0ety ==z
32. Eerire I'équalion différentielle des cercles tangents simul-
tanément aux droites y — 0 et x — 0 et situés dans les premier
et troisiéme quadrants.
33. Berire I'équation différentielle de toutes. les paraboles
d’axe paralléle & Oy et passant par Vorigine des coordonnées.
34. Etablir 'équation différentielle de tons les cercles tangents
e des abscisses.

Trouver les systémes d'équations différentielles vérifides par
les courbes des familles :
35. az | z P2t =P

36. 2 4 y

5 y=azx-+b.

Trouver les équations différentielles *) des trajectoires cou-
pant sous un angle donné ¢ les courbes de la famille:

37. y = Cat, ¢ = 90°. 3B. =4+ C, ¢=90°
39. 2 =y + Cx, ¢ = Y0°. 40. 22 - y* 1% =450
M.y = ka, ¢ = 60°. £2. 3 4 2 =C; ¢ — 30°.
43, y® = 2pa, ¢ = 60°. 4. v = a4 cos 8, p = 90°
5. r=acos* B, ¢ = 90°. 46, r=asin 0, ¢ = 45°
4. y=zlnz+ Cz, ¢ = 48, & t = 2ax, ¢ = 45°.

arc tg 2.

49. 24 C* =20y, ¢ = 0. 50. y=Cr+ (P, g = O0°.

*) Les équations qu'on obtient dans les problémes nos 37 & 50 peuvent
étre résolues par les mothodes qui font I'objet des paragraphes suivants.
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§ 2. Equations différentielles a variables
séparables
1. Les équations & variables séparables peuvent s'Gerirc sous
la forme:
¥ =1(g @), 1

M (z) N (y) de - P (2) Q (y) dy = 0. (2)

Dour résoudre cette équation, il faut multiplier ou diviser ses
deux membres par une expression telle que I'on obtienne dans
T'un uniquement des z el dans 'autre, des y, oL, ensuite, intégrer
les deux membres.

La division des deux membres de 'équation par une expression
conlenant les inconnmg et y pent entrainer la perte des solutions
annulant cette expression.

ou encore

Exem ple Résoudre I"équation
1=y 3y
Meitons I'équation sous la forme (2):

e dy = (y—1) de.

20 Y v
Ay S y— 1

Divisons les deux membres de I'équation par 2 (y — 1):

Nous avons ainsi séparé les variables. Bn intégrant los deux
membres de 1'équation, on obtient :

lad 1
[ =% Laytumlp—tj=—24c

La division des deux membres par 2? (y — 1) conduivait i la
perte des solutions = — 0 et y — 1 = 0, clest-a-dire y = 1. De
toute évidenco, y =1 est solution de U'équation (3), alors que
2= 0 ne Uest pas.
. Les équations de la forme y' — f (ax + by) se raménent
aux 6quations 3 variables séparables par substifution de 3
= az - by (ou de z — az ¢, oil ¢ est une constante ar-
bitraire).

Résoudre les équations données et construire pour chacune
d’elles quelques courbes intégrales. Trouver également les solu-
tions vérifiant les conditions initiales (ceci concerne les
problémes oir ces condilions sont énoncées):

51. 2y dz + (o + 1) dy = 0. 52. VT4 Tdz =

53. (22— 1)y + 2z — 0; y (0) = 1. = 2y dy.
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4. yeotge+ y —2; y(0) = —1.

55. 3 =3Y ¢ (2 = 0. 56. oy’ +
57 y (1) =05
58, ¥ — @y — 2ay.

60, a" = 10%+,

62,y — cos (y — ).

64. (z-+ 29y =1;
y(0) = —1.
Trouver les solutions des équations satisfaisanl avx conditions

énoncées pour & — -0 ;

cos 2y = 1; y(+oo0) = D/

Y+ 162 — 2z y(;) eal limité pour z —»+oco.

Délorminer les trajectoires orthogonales aux courbes des

suivantes: a) y — Ca?; b) y — Ce*; ¢) Catef y? =

famill

Dans les problémes ci-d , les variables sont séparabl

copendant les intégrales obtenues ne s'expriment pas par des
fonctions élémentaires. Toutefois, I'stude de leur convergence
permet de répondre aux questions posé

69%. Montrer que chaque courbe intégrale de 1'équation
8 re

U=V =
70%. Etudier les courbes intégrales do I'équation y' —
ity
B
Montrer que chaque point de la frontidre du premier quadrant
est lo point de départ d'une seule courbe intégrale comprise
dans cet angle.

posséde deux asymptotes horizontales.

au voisinage de Dorigine des coordonnées.

§ 3. Problémes géométriques ot do physique *)

I. Pour résoudre les problémos géométriques Ti-dessous

couvient de constrnire le graphique, de désigner Ia courbe cherchée
par y = y (z) (si on résout le probleme en coordonnées rectengu-
laires) el d’exprimer par z, y et y’ toutes les grandeurs mention-
nées dans le probleme. Alors, la relation fournie par |'énoncé

o) Jous les problémes do ce paragraghe s ramenent anx équations
& variables s - Les problémes qui conduisent & d’autres types 4’ éyua-
l\ous font I’ (lbjrl d% pragt aphes correspondants. Les valeurs 02 la fonction
A Ta résolntion des problémes

~ant données dans Im 'allcs a la fin du reuml




du probléme se transforme en une équation différentielle dont on
penl déduive la fonction y (2) cherchée.

Pour ce qui est des problémes de physique, il convient de
L](’rH]Il“ avant tout la grandeur qui sera prise pour variable indé-
pendante, et celle qui sera prise pour fonction inconnue. Ensuite,
il faut étadier la variation de la fonction y Jlewlwv par rappork &
Az, © ~dire exprimer la différence y L Az y (z) en
fonction dex gmn(‘pur& donudes. In divisanl cette différence par
Az et on passant & la limite pour Az — 0, on obtient une équation
différentielle dont on peut dédu

La plupart des problémes renferment des conditions permettant
de définir ]e~ valeurs des constantes qui figulent dans Ta solulion
générale de 'équation différentielle. Celle-ci peut parfois étre
établie d'une ma Te plus simple, moyennant la :ngulfm\lmn
physique de la dé e (i la variable indépendante est le temps £
alors ZTy est la vitesse de variation de y).

Dans certains probldmes, I'écriture de 1’équation fait interve-
nir des lois de physique formulées dans le texte qui précéde le
probléme (ou le groupe de problémes).

Exemple Une solulion aqueuse dont la salinilé est de
0,3 kg par litre, se déverse & une vitesse de 2 litres & la minute
dans un réservoir contenant 10 litres d’eau. Le mélange s’écoule
du réservoir & la méme vitesse. Déterminer la quantité de sel
que contiendra le réservoir au bout de 5 minutes.

Solution. Prenons le temps £ pour variable indépendante,
el la fonction cherchée y (£) pour quantité de sel contenve dans
le réservoir ¢ minules aprés le commencement de |'expérience.
Cherchons & définir la variation de la quantité de sel dans 1'in-
tervalle de temps compris entre ¢ et ¢ -~ Af. Le réservoir se rem-
plit en une minute de 2 litres de =olution, et, par conséquenl, en
At minutes de 2A¢ litres, lesquels contiennent 0,3-2A¢ = 0,6A7 kg
de sel. D’autre parl, pendant le lemps Az le réservoir se vide de
2At litres de solution. Dans le réservoir contenant 10 litres d’eau
a Dinstant £ il ¥ a y (1) kg de sel, donc les 2A¢ litres de solution
qui 'écoulent contiendraient 0, 24t y () kg de sel, si la quantité
de sel dans le réservoir restait inchangée au bout du temps At.
Etant donné que, pour A¢ — 0, elle change pendant ce temps d’'une
valeur infiniment petite, on a dans les 2A¢ litres de solulion qui
s'écoule (J‘ZAL (y (1) + @) kg de sel, ot a —0, pour At -0

Ainsi, la solution se déversant dans le réservoir dans le temps
 t+ At) contient 0,6A¢ kg de sel, alors que le mélange qui en
sort en comprend 0,2A¢-(y (¢) + @) kg. L’accroissement de la
quantité de sel dans le temps y (¢ |- Af) — y (1) est égal A la
différence des grandeurs obtenues, c'est-a-dire:

gt A1) — gy (1) — 0.6A7 — 0,2AL-(y (1) + a).

En divisant par Af et en passant A la ].mne quand Ai -0, on
obtienl dans e premier membre la dérivée y' (£) et dans le second
0,6 — 0.2y (¢), car @ —0 pour At —0.

On aboutit finalement & une équation différentielle y’ (¥) =
= 0,6 — 0.2y (). En intégrant, on trouve

Y (f) = 3— Ce=0:24, )

Etant donné que, pour £ = 0, le réservoir ne contenait pas de sel,
on a donc y (0) — 0. Portant ¢ = 0 dans (1), on obtient y (0) =

35— ) =3 7 — 3, qui, porté dans (1), donne y (1) =
0.2 Pour ¢ la guantité de sel dans le réservoir

y(5)=8—3e=0.25 =3 3¢ ~ 1,9 k.

. Trouver les courbes telles gue l'aire du triangle formé
pal vmo tangente, Tordonnée du point de tangence et 1'axe des
absel soit une constante égale & a®.

72. Trouver les courbes lelles que la somme des cilés du
triangle du probléme pré it une constante égale a b.

73. Trouver les courbes nt de la propriété suivante:
Ia portion de ["axe des ab coupée par une tangente et une
normale issues d’un point arbilraire de la courbe est égale & 2a.

74. Trouver les courbes telles que 'abscisse du point d'inter-
section de toute tangente avec 'axe des abscisses soit la moitié
de celle du point de tangence.

75. Trouver les courbes jouissant de la propriété suivante:
si par un point quelcongue d'une de ces courbes on méne deux
droites paralléles aux axes de coordonnées, alors ’aire du rectangle
obtenu est partagée par la courbe dans le rapport 1: 2.

76. Trouver les courbes dont les tangentes en tout point for-
ment des angles égaux avec le rayon et l'axe polaires.

Dans les exercices n% 77 & 79 on supposera que le gaz (on le
fluide) introduit dans un volume, & force de se mélanger, finit
par se répartir uniformément dans tout le volume.

77, Un réservoir d'une contenance de 20 litres renfermant de

air (80 % d'azote et 20 % d’oxygéne) regoit 0,1 litre d’azote
pdl seconde. La méme quantité de mélange s'écoule du réservoir.
Dans combien de lemps le réservoir contiendra 99 %
d'azote?

78. Un réservoir contient une solution de 100 litres d'eau
mélangée a 10 kg de sel. L'eau coule dans le réservoir, se mélange
4 la solution et sort 2 la méme vitesse de 5 litres & la minute.
Déterminer la quantité de sel que contiendra le réservoir an bout
d'une heure.




79. Llair d’un local de 200 1n® contient 0,15 % de
nique (CO,). Le ventilaleur débite 3 la minute
teneur en CO, de 0,04 .
gaz carhonique dans 1’

gaz carbo-
20 m? d’air d’une
En combien de temps la quantité de
air du local diminuera-t-elle trois fois?

Dans Tes problames 80 3 82 on suppose que la vitesse de refroi-
ement (on d’échauffement) dn corps est proportionnelle 3 la
¢rence de température du corps et du milien ambiant,

80. Un corps chauffé & 100° sest refroidi en 1’ space de 10 mi-
es jusqu'a 60°. En combien de temps la température du corps

a-l-elle jusqu'a 25°, si la lempérature ambianle est main-
tenue & 20°7

81. Un objet en aluminium de 0,5 kg de masse, de chaleur
spécifique 0,2, chauffé a 75°, est plongé dans un véservoir contenant
un litre d’eau a la température de 20°, Au bont d'une minute
la température de I'eau s'élove de 2°. En combien de temps la
différence de température de T'objet et de I'eau sera-t-elle de 1°?

On' négligera les pertes de chaleur dues & I'échauffement du réser-
voir.

82. Un morceau de métal chauffé i a degr
un four donl la température s'éldve
degrés. Quand la diffarence de lempérature du four et du métal
atteint 7' degrés, la vitesse d’échauffement du mélal est de I'ordre

de &7 degrés a la minute. Déterminer la température du métal
au bout d’une heure.

s est placé dans
progressivement de ¢ i b

83. Le mouvemenl d'un canot est freiné par la résistance de
P'eau qui est proportionnelle i la vilesse de ce mouvement, Sa
Vi e initiale égale & 1,5 m/s devient 1 m/s au bout de 4 secon-
des. Dans combien de tem diminuera-t-clle jusqu'a | cm/s
et quelle distance parcourra le canot avant de s'immobiliser ?

Dans les problémes 84 & 86 on utili
radioactive: la quantité de matidre ra
par unité de temps est proportionnelle
restante.

era la loi de désintégration
dioactive se désintégrant
& la gquantité de matiére

84. La désintégration de 50 % de matiére radioactive s'est
produite en 30 jou Jans combien de temps restera-t-il | 9
de toute la quantité initiale?

85. Selon les expériences, la désintégration annnelle du radium
est de Lordre de 0,44 mg par gramme. En combien d’années la
moitié de toute la réserve de radium se désintégrera-t-elle?

86. Un morceau de roche contient 100
14 mg de plomb d’uranium. On s
années pour se désintégrer & moitié

mg d'uranium et
t que L'uranium met 4.5.10°
et que la désintégration com-
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pléte de 238 g d'uranium donne 206 g de plomb. Délerminer I'age
n admettra qu'au moment de sa formation elle e
de plomb et on négligera la présence de produits
intermédiaires entre l'uranium et le plumlvx (car lcn\r
désintégration est beaucoup plus rapide que celle de I'uranium).

87. La quantité de lumiére abs‘t_n'l,)ée par une faible col\ﬁlus
d’eau est proportionnelle & la quantité de lle\?Ee )1”01{,[&,‘“'? e ;]x.
Tépaisseur de la couche. Une couche d'eau de 35 em d Spal r‘.
absorbe la moitié de la lumiére incidente. On deman{lol de :‘w\‘:wr
la quantité de lumiére qu’'absorbera une couche d'ean de 2 m
d’épaissenr.

Pour écrire 1'équation différentielle dans les problémes 88
4 90 il est plus commode de prendre la vilesse comme frfnch‘unb
inconnue, en admetlant 'accélération de la force de pesanteur
égale a 10 m/s% . .

. Un parachutiste a sauté d'une hauteur de 1,5 km el n'a
ou\‘ifl son Iparachule qua 0,5 km du sol. halcvrxler la durv_ce (ie
sa chute avant l'ouverture du parachute. On sait que la \|ch.]c
maximale de cliute de I'homme en I'air de densité ’norma]e e~lnv e
50 m/s. On négligera la variation de la densité avee ‘l'a IhLY;
tenr. La résistance de 1'air est proportionnelle au carré de la
vitesse. i N

89, Un ballon de football de 0,4 kgf est lancé en 'air \?[ Ucva-
lement avee une vilesse de 20 m/s. La résistance ‘}e air est Ij'f,‘
portionnelle au carré de la vitesse el (Tgﬂlc a 0,48 gf lorsque lé
vitesse est de 1 m/s. Caleuler la durée d’ascension du ballon f‘l a
hauleur maximale qu’il atteint. Comment changeront ces dernieres
«i 1'on néglige la résistance de 1’air?

90. Calculer la durée de chute du ballon, sans vitesse initigh_*,
@’une hauteur de 16,3 m en tenant compte de la résistance de Pair
(cf. probléme n® 89). Délerminer sa vitesse en fin de chule.

Dans les problémes n°s 91 2 95, on admeltra que le fluide £"écou-

Geor 5V 2ah, of . 2 os

{e du réservoir & une vitesse de 0,6 1/ 2gh, o g = 10 m/s st

1"aceélération de la force de pesanteur et & la hauteur du niveau
d’ean au-dessus de 'orifice.

91. Combien de lemps 1'eau, contenue dans un réservoir de
diamétre 28 = 1,8 m et de hauteur H = 2,-’1(>lm,‘umttr;‘a4_—e\1§ b
'échapper par un orifice de 2r — 2 cm de diamétre pratiqué a
son fond? L'axe du cylindre est “vertical.

92, Résoudre le probléme précédent en supposant l'axe ((‘\1
cylindre horizontal, Porifice pratiqué dans la partie la plus basse
du cylindre.
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93. Un réservoir cylindrique posé verticalement est rempli
d’eau. Par un orifice pratiqué a la base, le réservoir se vide de la
moitié de son eau au bout de 5 minutes, 1n combien de temps se
videra-t-il compldtement ?

94. Un entonnoir de forme conique, de rayon R — 6 cm et
de hauteur # cm est rempli d’eau. Combien de lemps mettra-
t-il & se vider si son orifice a 0.5 ¢cm de diamdtre?

95. Soit un réservoir parallélépipédique do bhase 60 em X
> 75 em et de hauteur 80 em qu'on remplit d’eau & un déhit de
1,8 litres par seconde. Un orifice do 2,5 em? est pratiqué a sa base.
Bn combien de temps sera-t-il plein d’eau? Comparer la réponse
avee le temps de remplissage du méme réservoir sans orifice au
fond.

. Une corde en caoutchouc longue de 1 m llonge de kf

sous action d’une force de f kgf. Déterminer I’allongement
d'une autre corde de longueur / et 'de poids P sous Daction de son
propre poids, elle est suspendue par I'une de ses extrémités.

97. Déterminer la prossion atmosphérique 2 Daltitude h,
étant donné qu'a la surface terrestre elle est de'ordre de 1 kgf/om?
ot que la densilé de I'air est de 0,0012 glem?®. Appliquer la loi de
Boyle-Mariotie suivant laquelle la densité est proportionnelle &

sion (¢’est-d-dire négliger Ia variation de la température
avee laltitnde).

98. Pour retenir en place un bateau on fixe une amarre, en
la tournant sur un taquet. Calculer la force qui freine le batean
lorsque Uamarre a fail trois tours de taquet, en sachant que le
coefficient de frottement de l'amarre sur le laquel est égal 3
113 et que Von tire I'amarre par son extrémité avee une force do

kgf.

99. Un réservoir ouvert, plein d’cau, se trouve dans un local
fermé de v m®. La vitesse d’évaporation de I'eau est proportion-
nelle A la différence entre la quantité g; de vapeur d’cau saturant
Lm® Pair & la température donnée et la quantité ¢ de vapeur d’ean
conlenue dans I"air au momen! donné (on admel que la température

Tair el de I'eau, ainsi que la grandeur de'aire dont elle s'éva-
pore restent inchangées). Au début, le réservoir conlenait g
grammes d'eau, alors que 1 m? d’air, ¢y grammes de vapeur. Com-
bien d’ean restera-t-il dans le réservoir au bout d'un temps ¢?

100. La masse d'une fu avec combustible est égale 3 37
el sans combustible 3 m, 1a vitesse d’échappement des produits
de combustion est égale & ¢, Ta vitesse initiale de La fusée est nulle.
Trouver la vitesse de la fusée en fin de combustion, en négligeant
la force de pesanteur et la résistance de I'air (formule de Tsiol-
Kkoveki).

i8

§ 4. Equations homogénes

1. Les équations homogénes peuvent s'écrire sous la forme
y = f(—’/v) ou encore M (z, y)dz+ N (z, y)dy =0, oi
N

M (z, y) et N (z, y) sont des fonclions homogénes de méme or-
dre *). Pour résoudre une équation Immogéx_le, on peut ubstiluer
y = Lz et obtenir ainsi une équation & variables séparables.

Exemple Résoudre U'équation = dy — (x = ) dar. .
Celte équation est homogéne. Posons y = tz, alors dy —=
= tdz 4 2 di; portant dans 1'équation, il vient:

z(xdt+ tda) = (x -+ t2) dz; zdl — de.
Résolvons I’équation trouvée i variables séparables:

=2 pin|z)iC
z
LEn revenant a la variable y, on obtient y==z(n|z Ilj‘f Cy.
11 exisle encore une solution # — 0 qu’on avait perdue en divisant
par

2. L’équation de la forme ' ) se raméne

i une équation homogéne par ﬂéplarpment_ de l’(:rigino d‘es Goor-
données au point d'intersection des droites ax -+ by 4 c=0
et ayz -+ by + ¢, — 0. Si, d’aulre part, ces r]ro}tm ne se coupent
pas, alors ax - by = k (az + by) et, par conséquent, | équation
prend la forme y' = F (az - by) et se raméne & une équation i
variables séparables par substilution de =ax + by (ou
=ar+ by -+ ¢) (cf. § 2, point 2). A

3. Certaines équations peuvent felre,rcm_]ues homogénes par
substitution de y = 2™, ofl m est en général inconnu. (tx} le trou-
ve en substituant y — z™. Exigeant Ihomogénéité de L équation,
recherchons le nombre m, si cela est possible. Dans lf" cas contraire,
"équalion ne se raméne pas, par cetle méthode, A une équation
homogene.

Exemple Soil donnée une é([\mtinn. ‘y{/' ‘43{‘) %
La substitution de y = z™ la metlra sous la forme 2max 72—z
+24® z°. Gelte équation ne sera homogtne que si les puissances
de tous ses termes sonl les mémes, ¢'est-a-di > 4 | (Zm -1 =
= ‘4m = 6. Ces égalités sont vérifides sumultanément condilion
que m = 3{2. Par conséquent, 1’équation pou} $e ramener a une
équation homogéne par substitution de y =

*) Tafonetion M (s, 1) est dite homegéne du i-idime ordre, si, pour fous
les i 2> 0, on a M (he, ky) = kM (2, 4)
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tésoudre Jes équations:
101. (z + 2y) dz — x dy = 0.

103. (3* — 2zy) do + a* dy = 0. v
105. ¥* + 2% = zyy'. . (Jﬂ2 Ay
107, oy’ —y—ztg L. 108, 2y =y — zevix.

109, 2y’ — y=(z+ y)In EEL 10, 2y’ = yeosIn £.

(y+Vzy) dz = x dy. 112,

. (22 — 4y + 6)
.2z 4+ y4+ 1)de — (4o + 2y — 3) dy = 0.
cae—y—1 F(./*T*’Z)J =0.
@ty -

'.( + 2)dz

P yr2
¥ =2 ()

y1-2 —2
/\1+ " ,;+1 .
L2ty — ) =y 122. 22%" = y* + zy.

L2z dy + (2% + 1) yda = 0.
L ydr+ z(2zy + 1) dy
L% f =4V

126. y' =

-(1/’—1-1)11;%%: L0120, y =
= 23

127. 2.zy' +y=p Vi—ay.

128, Zayy =V P — 5+

129. Zy »[— (z y + 1) zy’ i

130. Trouver les trajectoires coupant les courbes d'une famille
donnée sous un angle de 45°, en comptant l'angle formé par la
tangente & la courbe et la tangente & la trajectoire dans le sens
des valeurs négatives:

a) ¥ = x1n Cz; b) (x — 3y)* = Cayb.

131. Trouver une courbe telle que le point d'intersection de
toute tangente avec 1’axe d’abs oit situé a égale distance
du point de tangence et de I'origine des coordonnées.

. 132. Trouver une courbe telle que la distance de toute tangente
& D'origine des coordonnées soit égale a 1'abscisse du point de
tangence.

20

133. ’lrmner les valeurs de o et f pour lesquelles 1'équation
y = az* -+ byP ':e raméne & une équation homogéne par substi!
tution de y

134%, Smt ky la racine de 1’équation f (k) = k. '\lonlrcr que:

1) si (/»0) <1, aucune solution de l'équation y' = f (y/z)

n'est ta\ngenle A la solulion y = kex & V'origine des coordonné

92) si /" (ko) > 1, il existe une infinilé de solutions tangentes
4 cette solution.

135. Tracer approximalivement les courbes intégrales des
équations suivanles (sans les résoudre):

' 2y — ’
_ ¥ 1;2 z); b) ¥ =

—
;AN ay =y +]/y’ +L

Indication La tangente de angle entre le rayon y = kz et
la courbe intégrale de l'équation y’ = f (y/z) qui le coupe est égale
a (f (k) —K)/(1 - & (k)3 (pourquoi?). Pour la construction approchée des
courhes intégrales, il faut studier lo signe de cette fraction en fonction de &

2yt —a®
a) y =

§ 5. Equations linéaires du premier ordre

1. L'équation
VHe@y=0bG@ o)

est dite linéaire. Pour la résoudre, il faul d’abord intégrer I'équa-
tion
Yy +a@y=0 @

(par séparation des variables, cf. § 2), remplacer ensuite, dans la
solution générale de (2) la constante arbitraire C par la fonction
inconnue C (z), et, enfin, porter I'expression de y obtenue dans
1'équation (1) et trouver la fonction € (z).

2. Certaines équations deviennent linéaires lorsqu’on permute
la fonction ('hclchéc et la variable indépendante. Par Dxemple.
lequahon Yy = + ®) y’, ou y est fonclion de z, n'est pas
linéaire. Ecrivons-la en différentielles: y dz — (2z + y°) dy = 0.
Vu que z el dr figurent linéairement dans 'équation, celle-ci
est donc linéaire, si 1'on prend z pour fonction cherchée et v
pour variable indépendante. Celle équation peut s’écrire sous
la forme

dz 2

T

et se résoudre comme 1’ (Aqu,\tlon (1).




—1)

1207, (34229 2 o2 22

1208, (r—2) Lo (y—2)

1209. 2

L 9 _
12107 & Z 4y 2

or

y=u1,

1211, Trouver I'équation générale des surfaces coupant sous
un angle droit les surfaces de la famille

2% =iy,

1212. Trouver la surface passant par la droite
y=z, z—=1

et orthogonale aux surfaces

z? 4+ y? 4 2 = Cz.

1213. Eerire I'équation aux dérivées particlles a laquelle
satistont les surfaces cylindriques de généralrices paralléles au
vecteur (a. b, c). Trouver la solulion générale de celte équalion.

1214, En appliquant le résultat du probléme précédent, trou-
ver I'équation de la surface cylindrique de génératrices paralléles
au vecteur (1, —1, 1) et a la directrice

2 2

ztyt+z=0; &

zy

1215. Terive 1'équalion aux dérivées partielles 2 laquelle
satisfont toutes les coniques de sommet situé en un point donné
{a, b, ¢). Résoudre cette équation.

1216. Trouver les surfaces dont tout plan tangenl coupe 1'axe
Ox en un point dont 1’abscisse est la moitié de celle du point de
langence.

112

Résoudre les systémes d’équations:

1217. { s
£

a
2 077
1219, s
a7

Trouver les surfaces véritiant les équations de Pfaff:
1220, (x — y) de - zdy — a dz = 0.
1221, 3yz dz - 2uz dy + =0.
1222, (z + ay) de — (z dy + yds = 0.
( - 3z) dz - 2z dy -+ ay dz = 0.

Réponses

y'=3y. 20, .

- 230 Y=ty ey’ —2yp).

S 2502 (e—2) ' —(a2—2) y’ + 2 (z—1) y=0.

—y%". 27. y'y* (Iny—1

2y by — Gy —0. 29,y = 3y
31

=@y 12 31 a2y (2 —1). 32,
33. x%y” 0. 34, (y'yLy™

= —a. 40. ( =S (—yy' =
3.42. Ba gV 3y =y=3:V3.43. 227y /3)
=y£2VE 44 Csin0—rt 5. =Lreotg0. 46,
=rcotg (6 & 45°). 47 3z
48. Y 22y = (22— i
a0, + xy"
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y—a=2nk, k=0, =1,
64 z--2y4-2=Ce¥; z-+2pA
2l (Ve +2y—1+42)=z4+C 5
2m. 67, y=2. 68. a) 2
7M. (€ =)y

nln(a+1/

(53.
2=

z ¥
z—C. 76,7 (1 = cosp) .
77. La quantité d'azote (en Z(t) =20 —he- /200 ;
2 (1) =19,8 pour {=2001In 20 ~ lr()() s= 1“ mn. 78. La quantité
de sel est z(t) =10e-420; 7 (60) —=10¢* =~ 0,5 kg, 79. Le volume
de CO, (en m?) est z(f)=0,0840,22¢-t"1"; 2 (1) =0,1 pour
=10 ln 11~ 24 mn. 80. La température du cor ps est @ (f)=
=20++80.2-t/10; 2 (t)=25 pour t=40 mn. 81. La dif
des températures de l'can et du corps est x(f)=55-(3/5)";
z(f)=1 pour t=1In55/(In5—1In3) ~ 8 mun. 82. La lmn;»era\me
» b—ua 1—e ki x bh—
dun métal est z(l)—a+ (I—T) 2 (60)=b—
“(l—e-89h), 83, La se (en m/fs) est v (l)— (23
()= 0,01 pour t:@( 71) ~5

s; la distance est s=

ig15
:ﬁz 15 m. 84. La quantité de matiére reslanle est ()=
—x(0)-27" 2 (@)=10,01z(0) pour t=60
85. La quanlité restante de radium est z (&) —z (0) (1 —0,00044)* ;
2()=g7(0) pour t=1n051n(1—0,00044) ~ 1600  amndes.

jours,

86. La quantité d’uranium est z(l)=z (11)c at, afin 24,5100
z (1) =100, = (0)=100-14 5.100. lmi -

~ 970-10% années. 87. La quantité de lumiére lrmmsdnt une
couche de z em est y(z)=y(0)-277%%; y(200)=y (0)-2"“" =
~ 0,02y (0); la quantité absorbée est 100% — 2% — 98%. 88. La

vitesse est v (f) =50 th —é—‘ la distance (en métres) est s(f)=
=250Inch L 5(1)=1000 pour ch-L—et.¢ar5 (44In2)~ 23s.
89. La vitesse ost o ()= )/ L 1g ) Tg (C—1), g—10, k=0,012,

C= VT are Igl —L(() 1,75; v()=0 pour t=C= 1,75 s;

la hauteur maximale est h:Lln(—ru(O

nce de U'sir £=2 5, h=20 m). 90. La i
=V L VEL. la distance est s ()=~ new Vg e ()=

1)~ 16,3 m (sans

e est v(f)=

114

—h=16,3m pourt:VL_,ln((' AV EF ) 21,87 s, v (1) —
g
= !/—Z-U e f”’h) ~ 16,4 m/s. 91. La hauteur du niveau d’eau

est h(t); VH—=Vh=03V2¢4=t; h(t)=0 pour ¢= >
x]/—Nwﬁo s=17.5 mn. 92. (2R —h()**=0,45m*

m{. ]/”’ ~ 1040 5. 93. VT —

b VZgF t)*inour t=
—VE@)=ht, k=

~ AT mn. 94, B2 — (B (]2 m‘ V3%; ht)=0 pour }

= (4R%3d%) V20 jg~ 27 5. 95. La quantité d’eau (en lilres)

dans le réservoir est z(t); th—gln#,~£V}, g =18,
g

a=10"**; & (1)=360 pour ¢=260s (pour un réservoir sans
ovifice au fond #= 200 s). 96. L’allongement du bas de la corde
ki

, celui de toute la corde est

de longuenr z est y(z)=
kPl

y(l)= 97. A la hauteur de # km la pression atmosphérique
est p(h) 0,120 (kgficm?). 98. La force de tension de 1'amarre
A une distance ¢ (mesurée en radians) suivant l'arc a partir du
point initial est 7 (@) =/ (0) e*/? ; J (6m) = 10e>7 ~ 5000 kgf. 99. La

quanlité d'ean reslante esl nL(t)._;nﬂ—r (1—qo) (1—e” ’L),
k est le coefficient de proportionnalité, La  combustion
d’une masse & de combustible imprime a 1'1 fusée une vitesse
v@=cln s oM —m)=chn L. 101, 2y —Ca2; 2=0.
102, In (22— C—2arctg (y/z). 103, x(y—a)=—Cy; y=0.
104, 2= £ yV InCx; y=0. 105. y=Ceviz. 106, y>—
y="0. 107. sinL =Cz. 108, y= —InInCz. 109. InZ

110. Incm:mtg(%]u%); Y=z, k—0, -1, =+
111. J;mcz,—m/ﬁ- y—0; z2=0. 112, m-csiu%—ln(:x.sigw;




sinz+ Ccosx.
C—1n|xz|. 141. 1/:1({, sin z).
2. Y = (23--C) e™.
(C—cosy) X
; 0.

X siny. 1/18
150. (_/71)
15

= ey = C® - )az 11’A zy =

. Dans 20 m, .JGS kgf. 176. Dans 62 jours.

y—uy). 178, y=tgz—secz. 179. b/a. 180. bja.
9

[ etr@as= | eretna 182 y@=

191, @ E(@2ey) P =C. 192, s—greofaz=C. 193, a4
4ot lny—yr=0C. 194 =2 (C—22)siny. 195. 22+
196. 2 arc g 197. VI+y
3 199, p2=4*(C— zu), —0. 200. (22—
ny=Caé; o=0. 202 203.

116

205, z+21In 208, sinL=Ce .

207. In|y|—y

209. 7-1']n Cay= 71
211. +1n|zjy|=

*'—/_:C; x 0.
s y=0. 208.

=205 y==0.

.\1)

T ) =
9 =0,

Vs x=0; y
— (#°/20). b) r/n*1
Q) yo=1, yr=1+42z,

+

1/,:_7+f
¢ L)J—L g=1

. Ty=5—4t- 15 -

3.e) 08I

|y—ys]<0,00003. 225. a) Toul le pm

Ya=
—=14-2f,

et
160 2405
L) 752, y=>0. d) gtk k=0, 21, £ 2, ..
&) @0, yotx. §) v5=0, [y|>|a| 226, Pour O<<a<1
de l'axe Oz. 228. a) 2, et y, sont quelcongue:
= =0, =1, £2,... b) x=—1, 3,>0, y, cst
quelcouque c) ZyF= Yozl >0, Y70, yo est quelcongue.
, Uy est quelconque. e) £, et y, sont gquelcon-
i ) t>—1, 29520, yo==1,. 229. a) Non. b) Oui.
230, ) \on b) Non. ¢) Oui. 231, Pas de solutions pour n—1
une solution pour n=2, une infinité de solutions pour n=
232. Pas de solutions pour rn=1, lorsque tgo== 7 (2, 1), une
knhmun lorsque tg o= f (zy, ¥); unc solution pour rn—2, une
nité de -solutions pour n3>3. ‘)65 8
. a) 3. b) 2. c) /1 d) 4. e !
b) ¢ 3
z',z.
244

otk
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