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Domaine de recherches : théorie des nombres, algebre
En 1980, les distributions de Pantchichkine ont ouvert un nouvel univers : celui des fonctions L
p-adigues de degré supérieur.

Parmi les foncions ainsi clarifiees figurent notamment les formes modulaires de Siegel et de
Hilbert, les produits de Rankin, les fonctions L des motifs

L’interprétation modulaire des distributions de Pantchichkine permet d’expliquer de fagon naturelle
des objets restés, pendant longtemps, mystérieux.

En 2003, cette découverte m’a permis de donner une nouvelle solution au probleme ouvert de
Coleman-Mazur (concernant la variation rigide analytique des fonctions L p-adiques).
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Les nouveaux schémas que jai mis en place dans le domaine de la cryptologie permettent
également d’ouvrir de nouvelles perspectives pour la mise en application des mathématiques.

Ma vision des nouveaux horizons de 'arithmétique se trouve dans mon dernier livre « Introduction to
Modern Number Theory » (avec Yuri Manin, Springer-Verlag, 2005).

Curriculum Vitae
Liste de publications

EXxposés récents

Janvier 2007 : Exposé a I' Institut Weizmann (Rehovot, Israél)

On p-adic families of L-functions

Février 2007 : Exposé en assemblée pléniére au Colloque International "Diophantine and Analytical
Problems in Number Theory" a Moscou a I'occasion du centenaire de A.O. Gelfond

Zeta Functions of Siegel Modular forms and Rankin's Lemma of Higher Genus

(a joint work with Kirill Vankov).

Novembre 2006 Expose pour le Séminaire de théorie des nombres de Chevaleret

Lemme de Rankin de genre supérieur et le calcul symbolique dans les algébres de Hecke locales
(un travail avec Kirill Vankov);

Septembre 2006 : Conférence au Collogue International Zeta functions en septembre 2006, a
I'Université Indépendente de Moscou.

Janvier 2006 Présentation du groupe de travail

Carrés symétriques, formes modulaires arithmétiques et fonctions L p-adigues

{Bertrand GORSSE, Fabienne JORY-HUGUE, Alexei PANTCHICHKINE, Julien PUYDT,
Gilles ROBERT)

Novembre 2005

"Produits triples de familles de Coleman"(en russe)

Confeérence en assemblée pléniére du Collogue international @ Moscou

“International Workshop on Computer Algebra and Informatics" (November 9-11, 2005)
Septembre 2005

““Produits triples de familles de Coleman" Exposé au

Colloque Intérnational a Hakuba, Japon (""Periods and related topics from automorphic forms")
Septembre 2005 Expose au Colloque Intérnational & Kyoto, Japon

_Probleme de Coleman-Mazur"

Problem of Coleman-Mazur on p-adic families of L-functions

December 2004 Colloque Intérnational a Séoul, Corée du Sud

“KIAS-POSTECH-SNU International Number Theory Workshop

(Modular forms and related topics)",

Publications récentes

e Triple products of Coleman's families Fundamentalnaya i Prikladnaya Matemetika (Fundamental
and Applied Mathematics) 12, N 3 (2006) 89-100

o Admissible p-adic measures attached to triple products of elliptic cusp forms, (avec
Bdcherer, S.) Documenta Math. Extra volume : John H.Coates' Sixtieth Birthday (2006), 77-132.

e The Maass-Shimura differential operators and congruences between arithmetical Siegel modular
forms. Moscow Mathematical Journal, v. 5, N 4, 883-918 (2005).

e Triple products of Coleman’s families and their periods (a joint work with S.Boecherer)
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Proceedings of the 8th Hakuba conference “Periods and related topics from
automorphic forms”, September 25 - October 1, 2005,
Editor Hiroyuki YOSHIDA, Kyoto, Daichisya, February 2006, p.89-130
e Two variable p-adic L functions attached to eigenfamilies of positive slope,
Inventiones Math., v.154, N3 (2003), pp. 551 - 615
e Sur une condition suffisante pour I'existence des mesures p-adiques admissibles,
Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux, 15 (2003), pp. 805-829
¢ “Introduction to Modern Number Theory". Encyclopaedia of Mathematical Sciences, vol. 49
Springer-Verlag, 2005, 514 p. (2nd ed., avec Yu.l. MANIN)
¢ “"Non-Archimedean L-Functions and Arithmetical Siegel Modular Forms", Lecture Notes in
Mathematics 1471,
Springer-Verlag, 2003, 196 p. (2nd augmented ed., avec M. COURTIEU)
e On p-adic integration in spaces of modular forms and its applications.
J. Math. Sci., New York 115, No.3, 2357-2377 (2003)
o Utilisation des modules de Drinfeld en cryptologie.
C. R. Acad. Sci. Paris 336, No.11, 879-882 (2003) (avec R.GILLARD; F.LEPREVOST;
X.-F.ROBLOT)
e A new method of constructing p-adic L-functions associated with modular forms,
Moscow Mathematical Journal, 2 (2002), Number 2, 1-16.
e Sur les produits triples Lambda- adiques,
Communications in Algebra, 29, No. 9, 2001, pp.3727-3740 (avec Yann-Henri LE BRAS)
e On the Siegel--Eisenstein measure and its applications.
Israel Journal of Mathematics, Vol. 120, Part B (2000), 467—50
e Singular Frobenius operators on Siegel modular forms with characters and zeta functions.
St.-Petersbourg Math.J., vol. 12, no. 2 (2001), pp.233-257 (en anglais, avec ANDRIANOV A.N.) )

Prepublications

e On the numerator of the symplectic Hecke series of degree three
avec Kirill Vankov (math.NT/0604602)
e p-adic Banach modules of arithmetical modular forms and triple products of Coleman's families,
math.NT/0607204 [pdf] :
e Triple products of Coleman's families
(en russe, To dear Kostya BEIDAR in memoriam), math.NT/0607161 [pdf]
e On Zeta Functions and Families of Siegel Modular Forms
arXiv:0709.1645 [pdf]
e Modular forms and $p$-adic numbers (in Russian)
arXiv:0709.1611 [pdf]
¢ Local and global methods in arithmetic (in Russian)
arXiv:0709.1606 [pdf]

Enseignement:

2007/2008

le semestre

TD de Cours MAT 237, Licence de I’UJF, 2007/2008)

Cours Mathématigues des codes correcteurs d'erreurs

(Master-2 de mathématiques, "Cryptologie, Sécurité et Codage d'Information", 2007/2008)
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2e semestre
Cours Introduction aux systemes dynamiques et a la modélisation
(MAT 127, Mathématiques pour les biologistes, Licence de I’UJF, 2007/2008)

Années précédentes

Mathématiques des codes correcteurs d'erreurs

(Master-2 de mathématiques (M2P, 506a), "Cryptologie, Sécurité et Codage d'Information”, 2005/2006)
Cours Malgl(MASTER-1,MAT 401i) (I’Institut Fouruer, 2004/2005)

Modules de Drinfeld et Cryptologie a I’ENS Lyon, 2003/2004

Codes géomeétriques (I’Institut Fouruer, 2004/2005)

Familles de formes modulaires et théoréme de Fermat (cours de DEA a I'lF , 2001-2002)

Familles de formes modulaires et théoréme de Fermat (programme du cours de DEA a I'ENS de Lyon,
2000-2001)

Formes modulaires et courbes elliptiques (cours de DEA a I'Institut Fourier 1993/94)

Théorie géométrique des formes modulaires (cours de Magistere a I'ENS (rue d'UIm) 1994/95)

Retour a la page d'accueil de I'Institut Fourier.
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Résumé

Le présent cours est inspiré par le cours "Mathématiques en DEUG SV
2éme année" de Prof. Yves Colin de Verdiére, voir [YCV].



Résumé

Le présent cours est inspiré par le cours "Mathématiques en DEUG SV
2éme année" de Prof. Yves Colin de Verdiére, voir [YCV].

Nous utilisons comme prérequis le cours MAT110c (“Apprentissage du
raisonnement et analyse élémentaire” de Prof. Hervé Pajot, voir [Pajot]) :
fondements (raisonnements, ensembles, nombres, dénombrements) ;
analyse : étude des fonctions (fonctions continues, dérivables, théoréme
des accroissements finis, fonctions usuelles, fonctions réciproques); calcul
intégral (Intégrale d’une fonction, primitives).



Résumé

Le présent cours est inspiré par le cours "Mathématiques en DEUG SV
2éme année" de Prof. Yves Colin de Verdiére, voir [YCV].

Nous utilisons comme prérequis le cours MAT110c (“Apprentissage du
raisonnement et analyse élémentaire” de Prof. Hervé Pajot, voir [Pajot]) :
fondements (raisonnements, ensembles, nombres, dénombrements) ;
analyse : étude des fonctions (fonctions continues, dérivables, théoréme
des accroissements finis, fonctions usuelles, fonctions réciproques); calcul
intégral (Intégrale d’une fonction, primitives).

En particulier, on développe plus en détail la géométrie en dimension 2 et
3, I'algébre linéaire en dimension 2, les fonctions de plusieurs variables, les
équations différentielles a coefficients constants, les systémes 2x2, déja
VUS au premier semestre.

On discute les applications de systémes dynamiques.



Résumé

Le présent cours est inspiré par le cours "Mathématiques en DEUG SV
2éme année" de Prof. Yves Colin de Verdiére, voir [YCV].

Nous utilisons comme prérequis le cours MAT110c (“Apprentissage du
raisonnement et analyse élémentaire” de Prof. Hervé Pajot, voir [Pajot]) :
fondements (raisonnements, ensembles, nombres, dénombrements) ;
analyse : étude des fonctions (fonctions continues, dérivables, théoréme
des accroissements finis, fonctions usuelles, fonctions réciproques); calcul
intégral (Intégrale d’une fonction, primitives).

En particulier, on développe plus en détail la géométrie en dimension 2 et
3, I'algébre linéaire en dimension 2, les fonctions de plusieurs variables, les
équations différentielles a coefficients constants, les systémes 2x2, déja
VUS au premier semestre.

On discute les applications de systémes dynamiques.

On donne des exemples numériques avec des logiciels (Maple)



Programme

Champ de vecteurs dans le plan et introduction aux systémes
dynamiques avec des exemples liés aux sciences de la vie
(dynamique des populations, cinétique chimique,...).
Modélisation a I'aide d'équations différentielles.

Etude d’exemples empruntés a la biologie ou a la chimie.

Activité Heures | %

Cours Magistral (CM) 24 20 [7/_—]
Travaux Dirigé (TD) 36 30 &
Travail personnel estimé | 60 50

TOTAL 120 100



Alexei Pantchichkine
Note 
Mise a jour:


Unité d'enseignement http://dsu-net.ujf-grenoble.fr/LMD/UE/ue.php?code=MAT127

Unité d'Enseignement : Descriptif

CODE MAT127  |Discipline(s) Mathématiques | 6ECTS
Titre Introduction aux systémes dynamiques et a la modélisation

Responsable : Alexei PANTCHICHKINE

Coordonnées : Alexei.Pantchichkine@uijf-grenoble.fr, tél: 04 76 51 43 16

UE ouverte au(x) semestre(s) (S1, S2, S3,S4) : S2 et S4
Pré-requis : MAT110c

Compeétences visées :

Equations différentielles et systéemes dynamiques.
Modélisation a I'aide d'équations différentielles.

Etude qualitative avec champ de vecteurs dans le plan.

Activité Heures %
Cours Magistral (CM) 24 20
Travaux Dirigé (TD) 33 27
TP 6 5

Travail personnel estimé 60 49
TOTAL 123 101

Le détail de la nature des épreuves de contrdle continu et des épreuves terminales de premiere
et de deuxieme session sera communiqué au début du semestre.

Programme résumé :

Champ de vecteurs dans le plan et introduction aux systémes dynamiques avec des exemples
liés aux sciences de la vie (dynamique des populations, cinétique chimique,...).

Modélisation a I'aide d'équations différentielles.

Etude d'exemples empruntés a la biologie ou a la chimie.
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Planning du cours
Premiére partie. Modélisation

» 1. Modéles déterministes. Schéma d’une modélisation (voir [Bert], p.78)

» 2. Exemples de loi exponentielle. Solution analytique. Temps de doublement
et de demi-vie (voir [Bert], p.80)

3. Adaptation d’un modéle. Exemple : Malthus modifié, loi logistique.
Implications pour la phase de prévision.

4. ldentification d'un modéle. Choix des paramétres. La méthode des
moindres carrés : ajustement linéaire. Exemples numériques

» 5. Mise en équation des variables. Notion d'équation différentielle. Champs
de directions, isoclines, courbes intégrales, espace de phase

6. Solution d'une équation différentielle. Probléme de Cauchy.

7. Premiéres méthodes de solution. Equations différentielles & variables
séparées ([Bert], p.102)

v

v

vy



Deuxiéme partie. Systémes dynamiques et équations différentielles

» 8. Systémes dynamiques : un langage pour la modélisation. Exemples provenants
d'équations différentielles et de suites de récurrence

» 9.Equations différentielles linéaires. Méthode de variation de la constante ([Bert],
p.104)

» 10. Solution numérique. Méthode d'Euler

> 11. Exemple : systémes écologiques (modéle de Lotka-Volterra)

Troisiéme partie. Méthodes d’algébre linéaire

» 12. Vecteurs et matrices. Opérations

> 13. Bases et déterminants.

» 14. Vecteurs propres, polyndmes caractéristiques. Utilisation des nombres
complexes.

» 15. Application aux équations differentielles et aux suites de récurrence.



Quatriéme partie. Méthodes géométriques. Exemples d'une étude
qualitative

>
>
>

v

16. Champs de vecteurs, points singuliers
17. Classification des points singuliers

18. Applications a I'étude qualitative de comportements autours des
points singuliers

19. Notion de comportement chaotique de population



Partie |. Exemples de modélisation

Introduction
Qu’est ce que la modélisation ?
Qu’est ce qu’une équation différentielle 7
Schéma d'une modélisation

Exemples de modélisation en biologie
Croissance d'une population selon Malthus
Désintégration radioactive
Calcul des primitives et des intégrales
Adaptation d'un modéle. Equation logistique.
Identification d'un modéle. Méthode des moindres carrées
Fonctions de deux variables

"Equations différentielles
Equations différentielles autonomes sur la droite
La notion générale d’équation différentielle
Les méthodes de résolution.
Equations différentielles linéaires.
Méthode de variation de la constante
Types de méthodes de résolution
Méthodes numériques



Introduction
Qu’est ce que la modélisation ?
Qu’est ce qu’une équation différentielle ?
Schéma d’une modélisation



Cours Nolg}ponible sur
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish/6mat127)
|. Modélisation.

Comment les sciences peuvent-elles utiliser des mathématiques 7


Alexei Pantchichkine
Note 
le 28 janvier 2008, 
prochain cours aura lieu  le 4 février
(pas de cours le 31 janvier!)


Cours N°1, (disponible sur :

http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish/6mat127)
|. Modélisation.

Comment les sciences peuvent-elles utiliser des mathématiques ?

Les physiciens ne se posent guére la question car leur science est
trés mathématisée : les lois fondamentales de la physique ont des
expressions mathématiques. Pour ce qui est des sciences du vivant,
la situation est moins claire. Certaines branches (I'hérédité, la
dynamique des populations, le code génétique, la cinétique
biochimique) se prétent bien a un traitement mathématique. Cest
moins clair pour d’autres !



Systémes déterministes

De nombreux systémes que I'on étudie dans les sciences comme la
physique, la chimie, la biologie, |'économie, etc..., sont (en premiére
approximation) des systémes déterministes; cela signifie que
I"évolution du systéme au cours du temps est complétement
déterminée par son état a un instant donné.



Systémes déterministes

De nombreux systémes que I'on étudie dans les sciences comme la
physique, la chimie, la biologie, |'économie, etc..., sont (en premiére
approximation) des systémes déterministes; cela signifie que
I"évolution du systéme au cours du temps est complétement
déterminée par son état a un instant donné.

Citons par exemple I'évolution des concentrations des réactifs dans
une réaction chimique, I'évolution de populations (ge bactéries, de
lapins, etc...) dans un systéme fermé, la radioactivil®, etc... La
description de ces systémes se fait au moyen de quantités
numériques, souvent appelées variables ou observables, dont il
s'agit d'étudier I'évolution au cours du temps.
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World Population Clock www.worldpopclock.com

Voir I'évolution =

en direct ! La population mondiale est de - Population of the world is
cliuez ci X 6 673 149 830 personnes samedi 26 janvier 2008 a5 h 27 minet 11 s
) - - (heure du péle nord - north pole time )
% g I -
Amnonces Google ¢
) . Rechargez la page (touche F5 de votre clavier) pour voir ce chiffre évoluer en direct !
Nouveauté Mondiale Reload the page (F5 keyboard touch) to see this figure change on line !
Starmeteo : Il n'y a plus
qu'une seule station Webmestres, affichez ce compteur de la population mondiale gratuitement sur votre site !

météo au monde
www.starmeteo.fr/

Actualités : Saviez-vous que ?
L'Expansion : Fiches e Carte mondiale du bonheur o On compte prés de 200 000 habitants de plus
pays e Journée Mondiale de la Population 2006 chaque jour sur la planete
Tous les indicateurs e La population mondiale atteint 6.5 milliards ! e Nous assistons a 353 015 naissances par jour
©CoNoMIqUEs par pays - e Etat de la population mondiale 2005 dans le monde
PIB, Taux de chomage... p pu S N A
www.lexpansion.com e Images satellites du monde vu de I'espace e Il y a 158 857 déces chaque jour sur Terre
o Hémisphére Ouest e 289% de la population mondiale est agée de
) o Hémisphére Est moins de 15 ans

w e |a croissance de la population mondiale va e 7% des habitants de notre monde ont 65 ans et
Créez votre carte -
géographique et inserez la continuer . . plus .
sur votre blog e Journée mondiale de la population 2005 ® 64.3 ans est I'espérance de vie actuelle dans le
nomao.com e 36.4 milliards d'habitants en 2300 ? monde

e 9 milliards en 2050 e | 'Inde dépassera la Chine comme premiere

nation du monde d'ici 2030
La Terre - soyez captivés e Et si le monde était un village ?...
par la beauté, le spectacle e 700 millions de personnes vivent sur les pentes
et la magie de notre vimovalean
d'un volcan

planete
www.LoveEarth.com/fr
Carte du monde :

Vous souhaitez connaitre | ue pays ? Cliguez sur la carte

e nombre d'habitants de chag

Vous cherchez une
Carte ?

Découvrez Google Maps
en Francais Cartes et

Images satellites
google.fr/maps

Qui étaient vos ancétres ?
% ]%& Wﬁﬁ‘l o
H

Webmestres, affichez ce compteur de la population mondiale gratuitement sur votre site !

=>Cliquez ici pour
le Découvrir !
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systéme dynamique en question.



Modélisation

de point de vue mathématique, une modélisation est la donnée de :

> Le temps T (on considére soit le temps discret

T ={lh|I]€Z,h>0 une constante fixée } (mesuré en heures,
minutes, journées, années, ...), avec la notation t; = /h, donc

tiem = t; + tm); soit le temps continue T = R);

L'espace M (dit I'espace des phases) dont les points sont des vecteurs
e=(x,y,---) € M, ol x,y--- sont des quantités numériques,
souvent appelées variables ou observables, qui caractérisent un état de
systéme dynamique en question.

Un processus dynamique est une fonction mathématique f : T — M,
fot— (x(t),y(t),---) € M, telle que f = £, satisfait une loi
dynamique avec la propriété f(ty) = ey, ou ey est I'état initial du
processus.

(Exemples de lois utilisées :

y(tix1) = 2y(t)) (loi de doublement discréte);

Ay(t) = ky(t)At (loi exponentielle continue)= y' = ky



Lo

i physique, loi biologique, [Bert], p.28

L’étude de certains phénoménes biologiques, physiques, chimiques, mécaniques,
économiques, ...se raméne a |'étude des relations qui existent entre pluisieurs
variables caractérisant le phénoméne étudié.
Dans les sciences expérimentales ou biologiques, on cherche a établir une relation
entre deux variables x et y donnée par une fonction y = f(x).
La représentation graphique de la fonction est donnée par son graphe, ou par une
table des valeurs.
Rappels sur les fonctions usuelles ([Bert], p.26-27)
» Fonctions puissances f(t) = t%, variable t > 0, paramétre « réel quelconque
» Fonctions exponentielles f(t) = a' variable t réel quelconque, paramétre a > 0
» Fonctions logaritmiques f(t) = log,(t) variable t > 0, paramétre a >0, a# 1:
base du logarithme



Croissance comparée (on suppose a > 0)
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Exemple d'une loi physique : Deuxiéme loi de Newton ou
Principe Fondamental de la Dynamique (voir
http ://fr.wikipedia.org/wiki/Lois_du_mouvement_de_Newton, et

[Brousse], Chapitre 9)
Si la masse d'un corps est constante, I'accélération subie par un corps de masse
m est proportionnelle 3 la résultante des forces qu'il subit, et inversement
proportionnelle 8 sa masse m.
Ceci est souvent récapitulé dans I'équation :
i=L1SFouS F=ma
m 1 1 1
ol F; sont les forces exercées sur I'objet, m est sa masse, et a son accélération.



Exemple d'une loi physique : Deuxiéme loi de Newton ou
Principe Fondamental de la Dynamique (voir

http ://fr.wikipedia.org/wiki/Lois_du_mouvement_de_Newton, et

[Brousse], Chapitre 9)

Si la masse d'un corps est constante, I'accélération subie par un corps de masse
m est proportionnelle 3 la résultante des forces qu'il subit, et inversement
proportionnelle 8 sa masse m.
Ceci est souvent récapitulé dans I'équation :
i=L1SFouS F=ma

m 1 1 1
ol F; sont les forces exercées sur I'objet, m est sa masse, et a son accélération.

Exemple (2.1)

Considérons I'équation de Newton suivante : mv'(t) = —Av(t), od v(t) est /a
vitesse d'un mouvement rectiligne d'un point de masse m, soumis a la force
—Av(t). Vérifier que v(t) = Cexp(—t\/m) est une solution et que

v(t) = sin(t) ne l'est pas.


Alexei Pantchichkine
Note 
Exemple d'une loi dynalique


Qu’est ce qu'une équation différentielle ? %}
ul met en jeu une

Une équation différentielle du premier ordre est une équation

relation entre une fonction et sa dérivée, et dont la solution est une fonction
dérivable.

Ici la variable pour la fonction y est t, car une équation différentielle modélise
parfois I'évolution d’un systéme (par exemple, I'évolution de la taille d'une
population).

Considérons plus généralement I'équation différentielle du ler ordre

y' =Gy, t) (2.1)

Une solution de I'équation (2.1) sur un intervalle / est une fonction y(t)
dérivable / telle que pour tout t € / on ait :

‘y’(t) = G(y(t), t)‘ On choisit en général une solution maximale,

c'est a dire qui ne peut pas étre prolongée sur un intervalle J

contenant strictement /.



Alexei Pantchichkine
Note 
Elle décrit une loi dynalique


Exemples (voir [Pajot], Ch.VII, p.1)

Exemple (2.2, une équation différentielle facile )

Considérons I'équation y' + 5y = t. Nous pouvons encore |'écrire y' = —5y + t.
Donc, y' = G(t,y), ou G(t,y) = —5y + t. Une solution sur R est

y(t) = (1/5)t — 1/25. En effet, y'(t) = 1/5 = —5y(t) + t.

Exemple (2.3, une équation moins facile)

Considérons I'équation y' + 5ty = t2. Nous pouvons encore |'écrire

y' = =5yt 4+ t2. Donc, y' = G(t,y), ot G(t,y) = —5yt + t?. Dans ce cas, les
solutions sont plus difficiles 3 écrire.

Les équations données dans les exemples 2.2 et 2.3 sont des équations linéaires

du premier ordre.
Rappelons qu’une fonction linéaire f : R — R est une fonction de la forme

f(x) = kx.



Equations différentelles ordinaires et processus d’'évolution

On étudie dans ce cours des processus d’évolution déterministes a
I'aide de la théorie des équations différentelles ordinaires. On utilise
de telles équations pour trouver les fonctions de la relation

y = f(x). La théorie des équations différentelles constitue I'un des
principaux instruments des mathématiques.

Dans I'exemple précédent mv/(t) = —Av(t), ona x:=t, y :=v,
et y = f(x) se transforme en v(t) = Cexp(—tA\/m) (une solution
de I'équation différentielle de Newton).



Modéles déterministes et semi-déterministes

Exemples des processus d'évolution (voir [ArnED], p.11).

En mécanique classique, on étudie le mouvement des systémes dont
I’avenir et le passé sont univoquement définis par les positions et
les vitesses initiales de tous les points du systéme.

On dit d'un processus qu'il est déterministe si toute son évolution
et son passé sont univoquement définis par son état présent.



Modéles déterministes et semi-déterministes

Exemples des processus d'évolution (voir [ArnED], p.11).

En mécanique classique, on étudie le mouvement des systémes dont
I’avenir et le passé sont univoquement définis par les positions et
les vitesses initiales de tous les points du systéme.

On dit d'un processus qu'il est déterministe si toute son évolution
et son passé sont univoquement définis par son état présent.

La propagation de la chaleur, elle, est un processus
semi-déterministe en ce sens que son avenir est déterminé par son
présent, tandis que son passé ne |'est pas.
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La modélisation d'un phénoméne peut ce schématiser de la maniére suivante
(voir [Bert], p.78) :

Phase mathematique Phase de vérification

Ph d . Si I'on exprime certaines . .
ase de mise variables x,y . .. on regarde si les fonctions obtenues
L . en fonction de l'une d'elles “mathématiquement” sont proches
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et on en déduit des relations sont les fonctions x,y ... il faut modifier ou affiner
entres les variables (équations fonctionnelles)

la phase de mise en équation
On cherche des solutions

d et construire un autre modéle
de ces équations



Schéma d'une modélisation (voir [Bert], p.78)

La modélisation d'un phénoméne peut ce schématiser de la maniére suivante

(voir [Bert], p.78) :

Phase de mise
en équation

On part de lois élémentaires ~d
(connues ou conjecturales)

et on en déduit des relations

entres les variables

Phase de prévision

Phase mathématique

Si I'on exprime certaines

variables x,y . ..

en fonction de 'une d'elles

(par exemple le temps t)

ces relations donnent lieu ~
a des équations dont les inconnues
sont les fonctions x, y . . .

(équations fonctionnelles)

On cherche des solutions

de ces équations

Phase de vérification
on regarde si les fonctions obtenues
“mathématiquement” sont proches
des fonctions données expérimentalement
on dit alors que le modéle est valide
Si le modéle n’est pas valide,
il faut modifier ou affiner
la phase de mise en équation
et construire un autre modéle

Si le modéle est valide, il peut alors permettre

dans des circonstanses un peu
différentes de prévoir I'évolution

des variables dans des situations nouvelles
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Schéma d'une modélisation (voir [Bert], p.78)

La modélisation d'un phénoméne peut ce schématiser de la maniére suivante

(voir [Bert], p.78) :

Phase mathématique

Si I'on exprime certaines

Phase de mise
en équation

On part de lois élémentaires
(connues ou conjecturales)
et on en déduit des relations
entres les variables

variables x, y .

de ces équations

Phase de prévision

Si le modéle est valide, il peut alors permettre
dans des circonstanses un peu

différentes de prévoir I'évolution

des variables dans des situations nouvelles

en fonction de 'une d'elles

(par exemple le temps t)

ces relations donnent lieu

a des équations dont les inconnues
sont les fonctions x, y . . .
(équations fonctionnelles)

On cherche des solutions

Phase de vérification
on regarde si les fonctions obtenues
“mathématiquement” sont proches
des fonctions données expérimentalement
Ead on dit alors que le modéle est valide

Si le modéle n’est pas valide,
il faut modifier ou affiner

la phase de mise en équation
et construire un autre modéle

=

La vérification peut amener

a une extension du modéle mathématique
(en le modifiant éventuellement)

et a la construction d'un autre modéle

Le modéle permet alors d'expliquer

et de décrire davantage de phénoménes
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Schéma d'une modélisation (voir [Bert], p.78)

La modélisation d'un phénoméne peut ce schématiser de la maniére suivante

(voir [Bert], p.78) :

Phase mathématique

Si I'on exprime certaines

variables x,y . ..

en fonction de 'une d'elles

(par exemple le temps t)

ces relations donnent lieu ~
a des équations dont les inconnues
sont les fonctions x, y . . .

(équations fonctionnelles)

On cherche des solutions

Phase de mise
en équation

On part de lois élémentaires ~d
(connues ou conjecturales)

et on en déduit des relations

entres les variables

de ces équations

Phase de prévision

Si le modéle est valide, il peut alors permettre
~ dans des circonstanses un peu

différentes de prévoir I'évolution

des variables dans des situations nouvelles

Phase de vérification
on regarde si les fonctions obtenues
“mathématiquement” sont proches
des fonctions données expérimentalement
on dit alors que le modéle est valide

Si le modéle n’est pas valide,
il faut modifier ou affiner

la phase de mise en équation
et construire un autre modéle

La vérification peut amener

a une extension du modéle mathématique
(en le modifiant éventuellement)

et a la construction d'un autre modéle

Le modéle permet alors d'expliquer

et de décrire davantage de phénoménes

Deux notions interviennent toujours dans |'utilisation pratique des modéles
mathématiques : -l'identification, - la validation. On s'arréte a la validation qui
est le domaine de la statistique et de la probabilité (voir partie IV de [Bert]).



Rappels sur les nombres complexes (voir [YCV], p.26)

Dans la théorie d'équations différentielles on utilise beaucoup I'ensemble C des
nombres complexes : z = x + iy est |'écriture du nombre complexe z. Les quantités x
et y sont des nombres réels appelés respectivement partie réelle et partie imaginaire
de z. On représente géométriquement z comme le point des coordonnées
cartésiennes (x,y) du plan cartésien R?.

Opérations :

» Le complexe conjugué de z = x + iy est noté z = x — iy.

» Le module de z est donné par |z| = \/x? + y2.
> (x+iy) + (X ) = (X)) iy )
> (x+iy)(x i) = (" —yy') +i(xy + yx).
> 1 — _Z_
: = P
> TP = e3(cos b + isin b)
» o2tz — gzg?
> o7 = (e)n



Equations du second degré. Dérivées
Un nombre complexe non nul admet exactement 2 racines carrées
opposées. Si a est un réel négatif, on a +/a = :I:i\/m L’équation
22+ az + b = 0 admet comme solutions z = 3(—a + /a2 — 4b)



Equations du second degré. Dérivées
Un nombre complexe non nul admet exactement 2 racines carrées
opposées. Si a est un réel négatif, on a +/a = :I:i\/m L’équation
22+ az + b = 0 admet comme solutions z = 3(—a + /a2 — 4b)

Dérivées : t — z(t) = x(t) + iy(t) est une fonction dérivable ssi x et y le
sont. On a alors zyg = xp + iyp. On a les mémes formules que dans le cas
réel : (z")' = nz""12'; (€?)' = Z'€* et en particulier, si a € C,

(e2t) = ae’t.

S


Alexei Pantchichkine
Note 
Exemple d'une loi dynamique complexe:
z'(t)=(i+1)z(t) 
z(t)=Cexp((1+i)t)=Cexp(t)(cos(t)+i sin(t)), C=z(0) "l'état initial du processus"   


Exemples des problémes (pour TD)
1. Voir http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/“pajot/cours7.pdf
2. Utilisation des nombres complexes (voir [YCV], p.36) g
Exercice (2.4)
a) Calculer (1 +i)?, (1+ )3
b) Montrer que 1+ i = \/2¢/™/*
¢) En déduire la valeur de (1 + i)" pour tout n € N.
Exercice (2.5)
Résoudre dans C les équations : 2> +z+2 =0, 22+ iz+1=0

Exercice (2.6)

Tracer les courbes représentatives des fonctions
t— eit,t N e(1+i)t, — e(l—i)t,t —elit
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Prépublications

The Geometric Traveling Salesman Problem in the Heisenberg Group (avec Fausto Ferrari et Bruno
Franchi).

A paraitre

Capacite Analytique et le Probléme de Painlevé, Exposé 936 (2004) du Seminaire BOURBAKI (2004),
a paraitre dans Astérisque (Société Mathématique de France).

Dimensions Conformes, Espaces Gromov-hyperboliques et Ensembles Autosimilaires, avec Guillaume
Lupo-Krebs, a paraitre dans les actes du Séminaire de Théorie Spectrale et Géométrie (Université de
Grenaoble 1).

Le Probleme Géométrique du VVoyageur de Commerce, et ses Applications a I'Analyse Complexe et
Harmonique, a paraitre dans "Panoramas et Synthéses" (Société Mathématique de France).

Publications

Etude des Propriétés de Rectifiabilité des Sous-Ensembles de $\BBr*{n}$ These, Université Paris-Sud
(1996)

Conditions Quantitatives de Rectifiabilité Bulletin de la Société Mathématique de France, vol 125
(1997), p 1-39

Sous-Ensembles de Courbes Ahlfors-Réguliéres et Nombres de Jones Publications Matematices, vol
40 (1996), p 497-526

Théoréme de Recouvrement par des Ensembles Ahlfors-réguliers et Capacité Analytiqgue Comptes
Rendus de I'Académie des Sciences de Paris, tome 323, Série I, p 133-135 (1996)

Un Théoreme Géomeétrique du Voyageur de Commerce en Dimension 2 Comptes Rendus de
I'Académie des Sciences de Paris, tome 323, Série I, p 13-16 (1996)

Poincaré Inequalities and Quasiconformal Structure on the Boundary of some Hyperbolic Buildings,
avec Marc Bourdon Proceedings of the American Mathematical Society, Volume 127 (1999), p
2315-2324

Rigidity of Quasi-isometries for some Hyperbolic Buildings, avec Marc Bourdon, Commentarii
Mathematici Helvetici, Volume 75 (2000), p 701-736

Conformal Geometry and Hyperbolic Geometry, avec Marc Bourdon, ""Rigidity in Dynamics and
Geometry"”, M. Burger et A. lozzi Editeurs, Springer (2002), p 1-17

Analytic Capacity, Rectifiability, Menger Curvature and the Cauchy Integral, Lectures Notes in
Mathematics, Volume 1799, Springer

Rectifiabilité, Analyse dans les espaces singuliers, Géométrie quasi-conforme et géométrie
hyperbolique, Texte pour I'habilitation a diriger des recherches, soutenue le 8 novembre 2002 (en pdf)
Cohomologie $L"{p}$ et Espaces de Besov, avec Marc Bourdon, Journal fur die Reine und
Angewandte Mathematik, Volume 558 (2003), p 85-108
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: Continuité (en pdf). Chapitre V : Dérivabilité (en pdf). Chapitre VI : Primitives et intégration (en
pdf). Chapitre VII : Equations différentielles (en pdf)
Polycopié d'exercices de mathématiques de S1 SV (en pdf)
Polycopié d'exercices de mathématiques de S3 MIAS (en pdf)
Polycopié d'exercices d'analyse pour le CAPES externe (en pdf)
Polycopié d'exercices d'algebre pour le CAPES externe. Partie | : Structures fondamentales (en pdf)
Polycopé d'exercices d'algebre pour le CAPES externe. Partie 11 : Algébre linéaire et bilinéaire (en pdf)
Polycopié d'exercices d'analyse complexe (licence et maitrise)
(en pdf)
e Cours d'analyse fonctionnelle de maitrise. Partie | : Espaces $L"{p}$
(en pdf). Partie Il : Opérateurs(en pdf). Partie 111 : Inégalités de Sobolev et de Poincaré, espaces de
Sobolev (bientdt disponible).

[Université Grenoble 1]
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Exemples de modélisation en biologie
Croissance d'une population selon Malthus
Désintégration radioactive
Calcul des primitives et des intégrales
Adaptation d'un modéle. Equation logistique.
Identification d’un modéle. Méthode des moindres carrées
Fonctions de deux variables



Cours N°2, E]

Exemples de loi exponentielle (voir [Bert], p.80, [Jean87],
p.108)

Cas discret. Lorsqu'une population colonise un milieu vierge dont les
composantes (espace, nourriture) sont illlimitées, |'effectif de la population croit de
plus en plus rapidement vers |'infini.


Alexei Pantchichkine
Note 
-- Pas de cours le 7 février 2008
-- Cours de rattrapage: le 8 février, 
à 17h,  Amphi D2


Cours N°2,

Exemples de loi exponentielle (voir [Bert], p.80, [Jean87],
p.108)

Cas discret. Lorsqu'une population colonise un milieu vierge dont les
composantes (espace, nourriture) sont illlimitées, |'effectif de la population croit de
plus en plus rapidement vers I'infini. Supposons qu'on introduise un organisme se
reproduisant par fission binaire (bactérie, levure) dans un milieu de culture
quelconque. Aprés une certaine période de temps, I'organisme se divise et donne
deux individus qui, a leur tour, se divisent en deux. Ce type de croissance est appelé
progression géométrique.



Cours N°2,

Exemples de loi exponentielle (voir [Bert], p.80, [Jean87],
p.108)

Cas discret. Lorsqu'une population colonise un milieu vierge dont les
composantes (espace, nourriture) sont illlimitées, |'effectif de la population croit de
plus en plus rapidement vers I'infini. Supposons qu'on introduise un organisme se
reproduisant par fission binaire (bactérie, levure) dans un milieu de culture
quelconque. Aprés une certaine période de temps, I'organisme se divise et donne
deux individus qui, a leur tour, se divisent en deux. Ce type de croissance est appelé
progression géométrique.

Pour le temps discret T = {/h | | € Z, h > 0 une constante fixée } (mesuré en
heures, minutes, journées, années, ...), avec la notation t; = /h, et la loi dynamique

de doublement discréte y(t;.1) = 2y(t;), on a|y(tn) = 2"y(to)|.


Alexei Pantchichkine
Note 
Cette loi ne tient pas compte ni la mortalité d'organismes,  
ni la saturation des composantes d'un milieu


Croissance d'une population selon Malthus (cas continu)

Dans I'exemple suivant, on considére une population formée de N individus et
évoluant en fonction du temps : N est une fonction du temps t (population
humaine dans le cas de Malthus, population bactérienne ou autres). On
considére N comme un nombre réel, en effet les populations concernées sont
nombreuses et si on compte, par exemple, N en milliards d’individus, N prendra
a priori toutes les valeurs décimales avec 9 chiffres aprés la virgule et on peut
donc assimiler N & un nombre réel. L’hypothése de base est que :



Croissance d'une population selon Malthus (cas continu)
Dans I'exemple suivant, on considére une population formée de N individus et
évoluant en fonction du temps : N est une fonction du temps t (population
humaine dans le cas de Malthus, population bactérienne ou autres). On
considére N comme un nombre réel, en effet les populations concernées sont
nombreuses et si on compte, par exemple, N en milliards d’individus, N prendra
a priori toutes les valeurs décimales avec 9 chiffres aprés la virgule et on peut
donc assimiler N & un nombre réel. L’hypothése de base est que :

pendant un petit intervalle de temps At, la variation AN
du nombre d'individus de la population est proportionnelle
a N et a At : si N(t) est la population a l'instant t,
la population a I'instant t + At, vaut
N(t+ At) = N(t) + kN(t)At, oo AN(t) = N(t + At) — N(t).
LV_:_) est une constante positive, si la population croit, et
négative, si la population décroit.



Alexei Pantchichkine
Note 
"Loi de Malthus"

Alexei Pantchichkine
Note 
k=tau_n -tau_m
(le coefficient de Malthus est égal à la difference de taux de natalité et taux de mortalité, voir p.29) 


Mis en équation : relation différentielle de croissance

La population a l'instant t + At, ol At est petit, vaut
N(t + At) = N(t) + kN(t)At.
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N'(t) = kN(t). (3.1)
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La population a l'instant t + At, ol At est petit, vaut

N(t + At) = N(t) + kN(t)At.

Divisant par At et en passant a la limite quand At tend vers 0, on obtient
en désignant par N'(t) la dérivée de N(t) par rapport a la variable t :

N'(t) = kN(t). (3.1)

On notera aussi pour des raisons pratiques (calcul de dérivées) comme
Leibniz : Z¥ = kN. Si N(0) = N, on va déduire de I'équation (3.1)

N(t) = Noekt.

La population a donc une croissance exponentielle, si k > 0, ce
contre quoi Malthus mettait ses contemporains en garde...



Résolution mathématique

On a donc a résoudre une équation dont I'inconnue est une fonction ; une telle
équation s'appelle une équation différentielle.

Il s'agit de chercher des fonctions (si possible, toutes les fonctions) vérifiant la
relation N’(t) = kN(t). Dans ce cas nous pouvons raisonner directement :

» Variation de la constante On vérifie bien qu'on a N'(t) = kN(t) pour toutes les
fonctions N(t) = Ce*t, ou C est une constante positive quelconque. Pour
montrer qu'il n'y a pas d'autres solutions, on fait "varier" la constante C : on
cherche les solutions sous la forme N(t) = C(t)eX*. On a
N'(t) = C'(t)e¥t + C(t)ke et kN(t) = kC(t)e*t, on doit donc avoir
C'(t)ekt = 0.

Comme une exponentielle est toujours strictement positive, il en résulte que
C'(t) = 0 partout sur R. D’aprés le théoréme des accroissements finis, la
fonction C(t) ne peut étre que constante (les résultats du cours 110c). Les
solutions sont bien toutes de la forme N(t) = Ce, ol C est une constante
positive quelconque.


Alexei Pantchichkine
Note 
si N>0


Utilisation de primitives pour I'équation N'(t) = kN(t)

» Utilisation de primitives (séparation des variables)
On se raméne a la recherche d’une primitive, en remarquant que la
fonction N'/N est la dérivée de la fonction In(N) (voir les rappels sur les
primitives plus bas).
On a donc (In(N))’ = k. Il en résulte que In(N) = kt + K, ol K est une
constante quelconque. En prenant les exponentielles des deux membres, on

retrouve bien
N(t) _ ekH»K _ ekteK — Cekt7

ol C = eX est une constante positive quelconque.



Représentation graphique @
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Note 
de la loi exponentielle


Représentation graphique

Si Ny est la valeur

de la fonction N pour t =0,
I'évolution de la population

est décrite par la fonction

N(t) = Noekt (loi exponentielle)
Courbes exponentielles :

croissant trés rapidement si kK > 0
décroissant trés rapidement si kK < 0
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Temps de doublement et de demi-vie

Le coefficient k introduit lors de la mise en équation caractérise la

rapidité de cr nce ou de décroissance de la population. On
utilise souven éfini comme

» temps de doublement de la population si kK > 0

» temps de division par deux (ou temps de demi-vie si k < 0).


Alexei Pantchichkine
Note 
la quantité 


Temps de doublement et de demi-vie

Le coefficient k introduit lors de la mise en équation caractérise la
rapidité de croissance ou de décroissance de la population. On
utilise souvent T défini comme

» temps de doublement de la population si kK > 0
» temps de division par deux (ou temps de demi-vie si k < 0).

Il existe une relation simple entre T et la constante k :

N(t) = Noekt
N(t+ T) = Noek(t+T) = ekT Npekt = ekT N(¢).

On a un doublement, si ekT =2 avec k > 0, c'est-a-dire si
T = In2 069

=%k Tk
On a une division par deux, si ek7 = % avec k < 0, c'est-a-dire
.+ _ In2 __ 0,69
siT = 2F ~ =




Applications concrétes

Les lois exponentielles se rencontrent assez souvent dans la nature. Pour ne
citer que quelque cas :
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Alexei Pantchichkine
Note 
dans une unité de volume


Applications concrétes

Les lois exponentielles se rencontrent assez souvent dans la nature. Pour ne
citer que quelque cas :

e en radioactivité, le nombre d'atomes radioactifs suit une loi exponentielle
décroissante de désintégration radioactive,

e en biologie, le début de développement d'un organisme ou d'un organe est en
général bien décrit par une loi exponentielle (phase exponentielle du développement).
Les cellules se divisent en deux au bout du temps T ; donc, aux temps T, 2T, 3T,
..., le nombre de cellules serait environ de 2Ny, 4Ng,8Ng,16 Ny, . .., ce qui correspond
a la fonction N(t) = No2t/T = Npe"2(t/T) Méme dans le cas ol on part d'une seule
cellule, Ny = 1, c'est cette fonction qui décrit correctement le phénoméne au bout de
quelques cycles de reproduction.
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(loi de Malthus), de coefficient k = 7, — 7,



Applications concrétes

Les lois exponentielles se rencontrent assez souvent dans la nature. Pour ne
citer que quelque cas :

e en radioactivité, le nombre d'atomes radioactifs suit une loi exponentielle
décroissante de désintégration radioactive,

e en biologie, le début de développement d'un organisme ou d'un organe est en
général bien décrit par une loi exponentielle (phase exponentielle du développement).
Les cellules se divisent en deux au bout du temps T ; donc, aux temps T, 2T, 3T,
..., le nombre de cellules serait environ de 2Ny, 4Ng,8Ng,16 Ny, . .., ce qui correspond
a la fonction N(t) = No2t/T = Npe"2(t/T) Méme dans le cas ol on part d'une seule
cellule, Ny = 1, c'est cette fonction qui décrit correctement le phénoméne au bout de
quelques cycles de reproduction.

e en démographie, si on suppose les taux 7, de natalité et taux 7, de mortalité
constants, et si on admet |'hypothése de base, la population suit une loi exponentielle
(loi de Malthus), de coefficient k = 7, — 7,

e en médecine, I'élimination d'un médicament vers |'extérieur suit une loi exponentiell
Une élimination peut étre considérée comme "I'émigration" d'une population de
molécules a travers une membrane; cela améne d un autre type de modéle.
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Note 
decroissante


Datation isotopique : la méthode du carbone 14

La datation des fossiles est importante pour les paléontologues. La
méthode du carbone 14 est basée sur les 2 observations suivantes :
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(1) Le taux 7o de I'isotope Ci4 dans un organisme vivant est toujours le
méme.



Datation isotopique : la méthode du carbone 14

La datation des fossiles est importante pour les paléontologues. La
méthode du carbone 14 est basée sur les 2 observations suivantes :

(1) Le taux 7o de I'isotope Ci4 dans un organisme vivant est toujours le
méme.

(2) Lorsque I'organisme meurt, le taux de Cia décroit par désintégration
naturelle du Ci4 en Cio. Cette désintégration se fait proportionnellement a
la population de Cy4, ce qui conduit a I'équation différentielle

7'(t) = —k7(t); 7(0) = 10
La solution de cette équation différentielle est
kt

7(t) = T0e”

si t = 0 représente |'instant de la mort de |'organisme.



On définit k au moyen de la demi-durée de vie T

par
1
oM =20, &
2
soit In2
n
T=-—°2
r

Connaissant le temps de demi-vie du carbone 14 (environ 5700 ans), on en
déduit, par mesure du taux de carbone 14 présent dans |'échantillon,
I"ancienneté du fossile.

Exemple (3.1, pour les TD)
La désintégration de 50 % du carbone 14 s’est produite dans 5700 ans.

Réponse : t ~ 5700 - 20 — 5700 - 292 — 24600.

2 0,69
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Note 
i.e. exp(-kT)=1/2

Alexei Pantchichkine
Note 
exp(-kt)=1/20, 
k=ln 2/T =>
t=ln(20)/k=T(ln 20/ln 2)


Rappels sur le calcul des primitives et des intégrales (voir

([Bert], p.63-73) &

On part de la notion d’aire d'une surface du plan limitée par une
courbe simple. On ne cherche pas a définir rigoureusement cette
notion, mais plutdt, en admettant des propriétés évidentes
(“additivité des aires de surfaces disjointes, aire d’un rectangle, d'un
trapéze, ..."), a calculer de telles aires.

On s'intéressera surtout au cas d’'une surface limité par la courbe
définie par une équation du type y = f(x). Dans ce cas, I'aire peut
se calculer numériquement, si on connaft une fonction F dont la
dérivée est la fonction f (i.e. si on connait une primitive F de f).


Alexei Pantchichkine
Note 
utilisées pour la résolution mathématique d'équations différentielles 


Définition de l'intégrale de f sur l'intervalle [a, b]

On suppose d'abord a < b. On considére la surface limitée par la courbe
représentative de la fonction f, I'axe Ox et les paralléles x = a, x = b a I'axe Oy.
Si f >0, l'intégrale de f sur I'intervalle [a, b] est I'aire de cette surface.

Sur les intervalles ou £ < 0, I'aire est affectée du signe moins : I'intégrale de f est
I'aire algébrique de la surface.
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L’intégrale de la fonction f
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|2 Fx)dx ou [P F(t)dt ou [Pt |
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Calcul numérique des intégrales

Méthode des rectangles.
On subdivise I'intervalle [a, b] en n intervalles égaux. Le pas h de la méthode est égal

3 @_ On approche l'intégrale | = fab f(x)dx par la somme R, des aires des

rectangles | R, = h[f(a) + f(a+ h) + f(a+2h) +---f(a+ (n—1)h)] |




Calcul numérique des intégrales

Méthode des rectangles.
On subdivise I'intervalle [a, b] en n intervalles égaux. Le pas h de la méthode est égal

3 @_ On approche l'intégrale | = fab f(x)dx par la somme R, des aires des

rectangles | R, = h[f(a) + f(a+ h) + f(a+2h) +---f(a+ (n—1)h)] |
Erreur de la méthode.
On suppose que la fonction f
est dérivable et que
sa dérivée f’ est majorée
en valeur absolue sur [a, b] par M’;
on en déduit la majoration
I = Ry| < 2hM'h < 2% :
On vérifie que R, est d'autant plus >
proche de I que n est grand :
la suite (R,) tend vers l'intégrale /.




{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 

2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Text Output" -1 6 

1 {CSTYLE "" -1 -1 "Courier" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 2 1 3 1 }1 1 

0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" -1 7 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Co

urier" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 

1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 

1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Plo

t" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }

3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 16 "int(cos(x)^2,x);" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,&*&#\"\"\"\"\"#F&*&-%$cosG6#%\"xGF&-%

$sinGF+F&F&F&*&F'!\"\"F,F&F&" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 22 "Int(cos(x)^2, x=1..2);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#-%$Int

G6$*$)-%$cosG6#%\"xG\"\"#\"\"\"/F+;F-F," }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 29 "value(Int(cos(x)^2, x=1..2));" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,(*&#\"\"\"\"\"#F&*&-%$cosG6#F&F&-%$sinGF+F&F&!\"\"*&#F

&F'F&*&-F*6#F'F&-F-F3F&F&F&F0F&" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 

1 0 63 "with(Student[Calculus1]):\nApproximateIntTutor(cos(x)^2, 1..2)

;\n" }}{PARA 6 "" 1 "" {TEXT -1 38 "Initializing Java runtime environm

ent." }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'-%'POINT

SG6$X,%)anythingG6\"6\"[gl'!%\"!!#5\"+\"#3FF00000000000003FD2AEECD46A8

01A3FF199999999999A3FCA55FF68C6E1FE3FF33333333333333FC0CE8A96CE367A3FF

4CCCCCCCCCCCD3FB2517825EB1BF93FF66666666666663F9D95088A9C056F3FF800000

00000003F747ED05E8A767C3FFB3333333333333F90FFD3CA12F05F3FFCCCCCCCCCCCC

D3FAA6E0A597E2B3E3FFE6666666666663FBAC191ECD0431140000000000000003FC62

AB3F2243909-%'COLOURG6&%$RGBG$\"\"!F/$\"*++++\"!\")F.-%'CURVESG6%X,F'F

(F)[gl'!%\"!!#ar\"fn\"#3FF000000000000000000000000000003FF199999999999

A00000000000000003FF199999999999A3FD2AEECD46A801A3FF00000000000003FD2A

EECD46A801A3FF000000000000000000000000000007FFC00000000000000000000000

000003FF199999999999A00000000000000003FF333333333333300000000000000003

FF33333333333333FCA55FF68C6E1FE3FF199999999999A3FCA55FF68C6E1FE3FF1999

99999999A00000000000000007FFC00000000000000000000000000003FF3333333333

33300000000000000003FF4CCCCCCCCCCCD00000000000000003FF4CCCCCCCCCCCD3FC

0CE8A96CE367A3FF33333333333333FC0CE8A96CE367A3FF3333333333333000000000

00000007FFC00000000000000000000000000003FF4CCCCCCCCCCCD000000000000000

03FF666666666666600000000000000003FF66666666666663FB2517825EB1BF93FF4C

CCCCCCCCCCD3FB2517825EB1BF93FF4CCCCCCCCCCCD00000000000000007FFC0000000

0000000000000000000003FF666666666666600000000000000003FF80000000000000

0000000000000003FF80000000000003F9D95088A9C056F3FF66666666666663F9D950

88A9C056F3FF666666666666600000000000000007FFC0000000000000000000000000

0003FF800000000000000000000000000003FF999999999999A00000000000000003FF

999999999999A3F747ED05E8A767C3FF80000000000003F747ED05E8A767C3FF800000

000000000000000000000007FFC00000000000000000000000000003FF999999999999

A00000000000000003FFB33333333333300000000000000003FFB3333333333333F90F

FD3CA12F05F3FF999999999999A3F90FFD3CA12F05F3FF999999999999A00000000000

000007FFC00000000000000000000000000003FFB33333333333300000000000000003

FFCCCCCCCCCCCCD00000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD3FAA6E0A597E2B3E3FFB333

3333333333FAA6E0A597E2B3E3FFB33333333333300000000000000007FFC000000000

00000000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD00000000000000003FFE666666666666000

00000000000003FFE6666666666663FBAC191ECD043113FFCCCCCCCCCCCCD3FBAC191E

CD043113FFCCCCCCCCCCCCD00000000000000007FFC000000000000000000000000000

03FFE66666666666600000000000000004000000000000000000000000000000040000

000000000003FC62AB3F22439093FFE6666666666663FC62AB3F22439093FFE6666666

666660000000000000000-F+6&F-F.F.F0-%&STYLEG6#%%LINEG-F46$X,F'F(F)[gl'!

%\"!!#]q\"R\"#3FF00000000000003FD2AEECD45646FF3FF05947F904AAD13FD16D88

CEC03D1B3FF0A6F6D517576E3FD05BA3D304C9D73FF0FE53AF9C2C0D3FCE5D095FE9E4

363FF15644C9D034D33FCC0EA06511B5393FF1ADCAE3CCD1E43FC9D3DD1C25B10F3FF1

FEF036D0E92E3FC7D29CF84B19073FF252F5C9C632293FC5D031F37587AF3FF2A9DB05

3B6FDF3FC3CF4FC45E2D653FF30078E975CFE63FC1E4563538EB9C3FF359917C221DC6

3FC00157B657703A3FF3A80B49D1CCD83FBCD64CDD95C7F83FF40063A617AC443FB970

662FB6DA0C3FF45918DFCAD6523FB63814404D53913FF4AE956BB789193FB34DBDC255

72CC3FF4FC36AF8631A43FB0D1F5C99FF5FF3FF55885EB753CD13FAC267D49F839CD3F

F5A6B8ACBD9C103FA7DC7EC91687DD3FF601AF3EF259233FA34C5DB8277E353FF65233

CE9CE9E93F9F4C0DD1B2BDF43FF6AA8B0DBAA8B33F9824B899225E743FF6FEAA1DCB42

083F922CC62E2C41833FF7566FB1F7ED9B3F89ABCB6134C8ED3FF7A709C86415B83F81

7AA7DCB81C773FF7FDFA6F0E1C6A3F74C81B14AC860B3FF85848D6D022893F63D91CCB

E3C3EC3FF8A6E57A98A2783F4D94B8E1565D173FF8FBCCA424A99F3F16C767F68C00E7

3FF9538330CC7B993F232A57D3CCF2FB3FF9A9529624EFF93F51E19EBC152FB93FF9FC

592BEB40553F6742D9A3F4E55F3FFA5888C3B3738A3F778022FCDDF61F3FFAAB5E0C5E

15983F82D5282F12E7113FFB03CF370A58483F8C35885816C84E3FFB53F37A2755203F

9327A3B126EEB13FFBAB912BB6E8093F998A0D7A3625E33FFBFE01C3B2D60E3FA02E07

E5B6E0F63FFC542E255752773FA428DFB5EF0BC73FFCA86E3372AC7E3FA87451679428

B43FFD00A1F4B1EE243FAD5EC47692E9E93FFD5594F185DB683FB1404619E379D43FFD

AC7461178EAE3FB41278A392EA193FFE029BA94CA3553FB70FC88A5DA6CD3FFE51C62C

CA8E593FB9F8F7561CA1BB3FFEAC81E2FCF33E3FBD7EF3DA5F4B5A3FFEFDA907676F16

3FC067D714DC0C8E3FFF542FA9E6C3C43FC2415AAF79C03F3FFFA700A5C246E23FC41A

2792DBBED640000000000000003FC62AB3F249B67F-F+6&F-F0F.F.-%+AXESLABELSG6

$Q\"xF)Q!F)-%%VIEWG6$;$\"\"\"F/$\"\"#F/;$!+$o@&Qs!#7$\"+%obe:$!#5" 1 

2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve 1" "Curve

 2" "Curve 3" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 63 "with(Stude

nt[Calculus1]):\nApproximateIntTutor(cos(x)^2, 1..2);\n" }}{PARA 13 "

" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6&-%'CURVESG6%X,%)anythingG6

\"6\"[gl'!%\"!!#aal\"^v\"#3FF000000000000000000000000000003FF000000000

00003FD2AEECD4A179DA3FF01F81F834A6F33FD24250BE29330F3FF03F03F02495B73F

D1D5B4A8A850223FF05E85E8593CAA3FD16918923009563FF07E07E08DE39D3FD0FC7C

7BD33F6B3FF09D89D87DD2603FD08FE066525C7E3FF0BD0BD0B279533FD023444FDA15

B23FF0DC8DC8E720463FCF6D5072C39DCD3FF0FC0FC11BC7393FCE941845D310363FF1

1B91B90BB5FD3FCDBAE01AD14A5D3FF13B13B1405CF03FCCE1A7EE17B6853FF15A95A9

7503E33FCC086FC12728EE3FF17A17A164F2A63FCB2F37962563143FF199999999999A

3FCA55FF6934D57D3FF199999999999A00000000000000003FF0000000000000000000

00000000007FFC00000000000000000000000000003FF199999999999A000000000000

00003FF199999999999A3FCA55FF67EAFAFF3FF1B91B91CE408D3FC99A58E12A98533F

F1D89D89BE2F503FC8DEB25BEB09E53FF1F81F81F2D6433FC8230BD52AA7393FF217A1

7A277D363FC767654E6A448D3FF2372372176BFA3FC6ABBEC92AB61F3FF256A56A4C12

ED3FC5F018426A53733FF276276280B9E03FC53471BB72F7073FF295A95AB560D33FC4

78CB34B2945B3FF2B52B52A54F963FC3BD24AF7305ED3FF2D4AD4AD9F68A3FC3017E28

B2A3413FF2F42F430E9D7D3FC245D7A1F240953FF313B13AFE8C403FC18A311CB2B227

3FF33333333333333FC0CE8A95F24F7B3FF333333333333300000000000000003FF199

999999999A00000000000000007FFC00000000000000000000000000003FF333333333

333300000000000000003FF33333333333333FC0CE8A96CE367A3FF352B52B67DA263F

C037F0DAFC98F63FF372372357C8EA3FBF42AE40E9ABE03FF391B91B8C6FDD3FBE157A

C9B464573FF3B13B13C116D03FBCE8475211294F3FF3D0BD0BB105933FBBBB13DD01A3

433FF3F03F03E5AC863FBA8DE0655E683B3FF40FC0FC1A537A3FB960ACEE2920B23FF4

2F42F44EFA6D3FB833797685E5AA3FF44EC4EC3EE9303FB7064601765F9E3FF46E46E4

7390233FB5D91289D324963FF48DC8DCA837163FB4ABDF129DDD0D3FF4AD4AD49825DA

3FB37EAB9D8E57023FF4CCCCCCCCCCCD3FB2517825EB1BF93FF4CCCCCCCCCCCD000000

00000000003FF333333333333300000000000000007FFC000000000000000000000000

00003FF4CCCCCCCCCCCD00000000000000003FF4CCCCCCCCCCCD3FB2517825EB1BF93F

F4EC4EC50173C03FB17A604C66A3073FF50BD0BCF162833FB0A3487507EB913FF52B52

B52609763FAF98613706E53D3FF54AD4AD5AB06A3FADEA3183FDF3583FF56A56A54A9F

2D3FAC3C01D540846D3FF589D89D7F46203FAA8DD2223792873FF5A95A95B3ED133FA8

DFA26F2EA0A23FF5C8DC8DE894063FA73172BC25AEBD3FF5E85E85D882CA3FA583430D

683FD23FF607E07E0D29BD3FA3D5135A5F4DED3FF627627641D0B03FA226E3A7565C07

3FF646E46E31BF733FA078B3F898ED1C3FF66666666666663F9D95088B1FF66E3FF666

666666666600000000000000003FF4CCCCCCCCCCCD00000000000000007FFC00000000

000000000000000000003FF666666666666600000000000000003FF66666666666663F

9D95088B1FF66E3FF685E85E9B0D593F9BB364821BDFC13FF6A56A568AFC1D3F99D1C0

7ACF97113FF6C4EC4EBFA3103F97F01C71CB80643FF6E46E46F44A033F960E78670F9B

B93FF703F03EE438C73F942CD4617B21073FF723723718DFBA3F924B3056BF3C5C3FF7

42F42F4D86AD3F90698C4DBB25AF3FF7627627822DA03F8D0FD085FE82083FF781F81F

721C633F894C887AD58CA43FF7A17A17A6C3563F858940655DC34E3FF7C0FC0FDB6A49

3F81C5F84FE5F9F83FF7E07E07CB590D3F7C0560897A09283FF80000000000003F747E

D05E8A767C3FF800000000000000000000000000003FF6666666666666000000000000

00007FFC00000000000000000000000000003FF800000000000000000000000000003F

F80000000000003F747ED05E8A767C3FF81F81F834A6F33F732FFBFA6E91F53FF83F03

F02495B73F71E1279862716B3FF85E85E8593CAA3F70925334468CE43FF87E07E08DE3

9D3F6E86FDA05550BA3FF89D89D87DD2603F6BE954DD9CE7A43FF8BD0BD0B279533F69

4BAC140546973FF8DC8DC8E720463F66AE034BCD7D893FF8FC0FC11BC7393F64105A83

95B47A3FF91B91B90BB5FD3F6172B1BF7D73663FF93B13B1405CF03F5DAA11EE8B54B0

3FF95A95A97503E33F586EC05E1BC2933FF97A17A164F2A63F53336ED8AAF0673FF999

999999999A3F4BF03A8AF75C9C3FF999999999999A00000000000000003FF800000000

000000000000000000007FFC00000000000000000000000000003FF999999999999A00

000000000000003FF999999999999A3F4BF03A8AF75C9C3FF9B91B91CE408D3F60E88F

DECB4B193FF9D89D89BE2F503F6AD510FF5BDF323FF9F81F81F2D6433F7260C91DB4A9

923FFA17A17A277D363F775709BBBB638B3FFA372372176BFA3F7C4D4A4C03AD973FFA

56A56A4C12ED3F80A1C5750533C83FFA76276280B9E03F831CE5C40890C53FFA95A95A

B560D33F859806130BEDC13FFAB52B52A54F963F8813265B3012C83FFAD4AD4AD9F68A

3F8A8E46AA336FC43FFAF42F430E9D7D3F8D0966F936CCC03FFB13B13AFE8C403F8F84

8744CA8DC23FFB3333333333333F90FFD3C9E6F55F3FFB333333333333000000000000

00003FF999999999999A00000000000000007FFC00000000000000000000000000003F

FB33333333333300000000000000003FFB3333333333333F90FFD3C9E6F55F3FFB52B5

2B67DA263F93C2002D30EC863FFB72372357C8EA3F96842C899BABB53FFB91B91B8C6F

DD3F994658EB2DD4DD3FFBB13B13C116D03F9C08854E77CC033FFBD0BD0BB105933F9E

CAB1AAE28B333FFBF03F03E5AC863FA0C66F063A5A2E3FFC0FC0FC1A537A3FA2278537

DF55C13FFC2F42F44EFA6D3FA3889B698451543FFC4EC4EC3EE9303FA4E9B197B9B0EB

3FFC6E46E47390233FA64AC7C882C5803FFC8DC8DCA837163FA7ABDDFA27C1133FFCAD

4AD49825DA3FA90CF4285D20AA3FFCCCCCCCCCCCCD3FAA6E0A5926353F3FFCCCCCCCCC

CCCD00000000000000003FFB33333333333300000000000000007FFC00000000000000

000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD00000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD3FAA6E0A

5926353F3FFCEC4EC50173C03FAC835B1584B4763FFD0BD0BCF162833FAE98ABCD97B0

B33FFD2B52B52609763FB056FE44FB17F53FFD4AD4AD5AB06A3FB161A6A32A57903FFD

6A56A54A9F2D3FB26C4EFF33D5AF3FFD89D89D7F46203FB376F75D63154B3FFDA95A95

B3ED133FB4819FBB9254E63FFDC8DC8DE894063FB58C4819C194823FFDE85E85D882CA

3FB696F075CB12A03FFE07E07E0D29BD3FB7A198D3FA523C3FFE27627641D0B03FB8AC

41322991D83FFE46E46E31BF733FB9B6E99058D1733FFE6666666666663FBAC191ECD0

43113FFE66666666666600000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD00000000000000007F

FC00000000000000000000000000003FFE66666666666600000000000000003FFE6666

666666663FBAC191EC624F923FFE85E85E9B0D593FBC1BB613F8B0563FFEA56A568AFC

1D3FBD75DA37438E1F3FFEC4EC4EBFA3103FBECFFE5ED9EEE33FFEE46E46F44A033FC0

1511433827D33FFF03F03EE438C73FC0C22354DD96B83FFF23723718DFBA3FC16F3568

A8C71A3FFF42F42F4D86AD3FC21C477C73F77C3FFF627627822DA03FC2C959903F27DE

3FFF81F81F721C633FC3766BA40A58403FFFA17A17A6C3563FC4237DB7D588A23FFFC0

FC0FDB6A493FC4D08FCBA0B9043FFFE07E07CB590D3FC57DA1DD4627E9400000000000

00003FC62AB3F111584B400000000000000000000000000000003FFE66666666666600

00000000000000-%'COLOURG6&%$RGBG$\"\"!F/F.$\"*++++\"!\")-%&STYLEG6#%%L

INEG-F$6$X,F'F(F)[gl'!%\"!!#]q\"R\"#3FF00000000000003FD2AEECD45646FF3F

F05947F904AAD13FD16D88CEC03D1B3FF0A6F6D517576E3FD05BA3D304C9D73FF0FE53

AF9C2C0D3FCE5D095FE9E4363FF15644C9D034D33FCC0EA06511B5393FF1ADCAE3CCD1

E43FC9D3DD1C25B10F3FF1FEF036D0E92E3FC7D29CF84B19073FF252F5C9C632293FC5

D031F37587AF3FF2A9DB053B6FDF3FC3CF4FC45E2D653FF30078E975CFE63FC1E45635

38EB9C3FF359917C221DC63FC00157B657703A3FF3A80B49D1CCD83FBCD64CDD95C7F8

3FF40063A617AC443FB970662FB6DA0C3FF45918DFCAD6523FB63814404D53913FF4AE

956BB789193FB34DBDC25572CC3FF4FC36AF8631A43FB0D1F5C99FF5FF3FF55885EB75

3CD13FAC267D49F839CD3FF5A6B8ACBD9C103FA7DC7EC91687DD3FF601AF3EF259233F

A34C5DB8277E353FF65233CE9CE9E93F9F4C0DD1B2BDF43FF6AA8B0DBAA8B33F9824B8

99225E743FF6FEAA1DCB42083F922CC62E2C41833FF7566FB1F7ED9B3F89ABCB6134C8

ED3FF7A709C86415B83F817AA7DCB81C773FF7FDFA6F0E1C6A3F74C81B14AC860B3FF8

5848D6D022893F63D91CCBE3C3EC3FF8A6E57A98A2783F4D94B8E1565D173FF8FBCCA4

24A99F3F16C767F68C00E73FF9538330CC7B993F232A57D3CCF2FB3FF9A9529624EFF9

3F51E19EBC152FB93FF9FC592BEB40553F6742D9A3F4E55F3FFA5888C3B3738A3F7780

22FCDDF61F3FFAAB5E0C5E15983F82D5282F12E7113FFB03CF370A58483F8C35885816

C84E3FFB53F37A2755203F9327A3B126EEB13FFBAB912BB6E8093F998A0D7A3625E33F

FBFE01C3B2D60E3FA02E07E5B6E0F63FFC542E255752773FA428DFB5EF0BC73FFCA86E

3372AC7E3FA87451679428B43FFD00A1F4B1EE243FAD5EC47692E9E93FFD5594F185DB

683FB1404619E379D43FFDAC7461178EAE3FB41278A392EA193FFE029BA94CA3553FB7

0FC88A5DA6CD3FFE51C62CCA8E593FB9F8F7561CA1BB3FFEAC81E2FCF33E3FBD7EF3DA

5F4B5A3FFEFDA907676F163FC067D714DC0C8E3FFF542FA9E6C3C43FC2415AAF79C03F

3FFFA700A5C246E23FC41A2792DBBED640000000000000003FC62AB3F249B67F-F+6&F

-F0F.F.-%+AXESLABELSG6$Q\"xF)Q!F)-%%VIEWG6$;$\"\"\"F/$\"\"#F/;$!+$o@&Q

s!#7$\"+%obe:$!#5" 1 6 0 1 10 0 2 9 1 1 2 1.000000 45.000000 

45.000000 0 0 "Curve 1" "Curve 2" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 29 "evalf(Int(cos(x)^2, x=1..2));" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#$\"+Z>]Z$)!#6" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 155 "with(Student[Calculus1]):\nApproximateIntTutor();\nApproximateI

ntTutor(cos(x));\nApproximateIntTutor(cos(x), 0..Pi/2);\nApproximateIn

tTutor(cos(x), x=0..Pi/2);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 368 368 368 

{PLOTDATA 2 "6'-%'POINTSG6$X,%)anythingG6\"6\"[gl'!%\"!!#5\"+\"#3FC999

999999999A3FE9DB22D0E560423FD999999999999A3FE53F7CED9168733FE279A74591

A01F3FE3AEE5D19A55C63FE33333333333333FE3B645A1CAC0833FE999999999999A3F

E6C8B4395810623FF00000000000003FF00000000000003FF33333333333333FF872B0

20C49BA63FF66666666666664002C083126E978D3FF999999999999A400BF7CED91687

2B3FFCCCCCCCCCCCCD401420C49BA5E354-%'COLOURG6&%$RGBG$\"\"!F/$\"*++++\"

!\")F.-%'CURVESG6%X,F'F(F)[gl'!%\"!!#ar\"fn\"#000000000000000000000000

000000003FC999999999999A00000000000000003FC999999999999A3FE9DB22D0E560

4200000000000000003FE9DB22D0E56042000000000000000000000000000000007FFC

00000000000000000000000000003FC999999999999A00000000000000003FD9999999

99999A00000000000000003FD999999999999A3FE53F7CED9168733FC999999999999A

3FE53F7CED9168733FC999999999999A00000000000000007FFC000000000000000000

00000000003FD999999999999A00000000000000003FE3333333333333000000000000

00003FE33333333333333FE3AEE5D19A55C63FD999999999999A3FE3AEE5D19A55C63F

D999999999999A00000000000000007FFC00000000000000000000000000003FE33333

3333333300000000000000003FE999999999999A00000000000000003FE99999999999

9A3FE3B645A1CAC0833FE33333333333333FE3B645A1CAC0833FE33333333333330000

0000000000007FFC00000000000000000000000000003FE999999999999A0000000000

0000003FF000000000000000000000000000003FF00000000000003FE6C8B439581062

3FE999999999999A3FE6C8B4395810623FE999999999999A00000000000000007FFC00

000000000000000000000000003FF000000000000000000000000000003FF333333333

333300000000000000003FF33333333333333FF00000000000003FF00000000000003F

F00000000000003FF000000000000000000000000000007FFC00000000000000000000

000000003FF333333333333300000000000000003FF666666666666600000000000000

003FF66666666666663FF872B020C49BA63FF33333333333333FF872B020C49BA63FF3

33333333333300000000000000007FFC00000000000000000000000000003FF6666666

66666600000000000000003FF999999999999A00000000000000003FF999999999999A

4002C083126E978D3FF66666666666664002C083126E978D3FF6666666666666000000

00000000007FFC00000000000000000000000000003FF999999999999A000000000000

00003FFCCCCCCCCCCCCD00000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD400BF7CED916872B3F

F999999999999A400BF7CED916872B3FF999999999999A00000000000000007FFC0000

0000000000000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD000000000000000040000000000000

0000000000000000004000000000000000401420C49BA5E3543FFCCCCCCCCCCCCD4014

20C49BA5E3543FFCCCCCCCCCCCCD0000000000000000-F+6&F-F.F.F0-%&STYLEG6#%%

LINEG-F46$X,F'F(F)[gl'!%\"!!#]q\"R\"#00000000000000003FF00000000000003

FA651FE412AB4503FEE9B8DDB5C58FE3FB4DEDAA2EAEDBC3FED689503D9BF7B3FBFCA7

5F38581983FEC1661788F13EC3FC5644C9D034D2E3FEACD29EBC47E3D3FCADCAE3CCD1

E393FE9948B3F5635D63FCFEF036D0E92DC3FE88373B9FA3AB03FD297AE4E3191473FE

77D0179E345833FD54ED829DB7EFA3FE686E7AE85F5AA3FD803C74BAE7F2E3FE5AEE88

440D3B03FDACC8BE110EE2C3FE4F32FA41EBC4F3FDD405A4E8E66C43FE46DF8C47C134

83FE0018E985EB1103FE3FF9C7700AEDD3FE164637F2B594A3FE3BED587C0AA023FE2B

A55AEDE24633FE3AFC94C845F363FE3F0DABE18C6923FE3CD730616E3EF3FE56217ADD

4F3453FE42A38006A78F93FE69AE2B2F670423FE4ACD5209E008C3FE806BCFBC9648D3

FE584A51EAA952E3FE948CF3A73A7A53FE68047F6A82D953FEAAA2C36EAA2CC3FE7D98

9FE0092FA3FEBFAA8772D08213FE96914D1AB137B3FED59BEC7DFB66D3FEB574F13FD7

AD13FEE9C27219056DE3FED6601ABDADE443FEFF7E9BC3871A83FEFEFD99980CF8D3FF

0B091ADA045123FF1784CF8CB5F0D3FF14DCAF53144F13FF2EF6833ED80EE3FF1F7994

849533E3FF4B08F9739BB1C3FF2A7066198F7323FF6B26989F1521A3FF352A52C49DFF

23FF8DBF4FE3833E23FF3F8B257D680AA3FFB251E22B6A0B33FF4B1118766E7143FFDE

9F9C42499043FF556BC18BC2B3040004EE3A3DA42283FF6079E6E14B0914001DDD3918

FAC663FF6A7E6F44EAA404003628B9F0AA8FD3FF75722576DD01240052A0802C7ED973

FF7FC038765AC1D4006F48C612E11283FF8A85C4AAEA4EE4008F3BFCCEC2AD23FF950D

C66E558FC400B07F2C177F4FD3FFA0143E963DC48400D5861483057F03FFAAB29E30BB

6D1400FB5F8704E49AC3FFB58E8C22F1D5D401122DCE3B2A8673FFC0537529946AA401

27AAF789209AA3FFCA38C59951CB24013C7662400EBA63FFD5903C5F9E67D401558F4F

E2689AA3FFDFB520ECEDE2D4016D2D6C5EEEA083FFEA85F53CD8788401879A95CA0E5C

73FFF4E014B848DC4401A2208415A7A204000000000000000401C000000000000-F+6&

F-F0F.F.-%+AXESLABELSG6$Q\"xF)Q!F)-%%VIEWG6$;F.$\"\"#F/;F.$\"+'H'H'\\(

!\"*" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve 1

" "Curve 2" "Curve 3" }}}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 33 "Warning, computa

tion interrupted\n" }}}}{MARK "3 2 0" 2 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 1 1 

1 1 }{PAGENUMBERS 0 1 2 33 1 1 }
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Propriétés de |'intégrale

Propriétés algébriques

JE(F(E) + g(0)de = [ F(1)dt + [P g(t)dt
fab k- f(t)dt = k- fab f(t)dt‘ pour toute constante k € R.

» Linéarité sur l'intervalle fixé :
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‘ fab k- f(t)dt = k- fab f(t)dt‘ pour toute constante k € R.

> Propriétés relatives a l'intervalle d’intégration : Pour a < b on pose :
| J7 F(0)de = — [2F(2)dt |, alors | [< F(2)dt = [ F(t)d + [ F(1)dt ]
pour tous a, b, c € R (I'égalité de Chasle).
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> Primitive d'une fonction. Si F est une fonction dérivable telle que F/ = f, on dit que
F est une primitive de . On suppose f continue sur un intervalle.



Propriétés de |'intégrale

Propriétés algébriques

» Linéarité sur l'intervalle fixé :

JE(F(E) + g(0)de = [ F(1)dt + [P g(t)dt
‘ fab k- f(t)dt = k- fab f(t)dt‘ pour toute constante k € R.

> Propriétés relatives a l'intervalle d’intégration : Pour a < b on pose :
| J7 F(0)de = — [2F(2)dt |, alors | [< F(2)dt = [ F(t)d + [ F(1)dt ]
pour tous a, b, c € R (I'égalité de Chasle).

Relations entre I'intégrale et la primitive
> Primitive d'une fonction. Si F est une fonction dérivable telle que F/ = f, on dit que
F est une primitive de f. On suppose f continue sur un intervalle.
La fonction F définie par F(x) = [ f(t)dt est une primitive de f. ‘

Indication : On veut montrer F’(x) = f(x). L'identité de Chasle donne :

x+Ax
F(x+Ax)—F(x):/ f(t)dx = Ax - f(x) + E(x), avec
CAF(x) e
|E(x)| < AxAf(x) = AI)lm0 Ax f(x), puisque 0.



Propriétés de |'intégrale

Propriétés algébriques

» Linéarité sur l'intervalle fixé :

JE(F(E) + g(0)de = [ F(1)dt + [P g(t)dt
‘ fab k- f(t)dt = k- fab f(t)dt‘ pour toute constante k € R.

> Propriétés relatives a l'intervalle d’intégration : Pour a < b on pose :
| J7 F(0)de = — [2F(2)dt |, alors | [< F(2)dt = [ F(t)d + [ F(1)dt ]
pour tous a, b, c € R (I'égalité de Chasle).

Relations entre I'intégrale et la primitive
> Primitive d'une fonction. Si F est une fonction dérivable telle que F/ = f, on dit que
F est une primitive de f. On suppose f continue sur un intervalle.
La fonction F définie par F(x) = [ f(t)dt est une primitive de f. ‘

Indication : On veut montrer F’(x) = f(x). L'identité de Chasle donne :

x+Ax
F(x+Ax)—F(x):/ f(t)dx = Ax - f(x) + E(x), avec
CAF(x) e
|E(x)| < AxAf(x) = AI)lm0 Ax f(x), puisque 0.

» Formule fondamentale du calcul intégral :

/b F'(t)dt = F(b) — F(a)



Alexei Pantchichkine
Texte surligné 


Tableau des primitives usuelles

(toute autre primitive est de la forme F+ constante).


Alexei Pantchichkine
Note 
RAPPELS


Tableau des primitives usuelles

(toute autre primitive est de la forme F+ constante)

» Fonctions puissances f(x) = x%, F(x) = —1=x**1 (pour a # —1)

a+1



Tableau des primitives usuelles
(toute autre primitive est de la forme F+ constante)
a“ x*1 (pour a # —1)

» Fonctions exponentielles f(x) = e™*, F(x) = Xe()"‘) (pour A #0)

» Fonctions puissances f(x) = x*, F(x) =



Tableau des primitives usuelles

(toute autre primitive est de la forme F+ constante).

» Fonctions puissances f(x) = x*, F(x) = a“

x*1 (pour a # —1)

» Fonctions exponentielles f(x) = e™*, F(x) = Xe()"‘) (pour A #0)

» Fonctions trigonométriques f(x) = cos(wx), F(x) = -

f(x) = sin(wx), F(x) = —L cos(wx) (pour w # 0
f(x) =

_1
cos? x

L sin

(wx) (pour w # 0)

 F(x)=tgx (pour -2 <x<ZouZ<x<3Fou..)



Tableau des primitives usuelles

(toute autre primitive est de la forme F+ constante).

a“ x*1 (pour a # —1)

» Fonctions exponentielles f(x) = e™*, F(x) = Xe()"‘) (pour A #0)

» Fonctions puissances f(x) = x*, F(x) =

> Fonctions trigonométriques f(x) = cos(wx), F(x) = X sin(wx) (pour w # 0)
f(x) = sin(wx), F(x) = —L cos(wx) (pour w # 0

f(x) = 5. F(x) =tgx (pour -2 <x<ZouZ<x<3¥ou..)
> f(x) = 5. F(x) = In|x 4 a| (pour x < —a ou pour x > —a)



Tableau des primitives usuelles

(toute autre primitive est de la forme F+ constante).

a“ x*1 (pour a # —1)

» Fonctions exponentielles f(x) = e™*, F(x) = Xe()"‘) (pour A #0)

> Fonctions trigonométriques f(x) = cos(wx), F(x) = X sin(wx) (pour w # 0)

f(x) = sin(wx) F(x) = —1 cos(wx) (pour w # 0

» Fonctions puissances f(x) = x*, F(x) =

f(x) = cosZX’ F(x) =tgx (pour -2 <x<ZouZ<x<3Fou..)
> f(x)= XH, F(x) =In|x + a| (pour x < —a ou pour x > —a)
> f(x) =115, F(x) =3 In|2] (pour x < —1 ou pour —1 < x < L ou x > 1)



Tableau des primitives usuelles

(toute autre primitive est de la forme F+ constante).

a“ x*1 (pour a # —1)

» Fonctions exponentielles f(x) = e™*, F(x) = Xe()"‘) (pour A #0)

> Fonctions trigonométriques f(x) = cos(wx), F(x) = X sin(wx) (pour w # 0)

f(x) = sin(wx), F(x) = 7% cos(wx) (pour w # 0

» Fonctions puissances f(x) = x*, F(x) =

f(x) = 5. F(x) =tgx (pour -2 <x<ZouZ<x<3¥ou..)

> f(x) = 5. F(x) = In|x 4 a| (pour x < —a ou pour x > —a)
f(x) =125, F(x) = In |3 (pour x < —1 ou pour —1 < x < 1 ou x > 1)
(x)

» f(x)= -1



Tableau des primitives usuelles

(toute autre primitive est de la forme F+ constante).
a“ x*1 (pour a # —1)
» Fonctions exponentielles f(x) = e™*, F(x) = Xe()"‘) (pour A #0)

> Fonctions trigonométriques f(x) = cos(wx), F(x) = X sin(wx) (pour w # 0)
f(x) = sin(wx), F(x) = —L cos(wx) (pour w # 0

» Fonctions puissances f(x) = x*, F(x) =

f(x) = 5. F(x) =tgx (pour -2 <x<ZouZ<x<3¥ou..)
> f(x)= %ﬂ F(x) =In|x + a| (pour x < —a ou pour x > —a)
> f(x)= x2’ F(x) =%In[#Z| (pour x < —1 ou pour —1 < x < 1 ou x > 1)
> f(x)= 1+x2’ F(x) = arctgx
> f(x)= 117)(2, F(x) = arcsinx (pour —1 < x < 1)



Tableau des primitives usuelles

(toute autre primitive est de la forme F+ constante).

a“ x*1 (pour a # —1)

» Fonctions exponentielles f(x) = e™*, F(x) = Xe()"‘) (pour A #0)

> Fonctions trigonométriques f(x) = cos(wx), F(x) = X sin(wx) (pour w # 0)

f(x) = sin(wx), F(x) = 7% cos(wx) (pour w # 0

» Fonctions puissances f(x) = x*, F(x) =

f(x) = 5. F(x) =tgx (pour -2 <x<ZouZ<x<3¥ou..)
> f(x) = 5. F(x) = In|x 4 a| (pour x < —a ou pour x > —a)
> f(x) =115, F(x) =3 In|2] (pour x < —1 ou pour —1 < x < L ou x > 1)
> f(x)= 1+1x2' F(x) = arctgx
> f(x)= 117)(2, F(x) = arcsinx (pour —1 < x < 1) @
> f(x)= 11“2, F(x) = arcsinhx


Alexei Pantchichkine
Note 
Preuve à partir de
sin(arcsin(x))=x pour x \in [-1, 1]
sin(F(x))=x=> 
cos(F(x)). F'(x)=1. Mais cos(y)=
\sqrt(1- (sin(y))^2) donc y=arcsin(x) donne 
cos(arcsin(x)) = \sqrt(1- (sin(arcsin(x)))^2)=\sqrt{1- x^2}


Cours N°3, E]
\/[;t;odes de calcul des primitives

Intégration par parties. (uv) = uv’ + vu’ impliquie
fb(uv)’dx = fb uv'dx + fb vu'dx = fab udv + fab vdu, d’ou

fa udv = [uv]? fa vdu | ou encore

J2 u(x)V'(x)dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) — [2 v(x)u/(x)dx.



Alexei Pantchichkine
Note 
le 8 février (cours de rattrapage)

Alexei Pantchichkine
Note 
RAPPEL: The Newton-Leibnitz formula


Cours N°3,

Méthodes de calcul des primitives
Intégration par parties. (uv) = uv’ + vu’ impliquie
fb(uv)’dx = fb uv'dx + fb vu'dx = fab udv + fab vdu, d’ou
fa udv = [uv]? fa vdu | ou encore
J2 u(x)V'(x)dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) — [2 v(x)u/(x)dx.
Exercice (3.2. Application : recherche d'une primitive de f(x) = In(x))
Montrer que F, définie par F(x) = xIn(x) — x (pour x > 0)), est une primitive de

In(x).




Cours N°3,

Méthodes de calcul des primitives
Intégration par parties. (uv) = uv’ + vu’ impliquie
fb(uv)’dx = fb uv'dx + fb vu'dx = fab udv + fab vdu, d’ou
fa udv = [uv]? fa vdu | ou encore
J2 u(x)V'(x)dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) — [2 v(x)u/(x)dx.
Exercice (3.2. Application : recherche d'une primitive de f(x) = In(x))
Montrer que F, définie par F(x) = xIn(x) — x (pour x > 0)), est une primitive de

In(x).

Utilisation de la notation différentielle.




Cours N°3,

Méthodes de calcul des primitives

Intégration par parties. (uv) = uv’ + vu’ impliquie

fb(uv)’dx = fb uv'dx + fb vu'dx = fab udv + fab vdu, d’ou

fa udv = [uv]? fa vdu | ou encore

J2 u(x)V'(x)dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) — [2 v(x)u/(x)dx.

Exercice (3.2. Application : recherche d'une primitive de f(x) = In(x))
Montrer que F, définie par F(x) = xIn(x) — x (pour x > 0)), est une primitive de

In(x).

Utilisation de la notation différentielle.

Exercice (3.3. Application : recherche d’une primitive de f(x) = —2—)

xIn(x)

Montrer que si f(x) = xln(x) F(x) =In]|In(x)| (pour x > 1),



Changement de variables
Régle pratique du changement de variables :

» On choisit la nouvelle variable u = u(x)
» On transforme les différentielles suivant les régles habituelles : du = v/(x)dx,
d'o dx = 94
u'(x
» On transforme I'élément différentiel a intégrer de maniére a obtenir un élément
différentiel en u et du. ®)
. rb . u
» On transforme les bornes : [’ devient fu(a) .



Changement de variables
Régle pratique du changement de variables :

» On choisit la nouvelle variable u = u(x)
» On transforme les différentielles suivant les régles habituelles : du = v/(x)dx,
d’ot dx = 2L
u'(x
» On transforme I'élément différentiel a intégrer de maniére a obtenir un élément
différentiel en u et du. ®)
. rb . u
» On transforme les bornes : [’ devient fu(a) .

Exercice (3.4. Application : recherche d’une primitive de f(x) = Sml(x))
Montrer que si f(x) = =2—, F = Intg(%)| (pour sin(x) # 0),

sm(x)’

Exercice (3.5. Fonctions logarithmiques)
Soit f(x) = tg(x). Pour quel x >0 on a F = —In | cos(x)| ?



Généralisations, voir [Bert], p.73-75



Généralisations, voir [Bert], p.73-75

Intégrale sur un intervalle infini. Soit f une fonction de la variable x définie et
coninue pour x > 0. On consideére l'intégralle /4 = faA f(x)dx, ot A est un nombre
réel > a.

Si I4 a une limite quand A tend vers +o00, on appelle cette limite I'intégrale de f sur

[a,+0c], et on la note | I = [* f(x)dx | Dans le cas ou la fonction f > 0, cette

limite mesure la surface infinie comprise entre la courbe représentative de f, I'axe des
x et la droite x = a.

JY a +o0
Définitions analogues pour [ f(x)dx et pour [T f(x)dx.



Généralisations, voir [Bert], p.73-75

Intégrale sur un intervalle infini. Soit f une fonction de la variable x définie et
coninue pour x > 0. On consideére l'intégralle /4 = faA f(x)dx, ot A est un nombre
réel > a.

Si I4 a une limite quand A tend vers +o00, on appelle cette limite I'intégrale de f sur

[a,+0c], et on la note | I = [* f(x)dx | Dans le cas ou la fonction f > 0, cette

limite mesure la surface infinie comprise entre la courbe représentative de f, I'axe des
x et la droite x = a.

Définitions analogues pour [ f(x)dx et pour fj:oo f(x)dx.

Exemples (3.6.)

a) [[°Lhdx=1.

A 1\ A 1
En effet |im / —2dx = lim (77> ) = lim <77 + 1) =1.
A—+too J1 X A-too \ X/ 11 A-too\ A



Généralisations, voir [Bert], p.73-75

Intégrale sur un intervalle infini. Soit f une fonction de la variable x définie et
coninue pour x > 0. On consideére l'intégralle /4 = faA f(x)dx, ot A est un nombre
réel > a.

Si I4 a une limite quand A tend vers +o00, on appelle cette limite I'intégrale de f sur

[a,+0c], et on la note | I = [* f(x)dx | Dans le cas ou la fonction f > 0, cette

limite mesure la surface infinie comprise entre la courbe représentative de f, I'axe des
x et la droite x = a.

Définitions analogues pour [ f(x)dx et pour fj:oo f(x)dx.

Exemples (3.6.)

a) [[°Lhdx=1.

) A , 1\ A , 1
En effet |im / —2dx = lim (77> ) = lim <77 + 1) =1.
A—+too J1 X A-too \ X/ 11 A-too\ A
b) [° Ldx n’existe pas.



Généralisations (suite) voir [Bert], p.73-75

Intégrale d'une fonction non-bornée. Soit f une fonction de la variable x
définie sur un intervalle ]a, b] On consid.ére I'intégralle I, = fab+u f(x)dx,
ol u est un nombre réel strictement positif.

Si I, a une limite quand u tend vers 0, on appelle cette limite |'intégrale de

f sur [a, b], et on la note |/ = fab f(x)dx | Dans le cas ot la fonction

f > 0, cette limite mesure la surface infinie comprise entre la courbe
représentative de f, |'axe des x et les droites x = a et x = a.



Généralisations (suite) voir [Bert], p.73-75

Intégrale d'une fonction non-bornée. Soit f une fonction de la variable x
définie sur un intervalle ]a, b] On consid.ére I'intégralle I, = fab+u f(x)dx,
ol u est un nombre réel strictement positif.

Si I, a une limite quand u tend vers 0, on appelle cette limite |'intégrale de

f sur [a, b], et on la note |/ = fab f(x)dx | Dans le cas ot la fonction

f > 0, cette limite mesure la surface infinie comprise entre la courbe
représentative de f, |'axe des x et les droites x = a et x = a.

Exemples (3.7.)

a)/olxj)?dx—z

1
En effet lim / —

1 .
Jim, | == = im (2-2vu) =2.

u——+0

dx = ulinjro (2\/;)




Généralisations (suite) voir [Bert], p.73-75

Intégrale d'une fonction non-bornée. Soit f une fonction de la variable x
définie sur un intervalle ]a, b] On consid.ére I'intégralle I, = fab+u f(x)dx,
ol u est un nombre réel strictement positif.

Si I, a une limite quand u tend vers 0, on appelle cette limite |'intégrale de

f sur [a, b], et on la note |/ = fab f(x)dx | Dans le cas ot la fonction

f > 0, cette limite mesure la surface infinie comprise entre la courbe
représentative de f, |'axe des x et les droites x = a et x = a.

Exemples (3.7.)
1

1
a —dx =2.
) [
1
En effet ||m / —dxf lim (2vx)| =
u—+0 u

1
b) / — dx n'existe pas.
o X

lim (2 -2vu) =2.

u—+



Exemples de problémes (pour TD, voir [Ayr], p.49-50)



Exemples de problémes (pour TD, voir [Ayr], p.49-50)
1. Si la population d'un pays double en 50 ans, en combien de temps
triplera-t-elle, compte tenu de ce que le taux instantané d’'accroissement

est proportionnel au nombre d’habitants?

Réponse : 79 ans ~ 50 - In(3)/In(2).



Exemples de problémes (pour TD, voir [Ayr], p.49-50)

1. Si la population d'un pays double en 50 ans, en combien de temps
triplera-t-elle, compte tenu de ce que le taux instantané d’'accroissement
est proportionnel au nombre d’habitants?

Réponse : 79 ans ~ 50 - In(3)/In(2).

2. Dans une culture le taux instantané d'accroisement du nombre des
bactéries est proportionnel a ce nombre.

(a) Si I'on constate que ce nombre double en 4 heures, quel sera-t-il au
bout de 12 heures?

(b) S'il y a 10* bactéries au bout de 3 heures et 4 - 10* au bout de 5
heures, quel était le nombre initial 7

Réponse : (a) 8 fois (b) Il y avait 10%/8 bactéries initialement.



Calcul des prlmlget d'intégrales avec Maple (optionnel)
> with(Student[Calculusi]):
Approximateln r();
ApproximateIn%r (cos(x)); g
ApproximateInttutor(cos(x), 0..Pi/2);
ApproximateIntTutor(cos(x), x=0..Pi/2);

0762 04 06 08 1 12 14 18 18 2
x

Fig.: 2


Alexei Pantchichkine
Note 
Correction: 
> with(Student[Calculus1]):
ApproximateIntTutor(1-x+x^3, 0..2);


{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 

2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Text Output" -1 6 

1 {CSTYLE "" -1 -1 "Courier" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 2 1 3 1 }1 1 

0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" -1 7 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Co

urier" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 

1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 

1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Plo

t" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }

3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 16 "int(cos(x)^2,x);" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,&*&#\"\"\"\"\"#F&*&-%$cosG6#%\"xGF&-%

$sinGF+F&F&F&*&F'!\"\"F,F&F&" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 22 "Int(cos(x)^2, x=1..2);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#-%$Int

G6$*$)-%$cosG6#%\"xG\"\"#\"\"\"/F+;F-F," }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 29 "value(Int(cos(x)^2, x=1..2));" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,(*&#\"\"\"\"\"#F&*&-%$cosG6#F&F&-%$sinGF+F&F&!\"\"*&#F

&F'F&*&-F*6#F'F&-F-F3F&F&F&F0F&" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 

1 0 63 "with(Student[Calculus1]):\nApproximateIntTutor(cos(x)^2, 1..2)

;\n" }}{PARA 6 "" 1 "" {TEXT -1 38 "Initializing Java runtime environm

ent." }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'-%'POINT

SG6$X,%)anythingG6\"6\"[gl'!%\"!!#5\"+\"#3FF00000000000003FD2AEECD46A8

01A3FF199999999999A3FCA55FF68C6E1FE3FF33333333333333FC0CE8A96CE367A3FF

4CCCCCCCCCCCD3FB2517825EB1BF93FF66666666666663F9D95088A9C056F3FF800000

00000003F747ED05E8A767C3FFB3333333333333F90FFD3CA12F05F3FFCCCCCCCCCCCC

D3FAA6E0A597E2B3E3FFE6666666666663FBAC191ECD0431140000000000000003FC62

AB3F2243909-%'COLOURG6&%$RGBG$\"\"!F/$\"*++++\"!\")F.-%'CURVESG6%X,F'F

(F)[gl'!%\"!!#ar\"fn\"#3FF000000000000000000000000000003FF199999999999

A00000000000000003FF199999999999A3FD2AEECD46A801A3FF00000000000003FD2A

EECD46A801A3FF000000000000000000000000000007FFC00000000000000000000000

000003FF199999999999A00000000000000003FF333333333333300000000000000003

FF33333333333333FCA55FF68C6E1FE3FF199999999999A3FCA55FF68C6E1FE3FF1999

99999999A00000000000000007FFC00000000000000000000000000003FF3333333333

33300000000000000003FF4CCCCCCCCCCCD00000000000000003FF4CCCCCCCCCCCD3FC

0CE8A96CE367A3FF33333333333333FC0CE8A96CE367A3FF3333333333333000000000

00000007FFC00000000000000000000000000003FF4CCCCCCCCCCCD000000000000000

03FF666666666666600000000000000003FF66666666666663FB2517825EB1BF93FF4C

CCCCCCCCCCD3FB2517825EB1BF93FF4CCCCCCCCCCCD00000000000000007FFC0000000

0000000000000000000003FF666666666666600000000000000003FF80000000000000

0000000000000003FF80000000000003F9D95088A9C056F3FF66666666666663F9D950

88A9C056F3FF666666666666600000000000000007FFC0000000000000000000000000

0003FF800000000000000000000000000003FF999999999999A00000000000000003FF

999999999999A3F747ED05E8A767C3FF80000000000003F747ED05E8A767C3FF800000

000000000000000000000007FFC00000000000000000000000000003FF999999999999

A00000000000000003FFB33333333333300000000000000003FFB3333333333333F90F

FD3CA12F05F3FF999999999999A3F90FFD3CA12F05F3FF999999999999A00000000000

000007FFC00000000000000000000000000003FFB33333333333300000000000000003

FFCCCCCCCCCCCCD00000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD3FAA6E0A597E2B3E3FFB333

3333333333FAA6E0A597E2B3E3FFB33333333333300000000000000007FFC000000000

00000000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD00000000000000003FFE666666666666000

00000000000003FFE6666666666663FBAC191ECD043113FFCCCCCCCCCCCCD3FBAC191E

CD043113FFCCCCCCCCCCCCD00000000000000007FFC000000000000000000000000000

03FFE66666666666600000000000000004000000000000000000000000000000040000

000000000003FC62AB3F22439093FFE6666666666663FC62AB3F22439093FFE6666666

666660000000000000000-F+6&F-F.F.F0-%&STYLEG6#%%LINEG-F46$X,F'F(F)[gl'!

%\"!!#]q\"R\"#3FF00000000000003FD2AEECD45646FF3FF05947F904AAD13FD16D88

CEC03D1B3FF0A6F6D517576E3FD05BA3D304C9D73FF0FE53AF9C2C0D3FCE5D095FE9E4

363FF15644C9D034D33FCC0EA06511B5393FF1ADCAE3CCD1E43FC9D3DD1C25B10F3FF1

FEF036D0E92E3FC7D29CF84B19073FF252F5C9C632293FC5D031F37587AF3FF2A9DB05

3B6FDF3FC3CF4FC45E2D653FF30078E975CFE63FC1E4563538EB9C3FF359917C221DC6

3FC00157B657703A3FF3A80B49D1CCD83FBCD64CDD95C7F83FF40063A617AC443FB970

662FB6DA0C3FF45918DFCAD6523FB63814404D53913FF4AE956BB789193FB34DBDC255

72CC3FF4FC36AF8631A43FB0D1F5C99FF5FF3FF55885EB753CD13FAC267D49F839CD3F

F5A6B8ACBD9C103FA7DC7EC91687DD3FF601AF3EF259233FA34C5DB8277E353FF65233

CE9CE9E93F9F4C0DD1B2BDF43FF6AA8B0DBAA8B33F9824B899225E743FF6FEAA1DCB42

083F922CC62E2C41833FF7566FB1F7ED9B3F89ABCB6134C8ED3FF7A709C86415B83F81

7AA7DCB81C773FF7FDFA6F0E1C6A3F74C81B14AC860B3FF85848D6D022893F63D91CCB

E3C3EC3FF8A6E57A98A2783F4D94B8E1565D173FF8FBCCA424A99F3F16C767F68C00E7

3FF9538330CC7B993F232A57D3CCF2FB3FF9A9529624EFF93F51E19EBC152FB93FF9FC

592BEB40553F6742D9A3F4E55F3FFA5888C3B3738A3F778022FCDDF61F3FFAAB5E0C5E

15983F82D5282F12E7113FFB03CF370A58483F8C35885816C84E3FFB53F37A2755203F

9327A3B126EEB13FFBAB912BB6E8093F998A0D7A3625E33FFBFE01C3B2D60E3FA02E07

E5B6E0F63FFC542E255752773FA428DFB5EF0BC73FFCA86E3372AC7E3FA87451679428

B43FFD00A1F4B1EE243FAD5EC47692E9E93FFD5594F185DB683FB1404619E379D43FFD

AC7461178EAE3FB41278A392EA193FFE029BA94CA3553FB70FC88A5DA6CD3FFE51C62C

CA8E593FB9F8F7561CA1BB3FFEAC81E2FCF33E3FBD7EF3DA5F4B5A3FFEFDA907676F16

3FC067D714DC0C8E3FFF542FA9E6C3C43FC2415AAF79C03F3FFFA700A5C246E23FC41A

2792DBBED640000000000000003FC62AB3F249B67F-F+6&F-F0F.F.-%+AXESLABELSG6

$Q\"xF)Q!F)-%%VIEWG6$;$\"\"\"F/$\"\"#F/;$!+$o@&Qs!#7$\"+%obe:$!#5" 1 

2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve 1" "Curve

 2" "Curve 3" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 63 "with(Stude

nt[Calculus1]):\nApproximateIntTutor(cos(x)^2, 1..2);\n" }}{PARA 13 "

" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6&-%'CURVESG6%X,%)anythingG6

\"6\"[gl'!%\"!!#aal\"^v\"#3FF000000000000000000000000000003FF000000000

00003FD2AEECD4A179DA3FF01F81F834A6F33FD24250BE29330F3FF03F03F02495B73F

D1D5B4A8A850223FF05E85E8593CAA3FD16918923009563FF07E07E08DE39D3FD0FC7C

7BD33F6B3FF09D89D87DD2603FD08FE066525C7E3FF0BD0BD0B279533FD023444FDA15

B23FF0DC8DC8E720463FCF6D5072C39DCD3FF0FC0FC11BC7393FCE941845D310363FF1

1B91B90BB5FD3FCDBAE01AD14A5D3FF13B13B1405CF03FCCE1A7EE17B6853FF15A95A9

7503E33FCC086FC12728EE3FF17A17A164F2A63FCB2F37962563143FF199999999999A

3FCA55FF6934D57D3FF199999999999A00000000000000003FF0000000000000000000

00000000007FFC00000000000000000000000000003FF199999999999A000000000000

00003FF199999999999A3FCA55FF67EAFAFF3FF1B91B91CE408D3FC99A58E12A98533F

F1D89D89BE2F503FC8DEB25BEB09E53FF1F81F81F2D6433FC8230BD52AA7393FF217A1

7A277D363FC767654E6A448D3FF2372372176BFA3FC6ABBEC92AB61F3FF256A56A4C12

ED3FC5F018426A53733FF276276280B9E03FC53471BB72F7073FF295A95AB560D33FC4

78CB34B2945B3FF2B52B52A54F963FC3BD24AF7305ED3FF2D4AD4AD9F68A3FC3017E28

B2A3413FF2F42F430E9D7D3FC245D7A1F240953FF313B13AFE8C403FC18A311CB2B227

3FF33333333333333FC0CE8A95F24F7B3FF333333333333300000000000000003FF199

999999999A00000000000000007FFC00000000000000000000000000003FF333333333

333300000000000000003FF33333333333333FC0CE8A96CE367A3FF352B52B67DA263F

C037F0DAFC98F63FF372372357C8EA3FBF42AE40E9ABE03FF391B91B8C6FDD3FBE157A

C9B464573FF3B13B13C116D03FBCE8475211294F3FF3D0BD0BB105933FBBBB13DD01A3

433FF3F03F03E5AC863FBA8DE0655E683B3FF40FC0FC1A537A3FB960ACEE2920B23FF4

2F42F44EFA6D3FB833797685E5AA3FF44EC4EC3EE9303FB7064601765F9E3FF46E46E4

7390233FB5D91289D324963FF48DC8DCA837163FB4ABDF129DDD0D3FF4AD4AD49825DA

3FB37EAB9D8E57023FF4CCCCCCCCCCCD3FB2517825EB1BF93FF4CCCCCCCCCCCD000000

00000000003FF333333333333300000000000000007FFC000000000000000000000000

00003FF4CCCCCCCCCCCD00000000000000003FF4CCCCCCCCCCCD3FB2517825EB1BF93F

F4EC4EC50173C03FB17A604C66A3073FF50BD0BCF162833FB0A3487507EB913FF52B52

B52609763FAF98613706E53D3FF54AD4AD5AB06A3FADEA3183FDF3583FF56A56A54A9F

2D3FAC3C01D540846D3FF589D89D7F46203FAA8DD2223792873FF5A95A95B3ED133FA8

DFA26F2EA0A23FF5C8DC8DE894063FA73172BC25AEBD3FF5E85E85D882CA3FA583430D

683FD23FF607E07E0D29BD3FA3D5135A5F4DED3FF627627641D0B03FA226E3A7565C07

3FF646E46E31BF733FA078B3F898ED1C3FF66666666666663F9D95088B1FF66E3FF666

666666666600000000000000003FF4CCCCCCCCCCCD00000000000000007FFC00000000

000000000000000000003FF666666666666600000000000000003FF66666666666663F

9D95088B1FF66E3FF685E85E9B0D593F9BB364821BDFC13FF6A56A568AFC1D3F99D1C0

7ACF97113FF6C4EC4EBFA3103F97F01C71CB80643FF6E46E46F44A033F960E78670F9B

B93FF703F03EE438C73F942CD4617B21073FF723723718DFBA3F924B3056BF3C5C3FF7

42F42F4D86AD3F90698C4DBB25AF3FF7627627822DA03F8D0FD085FE82083FF781F81F

721C633F894C887AD58CA43FF7A17A17A6C3563F858940655DC34E3FF7C0FC0FDB6A49

3F81C5F84FE5F9F83FF7E07E07CB590D3F7C0560897A09283FF80000000000003F747E

D05E8A767C3FF800000000000000000000000000003FF6666666666666000000000000

00007FFC00000000000000000000000000003FF800000000000000000000000000003F

F80000000000003F747ED05E8A767C3FF81F81F834A6F33F732FFBFA6E91F53FF83F03

F02495B73F71E1279862716B3FF85E85E8593CAA3F70925334468CE43FF87E07E08DE3

9D3F6E86FDA05550BA3FF89D89D87DD2603F6BE954DD9CE7A43FF8BD0BD0B279533F69

4BAC140546973FF8DC8DC8E720463F66AE034BCD7D893FF8FC0FC11BC7393F64105A83

95B47A3FF91B91B90BB5FD3F6172B1BF7D73663FF93B13B1405CF03F5DAA11EE8B54B0

3FF95A95A97503E33F586EC05E1BC2933FF97A17A164F2A63F53336ED8AAF0673FF999

999999999A3F4BF03A8AF75C9C3FF999999999999A00000000000000003FF800000000

000000000000000000007FFC00000000000000000000000000003FF999999999999A00

000000000000003FF999999999999A3F4BF03A8AF75C9C3FF9B91B91CE408D3F60E88F

DECB4B193FF9D89D89BE2F503F6AD510FF5BDF323FF9F81F81F2D6433F7260C91DB4A9

923FFA17A17A277D363F775709BBBB638B3FFA372372176BFA3F7C4D4A4C03AD973FFA

56A56A4C12ED3F80A1C5750533C83FFA76276280B9E03F831CE5C40890C53FFA95A95A

B560D33F859806130BEDC13FFAB52B52A54F963F8813265B3012C83FFAD4AD4AD9F68A

3F8A8E46AA336FC43FFAF42F430E9D7D3F8D0966F936CCC03FFB13B13AFE8C403F8F84

8744CA8DC23FFB3333333333333F90FFD3C9E6F55F3FFB333333333333000000000000

00003FF999999999999A00000000000000007FFC00000000000000000000000000003F

FB33333333333300000000000000003FFB3333333333333F90FFD3C9E6F55F3FFB52B5

2B67DA263F93C2002D30EC863FFB72372357C8EA3F96842C899BABB53FFB91B91B8C6F

DD3F994658EB2DD4DD3FFBB13B13C116D03F9C08854E77CC033FFBD0BD0BB105933F9E

CAB1AAE28B333FFBF03F03E5AC863FA0C66F063A5A2E3FFC0FC0FC1A537A3FA2278537

DF55C13FFC2F42F44EFA6D3FA3889B698451543FFC4EC4EC3EE9303FA4E9B197B9B0EB

3FFC6E46E47390233FA64AC7C882C5803FFC8DC8DCA837163FA7ABDDFA27C1133FFCAD

4AD49825DA3FA90CF4285D20AA3FFCCCCCCCCCCCCD3FAA6E0A5926353F3FFCCCCCCCCC

CCCD00000000000000003FFB33333333333300000000000000007FFC00000000000000

000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD00000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD3FAA6E0A

5926353F3FFCEC4EC50173C03FAC835B1584B4763FFD0BD0BCF162833FAE98ABCD97B0

B33FFD2B52B52609763FB056FE44FB17F53FFD4AD4AD5AB06A3FB161A6A32A57903FFD

6A56A54A9F2D3FB26C4EFF33D5AF3FFD89D89D7F46203FB376F75D63154B3FFDA95A95

B3ED133FB4819FBB9254E63FFDC8DC8DE894063FB58C4819C194823FFDE85E85D882CA

3FB696F075CB12A03FFE07E07E0D29BD3FB7A198D3FA523C3FFE27627641D0B03FB8AC

41322991D83FFE46E46E31BF733FB9B6E99058D1733FFE6666666666663FBAC191ECD0

43113FFE66666666666600000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD00000000000000007F

FC00000000000000000000000000003FFE66666666666600000000000000003FFE6666

666666663FBAC191EC624F923FFE85E85E9B0D593FBC1BB613F8B0563FFEA56A568AFC

1D3FBD75DA37438E1F3FFEC4EC4EBFA3103FBECFFE5ED9EEE33FFEE46E46F44A033FC0

1511433827D33FFF03F03EE438C73FC0C22354DD96B83FFF23723718DFBA3FC16F3568

A8C71A3FFF42F42F4D86AD3FC21C477C73F77C3FFF627627822DA03FC2C959903F27DE

3FFF81F81F721C633FC3766BA40A58403FFFA17A17A6C3563FC4237DB7D588A23FFFC0

FC0FDB6A493FC4D08FCBA0B9043FFFE07E07CB590D3FC57DA1DD4627E9400000000000

00003FC62AB3F111584B400000000000000000000000000000003FFE66666666666600

00000000000000-%'COLOURG6&%$RGBG$\"\"!F/F.$\"*++++\"!\")-%&STYLEG6#%%L

INEG-F$6$X,F'F(F)[gl'!%\"!!#]q\"R\"#3FF00000000000003FD2AEECD45646FF3F

F05947F904AAD13FD16D88CEC03D1B3FF0A6F6D517576E3FD05BA3D304C9D73FF0FE53

AF9C2C0D3FCE5D095FE9E4363FF15644C9D034D33FCC0EA06511B5393FF1ADCAE3CCD1

E43FC9D3DD1C25B10F3FF1FEF036D0E92E3FC7D29CF84B19073FF252F5C9C632293FC5

D031F37587AF3FF2A9DB053B6FDF3FC3CF4FC45E2D653FF30078E975CFE63FC1E45635

38EB9C3FF359917C221DC63FC00157B657703A3FF3A80B49D1CCD83FBCD64CDD95C7F8

3FF40063A617AC443FB970662FB6DA0C3FF45918DFCAD6523FB63814404D53913FF4AE

956BB789193FB34DBDC25572CC3FF4FC36AF8631A43FB0D1F5C99FF5FF3FF55885EB75

3CD13FAC267D49F839CD3FF5A6B8ACBD9C103FA7DC7EC91687DD3FF601AF3EF259233F

A34C5DB8277E353FF65233CE9CE9E93F9F4C0DD1B2BDF43FF6AA8B0DBAA8B33F9824B8

99225E743FF6FEAA1DCB42083F922CC62E2C41833FF7566FB1F7ED9B3F89ABCB6134C8

ED3FF7A709C86415B83F817AA7DCB81C773FF7FDFA6F0E1C6A3F74C81B14AC860B3FF8

5848D6D022893F63D91CCBE3C3EC3FF8A6E57A98A2783F4D94B8E1565D173FF8FBCCA4

24A99F3F16C767F68C00E73FF9538330CC7B993F232A57D3CCF2FB3FF9A9529624EFF9

3F51E19EBC152FB93FF9FC592BEB40553F6742D9A3F4E55F3FFA5888C3B3738A3F7780

22FCDDF61F3FFAAB5E0C5E15983F82D5282F12E7113FFB03CF370A58483F8C35885816

C84E3FFB53F37A2755203F9327A3B126EEB13FFBAB912BB6E8093F998A0D7A3625E33F

FBFE01C3B2D60E3FA02E07E5B6E0F63FFC542E255752773FA428DFB5EF0BC73FFCA86E

3372AC7E3FA87451679428B43FFD00A1F4B1EE243FAD5EC47692E9E93FFD5594F185DB

683FB1404619E379D43FFDAC7461178EAE3FB41278A392EA193FFE029BA94CA3553FB7

0FC88A5DA6CD3FFE51C62CCA8E593FB9F8F7561CA1BB3FFEAC81E2FCF33E3FBD7EF3DA

5F4B5A3FFEFDA907676F163FC067D714DC0C8E3FFF542FA9E6C3C43FC2415AAF79C03F

3FFFA700A5C246E23FC41A2792DBBED640000000000000003FC62AB3F249B67F-F+6&F

-F0F.F.-%+AXESLABELSG6$Q\"xF)Q!F)-%%VIEWG6$;$\"\"\"F/$\"\"#F/;$!+$o@&Q

s!#7$\"+%obe:$!#5" 1 6 0 1 10 0 2 9 1 1 2 1.000000 45.000000 

45.000000 0 0 "Curve 1" "Curve 2" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 29 "evalf(Int(cos(x)^2, x=1..2));" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#$\"+Z>]Z$)!#6" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 155 "with(Student[Calculus1]):\nApproximateIntTutor();\nApproximateI

ntTutor(cos(x));\nApproximateIntTutor(cos(x), 0..Pi/2);\nApproximateIn

tTutor(cos(x), x=0..Pi/2);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 368 368 368 

{PLOTDATA 2 "6'-%'POINTSG6$X,%)anythingG6\"6\"[gl'!%\"!!#5\"+\"#3FC999

999999999A3FE9DB22D0E560423FD999999999999A3FE53F7CED9168733FE279A74591

A01F3FE3AEE5D19A55C63FE33333333333333FE3B645A1CAC0833FE999999999999A3F

E6C8B4395810623FF00000000000003FF00000000000003FF33333333333333FF872B0

20C49BA63FF66666666666664002C083126E978D3FF999999999999A400BF7CED91687

2B3FFCCCCCCCCCCCCD401420C49BA5E354-%'COLOURG6&%$RGBG$\"\"!F/$\"*++++\"

!\")F.-%'CURVESG6%X,F'F(F)[gl'!%\"!!#ar\"fn\"#000000000000000000000000

000000003FC999999999999A00000000000000003FC999999999999A3FE9DB22D0E560

4200000000000000003FE9DB22D0E56042000000000000000000000000000000007FFC

00000000000000000000000000003FC999999999999A00000000000000003FD9999999

99999A00000000000000003FD999999999999A3FE53F7CED9168733FC999999999999A

3FE53F7CED9168733FC999999999999A00000000000000007FFC000000000000000000

00000000003FD999999999999A00000000000000003FE3333333333333000000000000

00003FE33333333333333FE3AEE5D19A55C63FD999999999999A3FE3AEE5D19A55C63F

D999999999999A00000000000000007FFC00000000000000000000000000003FE33333

3333333300000000000000003FE999999999999A00000000000000003FE99999999999

9A3FE3B645A1CAC0833FE33333333333333FE3B645A1CAC0833FE33333333333330000

0000000000007FFC00000000000000000000000000003FE999999999999A0000000000

0000003FF000000000000000000000000000003FF00000000000003FE6C8B439581062

3FE999999999999A3FE6C8B4395810623FE999999999999A00000000000000007FFC00

000000000000000000000000003FF000000000000000000000000000003FF333333333

333300000000000000003FF33333333333333FF00000000000003FF00000000000003F

F00000000000003FF000000000000000000000000000007FFC00000000000000000000

000000003FF333333333333300000000000000003FF666666666666600000000000000

003FF66666666666663FF872B020C49BA63FF33333333333333FF872B020C49BA63FF3

33333333333300000000000000007FFC00000000000000000000000000003FF6666666

66666600000000000000003FF999999999999A00000000000000003FF999999999999A

4002C083126E978D3FF66666666666664002C083126E978D3FF6666666666666000000

00000000007FFC00000000000000000000000000003FF999999999999A000000000000

00003FFCCCCCCCCCCCCD00000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD400BF7CED916872B3F

F999999999999A400BF7CED916872B3FF999999999999A00000000000000007FFC0000

0000000000000000000000003FFCCCCCCCCCCCCD000000000000000040000000000000

0000000000000000004000000000000000401420C49BA5E3543FFCCCCCCCCCCCCD4014

20C49BA5E3543FFCCCCCCCCCCCCD0000000000000000-F+6&F-F.F.F0-%&STYLEG6#%%

LINEG-F46$X,F'F(F)[gl'!%\"!!#]q\"R\"#00000000000000003FF00000000000003

FA651FE412AB4503FEE9B8DDB5C58FE3FB4DEDAA2EAEDBC3FED689503D9BF7B3FBFCA7

5F38581983FEC1661788F13EC3FC5644C9D034D2E3FEACD29EBC47E3D3FCADCAE3CCD1

E393FE9948B3F5635D63FCFEF036D0E92DC3FE88373B9FA3AB03FD297AE4E3191473FE

77D0179E345833FD54ED829DB7EFA3FE686E7AE85F5AA3FD803C74BAE7F2E3FE5AEE88

440D3B03FDACC8BE110EE2C3FE4F32FA41EBC4F3FDD405A4E8E66C43FE46DF8C47C134

83FE0018E985EB1103FE3FF9C7700AEDD3FE164637F2B594A3FE3BED587C0AA023FE2B

A55AEDE24633FE3AFC94C845F363FE3F0DABE18C6923FE3CD730616E3EF3FE56217ADD

4F3453FE42A38006A78F93FE69AE2B2F670423FE4ACD5209E008C3FE806BCFBC9648D3

FE584A51EAA952E3FE948CF3A73A7A53FE68047F6A82D953FEAAA2C36EAA2CC3FE7D98

9FE0092FA3FEBFAA8772D08213FE96914D1AB137B3FED59BEC7DFB66D3FEB574F13FD7

AD13FEE9C27219056DE3FED6601ABDADE443FEFF7E9BC3871A83FEFEFD99980CF8D3FF

0B091ADA045123FF1784CF8CB5F0D3FF14DCAF53144F13FF2EF6833ED80EE3FF1F7994

849533E3FF4B08F9739BB1C3FF2A7066198F7323FF6B26989F1521A3FF352A52C49DFF

23FF8DBF4FE3833E23FF3F8B257D680AA3FFB251E22B6A0B33FF4B1118766E7143FFDE

9F9C42499043FF556BC18BC2B3040004EE3A3DA42283FF6079E6E14B0914001DDD3918

FAC663FF6A7E6F44EAA404003628B9F0AA8FD3FF75722576DD01240052A0802C7ED973

FF7FC038765AC1D4006F48C612E11283FF8A85C4AAEA4EE4008F3BFCCEC2AD23FF950D

C66E558FC400B07F2C177F4FD3FFA0143E963DC48400D5861483057F03FFAAB29E30BB

6D1400FB5F8704E49AC3FFB58E8C22F1D5D401122DCE3B2A8673FFC0537529946AA401

27AAF789209AA3FFCA38C59951CB24013C7662400EBA63FFD5903C5F9E67D401558F4F

E2689AA3FFDFB520ECEDE2D4016D2D6C5EEEA083FFEA85F53CD8788401879A95CA0E5C

73FFF4E014B848DC4401A2208415A7A204000000000000000401C000000000000-F+6&

F-F0F.F.-%+AXESLABELSG6$Q\"xF)Q!F)-%%VIEWG6$;F.$\"\"#F/;F.$\"+'H'H'\\(

!\"*" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve 1

" "Curve 2" "Curve 3" }}}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 33 "Warning, computa

tion interrupted\n" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 62 "with(

Student[Calculus1]):\nApproximateIntTutor(1-x+x^3, 0..2);\n" }}{PARA 

13 "" 1 "" {GLPLOT2D 489 489 489 {PLOTDATA 2 "6'-%'POINTSG6$X,%)anythi

ngG6\"6\"[gl'!%\"!!#5\"+\"#3FC999999999999A3FE9DB22D0E560423FD99999999

9999A3FE53F7CED9168733FE279A74591A01F3FE3AEE5D19A55C63FE33333333333333

FE3B645A1CAC0833FE999999999999A3FE6C8B4395810623FF00000000000003FF0000

0000000003FF33333333333333FF872B020C49BA63FF66666666666664002C083126E9

78D3FF999999999999A400BF7CED916872B3FFCCCCCCCCCCCCD401420C49BA5E354-%'

COLOURG6&%$RGBG$\"\"!F/$\"*++++\"!\")F.-%'CURVESG6%X,F'F(F)[gl'!%\"!!#

ar\"fn\"#000000000000000000000000000000003FC999999999999A0000000000000

0003FC999999999999A3FE9DB22D0E5604200000000000000003FE9DB22D0E56042000

000000000000000000000000000007FFC00000000000000000000000000003FC999999

999999A00000000000000003FD999999999999A00000000000000003FD999999999999

A3FE53F7CED9168733FC999999999999A3FE53F7CED9168733FC999999999999A00000

000000000007FFC00000000000000000000000000003FD999999999999A00000000000

000003FE333333333333300000000000000003FE33333333333333FE3AEE5D19A55C63

FD999999999999A3FE3AEE5D19A55C63FD999999999999A00000000000000007FFC000

00000000000000000000000003FE333333333333300000000000000003FE9999999999

99A00000000000000003FE999999999999A3FE3B645A1CAC0833FE33333333333333FE

3B645A1CAC0833FE333333333333300000000000000007FFC000000000000000000000

00000003FE999999999999A00000000000000003FF0000000000000000000000000000

03FF00000000000003FE6C8B4395810623FE999999999999A3FE6C8B4395810623FE99

9999999999A00000000000000007FFC00000000000000000000000000003FF00000000
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420C49BA5E3543FFCCCCCCCCCCCCD401420C49BA5E3543FFCCCCCCCCCCCCD000000000

0000000-F+6&F-F.F.F0-%&STYLEG6#%%LINEG-F46$X,F'F(F)[gl'!%\"!!#]q\"R\"#

00000000000000003FF00000000000003FA651FE412AB4503FEE9B8DDB5C58FE3FB4DE

DAA2EAEDBC3FED689503D9BF7B3FBFCA75F38581983FEC1661788F13EC3FC5644C9D03

4D2E3FEACD29EBC47E3D3FCADCAE3CCD1E393FE9948B3F5635D63FCFEF036D0E92DC3F

E88373B9FA3AB03FD297AE4E3191473FE77D0179E345823FD54ED829DB7EFA3FE686E7

AE85F5AB3FD803C74BAE7F2E3FE5AEE88440D3B13FDACC8BE110EE2C3FE4F32FA41EBC

4F3FDD405A4E8E66C43FE46DF8C47C13493FE0018E985EB1103FE3FF9C7700AEDD3FE1

64637F2B594A3FE3BED587C0AA023FE2BA55AEDE24633FE3AFC94C845F363FE3F0DABE

18C6923FE3CD730616E3EF3FE56217ADD4F3453FE42A38006A78F93FE69AE2B2F67042

3FE4ACD5209E008C3FE806BCFBC9648D3FE584A51EAA952E3FE948CF3A73A7A53FE680

47F6A82D953FEAAA2C36EAA2CC3FE7D989FE0092FA3FEBFAA8772D08213FE96914D1AB

137B3FED59BEC7DFB66D3FEB574F13FD7AD13FEE9C27219056DE3FED6601ABDADE443F

EFF7E9BC3871A83FEFEFD99980CF8D3FF0B091ADA045123FF1784CF8CB5F0D3FF14DCA

F53144F13FF2EF6833ED80EE3FF1F7994849533E3FF4B08F9739BB1C3FF2A7066198F7

323FF6B26989F1521A3FF352A52C49DFF23FF8DBF4FE3833E23FF3F8B257D680AA3FFB

251E22B6A0B33FF4B1118766E7143FFDE9F9C42499043FF556BC18BC2B3040004EE3A3

DA42283FF6079E6E14B0914001DDD3918FAC663FF6A7E6F44EAA404003628B9F0AA8FD

3FF75722576DD01240052A0802C7ED973FF7FC038765AC1D4006F48C612E11283FF8A8

5C4AAEA4EE4008F3BFCCEC2AD23FF950DC66E558FC400B07F2C177F4FD3FFA0143E963

DC48400D5861483057F03FFAAB29E30BB6D1400FB5F8704E49AC3FFB58E8C22F1D5D40

1122DCE3B2A8673FFC0537529946AA40127AAF789209AA3FFCA38C59951CB24013C766

2400EBA63FFD5903C5F9E67D401558F4FE2689AA3FFDFB520ECEDE2D4016D2D6C5EEEA

083FFEA85F53CD8788401879A95CA0E5C73FFF4E014B848DC4401A2208415A7A204000

000000000000401C000000000000-F+6&F-F0F.F.-%+AXESLABELSG6$Q\"xF)Q!F)-%%

VIEWG6$;F.$\"\"#F/;F.$\"+'H'H'\\(!\"*" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve 1" "Curve 2" "Curve 3" }}}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}{MARK "7 0 0" 59 }

{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 1 1 1 1 }{PAGENUMBERS 0 1 2 33 1 1 }



Alexei Pantchichkine
Fichier en pièce jointe 
Int5.mws

Alexei Pantchichkine
Note 
primitives


!

(% cos(x) sin(x) + g) — cos(x)2,

X

2
1 1 1
/ cos(x)? dx = ~3 cos(1)sin(1) + 5 cos(2) sin(2) + 5~ 0.08347501947
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Cours N°4, @ @

Soit f une fonction exprimée en fonctions usuelles, alors f’ s'exprime de

Remarques sur I'intégration
nouveau en fonctions usuelles.



Alexei Pantchichkine
Note 
 le 11 février 2008. Annonce:
-- PAS DE COURS le 14 février (pour  la dernière fois!)
--COURS de rattrapage le 15 février, à 17 h, AMPHI D2

Alexei Pantchichkine
Note 
PLAN d'aujourd'hui:
-- Intégration des fonctions usuelles (remarques et exemples, fonction d'erreurs et fonction de Gauss)
--Adaptation d'un modèle: Loi de Malthus modifiée
-- Equation logistique. Résolution mathématique. 
--Implcation de loi logistique pour la phase de prévision 
--Choix des paramètres: identification d'un modèle. Méthode: ajustement linéaire     


Cours N°4,
Remarques sur I'intégration
Soit f une fonction exprimée en fonctions usuelles, alors f’ s'exprime de

nouveau en fonctions usuelles.
Par contre, une primitive F de f ne s'exprime pas en général en fonctions

usuelles.




Cours N°4,

Remarques sur I'intégration
Soit f une fonction exprimée en fonctions usuelles, alors f’ s'exprime de

nouveau en fonctions usuelles.
Par contre, une primitive F de f ne s'exprime pas en général en fonctions

usuelles.
Exemple
— tet° X —t2 ;2 1, -—x?
f(t)_te2 [yetdt?=—3e* +C
fty=et YXZerf(x) ("error function")
//’ \
/" o \\
// - \\\
/ 4
’// 04 \\\
/'/" \‘\\
2 1 T i 2 o
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Texte surligné 


Fonction de Gauss et |'intégrale de Poisson
fooo e dt = \/TE

iRy




Fonction de Gauss et |'intégrale de Poisson
‘fooo e dt = @

Indication : en utilisant les coordonnés polaires on

00 R 0 ) w/2 3] R T
montre que/ e ™ dx-/ eV dy :/ / e "rdr)dp=—.
0 0 0 0 4




Fonction de Gauss et |'intégrale de Poisson
‘fooo e dt = @

Indication : en utilisant les coordonnés polaires on

00 R 0 ) w/2 3] R T
montre que/ e ™ dx-/ eV dy :/ / e "rdr)dp=—.
0 0 0 0 4

Exemple
f(t) = —=e"

-
fonction de Gauss ¢(t) = rfo e2 dt

2
) = A e de=o(5m)

=
= B

fom(t) = S5 €



Alexei Pantchichkine
Note 
Lien avec la probabilité:On considère une variable aléatoire X qui suit la loi de Gauss N(m,sigma) (m la moyenne, sigma l'écart-type):
Pr(a<X<b)=(1/sqrt(2 pi))\int_a^b  ...
=phi((b-m)/sigma)-phi((a-m)/sigma).
Quelques valeurs de phi: phi(1)= 0,3413..., phi(2)=0.4772..., phi(3)=0.4986... ,
phi(infinie)=0.5, phi(-infinie)=-0.5

Alexei Pantchichkine
Texte surligné 

Alexei Pantchichkine
Note 
Exprimer phi(x) en termes de erf(x)
Réponse : (1/2)erf(x/sqrt(2))


{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 

2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 

11 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 3 0 

0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 50 "phi:=1/(Pi^(1/2)*2^(

1/2))*int(exp(-t^2/2),t=0..x);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%$p

hiG,$*&#\"\"\"\"\"#F(-%$erfG6#,$*(F)!\"\"F)F'%\"xGF(F(F(F(" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 52 "evalf(1/(Pi^(1/2)*2^(1/2))*int(exp(

-t^2/2),t=0..x));" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,$*&$\"+++++]!#5

\"\"\"-%$erfG6#,$*&$\"+5y1rqF'F(%\"xGF(F(F(F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 

0 "" {MPLTEXT 1 0 22 "evalf(subs(x=3, phi));" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#$\"+?5]')\\!#5" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 22 "evalf(subs(x=2, phi));" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+!o

)\\sZ!#5" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 22 "evalf(subs(x=1,

 phi));" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+guW8M!#5" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}{MARK "5 0 0" 0 }{VIEWOPTS 1 

1 0 1 1 1803 1 1 1 1 }{PAGENUMBERS 0 1 2 33 1 1 }



Alexei Pantchichkine
Fichier en pièce jointe 
phi-erf.mws


%ptation d'un modeéle. Exemple : Malthus modifié.
Implications pour la phase de prévision.

Le raisonnement de Malthus a un défaut majeur, il ne tient pas compte du fait
que le taux d'accroissement de la population humaine va diminuer a cause de
différents facteurs comme la diminution de I'espace disponible ou des ressources
ainsi que ... du niveau d’'éducation.


Alexei Pantchichkine
Note 
Retour à la modélisation


Adaptation d'un modéle. Exemple : Malthus modifié.
Implications pour la phase de prévision.

Le raisonnement de Malthus a un défaut majeur, il ne tient pas compte du fait
que le taux d'accroissement de la population humaine va diminuer a cause de
différents facteurs comme la diminution de I'espace disponible ou des ressources
ainsi que ... du niveau d’'éducation.

On peut donc dans un modéle un peu amélioré imaginer que k dépend de N de
facon décroissante, le plus simple étant une décroissance linéaire du type

k(N) = ko(N* — N) (pour la population humaine dans le cas de Malthus, et
pour population bactérienne ou autres on imagine un milieu ne pouvant nourrir
plus de N* individus). On obtient ainsi I'équation différentielle

N'(t) = ko(N* — N(t))N(t) dont on verra plus bas qu’elle prédit une population
tendant vers un équilibre N(t) = N* ("charge biotique", voir [Jean87], p.119).

=


Alexei Pantchichkine
Texte surligné 

Alexei Pantchichkine
Note 
Signification: ce modèle décri le "processus de saturation"


Loi logistique. Résolution mathématique
On obtient ainsi I'équation différentielle N'(t) = v(N* — N(t))N(t), od v = ko.
En utilisant la séparation des variables on trouve la solution générale :

N(t) = — o

14 K lemNe

, ot K est une constante positive

Une telle fonction est appelée fonction logistique.



Loi logistique. Résolution mathématique
On obtient ainsi I'équation différentielle N'(t) = v(N* — N(t))N(t), od v = ko.
En utilisant la séparation des variables on trouve la solution générale :

N(t)

N*

14 K lemNe

, ot K est une constante positive

Une telle fonction est appelée fonction logistique.
En effet ([Bert], p. 102), MN+% =7, et m = % (% + ﬁ) d'ou

N1
N(N*—N) — N~

=E

% (In ‘ﬁ‘)/ = (yt)'| et

#In‘ﬁ) =t + C. Il vient ‘ﬁ‘ =e

N 'yteN C_



Loi logistique. Résolution mathématique
On obtient ainsi I'équation différentielle N'(t) = v(N* — N(t))N(t), od v = ko.
En utilisant la séparation des variables on trouve la solution générale :

N* . "
N(t) = TT K TNt | ol K est une constante positive

Une telle fonction est appelée fonction logistique.
En effet ([Bert], p. 102), MN+% =7, et m = % (% + ﬁ) d'ou

N 'yteN C_

#In ‘ﬁ) =t + C. Il vient ‘ﬁ‘ =e
On pose K = e"V'C, alors N = £K(N* — N)eM™ 7, et

N(t) = W avec £1 = sgn(N* — N). Il reste & remarquer
que N* — N > 0 pour ce modéle. |

=


Alexei Pantchichkine
Note 
Si N>N^*, le signe est -, et la population  va diminuer jusqua N^*  

Alexei Pantchichkine
Texte surligné 


Loi logistique. Implications pour la phase de prévision

Exemple typique : développement d’une population de bactéries en
milieu fermé

Comparaison de la fonction f avec la fonction exponentielle
(N KH exp(gamma )

0 02 04 06 08 1 12 14

x

——— y=lkiselution thearigue)

—— Rt s enol
=Ma{x)(croiesance [heaire par



Loi logistique. Implications pour la phase de prévision

Exemple typique : développement d’une population de bactéries en

milieu fermé
On suppose que le nombre de bactéries

a l'instant initial t = 0 est trés inférieur
au nombre maximum N*

pouvant vivre dans le milieu.

Les constantes v et K = eV'C

sont alors positives,

la constante K étant grande.

On voit que la fonction N

est croissante et tend vers N*

quand le temps t tend vers +oc.

Comparaison de la fonction f avec la fonction exponentielle
(N K+ exp(gamma )

0 02 04 06 08 1 12 14

x

——— y=lkiselution thearigue)

—— ot s enol
=Ma{x)(croiesance [heaire par



Alexei Pantchichkine
Note 
On voit bien les trois phases suivantes:
1) Croissance exponentielle
2) Croissance linéaire (ralentissement
3) Saturation (approche vers un plateau)
 


Loi logistique. Exemples numériques

Exemple (loi logistique) y’ = y(5 — y) (visualisation avec Maple)

Exemple (loi logistique) y’=y(5-y)
> restart;with(DEtools):

ode := diff(y(x),x)=y(x)*(5-y(x));
dsolve(ode);

ode = % y(x) = y(x) (5 — ¥(x))

dx
5
)= Tgeren
> dsolve( {ode, y(0)=0.5}, y(x));
5
)= g



Exemple (loi logistique) y’ = y(5 — y) (avec Maple)

> ri=diff (f(x),x$2);
> xi:=evalf(solve(r,x));
#point d’inflexion de y(x)

€ = 0.4394449156

> DEplot(ode,y(x),x=0..2,[[y(0)=0.5], [y(0)=0.2], [y(0)=0.311],
linecolor=[green,yellow,magental);

Montrer que tous ‘
les points d'inflexion !
des solutions y(x)

se trouvent sur la droite /
(G- y)l, =0 e y = 5/2,




S

|dentification d'un modéle. Ajustement linéaire par la
méthode des moindres carrés.

Dépendance fonctionnelle. Dans le plan rapporté aux axes Ox,
Oy, on associe a la fonction 7 I'ensemble des points de coordonnées
(x,f(x)), cet ensemble s’appelle la courbe représentative ou graphe
de la fonction f.

On peut aussi représenter une fonction par une table de valeurs.
On parlera de dépendance fonctionnelle approchée s'il existe une
fonction f telle que f(x) soit une approximation de y.


Alexei Pantchichkine
Note 
Etape suivante de la modélisation: comment choisir les paramètres d'un modèle?


Nuage des points

On parlera de dépendance fonctionnelle approchée s'il existe une fonction f telle que
f(x) soit une approximation de y.

Dans le pIan euclidien rapporté a deux axes rectangulaires on

associe a chaque observation du couple (x, y) le point M ayant

pour coordonnées les valeurs correspondantes de x et de y.

Ia fonction y=f{{j=exp(-0.0001019409404t+2.70309017 1)

o

E e
00300 3000 4000 Son eob

THRE L Al
expl((t), lit=lambda t+b
Jaleuts  yi] proches de i)




Nuage des points

On parlera de dépendance fonctionnelle approchée s'il existe une fonction f telle que
f(x) soit une approximation de y.

Dans le pIan euclidien rapporté a deux axes rectangulaires on

associe a chaque observation du couple (x, y) le point M ayant

pour coordonnées les valeurs correspondantes de x et de y.

Ia fonction y=f{{j=exp(-0.0001019409404t+2.70309017 1)

A5
On obtient un nuage des points qui Tl
dans le cas d'une dépendance fonctionnelle stricte, 1 \
sont situés sur la courbe représentative de la fonction f.  + N
Dans le cas de deux variables x, y " S
telles que y soit "proche" de la valeur f(x) "
- situation fréquente dans les sciences expérimentales - .
le nuage des points {(x1,¥1),- -, (XnsYn), .-} ;
est “applati” le long du graphe de la fonction f. 1000 2000 3000 4000 €000 E000

THRE L Al
expl((t), lit=lambda t+b
Jaleuts  yi] proches de i)




Nuage des points

On parlera de dépendance fonctionnelle approchée s'il existe une fonction f telle que
f(x) soit une approximation de y.

Dans le pIan euclidien rapporté a deux axes rectangulaires on

associe a chaque observation du couple (x, y) le point M ayant

pour coordonnées les valeurs correspondantes de x et de y.

Ia fanction y=f{fj=exp(-0 000T013409404t+2 70309017 1)
A5
On obtient un nuage des points qui 1
dans le cas d'une dépendance fonctionnelle stricte, 1
sont situés sur la courbe représentative de la fonction .  + N
Dans le cas de deux variables x, y " S
telles que y soit "proche" de la valeur f(x) "
- situation fréquente dans les sciences expérimentales - .
le nuage des points {(x1,¥1),- -, (XnsYn), .-} ;
est “applati” le long du graphe de la fonction f. 1000 2000 3000 4000 €000 E000
ERRT Y nuagedespum
exp(i(t)], Ii)=lambda t+b
va\eurs yi[n] proches de f{t[n])

= 8


Alexei Pantchichkine
Note 
Exemple: datation par C_14
Un étalonnage de la méthode a été réalisé par l'analyse de troncs de très vieux arbres
Séquoia gigantea et Pinus aristaca (ouvrage de A.G.Marshall) , voir aussi p.60

 


{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{CSTYLE "" -1 256 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

257 "" 1 18 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{PSTYLE "Normal" -1 0 1 

{CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 

0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" -1 7 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Courier

" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }

{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 

2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Plot

" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }

3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT 257 30 "Datation au moyen du carb

on 14" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 105 "restart;\nN:=7:t:

=[500, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6300]:\n\nyt:=[14.5, 13.5, 12.0, \+

10.8, 9.9, 8.9, 8.0]:" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 288 " \+

with(plots):\npointsyt:=[seq([t[n],yt[n]],n=1..N)]:\nP2:=plot(pointsyt

,color=magenta, legend=\"la fonction des donn\351es\"):\nP1:=plot(poin

tsyt, style=point,\nlegend=\"donn\351es exp\351rimentelles  yt[n]\",\n

color=green,\ntitle=\"la fonction des donn\351es exp\351rimentelles\",

 \nlegend=\"yt[n]\"):\ndisplay(P1,P2);" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 50 

"Warning, the name changecoords has been redefined\n" }}{PARA 13 "" 1 

"" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6&7)7$$\"$+&\"\"!$\"

3+++++++]9!#;7$$\"%+5F*$\"3+++++++]8F-7$$\"%+?F*$\"#7F*7$$\"%+IF*$\"33

++++++!3\"F-7$$\"%+SF*$\"3M+++++++**!#<7$$\"%+]F*$\"3M+++++++*)FB7$$\"

%+jF*$\"\")F*-%'LEGENDG6#Q&yt[n]6\"-%'COLOURG6&%$RGBG$F*F*$\"*++++\"!

\")FV-%&STYLEG6#%&POINTG-F$6%F&-FN6#Q8la~fonction~des~donn|dyesFQ-FS6&

FUFWFVFW-%&TITLEG6#QHla~fonction~des~donn|dyes~exp|dyrimentellesFQ-%+A

XESLABELSG6%Q!FQFfo-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$FjoFjo" 1 2 0 1 10 0 

2 9 1 4 2 1.000000 46.000000 45.000000 0 1 "yt[n]" "la fonction des do

nn\351es" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 67 "for n from 1 t

o N do lt[n]:=ln((yt[n]));od:lt:=[seq(lt[n],n=1..N)];" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#ltG7)$\"+\\'[Tn#!\"*$\"+&o*o-EF($\"+]m!\\[#F($

\"+MhazBF($\"+dZ`#H#F($\"+x70'=#F($\"+U:Wz?F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 

0 "" {MPLTEXT 1 0 93 "pointslt:=[seq([t[n],lt[n]],n=1..N)]:plot(points

lt, style=point,\ntitle=\"le nuage lin\351aris\351\");" }}{PARA 13 "" 

1 "" {GLPLOT2D 406 406 406 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6$7)7$$\"$+&\"\"!$

\"39+++\\'[Tn#!#<7$$\"%+5F*$\"34+++&o*o-EF-7$$\"%+?F*$\"37+++]m!\\[#F-

7$$\"%+IF*$\"3#******R8Y&zBF-7$$\"%+SF*$\"3')*****pvMDH#F-7$$\"%+]F*$

\"3y*****pF^g=#F-7$$\"%+jF*$\"33+++U:Wz?F--%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5!\"\"

$F*F*FS-%&TITLEG6#Q3le~nuage~lin|dyaris|dy6\"-%+AXESLABELSG6$Q!FXFfn-%

&STYLEG6#%&POINTG-%%VIEWG6$%(DEFAULTGF^o" 1 5 0 1 10 0 2 9 1 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve 1" }}}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" 

{TEXT 256 80 "Pour trouver l'\351quation de la droite, on utilise la m

\351thode de moindres carr\351es:" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 48 "moyenne:=(1/N)*(add([t[n],lt[n],yt[n]],n=1..N)):" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 89 "xb:=moyenne[1]:yb:=moyenne[2

]:'[xb,yb]'=[xb,yb];\n#le centre de gravit\351 du nuage lin\351aris

\351" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$%#xbG%#ybG7$#\"&+=#\"\"($\"

+dph&Q#!\"*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 112 "with(linalg

):\nfor n from 1 to N do X[n]:=t[n]-xb;Y[n]:=lt[n]-yb;od:\nX:=[seq(X[i

],i=1..N)]:Y:=[seq(Y[i],i=1..N)]:" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 

"" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 80 "Warning, the protected names norm an

d trace have been redefined and unprotected\n" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 

0 "" {MPLTEXT 1 0 40 "with(Student[LinearAlgebra]):evalm(X.X):" }}

{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 47 "Warning, the name GramSchmidt has been re

bound\n" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 65 "Warning, the protected name . \+

has been redefined and unprotected\n" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 11 "evalm(X.Y):" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 31 "lambda:=-evalm(X.Y)/evalm(X.X):" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 16 "b:=yb+lambda*xb:" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 16 "l:=-lambda*x+b;\n" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%\"lG,&*&$\"+/%4%>5!#8\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"+r,4.F!\"*F*" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 382 "L:=plot(l(x), x=0..t[N], \ncolor=g

reen,#title=\"la fonction lin\351aris\351e lt[n]\", \nlegend=\"l=-lamb

da*x+b\"):\npointsplot(points):\nL2:=plot(pointslt, style=point, title

=\"la droite des moindres carr\351es\", legend=\"nuage des points lin

\351aris\351, lt[n]=ln(yt[n])\"):\nL3:=pointplot(\{[xb,yb]\},axes=BOXE

D,\n#style=point,\nlegend=\"le centre de gravit\351 du nuage lin\351ar

is\351\",\ncolor=black):\ndisplay(L,L2, L3);" }}{PARA 13 "" 1 "" 

{GLPLOT2D 406 406 406 {PLOTDATA 2 "6)-%'CURVESG6%7S7$$\"\"!F)$\"+r,4.F

!\"*7$$\"+72At8!\"($\"+I94*o#F,7$$\"+7F0oDF0$\"++7\"pn#F,7$$\"+fiw6RF0

$\"+eK@jEF,7$$\"+6oQk_F0$\"+<XU\\EF,7$$\"+%fy0h'F0$\"+68qNEF,7$$\"+-2n

eyF0$\"+V\"yHi#F,7$$\"+(y(*4:*F0$\"+RS!)4EF,7$$\"+JCv[5!\"'$\"+i$zhf#F

,7$$\"+dk(>=\"FT$\"+z$)f#e#F,7$$\"+VP,>8FT$\"+q'G'oDF,7$$\"+girR9FT$\"

+UTKcDF,7$$\"+0()fv:FT$\"+d@ZUDF,7$$\"+'4R?r\"FT$\"+'Hj&GDF,7$$\"+&pCN

%=FT$\"+I&f^^#F,7$$\"+;i#H'>FT$\"+Fw)H]#F,7$$\"+sh!\\5#FT$\"+cS^)[#F,7

$$\"+>==DAFT$\"+WIDwCF,7$$\"+*)44lBFT$\"+r0*>Y#F,7$$\"+7V$*)[#FT$\"+ne

O\\CF,7$$\"+k+\"[i#FT$\"+lX^NCF,7$$\"+8f>aFFT$\"+][KACF,7$$\"+sk>*)GFT

$\"+mFc3CF,7$$\"+G\"pJ,$FT$\"+w[#fR#F,7$$\"+'Q!*o9$FT$\"+1KH#Q#F,7$$\"

+\">*y&G$FT$\"+JP8oBF,7$$\"+45q1MFT$\"+my!eN#F,7$$\"+&3*GPNFT$\"+&f&\\

UBF,7$$\"+Y$*>sOFT$\"+;FuGBF,7$$\"+:F=/QFT$\"+3#)G:BF,7$$\"+7M)=$RFT$

\"+y-F-BF,7$$\"+kKntSFT$\"+)3;yG#F,7$$\"+_x2,UFT$\"+a$G[F#F,7$$\"+O#4r

L%FT$\"+x6'4E#F,7$$\"+!)RPgWFT$\"+`aR[AF,7$$\"+.\\8&f%FT$\"+)zdYB#F,7$

$\"+HW$>s%FT$\"+N<t@AF,7$$\"+qkZa[FT$\"+u-A3AF,7$$\"+T01%)\\FT$\"+_.,&

>#F,7$$\"+bIs>^FT$\"+)y!=\"=#F,7$$\"+z@Q]_FT$\"+u7'y;#F,7$$\"+0++%Q&FT

$\"+Z,Ca@F,7$$\"+39^;bFT$\"+5=tS@F,7$$\"+EcFQcFT$\"+_!>$G@F,7$$\"+g6$y

x&FT$\"+HE49@F,7$$\"+$H^E!fFT$\"+Z$o85#F,7$$\"+*eNd.'FT$\"+4;!y3#F,7$$

\"+UU6jhFT$\"+4l\"[2#F,7$$\"%+jF)$\"+YA'31#F,-%'LEGENDG6#Q.l=-lambda*x

+b6\"-%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-F$6&7)7$$\"$+&F)$\"39+++\\'[

Tn#!#<7$$\"%+5F)$\"34+++&o*o-EF]\\l7$$\"%+?F)$\"37+++]m!\\[#F]\\l7$$\"

%+IF)$\"3#******R8Y&zBF]\\l7$$\"%+SF)$\"3')*****pvMDH#F]\\l7$$\"%+]F)$

\"3y*****pF^g=#F]\\l7$Fez$\"33+++U:Wz?F]\\l-F_[l6&Fa[l$\"#5!\"\"F(F(-F

jz6#QLnuage~des~points~lin|dyaris|dy,~lt[n]=ln(yt[n])F][l-%&STYLEG6#%&

POINTG-%'POINTSG6%7$$\"+9dG9JFT$\"+dph&Q#F,-Fjz6#QHle~centre~de~gravit

|dy~du~nuage~lin|dyaris|dyF][l-F_[l6&Fa[lF)F)F)-%&TITLEG6#Q?la~droite~

des~moindres~carr|dyesF][l-%*AXESSTYLEG6#%$BOXG-%+AXESLABELSG6%Q\"xF][

lQ!F][l-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$;F(FezFc`l" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 2 

2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "l=-lambda*x+b" "nuage des points l

in\351aris\351, lt[n]=ln(yt[n])" "le centre de gravit\351 du nuage lin

\351aris\351" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 84 "with(plots):\nl:=-.101940940

4e-3*x+2.703090171;\nf(x):=-.1019409404e-3*x+2.703090171;\n" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"lG,&*&$\"+/%4%>5!#8\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"

+r,4.F!\"*F*" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>-%\"fG6#%\"xG,&*&$\"+

/%4%>5!#8\"\"\"F'F-!\"\"$\"+r,4.F!\"*F-" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 409 "pointsyt:=[seq([t[n],yt[n]],n=1..N)]:\npoints:=[seq(

[t[n],exp(l(t[n]))],n=1..N)]:\nP1:=plot(pointsyt, style=point,\nlegend

=\"nuage des points\",\ncolor=magenta,\ntitle=\"la fonction y=f(t)=exp

(-0.0001019409404t+2.703090171)\"):\nP2:=plot(exp(l(x)),x=1..t[N],colo

r=blue,\nlegend=\"y=exp(l(t)), l(t)=lambda t+b\"):\nP3:=plot(pointsyt,

 style=line,\nlegend=\"valeurs   yt[n] proches de f(t[n])\",\ncolor=gr

een):\ndisplay(P1, P2,P3);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 406 406 406 

{PLOTDATA 2 "6(-%'CURVESG6&7)7$$\"$+&\"\"!$\"3+++++++]9!#;7$$\"%+5F*$

\"3+++++++]8F-7$$\"%+?F*$\"#7F*7$$\"%+IF*$\"33++++++!3\"F-7$$\"%+SF*$

\"3M+++++++**!#<7$$\"%+]F*$\"3M+++++++*)FB7$$\"%+jF*$\"\")F*-%'LEGENDG

6#Q1nuage~des~points6\"-%'COLOURG6&%$RGBG$\"*++++\"!\")$F*F*FV-%&STYLE

G6#%&POINTG-F$6%7S7$$\"\"\"F*$\"+HiU#\\\"FX7$$\"+TF+$Q\"!\"($\"+iHor9F

X7$$\"+&3Xwd#Fco$\"+j!pQX\"FX7$$\"+W`9@RFco$\"+VH4M9FX7$$\"+'>^NF&Fco$

\"+4uX99FX7$$\"+)HH&>mFco$\"+T@=&R\"FX7$$\"+'HBu'yFco$\"+Miax8FX7$$\"+

]_af\"*Fco$\"+d,_f8FX7$$\"+ife\\5!\"'$\"+\\c7T8FX7$$\"+U))y#=\"Fgq$\"+

?y.B8FX7$$\"+wV!)>8Fgq$\"+dno/8FX7$$\"+Mx[S9Fgq$\"+\"3M()G\"FX7$$\"+5'

[jd\"Fgq$\"+@%35F\"FX7$$\"+Wtw7<Fgq$\"+$GbMD\"FX7$$\"+t?BW=Fgq$\"+!**o

nB\"FX7$$\"+TYhj>Fgq$\"+l(3=A\"FX7$$\"+h?d0@Fgq$\"+c\\D/7FX7$$\"+;'GeA

#Fgq$\"+P?e*=\"FX7$$\"+zbrlBFgq$\"+G(QF<\"FX7$$\"+V#R&*[#Fgq$\"+M'G!e6

FX7$$\"+GMRDEFgq$\"+>:5U6FX7$$\"+R(eZv#Fgq$\"+&zQr7\"FX7$$\"+qyt*)GFgq

$\"+%pN<6\"FX7$$\"+[3p8IFgq$\"+7jx(4\"FX7$$\"+!)3RZJFgq$\"+kc\"H3\"FX7

$$\"+QwE'G$Fgq$\"+$f#pn5FX7$$\"+j-;2MFgq$\"+'>:Y0\"FX7$$\"+6wsPNFgq$\"

+16nS5FX7$$\"+ekhsOFgq$\"+!4fk-\"FX7$$\"+y)yX!QFgq$\"+TKu75FX7$$\"+0$f

A$RFgq$\"+%Hpk***!\"*7$$\"+]m-uSFgq$\"+c-/`)*Fhx7$$\"+:4T,UFgq$\"+q!>f

s*Fhx7$$\"+23UPVFgq$\"+u***>f*Fhx7$$\"+&)fmgWFgq$\"+hDCs%*Fhx7$$\"+<bS

&f%Fgq$\"+li-V$*Fhx7$$\"+<\\=AZFgq$\"+BQ0B#*Fhx7$$\"+>fqa[Fgq$\"+4XH*4

*Fhx7$$\"+A%pU)\\Fgq$\"+2G!*z*)Fhx7$$\"+-/\"*>^Fgq$\"+'*))ec))Fhx7$$\"

+'y[0D&Fgq$\"+cSUR()Fhx7$$\"+.a9%Q&Fgq$\"+c*37i)Fhx7$$\"+tdj;bFgq$\"+X

?b0&)Fhx7$$\"+j1QQcFgq$\"+&yV1S)Fhx7$$\"+XS\"zx&Fgq$\"+tu*>G)Fhx7$$\"+

mVr-fFgq$\"+V\"*Hx\")Fhx7$$\"+PvxNgFgq$\"+(QEr1)Fhx7$$\"+rf8jhFgq$\"+K

v1jzFhx7$FI$\"+%)yt_yFhx-FN6#Q=y=exp(l(t)),~l(t)=lambda~t+bFQ-FS6&FUFY

FYFV-F$6&F&-FN6#QCvaleurs~~~yt[n]~proches~de~f(t[n])FQ-FS6&FUFYFVFY-Fe

n6#%%LINEG-%&TITLEG6#QVla~fonction~y=f(t)=exp(-0.0001019409404t+2.7030

90171)FQ-%+AXESLABELSG6%Q!FQFg_l-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$;F\\oFIF

[`l" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "nuage de

s points" "y=exp(l(t)), l(t)=lambda t+b" "valeurs   yt[n] proches de f

(t[n])" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}{MARK "16 0

 0" 84 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 1 1 1 1 }{PAGENUMBERS 0 1 2 33 1 1 }
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|dentification d'un modéle : choix des paramétres.

Dans les sciences expérimentales ou biologiques, la relation qu’on cherche a
établir en premiére approximation entre deux variables x et y est souvent
donnée par une fonction linéaire y = ax + b (loi linéaire). La représentation
graphique (coordonnées habituelles) est simple : le nuage de points est sur la
droite d'équation y = ax + b (dépendance stricte) ou ne s’en écarte pas trop
(dépendance approchée).

D’autres lois qui interviennent fréequemment dans les sciences expérimentales ou
biologiques sont

» les lois exponentielles y = Ce** (développements de populations,

désintégration radioactive, évoluéj de concentration dans une réaction
chimique, ...)

> les lois puissances y = Cx® (développements des organismes, rapports
entre dimensions, ...
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Cours N°5, @

Probléme de |'ajustement
Le probléme de I'ajustement consiste a chercher parmi les fonctions de certain
type, la fonction f telle que les approximations y; = f(x1), ..., yn = f(xn),
...soient les meilleurs possibles, c'est-a-dire la fonction approchée dont le
graphe approche le "mieux possible" les points du "nuage des points"

{(ay), s Gowyw), -3
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Cours N°5,

Probléme de |'ajustement

Le probléme de I'ajustement consiste a chercher parmi les fonctions de certain
type, la fonction f telle que les approximations y; = f(x1), ..., yn = f(xn),
...soient les meilleurs possibles, c'est-a-dire la fonction approchée dont le
graphe approche le "mieux possible" les points du "nuage des points"
{(x1,51)y -, (XN YN)s - - -}

La famille des fonctions parmi lesquelles on cherche la "meilleure fonction" est
donnée en général par le probléme expérimental lui méme; il s’agit de lois
linéaires, exponentielles ou @ances.
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Ajustement linéaire ([Bert],p.29)

Pour traiter ces situations, on se raméne par un changement de variable approprié
(logarithmique ou semi-logarithmique) a une loi linéaire. On dispose d'une série de N
observations de deux variables donnée par un nuage de points

{(x1,¥1)s---, (XN, ¥YN), ...} ; on suppose que ce nuage de points a une forme presque
rectiligne.

Si, par exemple, I'equation théorique donnée par le modéle est

y(t) = N*/(1 + exp(b — Ax)), on obtient une loi semi-logarithmique

b—Ax=In (N%i’)(x)) Sachant les valeurs expérimentalles y; proches de y(x;), on
trouve le nuage des points linéarisé
{(xiyai)|i=1,--- N}, ot a; =In (%) .

i




Ajustement linéaire ([Bert],p.29)

Pour traiter ces situations, on se raméne par un changement de variable approprié
(logarithmique ou semi-logarithmique) a une loi linéaire. On dispose d'une série de N
observations de deux variables donnée par un nuage de points

{(x1,¥1)s---, (XN, ¥YN), ...} ; on suppose que ce nuage de points a une forme presque
rectiligne.

Si, par exemple, I'equation théorique donnée par le modéle est

y(t) = N*/(1 + exp(b — Ax)), on obtient une loi semi-logarithmique

b—Ax=In (N%i’)(x)) Sachant les valeurs expérimentalles y; proches de y(x;), on
trouve le nuage des points linéarisé
{(xi,a)li=1,--- N}, o0 a; =In (Ny—’y) -

i

On suppose que la loi y = f(x) est déja linéaire. On cherche une fonction
y = ax + ( telle que les approximations y; = ax; + 03, ..., yy = axy + 3, .. .sont
les "meilleures possibles".



Méthode des moindres carrés ([Bert],p.29)

Ecart entre un nuage de points et une droite.
On pose E(a, 8) = ZnNzl(yn — ax, — $)%. On va chercher a rendre |'écart
E(c, ) minimum par un bon choix des paramétres.



Méthode des moindres carrés ([Bert],p.29)

Ecart entre un nuage de points et une droite.

On pose E(a, 8) = ZnNzl(yn — ax, — $)%. On va chercher a rendre |'écart
E(c, 3) minimum par un bon choix des paramétres.

On suppose d’abord o fixé : E(e, B) = SN (yn — ax, — 5)?

= E(a,B) = N3? - 283 Z,’Yzl(y,, — axp) + Z,’yzl(y,, — axp)?. ‘ On obtient un
trindme E(a, 3) du second degré de la forme A3%2 +2B3 + C, ou A, B, C ne

dépendent pas de 3 et A est positif; par suite E(a, ) est minimum pour la
valeur de 3 égalea b= -8 =1 SN (e — axp).




Méthode des moindres carrés ([Bert],p.29)

Ecart entre un nuage de points et une droite.

On pose E(a, 8) = ZnNzl(yn — ax, — $)%. On va chercher a rendre |'écart
E(c, 3) minimum par un bon choix des paramétres.

On suppose d’abord o fixé : E(e, B) = SN (yn — ax, — 5)?

= E(a,B) = N3? - 283 Z,’Yzl(y,, — axp) + Z,’yzl(y,, — axp)?. ‘ On obtient un
trindme E(a, 3) du second degré de la forme A3%2 +2B3 + C, ou A, B, C ne
dépendent pas de 3 et A est positif; par suite E(a, ) est minimum pour la

valeur de 3 égalea b= -8 =1 SN (e — axp).
On voit que b=y — aX, ol (%,7) = & Zf,vzl(x,,,y,,) est le centre de gravité
du nuage {(x1,)1),--.,(xn,¥n), ...}, C'est-a-dire que la droite cherchée

y = ax + (3 passe par (x,y).
On suppose maintenant 3 = b (autrement dit : on considére toutes les droites
passant par le centre de gravité).



Méthode des moindres carrés (suite)
On considére toutes les droites passant par le centre de gravité.
Sil'on pose X, =x, — X, Yo=ya—y,0na Y, —aX,=y,— ax, — b, donc
‘ E(o,B) = a2 30y X2 =20 0L Xa Yo + 300 V2.
second degré de la forme A'a® +2B’a + C’, ot A, B, C' ne dépendent pas de
a et A est positif ; par suite il est minimum lorsque « prend la valeur

2= ZnNzl XaYn _ Z,I)I:;[(Xn —X)(yn —¥)

a1 X2 St (0 — )2

Pour obtenir b, il reste & substituer a dans |'équation utilisée b = y — ax.

C'est un trinéme du




Méthode des moindres carrés (suite)
On considére toutes les droites passant par le centre de gravité.
Sil'on pose X, =x, — X, Yo=ya—y,0na Y, —aX,=y,— ax, — b, donc
‘ E(a,8) =a®S N X2 —2a 3N X, Yo+ SN, 2| Clest un trinome du
second degré de la forme A'a® +2B’a + C’, ot A, B, C' ne dépendent pas de
a et A est positif ; par suite il est minimum lorsque « prend la valeur

X XaYa _ Yaa (= X)(vn — 7)

a1 X2 St (0 — )2

Pour obtenir b, il reste & substituer a dans |'équation utilisée b = y — ax.
La droite trouvée y = ax + b rend minimum ['écart E(«, 53).

a



Exemples numériques : loi linéaire.

On considére le nuage des points donné par les valeurs
x=1[0,1,2,3,y = [2,09 =1—-0.1,0.1 = 0+ 0.1, —1]

(c’est-a-dire, un nuage “applati”’ le long du graphe de la fonction f =2 — x).



{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{CSTYLE "" -1 256 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

257 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{PSTYLE "Normal" -1 0 1 

{CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 

0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" -1 7 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Courier

" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }

{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 

2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Plot

" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }

3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 108 "###################

############## AJUSTEMENT LINEAIRE: CAS LINEAIRE\nrestart:\nxv:=[0,1,2

,3];yv:=[2,.9,.1,-1];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#xvG7&\"\"!

\"\"\"\"\"#\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#yvG7&\"\"#$\"\"

*!\"\"$\"\"\"F)F)" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 114 "#####

#######################################################\nDigits:=3;\nw

ith(stats):\nN:=4;Xvalues:=xv;Yvalues:=yv;" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%'DigitsG\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"

NG\"\"%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%(XvaluesG7&\"\"!\"\"\"\"

\"#\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%(YvaluesG7&\"\"#$\"\"*!

\"\"$\"\"\"F)F)" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT 257 80 "Pour trouver \+

l'\351quation de la droite, on utilise la m\351thode de moindres carr

\351es:" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 46 "moyenne:=(1/N*1.

)*(add([xv[n],yv[n]],n=1..N)):" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 

1 0 48 "xb:=moyenne[1]:yb:=moyenne[2]:'[xb,yb]'=[xb,yb];" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$%#xbG%#ybG7$$\"$]\"!\"#$\"$+&!\"$" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 69 "eq_fit:= fit[leastsquare[[x,y], y=b*x+c, \{b,c\}]]([X

values, Yvalues]);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'eq_fitG/%\"yG

,&*&$\"$!)*!\"$\"\"\"%\"xGF,!\"\"$\"$(>!\"#F," }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 

0 "" {MPLTEXT 1 0 63 "################################################

###############" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 21 "X:=[-1.5

,-.5,.5,1.5];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"XG7&$!#:!\"\"$!\"

&F($\"\"&F($\"#:F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 21 "Y:=[1

.5,.4,-.4,-1.5];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"YG7&$\"#:!\"\"

$\"\"%F($!\"%F($!#:F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 491 "w

ith(Student[LinearAlgebra]):\nprint('(X.X)'=evalm(X.X));\nprint('(X.Y)

'=evalm(X.Y));\n####################################################\n

alpha:=evalm(X.Y)/evalm(X.X);\nbeta:=yb-alpha*xb;\nl:=alpha*x+beta;\nL

:=plot(l(x), x=0..5,y=3..-3, \ncolor=green,title=\"la fonction lineari

see a[n]\", legend=\"l:=alpha*x+beta\"):\npointsplot(points):\nL2:=plo

t([[0,2],[1,.9], [2,.1],[3,-1]],style=point, title=\"la droite des moi

ndres carr\351es\", legend=\"le nuage des points [x[n],y[n]]\"):\nwith

(plots):display(L,L2);" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 65 "Warning, the pr

otected name . has been redefined and unprotected\n" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#/-%\".G6$%\"XGF'$\"$+&!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/-%\".G6$%\"XG%\"YG$!$!\\!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%&alphaG$!$!)*!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%%betaG$\"$(>!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"lG,&*&$\"$!)

*!\"$\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"$(>!\"#F*" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 50 "Wa

rning, the name changecoords has been redefined\n" }}{PARA 13 "" 1 "" 

{GLPLOT2D 406 406 406 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6%7S7$$\"\"!F)$\"$(>!\"

#7$$\"$4\"!\"$$\"$'=F,7$$\"$/#F0$\"$x\"F,7$$\"$5$F0$\"$n\"F,7$$\"$<%F0

$\"$c\"F,7$$\"$C&F0$\"$Y\"F,7$$\"$B'F0$\"$O\"F,7$$\"$D(F0$\"$E\"F,7$$

\"$J)F0$\"$;\"F,7$$\"$P*F0$\"$0\"F,7$$\"$/\"F,$\"#&*F,7$$\"$9\"F,$\"#&

)F,7$$\"$D\"F,$\"#vF,7$$\"$N\"F,$\"#lF,7$FE$\"#aF,7$F@$\"#WF,7$$\"$m\"

F,$\"#MF,7$F6$\"#CF,7$$\"$(=F,$\"#9F,7$$\"$)>F,$\"\"$F,7$$\"$3#F,$!\"(

F,7$$\"$=#F,$!#<F,7$$\"$H#F,$!#FF,7$$\"$R#F,$!#PF,7$$\"$]#F,$!#[F,7$$

\"$g#F,$!#eF,7$$\"$q#F,$!#oF,7$$\"$\"GF,$!#yF,7$$\"$\"HF,$!#))F,7$$\"$

-$F,$!#**F,7$$\"$7$F,$!$4\"F,7$$\"$A$F,$!$>\"F,7$$\"$L$F,$!$H\"F,7$$\"

$V$F,$!$R\"F,7$$\"$a$F,$!$]\"F,7$$\"$k$F,$!$g\"F,7$$\"$u$F,$!$q\"F,7$$

\"$&QF,$!$!=F,7$$\"$&RF,$!$!>F,7$$\"$1%F,$!$,#F,7$$\"$;%F,$!$6#F,7$$\"

$E%F,$!$?#F,7$$\"$P%F,$!$J#F,7$$\"$Z%F,$!$T#F,7$$\"$e%F,$!$_#F,7$$\"$o

%F,$!$i#F,7$$\"$y%F,$!$r#F,7$$\"$*[F,$!$#GF,7$$\"\"&F)$!$$HF,-%'LEGEND

G6#Q0l:=alpha*x+beta6\"-%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-F$6&7&7$F(

$\"\"#F)7$$\"\"\"F)$\"3A+++++++!*!#=7$Fb[l$\"3/+++++++5Fi[l7$$F`qF)$!

\"\"F)-Fhz6&Fjz$\"#5F`\\lF(F(-Fcz6#Q@le~nuage~des~points~[x[n],y[n]]Ff

z-%&STYLEG6#%&POINTG-%&TITLEG6#Q<la~fonction~linearisee~a[n]Ffz-%+AXES

LABELSG6%Q\"xFfzQ\"yFfz-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$;F(F^z;$F0F)F^\\l

" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "l:=alpha*x+

beta" "le nuage des points [x[n],y[n]]" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 81 "#########################################    AJUSTEME

NT LINEAIRE: CAS EXPONENTIEL" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 66 "\nrestart;N:=4;Digits:=3;\nev:=[exp(2.),exp(0.9),exp(0.1),exp(-1

.)];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"NG\"\"%" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#>%'DigitsG\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%

#evG7&$\"$R(!\"#$\"$Y#F($\"$6\"F($\"$o$!\"$" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 

"" {MPLTEXT 1 0 48 "for n from 1 to N do lv[n]:=evalf(ln(ev[n]));od;" 

}}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"\"$\"$+#!\"#" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"#$\"$+*!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"$$\"$/\"!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"%$!$+\"!\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 82 "#################    AJUSTEMENT LINEAIRE: CAS LOGISTI

QUE\n\nrestart;N:=4;Digits:=3;\n" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%

\"NG\"\"%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'DigitsG\"\"$" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 67 "yv:=[1/(1+(exp(2.))),1/(1+ex

p(0.9)),1/(1+exp(0.1)),1/(1+exp(-1.))];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>%#yvG7&$\"$>\"!\"$$\"$*GF($\"$u%F($\"$I(F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "

> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 58 "for n from 1 to N do lv[n]:=evalf(ln((1-yv[n

])/yv[n]));od;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"\"$\"$+

#!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"#$\"$+*!\"$" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"$$\"$/\"!\"$" }}{PARA 11 

"" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"%$!$%**!\"$" }}}{EXCHG {PARA 0 "> \+

" 0 "" {MPLTEXT 1 0 153 "#############################################

#####l\222analyse de troncs de tr\350s vieux arbres\n#S\351quoia gigan

tea et Pinus aristaca\n#(ouvrage de A.G.Marshall)" }}}{EXCHG {PARA 0 "

> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 202 "###########################################

#########################################\"\nrestart;#Digits:=3;\nN:=7

:t:=[500, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6300]:\n\nyt:=[14.5, 13.5, 12.

0, 10.8, 9.9, 8.9, 8.0]:" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 

288 " with(plots):\npointsyt:=[seq([t[n],yt[n]],n=1..N)]:\nP2:=plot(po

intsyt,color=magenta, legend=\"la fonction des donnees\"):\nP1:=plot(p

ointsyt, style=point,\nlegend=\"donn\351es exp\351rimentelles  yt[n]\"

,\ncolor=green,\ntitle=\"la fonction des donnees experimentalles\", \n

legend=\"yt[n]\"):\ndisplay(P1,P2);" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 50 "Wa

rning, the name changecoords has been redefined\n" }}{PARA 13 "" 1 "" 

{GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6&7)7$$\"$+&\"\"!$\"3++

+++++]9!#;7$$\"%+5F*$\"3+++++++]8F-7$$\"%+?F*$\"#7F*7$$\"%+IF*$\"33+++

+++!3\"F-7$$\"%+SF*$\"3M+++++++**!#<7$$\"%+]F*$\"3M+++++++*)FB7$$\"%+j

F*$\"\")F*-%'LEGENDG6#Q&yt[n]6\"-%'COLOURG6&%$RGBG$F*F*$\"*++++\"!\")F

V-%&STYLEG6#%&POINTG-F$6%F&-FN6#Q8la~fonction~des~donneesFQ-FS6&FUFWFV

FW-%+AXESLABELSG6%Q!FQFbo-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%&TITLEG6#QHla~fonction~

des~donnees~experimentallesFQ-%%VIEWG6$FfoFfo" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "yt[n]" "la fonction des donnees" }}}

}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 67 "for n from 1 to N do lt[n]:

=ln((yt[n]));od:lt:=[seq(lt[n],n=1..N)];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>%#ltG7)$\"+\\'[Tn#!\"*$\"+&o*o-EF($\"+]m!\\[#F($\"+MhazBF($\"+d

Z`#H#F($\"+x70'=#F($\"+U:Wz?F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 

1 0 93 "pointslt:=[seq([t[n],lt[n]],n=1..N)]:plot(pointslt, style=poin

t,\ntitle=\"le nuage linearise\");" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 406 

406 406 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6$7)7$$\"$+&\"\"!$\"39+++\\'[Tn#!#<7$

$\"%+5F*$\"34+++&o*o-EF-7$$\"%+?F*$\"37+++]m!\\[#F-7$$\"%+IF*$\"3#****

**R8Y&zBF-7$$\"%+SF*$\"3')*****pvMDH#F-7$$\"%+]F*$\"3y*****pF^g=#F-7$$

\"%+jF*$\"33+++U:Wz?F--%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5!\"\"$F*F*FS-%+AXESLABELS

G6$Q!6\"FW-%&STYLEG6#%&POINTG-%&TITLEG6#Q3le~nuage~lineariseFX-%%VIEWG

6$%(DEFAULTGF^o" 1 5 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 

0 0 "Curve 1" }}}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT 256 80 "Pour trouver l'

\351quation de la droite, on utilise la m\351thode de moindres carr

\351es:" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 51 "moyenne:=(1/N*1.

)*(add([t[n],lt[n],yt[n]],n=1..N)):" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 89 "xb:=moyenne[1]:yb:=moyenne[2]:'[xb,yb]'=[xb,yb];\n#le

 centre de gravite du nuage lin\351aris\351" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/7$%#xbG%#ybG7$$\"+9dG9J!\"'$\"+dph&Q#!\"*" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 112 "with(linalg):\nfor n from 1 to N d

o X[n]:=t[n]-xb;Y[n]:=lt[n]-yb;od:\nX:=[seq(X[i],i=1..N)];Y:=[seq(Y[i]

,i=1..N)];" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 7 "" 1 "" 

{TEXT -1 80 "Warning, the protected names norm and trace have been red

efined and unprotected\n" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"XG7)$!

+9dG9E!\"'$!+9dG9@F($!+9dG96F($!*9dG9\"F($\"*'G9d))F($\"+'G9d)=F($\"+'

G9d=$F(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"YG7)$\"*#pJ&)G!\"*$\"*G

F2<#F($\")$p*G**F($!(B32'F($!)+A3$*F($!*!ol&*>F($!*:a<1$F(" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 40 "with(Student[LinearAlgebra]):evalm(

X.X);" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 47 "Warning, the name GramSchmidt ha

s been rebound\n" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 65 "Warning, the protecte

d name . has been redefined and unprotected\n" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#$\"+Ur&[q#!\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 11 "evalm(X.Y);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$!+3oNdF!\"'" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 31 "lambda:=-evalm(X.Y)/evalm(X.

X);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'lambdaG$\"+/%4%>5!#8" }}}

{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 16 "b:=yb+lambda*xb;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>

%\"bG$\"+r,4.F!\"*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 27 "exp(b

);#la valeur initiale " }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+w$yD\\\"

!\")" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 14 "ln(2.)/lambda;" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+5w\\*z'!\"'" }}}{EXCHG {PARA 0 "> \+

" 0 "" {MPLTEXT 1 0 16 "l:=-lambda*x+b;\n" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"lG,&*&$\"+/%4%>5!#8\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"+r,4.F!\"*F

*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 375 "L:=plot(l(x), x=0..t[

N], style=line,\ncolor=green,#title=\"la fonction lin\351aris\351e lt[

n]\", \nlegend=\"l=-lambda*x+b\"):\npointsplot(points):\nL2:=plot(poin

tslt, style=point, title=\"la droite des moindres carrees\", legend=\"

nuage des points linearise, lt[n]=ln(yt[n])\"):\nL3:=pointplot(\{[xb,y

b]\},axes=BOXED,\n#style=point,\nlegend=\"son centre de gravite\",\nco

lor=black):\ndisplay(L,L2, L3);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 406 406 

406 {PLOTDATA 2 "6)-%'CURVESG6&7S7$$\"\"!F)$\"+r,4.F!\"*7$$\"+72At8!\"

($\"+I94*o#F,7$$\"+7F0oDF0$\"++7\"pn#F,7$$\"+fiw6RF0$\"+eK@jEF,7$$\"+6

oQk_F0$\"+<XU\\EF,7$$\"+%fy0h'F0$\"+68qNEF,7$$\"+-2neyF0$\"+V\"yHi#F,7

$$\"+(y(*4:*F0$\"+RS!)4EF,7$$\"+JCv[5!\"'$\"+i$zhf#F,7$$\"+dk(>=\"FT$

\"+z$)f#e#F,7$$\"+VP,>8FT$\"+q'G'oDF,7$$\"+girR9FT$\"+UTKcDF,7$$\"+0()

fv:FT$\"+d@ZUDF,7$$\"+'4R?r\"FT$\"+'Hj&GDF,7$$\"+&pCN%=FT$\"+I&f^^#F,7

$$\"+;i#H'>FT$\"+Fw)H]#F,7$$\"+sh!\\5#FT$\"+cS^)[#F,7$$\"+>==DAFT$\"+W

IDwCF,7$$\"+*)44lBFT$\"+r0*>Y#F,7$$\"+7V$*)[#FT$\"+neO\\CF,7$$\"+k+\"[

i#FT$\"+lX^NCF,7$$\"+8f>aFFT$\"+][KACF,7$$\"+sk>*)GFT$\"+mFc3CF,7$$\"+

G\"pJ,$FT$\"+w[#fR#F,7$$\"+'Q!*o9$FT$\"+1KH#Q#F,7$$\"+\">*y&G$FT$\"+JP

8oBF,7$$\"+45q1MFT$\"+my!eN#F,7$$\"+&3*GPNFT$\"+&f&\\UBF,7$$\"+Y$*>sOF

T$\"+;FuGBF,7$$\"+:F=/QFT$\"+3#)G:BF,7$$\"+7M)=$RFT$\"+y-F-BF,7$$\"+kK

ntSFT$\"+)3;yG#F,7$$\"+_x2,UFT$\"+a$G[F#F,7$$\"+O#4rL%FT$\"+x6'4E#F,7$

$\"+!)RPgWFT$\"+`aR[AF,7$$\"+.\\8&f%FT$\"+)zdYB#F,7$$\"+HW$>s%FT$\"+N<

t@AF,7$$\"+qkZa[FT$\"+u-A3AF,7$$\"+T01%)\\FT$\"+_.,&>#F,7$$\"+bIs>^FT$

\"+)y!=\"=#F,7$$\"+z@Q]_FT$\"+u7'y;#F,7$$\"+0++%Q&FT$\"+Z,Ca@F,7$$\"+3

9^;bFT$\"+5=tS@F,7$$\"+EcFQcFT$\"+_!>$G@F,7$$\"+g6$yx&FT$\"+HE49@F,7$$

\"+$H^E!fFT$\"+Z$o85#F,7$$\"+*eNd.'FT$\"+4;!y3#F,7$$\"+UU6jhFT$\"+4l\"

[2#F,7$$\"%+jF)$\"+YA'31#F,-%'LEGENDG6#Q.l=-lambda*x+b6\"-%'COLOURG6&%

$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-%&STYLEG6#%%LINEG-F$6&7)7$$\"$+&F)$\"39+++\\'[

Tn#!#<7$$\"%+5F)$\"34+++&o*o-EFa\\l7$$\"%+?F)$\"37+++]m!\\[#Fa\\l7$$\"

%+IF)$\"3#******R8Y&zBFa\\l7$$\"%+SF)$\"3')*****pvMDH#Fa\\l7$$\"%+]F)$

\"3y*****pF^g=#Fa\\l7$Fez$\"33+++U:Wz?Fa\\l-F_[l6&Fa[l$\"#5!\"\"F(F(-F

jz6#QLnuage~des~points~linearise,~lt[n]=ln(yt[n])F][l-Ff[l6#%&POINTG-%

'POINTSG6%7$$\"+9dG9JFT$\"+dph&Q#F,-Fjz6#Q6son~centre~de~graviteF][l-F

_[l6&Fa[lF)F)F)-%*AXESSTYLEG6#%$BOXG-%+AXESLABELSG6%Q\"xF][lQ!F][l-%%F

ONTG6#%(DEFAULTG-%&TITLEG6#Q?la~droite~des~moindres~carreesF][l-%%VIEW

G6$;F(FezFb`l" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 2 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 

1 "l=-lambda*x+b" "nuage des points linearise, lt[n]=ln(yt[n])" "son c

entre de gravite" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 84 "with(plots):\nl:=-.101940940

4e-3*x+2.703090171;\nf(x):=-.1019409404e-3*x+2.703090171;\n" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"lG,&*&$\"+/%4%>5!#8\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"

+r,4.F!\"*F*" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>-%\"fG6#%\"xG,&*&$\"+

/%4%>5!#8\"\"\"F'F-!\"\"$\"+r,4.F!\"*F-" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 409 "pointsyt:=[seq([t[n],yt[n]],n=1..N)]:\npoints:=[seq(

[t[n],exp(l(t[n]))],n=1..N)]:\nP1:=plot(pointsyt, style=point,\nlegend

=\"nuage des points\",\ncolor=magenta,\ntitle=\"la fonction y=f(t)=exp

(-0.0001019409404t+2.703090171)\"):\nP2:=plot(exp(l(x)),x=1..t[N],colo

r=blue,\nlegend=\"y=exp(l(t)), l(t)=lambda t+b\"):\nP3:=plot(pointsyt,

 style=line,\nlegend=\"valeurs   yt[n] proches de f(t[n])\",\ncolor=gr

een):\ndisplay(P1, P2,P3);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 406 406 406 

{PLOTDATA 2 "6(-%'CURVESG6&7)7$$\"$+&\"\"!$\"3+++++++]9!#;7$$\"%+5F*$

\"3+++++++]8F-7$$\"%+?F*$\"#7F*7$$\"%+IF*$\"33++++++!3\"F-7$$\"%+SF*$

\"3M+++++++**!#<7$$\"%+]F*$\"3M+++++++*)FB7$$\"%+jF*$\"\")F*-%'LEGENDG

6#Q1nuage~des~points6\"-%'COLOURG6&%$RGBG$\"*++++\"!\")$F*F*FV-%&STYLE

G6#%&POINTG-F$6%7S7$$\"\"\"F*$\"+HiU#\\\"FX7$$\"+TF+$Q\"!\"($\"+iHor9F

X7$$\"+&3Xwd#Fco$\"+j!pQX\"FX7$$\"+W`9@RFco$\"+VH4M9FX7$$\"+'>^NF&Fco$

\"+4uX99FX7$$\"+)HH&>mFco$\"+T@=&R\"FX7$$\"+'HBu'yFco$\"+Miax8FX7$$\"+

]_af\"*Fco$\"+d,_f8FX7$$\"+ife\\5!\"'$\"+\\c7T8FX7$$\"+U))y#=\"Fgq$\"+

?y.B8FX7$$\"+wV!)>8Fgq$\"+dno/8FX7$$\"+Mx[S9Fgq$\"+\"3M()G\"FX7$$\"+5'

[jd\"Fgq$\"+@%35F\"FX7$$\"+Wtw7<Fgq$\"+$GbMD\"FX7$$\"+t?BW=Fgq$\"+!**o

nB\"FX7$$\"+TYhj>Fgq$\"+l(3=A\"FX7$$\"+h?d0@Fgq$\"+c\\D/7FX7$$\"+;'GeA

#Fgq$\"+P?e*=\"FX7$$\"+zbrlBFgq$\"+G(QF<\"FX7$$\"+V#R&*[#Fgq$\"+M'G!e6

FX7$$\"+GMRDEFgq$\"+>:5U6FX7$$\"+R(eZv#Fgq$\"+&zQr7\"FX7$$\"+qyt*)GFgq

$\"+%pN<6\"FX7$$\"+[3p8IFgq$\"+7jx(4\"FX7$$\"+!)3RZJFgq$\"+kc\"H3\"FX7

$$\"+QwE'G$Fgq$\"+$f#pn5FX7$$\"+j-;2MFgq$\"+'>:Y0\"FX7$$\"+6wsPNFgq$\"

+16nS5FX7$$\"+ekhsOFgq$\"+!4fk-\"FX7$$\"+y)yX!QFgq$\"+TKu75FX7$$\"+0$f

A$RFgq$\"+%Hpk***!\"*7$$\"+]m-uSFgq$\"+c-/`)*Fhx7$$\"+:4T,UFgq$\"+q!>f

s*Fhx7$$\"+23UPVFgq$\"+u***>f*Fhx7$$\"+&)fmgWFgq$\"+hDCs%*Fhx7$$\"+<bS

&f%Fgq$\"+li-V$*Fhx7$$\"+<\\=AZFgq$\"+BQ0B#*Fhx7$$\"+>fqa[Fgq$\"+4XH*4

*Fhx7$$\"+A%pU)\\Fgq$\"+2G!*z*)Fhx7$$\"+-/\"*>^Fgq$\"+'*))ec))Fhx7$$\"

+'y[0D&Fgq$\"+cSUR()Fhx7$$\"+.a9%Q&Fgq$\"+c*37i)Fhx7$$\"+tdj;bFgq$\"+X

?b0&)Fhx7$$\"+j1QQcFgq$\"+&yV1S)Fhx7$$\"+XS\"zx&Fgq$\"+tu*>G)Fhx7$$\"+

mVr-fFgq$\"+V\"*Hx\")Fhx7$$\"+PvxNgFgq$\"+(QEr1)Fhx7$$\"+rf8jhFgq$\"+K

v1jzFhx7$FI$\"+%)yt_yFhx-FN6#Q=y=exp(l(t)),~l(t)=lambda~t+bFQ-FS6&FUFY

FYFV-F$6&F&-FN6#QCvaleurs~~~yt[n]~proches~de~f(t[n])FQ-FS6&FUFYFVFY-Fe

n6#%%LINEG-%+AXESLABELSG6%Q!FQFc_l-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%&TITLEG6#QVla~

fonction~y=f(t)=exp(-0.0001019409404t+2.703090171)FQ-%%VIEWG6$;F\\oFIF

g_l" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "nuage de

s points" "y=exp(l(t)), l(t)=lambda t+b" "valeurs   yt[n] proches de f

(t[n])" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}

{MARK "41 0 0" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 1 1 1 1 }{PAGENUMBERS 0 1 

2 33 1 1 }



Alexei Pantchichkine
Fichier en pièce jointe 
cours5.mws


Exemples numériques : loi linéaire.

On considére le nuage des points donné par les valeurs
x=1[0,1,2,3,y = [2,09 =1—-0.1,0.1 = 0+ 0.1, —1]

(c’est-a-dire, un nuage “applati”’ le long du graphe de la fonction f =2 — x).
Pour retrouver une équation linéaire y = ax + b a partir du nuage
{[0,2],[1,0.9],[2,0.1],[3, —1]}, on cacule le centre de gravité

1
[x,y] = Z[O +1+2+3,24+09+0.1—-1]=[1.5,05].
On calcule les points centrés

X = [Xl — X, X2 — X, X3 — X, X4 _Y]z Y = [}’1 — Y2 =Y. y3—Y,ya _}7]>
X =[-15,-0.5,0.5,1.5], Y = [:,\1.5,30.4,\0.4,,;.5]


Alexei Pantchichkine
Texte surligné 

Alexei Pantchichkine
Barrer 

Alexei Pantchichkine
Texte de remplacement 
+

Alexei Pantchichkine
Barrer 

Alexei Pantchichkine
Texte de remplacement 
+

Alexei Pantchichkine
Texte inséré 
-

Alexei Pantchichkine
Texte inséré 
-


Exemples numériques : loi linéaire.

On considére le nuage des points donné par les valeurs

x=1[0,1,2,3],y =[2,09=1-0.1,01=0+0.1,-1]

(c’est-a-dire, un nuage “applati”’ le long du graphe de la fonction f =2 — x).

Pour retrouver une équation linéaire y = ax + b a partir du nuage
{[0,2],[1,0.9],[2,0.1],[3, —1]}, on cacule le centre de gravité

1
7] =40+1+2+3,24+09+01-1]=[15,05].

On calcule les points centrés

X = [Xl =X, X2 = X, X3 = X, X4 —Y], Y = [}/1 —Ys2 =Y, 3—Y:Ya _}7]>
X =[-1.5,-0.5,0.5,1.5], Y =[-1.5,—0.4,0.4,1.5]

X X =225+4+0.25+0.25+2.25 =5.0,
X-Y=-225-0.20-0.20—-225=—-4.9,
a=%%=72=-098 b=y—ax=05+0098-15=1097,
y =—0.98x + 1.97.
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Exemples numériques

» Loi exponentielle.
y = [7.39, 2.46, 1.11, 0.368],

2 09 , .01 . —
n=e,yre T, y3xe T, re .

oy = e 098x+LIT,

1


Alexei Pantchichkine
Note 
On pose 
l_n= ln(y_n)= ln(N^*/y-1)
(nuage de points linéarisé)
On retrouve la même ligne droite 
y=b-lambda x
b=1.97, lambda=-0,98



Exemples numériques

» Loi exponentielle.
y = [7.39, 2.46, 1.11, 0.368],
1

2 09 , .01 . —
n=e,yre T, y3xe T, re .

=y= 6_0'98X+1'97.
> Loi logistique. @
y = [0.119, 0.289, 0.474, 0.730],
1 N 1 N 1 N
n= 1+e2ay2 ~ 1+e0_97)/3 ~ 1+eo_17.y4 ~
1
=Yy

T 14 e 098x+1.97"

1
14+e 1’

S


Alexei Pantchichkine
Note 
N^*=1 
l_n= ln((N^*-y_n)/y_n)= ln(N^*/y_n-1), nuage de points linéarisé, voir p. 55).
On retrouve la même ligne droite 
y=b-lambda x
b=1.97, lambda=-0,98

Alexei Pantchichkine
Note 
Sashant que N^*=1 (la charge biotique), trouver la fonction logistique


Exemples numériques. Datation au moyen du carbone 14

([Bert], p.34).

Un étalonnage de la méthoode a été réalisé par
I’analyse de troncs de trés vieux arbres

Séquoia gigantea et Pinus aristaca

(ouvrage de A.G.Marshall) :

>N :=7:

t :=[500, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6300] :

yt :=[14.5, 13.5, 12.0, 10.8, 9.9, 8.9, 8.0] :

> for n from 1 to N do It[n] :=In((yt[n])) ;od :
It = [2.674148649, 2.602689685, 2.484906650,
2.379546134, 2.292534757, 2.186051277,
2.079441542]

S

Ia fonction des dannees experimentalles



Alexei Pantchichkine
Texte surligné 

Alexei Pantchichkine
Note 
Nuage des points linéarisé 


S

Pour trfuver I'équation de la droite,

on utilise la méthode de moindres carrés :
> moyenne :=(1/N)*(add([t[n].It[n],yt[n]] n=1..N)) :

> xb :=moyenne[1] :yb :=moyenne[2] :'[xb,yb]'=[xb,yb] ;
(le centre de gravité du nuage linéarisé)
> with(linalg) : for n from 1 to N do

X[n] :=t[n]-xb;Y[n] :=lt[n]-yb ;od :

X :=[seq(X[i].i=1..N)] :Y :=[seq(Y[i].i=1..N)] :

> with(Student[LinearAlgebra]) :evalm(X.X) : evalm(X.Y) :
> lambda :=-evalm(X.Y)/evalm(X.X) :

b :=yb+lambda*xb : | :=-lambda*x+b;

> L :=plot(I(x), x=0..t[N]) :

pointsplot(points) :

L2 :=plot(pointslt, style=point,

(la droite des moindres carrés)
legend="nuage des points linéarisé, It[n]=In(yt[n])") :
L3 :=pointplot([xb,yb]) :

display(L,L2, L3);

| :=-0.0001019409404 x + 2.703090171
f(x) := -0.0001019409404 x + 2.703090171

la valeur initiale | Ng = e® ~ 14.93|, la demi

Ia droite des moindres canees

0771000 700 300040007 5000 6000

x
I=-lamblatcH

o B ineariss, Hin

o soncentre de gravite

~vie : | T = In(2)/0.0001019409404 ~ 6790.

1a foncion y=i{fj=exp(0.00010194094041+2.703090171)
15

1000 2000 3000 4000 S0D0 6000
oooooo nuage des points

y=exp(It), =lambda t+b

valeurs yiln] proches de fit[n])




{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{CSTYLE "" -1 256 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

257 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{PSTYLE "Normal" -1 0 1 

{CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 

0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" -1 7 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Courier

" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }

{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 

2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Plot

" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }

3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 108 "###################

############## AJUSTEMENT LINEAIRE: CAS LINEAIRE\nrestart:\nxv:=[0,1,2

,3];yv:=[2,.9,.1,-1];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#xvG7&\"\"!

\"\"\"\"\"#\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#yvG7&\"\"#$\"\"

*!\"\"$\"\"\"F)F)" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 114 "#####

#######################################################\nDigits:=3;\nw

ith(stats):\nN:=4;Xvalues:=xv;Yvalues:=yv;" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%'DigitsG\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"

NG\"\"%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%(XvaluesG7&\"\"!\"\"\"\"

\"#\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%(YvaluesG7&\"\"#$\"\"*!

\"\"$\"\"\"F)F)" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT 257 80 "Pour trouver \+

l'\351quation de la droite, on utilise la m\351thode de moindres carr

\351es:" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 46 "moyenne:=(1/N*1.

)*(add([xv[n],yv[n]],n=1..N)):" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 

1 0 48 "xb:=moyenne[1]:yb:=moyenne[2]:'[xb,yb]'=[xb,yb];" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$%#xbG%#ybG7$$\"$]\"!\"#$\"$+&!\"$" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 69 "eq_fit:= fit[leastsquare[[x,y], y=b*x+c, \{b,c\}]]([X

values, Yvalues]);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'eq_fitG/%\"yG

,&*&$\"$!)*!\"$\"\"\"%\"xGF,!\"\"$\"$(>!\"#F," }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 

0 "" {MPLTEXT 1 0 63 "################################################

###############" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 21 "X:=[-1.5

,-.5,.5,1.5];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"XG7&$!#:!\"\"$!\"

&F($\"\"&F($\"#:F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 21 "Y:=[1

.5,.4,-.4,-1.5];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"YG7&$\"#:!\"\"

$\"\"%F($!\"%F($!#:F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 491 "w

ith(Student[LinearAlgebra]):\nprint('(X.X)'=evalm(X.X));\nprint('(X.Y)

'=evalm(X.Y));\n####################################################\n

alpha:=evalm(X.Y)/evalm(X.X);\nbeta:=yb-alpha*xb;\nl:=alpha*x+beta;\nL

:=plot(l(x), x=0..5,y=3..-3, \ncolor=green,title=\"la fonction lineari

see a[n]\", legend=\"l:=alpha*x+beta\"):\npointsplot(points):\nL2:=plo

t([[0,2],[1,.9], [2,.1],[3,-1]],style=point, title=\"la droite des moi

ndres carr\351es\", legend=\"le nuage des points [x[n],y[n]]\"):\nwith

(plots):display(L,L2);" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 65 "Warning, the pr

otected name . has been redefined and unprotected\n" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#/-%\".G6$%\"XGF'$\"$+&!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/-%\".G6$%\"XG%\"YG$!$!\\!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%&alphaG$!$!)*!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%%betaG$\"$(>!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"lG,&*&$\"$!)

*!\"$\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"$(>!\"#F*" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 50 "Wa

rning, the name changecoords has been redefined\n" }}{PARA 13 "" 1 "" 

{GLPLOT2D 406 406 406 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6%7S7$$\"\"!F)$\"$(>!\"

#7$$\"$4\"!\"$$\"$'=F,7$$\"$/#F0$\"$x\"F,7$$\"$5$F0$\"$n\"F,7$$\"$<%F0

$\"$c\"F,7$$\"$C&F0$\"$Y\"F,7$$\"$B'F0$\"$O\"F,7$$\"$D(F0$\"$E\"F,7$$

\"$J)F0$\"$;\"F,7$$\"$P*F0$\"$0\"F,7$$\"$/\"F,$\"#&*F,7$$\"$9\"F,$\"#&

)F,7$$\"$D\"F,$\"#vF,7$$\"$N\"F,$\"#lF,7$FE$\"#aF,7$F@$\"#WF,7$$\"$m\"

F,$\"#MF,7$F6$\"#CF,7$$\"$(=F,$\"#9F,7$$\"$)>F,$\"\"$F,7$$\"$3#F,$!\"(

F,7$$\"$=#F,$!#<F,7$$\"$H#F,$!#FF,7$$\"$R#F,$!#PF,7$$\"$]#F,$!#[F,7$$

\"$g#F,$!#eF,7$$\"$q#F,$!#oF,7$$\"$\"GF,$!#yF,7$$\"$\"HF,$!#))F,7$$\"$

-$F,$!#**F,7$$\"$7$F,$!$4\"F,7$$\"$A$F,$!$>\"F,7$$\"$L$F,$!$H\"F,7$$\"

$V$F,$!$R\"F,7$$\"$a$F,$!$]\"F,7$$\"$k$F,$!$g\"F,7$$\"$u$F,$!$q\"F,7$$

\"$&QF,$!$!=F,7$$\"$&RF,$!$!>F,7$$\"$1%F,$!$,#F,7$$\"$;%F,$!$6#F,7$$\"

$E%F,$!$?#F,7$$\"$P%F,$!$J#F,7$$\"$Z%F,$!$T#F,7$$\"$e%F,$!$_#F,7$$\"$o

%F,$!$i#F,7$$\"$y%F,$!$r#F,7$$\"$*[F,$!$#GF,7$$\"\"&F)$!$$HF,-%'LEGEND

G6#Q0l:=alpha*x+beta6\"-%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-F$6&7&7$F(

$\"\"#F)7$$\"\"\"F)$\"3A+++++++!*!#=7$Fb[l$\"3/+++++++5Fi[l7$$F`qF)$!

\"\"F)-Fhz6&Fjz$\"#5F`\\lF(F(-Fcz6#Q@le~nuage~des~points~[x[n],y[n]]Ff

z-%&STYLEG6#%&POINTG-%&TITLEG6#Q<la~fonction~linearisee~a[n]Ffz-%+AXES

LABELSG6%Q\"xFfzQ\"yFfz-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$;F(F^z;$F0F)F^\\l

" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "l:=alpha*x+

beta" "le nuage des points [x[n],y[n]]" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 81 "#########################################    AJUSTEME

NT LINEAIRE: CAS EXPONENTIEL" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 66 "\nrestart;N:=4;Digits:=3;\nev:=[exp(2.),exp(0.9),exp(0.1),exp(-1

.)];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"NG\"\"%" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#>%'DigitsG\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%

#evG7&$\"$R(!\"#$\"$Y#F($\"$6\"F($\"$o$!\"$" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 

"" {MPLTEXT 1 0 48 "for n from 1 to N do lv[n]:=evalf(ln(ev[n]));od;" 

}}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"\"$\"$+#!\"#" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"#$\"$+*!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"$$\"$/\"!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"%$!$+\"!\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 82 "#################    AJUSTEMENT LINEAIRE: CAS LOGISTI

QUE\n\nrestart;N:=4;Digits:=3;\n" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%

\"NG\"\"%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'DigitsG\"\"$" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 67 "yv:=[1/(1+(exp(2.))),1/(1+ex

p(0.9)),1/(1+exp(0.1)),1/(1+exp(-1.))];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>%#yvG7&$\"$>\"!\"$$\"$*GF($\"$u%F($\"$I(F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "

> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 58 "for n from 1 to N do lv[n]:=evalf(ln((1-yv[n

])/yv[n]));od;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"\"$\"$+

#!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"#$\"$+*!\"$" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"$$\"$/\"!\"$" }}{PARA 11 

"" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#lvG6#\"\"%$!$%**!\"$" }}}{EXCHG {PARA 0 "> \+

" 0 "" {MPLTEXT 1 0 153 "#############################################

#####l\222analyse de troncs de tr\350s vieux arbres\n#S\351quoia gigan

tea et Pinus aristaca\n#(ouvrage de A.G.Marshall)" }}}{EXCHG {PARA 0 "

> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 202 "###########################################

#########################################\"\nrestart;#Digits:=3;\nN:=7

:t:=[500, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6300]:\n\nyt:=[14.5, 13.5, 12.

0, 10.8, 9.9, 8.9, 8.0]:" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 

288 " with(plots):\npointsyt:=[seq([t[n],yt[n]],n=1..N)]:\nP2:=plot(po

intsyt,color=magenta, legend=\"la fonction des donnees\"):\nP1:=plot(p

ointsyt, style=point,\nlegend=\"donn\351es exp\351rimentelles  yt[n]\"

,\ncolor=green,\ntitle=\"la fonction des donnees experimentalles\", \n

legend=\"yt[n]\"):\ndisplay(P1,P2);" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 50 "Wa

rning, the name changecoords has been redefined\n" }}{PARA 13 "" 1 "" 

{GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6&7)7$$\"$+&\"\"!$\"3++

+++++]9!#;7$$\"%+5F*$\"3+++++++]8F-7$$\"%+?F*$\"#7F*7$$\"%+IF*$\"33+++

+++!3\"F-7$$\"%+SF*$\"3M+++++++**!#<7$$\"%+]F*$\"3M+++++++*)FB7$$\"%+j

F*$\"\")F*-%'LEGENDG6#Q&yt[n]6\"-%'COLOURG6&%$RGBG$F*F*$\"*++++\"!\")F

V-%&STYLEG6#%&POINTG-F$6%F&-FN6#Q8la~fonction~des~donneesFQ-FS6&FUFWFV

FW-%+AXESLABELSG6%Q!FQFbo-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%&TITLEG6#QHla~fonction~

des~donnees~experimentallesFQ-%%VIEWG6$FfoFfo" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "yt[n]" "la fonction des donnees" }}}

}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 67 "for n from 1 to N do lt[n]:

=ln((yt[n]));od:lt:=[seq(lt[n],n=1..N)];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>%#ltG7)$\"+\\'[Tn#!\"*$\"+&o*o-EF($\"+]m!\\[#F($\"+MhazBF($\"+d

Z`#H#F($\"+x70'=#F($\"+U:Wz?F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 

1 0 93 "pointslt:=[seq([t[n],lt[n]],n=1..N)]:plot(pointslt, style=poin

t,\ntitle=\"le nuage linearise\");" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 406 

406 406 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6$7)7$$\"$+&\"\"!$\"39+++\\'[Tn#!#<7$

$\"%+5F*$\"34+++&o*o-EF-7$$\"%+?F*$\"37+++]m!\\[#F-7$$\"%+IF*$\"3#****

**R8Y&zBF-7$$\"%+SF*$\"3')*****pvMDH#F-7$$\"%+]F*$\"3y*****pF^g=#F-7$$

\"%+jF*$\"33+++U:Wz?F--%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5!\"\"$F*F*FS-%+AXESLABELS

G6$Q!6\"FW-%&STYLEG6#%&POINTG-%&TITLEG6#Q3le~nuage~lineariseFX-%%VIEWG

6$%(DEFAULTGF^o" 1 5 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 

0 0 "Curve 1" }}}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT 256 80 "Pour trouver l'

\351quation de la droite, on utilise la m\351thode de moindres carr

\351es:" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 51 "moyenne:=(1/N*1.

)*(add([t[n],lt[n],yt[n]],n=1..N)):" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 89 "xb:=moyenne[1]:yb:=moyenne[2]:'[xb,yb]'=[xb,yb];\n#le

 centre de gravite du nuage lin\351aris\351" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/7$%#xbG%#ybG7$$\"+9dG9J!\"'$\"+dph&Q#!\"*" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 112 "with(linalg):\nfor n from 1 to N d

o X[n]:=t[n]-xb;Y[n]:=lt[n]-yb;od:\nX:=[seq(X[i],i=1..N)];Y:=[seq(Y[i]

,i=1..N)];" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 7 "" 1 "" 

{TEXT -1 80 "Warning, the protected names norm and trace have been red

efined and unprotected\n" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"XG7)$!

+9dG9E!\"'$!+9dG9@F($!+9dG96F($!*9dG9\"F($\"*'G9d))F($\"+'G9d)=F($\"+'

G9d=$F(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"YG7)$\"*#pJ&)G!\"*$\"*G

F2<#F($\")$p*G**F($!(B32'F($!)+A3$*F($!*!ol&*>F($!*:a<1$F(" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 40 "with(Student[LinearAlgebra]):evalm(

X.X);" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 47 "Warning, the name GramSchmidt ha

s been rebound\n" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 65 "Warning, the protecte

d name . has been redefined and unprotected\n" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#$\"+Ur&[q#!\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 11 "evalm(X.Y);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$!+3oNdF!\"'" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 31 "lambda:=-evalm(X.Y)/evalm(X.

X);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'lambdaG$\"+/%4%>5!#8" }}}

{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 16 "b:=yb+lambda*xb;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>

%\"bG$\"+r,4.F!\"*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 27 "exp(b

);#la valeur initiale " }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+w$yD\\\"

!\")" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 14 "ln(2.)/lambda;" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+5w\\*z'!\"'" }}}{EXCHG {PARA 0 "> \+

" 0 "" {MPLTEXT 1 0 16 "l:=-lambda*x+b;\n" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"lG,&*&$\"+/%4%>5!#8\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"+r,4.F!\"*F

*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 375 "L:=plot(l(x), x=0..t[

N], style=line,\ncolor=green,#title=\"la fonction lin\351aris\351e lt[

n]\", \nlegend=\"l=-lambda*x+b\"):\npointsplot(points):\nL2:=plot(poin

tslt, style=point, title=\"la droite des moindres carrees\", legend=\"

nuage des points linearise, lt[n]=ln(yt[n])\"):\nL3:=pointplot(\{[xb,y

b]\},axes=BOXED,\n#style=point,\nlegend=\"son centre de gravite\",\nco

lor=black):\ndisplay(L,L2, L3);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 406 406 

406 {PLOTDATA 2 "6)-%'CURVESG6&7S7$$\"\"!F)$\"+r,4.F!\"*7$$\"+72At8!\"

($\"+I94*o#F,7$$\"+7F0oDF0$\"++7\"pn#F,7$$\"+fiw6RF0$\"+eK@jEF,7$$\"+6

oQk_F0$\"+<XU\\EF,7$$\"+%fy0h'F0$\"+68qNEF,7$$\"+-2neyF0$\"+V\"yHi#F,7

$$\"+(y(*4:*F0$\"+RS!)4EF,7$$\"+JCv[5!\"'$\"+i$zhf#F,7$$\"+dk(>=\"FT$

\"+z$)f#e#F,7$$\"+VP,>8FT$\"+q'G'oDF,7$$\"+girR9FT$\"+UTKcDF,7$$\"+0()

fv:FT$\"+d@ZUDF,7$$\"+'4R?r\"FT$\"+'Hj&GDF,7$$\"+&pCN%=FT$\"+I&f^^#F,7

$$\"+;i#H'>FT$\"+Fw)H]#F,7$$\"+sh!\\5#FT$\"+cS^)[#F,7$$\"+>==DAFT$\"+W

IDwCF,7$$\"+*)44lBFT$\"+r0*>Y#F,7$$\"+7V$*)[#FT$\"+neO\\CF,7$$\"+k+\"[

i#FT$\"+lX^NCF,7$$\"+8f>aFFT$\"+][KACF,7$$\"+sk>*)GFT$\"+mFc3CF,7$$\"+

G\"pJ,$FT$\"+w[#fR#F,7$$\"+'Q!*o9$FT$\"+1KH#Q#F,7$$\"+\">*y&G$FT$\"+JP

8oBF,7$$\"+45q1MFT$\"+my!eN#F,7$$\"+&3*GPNFT$\"+&f&\\UBF,7$$\"+Y$*>sOF

T$\"+;FuGBF,7$$\"+:F=/QFT$\"+3#)G:BF,7$$\"+7M)=$RFT$\"+y-F-BF,7$$\"+kK

ntSFT$\"+)3;yG#F,7$$\"+_x2,UFT$\"+a$G[F#F,7$$\"+O#4rL%FT$\"+x6'4E#F,7$

$\"+!)RPgWFT$\"+`aR[AF,7$$\"+.\\8&f%FT$\"+)zdYB#F,7$$\"+HW$>s%FT$\"+N<

t@AF,7$$\"+qkZa[FT$\"+u-A3AF,7$$\"+T01%)\\FT$\"+_.,&>#F,7$$\"+bIs>^FT$

\"+)y!=\"=#F,7$$\"+z@Q]_FT$\"+u7'y;#F,7$$\"+0++%Q&FT$\"+Z,Ca@F,7$$\"+3

9^;bFT$\"+5=tS@F,7$$\"+EcFQcFT$\"+_!>$G@F,7$$\"+g6$yx&FT$\"+HE49@F,7$$

\"+$H^E!fFT$\"+Z$o85#F,7$$\"+*eNd.'FT$\"+4;!y3#F,7$$\"+UU6jhFT$\"+4l\"

[2#F,7$$\"%+jF)$\"+YA'31#F,-%'LEGENDG6#Q.l=-lambda*x+b6\"-%'COLOURG6&%

$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-%&STYLEG6#%%LINEG-F$6&7)7$$\"$+&F)$\"39+++\\'[

Tn#!#<7$$\"%+5F)$\"34+++&o*o-EFa\\l7$$\"%+?F)$\"37+++]m!\\[#Fa\\l7$$\"

%+IF)$\"3#******R8Y&zBFa\\l7$$\"%+SF)$\"3')*****pvMDH#Fa\\l7$$\"%+]F)$

\"3y*****pF^g=#Fa\\l7$Fez$\"33+++U:Wz?Fa\\l-F_[l6&Fa[l$\"#5!\"\"F(F(-F

jz6#QLnuage~des~points~linearise,~lt[n]=ln(yt[n])F][l-Ff[l6#%&POINTG-%

'POINTSG6%7$$\"+9dG9JFT$\"+dph&Q#F,-Fjz6#Q6son~centre~de~graviteF][l-F

_[l6&Fa[lF)F)F)-%*AXESSTYLEG6#%$BOXG-%+AXESLABELSG6%Q\"xF][lQ!F][l-%%F

ONTG6#%(DEFAULTG-%&TITLEG6#Q?la~droite~des~moindres~carreesF][l-%%VIEW

G6$;F(FezFb`l" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 2 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 

1 "l=-lambda*x+b" "nuage des points linearise, lt[n]=ln(yt[n])" "son c

entre de gravite" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 84 "with(plots):\nl:=-.101940940

4e-3*x+2.703090171;\nf(x):=-.1019409404e-3*x+2.703090171;\n" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"lG,&*&$\"+/%4%>5!#8\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"

+r,4.F!\"*F*" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>-%\"fG6#%\"xG,&*&$\"+

/%4%>5!#8\"\"\"F'F-!\"\"$\"+r,4.F!\"*F-" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 409 "pointsyt:=[seq([t[n],yt[n]],n=1..N)]:\npoints:=[seq(

[t[n],exp(l(t[n]))],n=1..N)]:\nP1:=plot(pointsyt, style=point,\nlegend

=\"nuage des points\",\ncolor=magenta,\ntitle=\"la fonction y=f(t)=exp

(-0.0001019409404t+2.703090171)\"):\nP2:=plot(exp(l(x)),x=1..t[N],colo

r=blue,\nlegend=\"y=exp(l(t)), l(t)=lambda t+b\"):\nP3:=plot(pointsyt,

 style=line,\nlegend=\"valeurs   yt[n] proches de f(t[n])\",\ncolor=gr

een):\ndisplay(P1, P2,P3);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 406 406 406 

{PLOTDATA 2 "6(-%'CURVESG6&7)7$$\"$+&\"\"!$\"3+++++++]9!#;7$$\"%+5F*$

\"3+++++++]8F-7$$\"%+?F*$\"#7F*7$$\"%+IF*$\"33++++++!3\"F-7$$\"%+SF*$

\"3M+++++++**!#<7$$\"%+]F*$\"3M+++++++*)FB7$$\"%+jF*$\"\")F*-%'LEGENDG

6#Q1nuage~des~points6\"-%'COLOURG6&%$RGBG$\"*++++\"!\")$F*F*FV-%&STYLE

G6#%&POINTG-F$6%7S7$$\"\"\"F*$\"+HiU#\\\"FX7$$\"+TF+$Q\"!\"($\"+iHor9F

X7$$\"+&3Xwd#Fco$\"+j!pQX\"FX7$$\"+W`9@RFco$\"+VH4M9FX7$$\"+'>^NF&Fco$

\"+4uX99FX7$$\"+)HH&>mFco$\"+T@=&R\"FX7$$\"+'HBu'yFco$\"+Miax8FX7$$\"+

]_af\"*Fco$\"+d,_f8FX7$$\"+ife\\5!\"'$\"+\\c7T8FX7$$\"+U))y#=\"Fgq$\"+

?y.B8FX7$$\"+wV!)>8Fgq$\"+dno/8FX7$$\"+Mx[S9Fgq$\"+\"3M()G\"FX7$$\"+5'

[jd\"Fgq$\"+@%35F\"FX7$$\"+Wtw7<Fgq$\"+$GbMD\"FX7$$\"+t?BW=Fgq$\"+!**o

nB\"FX7$$\"+TYhj>Fgq$\"+l(3=A\"FX7$$\"+h?d0@Fgq$\"+c\\D/7FX7$$\"+;'GeA

#Fgq$\"+P?e*=\"FX7$$\"+zbrlBFgq$\"+G(QF<\"FX7$$\"+V#R&*[#Fgq$\"+M'G!e6

FX7$$\"+GMRDEFgq$\"+>:5U6FX7$$\"+R(eZv#Fgq$\"+&zQr7\"FX7$$\"+qyt*)GFgq

$\"+%pN<6\"FX7$$\"+[3p8IFgq$\"+7jx(4\"FX7$$\"+!)3RZJFgq$\"+kc\"H3\"FX7

$$\"+QwE'G$Fgq$\"+$f#pn5FX7$$\"+j-;2MFgq$\"+'>:Y0\"FX7$$\"+6wsPNFgq$\"

+16nS5FX7$$\"+ekhsOFgq$\"+!4fk-\"FX7$$\"+y)yX!QFgq$\"+TKu75FX7$$\"+0$f

A$RFgq$\"+%Hpk***!\"*7$$\"+]m-uSFgq$\"+c-/`)*Fhx7$$\"+:4T,UFgq$\"+q!>f

s*Fhx7$$\"+23UPVFgq$\"+u***>f*Fhx7$$\"+&)fmgWFgq$\"+hDCs%*Fhx7$$\"+<bS

&f%Fgq$\"+li-V$*Fhx7$$\"+<\\=AZFgq$\"+BQ0B#*Fhx7$$\"+>fqa[Fgq$\"+4XH*4

*Fhx7$$\"+A%pU)\\Fgq$\"+2G!*z*)Fhx7$$\"+-/\"*>^Fgq$\"+'*))ec))Fhx7$$\"

+'y[0D&Fgq$\"+cSUR()Fhx7$$\"+.a9%Q&Fgq$\"+c*37i)Fhx7$$\"+tdj;bFgq$\"+X

?b0&)Fhx7$$\"+j1QQcFgq$\"+&yV1S)Fhx7$$\"+XS\"zx&Fgq$\"+tu*>G)Fhx7$$\"+

mVr-fFgq$\"+V\"*Hx\")Fhx7$$\"+PvxNgFgq$\"+(QEr1)Fhx7$$\"+rf8jhFgq$\"+K

v1jzFhx7$FI$\"+%)yt_yFhx-FN6#Q=y=exp(l(t)),~l(t)=lambda~t+bFQ-FS6&FUFY

FYFV-F$6&F&-FN6#QCvaleurs~~~yt[n]~proches~de~f(t[n])FQ-FS6&FUFYFVFY-Fe

n6#%%LINEG-%+AXESLABELSG6%Q!FQFc_l-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%&TITLEG6#QVla~

fonction~y=f(t)=exp(-0.0001019409404t+2.703090171)FQ-%%VIEWG6$;F\\oFIF

g_l" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "nuage de

s points" "y=exp(l(t)), l(t)=lambda t+b" "valeurs   yt[n] proches de f

(t[n])" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}

{MARK "41 0 0" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 1 1 1 1 }{PAGENUMBERS 0 1 

2 33 1 1 }



Alexei Pantchichkine
Fichier en pièce jointe 
cours5.mws

Alexei Pantchichkine
Note 
N:=7, 
t:=[500, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6300]

y_t:=[14.5, 13.5, 12.0, 10.8, 9.9, 8.9, 8.0]   (concentration de C14 dans troncs de très vieux arbres)
l_t := [2.674148649, 2.602689685, 2.484906650, 2.379546134, 2.292534757,2.186051277, 2.079441542]   (les valeurs linéarisées)


Cours N°6, Exemples numériques (R.Pearl, 1925) :
%]périence de T.CARLSON (voir [Bert], p.96)

1’étude de la croissance en milieu fermé d’une population

de saccharomyces (levures) a donné les résultats suivants,

ol le temps t est exprimé en heures, et ol N est un nombre
tionnel au nombre total de levures vivantes & 1’instant t :

> 65;

t:=[0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 18];

N:=[9.6,18.3, 47.2,119.1,257.3, ,659.7,629.4,651.1,661.8]; Eb
for n from 1 to 10 do a[n]:=1ln [n1)/N[nl);od;

> al1] := 4.223482638 a[2] := 3.564981448

a[3] := 2.571770888 a[4] := 1.522472332

a[b] := 0.4602888905 al[6] := -0.6773988237
a[7] := -1.670587507 al[8] := -2.872421347
a[9] := -3.846774400 a[10] := -5.331812586


Alexei Pantchichkine
Note 
ANNONCE :  CC1 de Mat127 aura lieu le 28 février 11h30-13h, Amphi D1

PLAN du 25 février 2008 :
--Ajustement dans le cas logistique. Exemple : expérience de T.Carlson
--La méthode des moindres carrées (rappels)
--Fonctions de deux variables. Dérivées partielles
--Equations différentielles du premier ordre. Equations différentielles autonomes (définitions et exemples).




{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{CSTYLE "" -1 256 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

257 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 258 "" 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 259 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 }{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 

1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" 

-1 7 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Courier" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 1 }

1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "

" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 

2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 12 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 

0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }1 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Map

le Plot" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 

1 1 1 }3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 20 "restart;#Digits:=3;

\n" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 21 "%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  " }}

{PARA 0 "" 0 "" {TEXT 256 18 "Exp\351rience de T.CA" }{TEXT -1 0 "" }

{TEXT 259 38 "RLSON   (voir [Bertrandias], p.96) :  " }}{PARA 0 "" 0 "

" {TEXT -1 61 "l'\351tude de la croissance en milieu f\351rm\351 d'une

 population de " }{TEXT 257 15 "saccharomyces (" }{TEXT -1 8 "levures)

" }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 69 "a donn\351 les r\351sultats suivants,

 o\371 le temps t est exprim\351 en heures, " }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT 

-1 88 "et o\371 N est un nombre proportionnel au nombre total de levur

es vivantes \340 l'instant t : " }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 

1 0 202 "Ns:=665;\nt:=[0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 18];\nN:=[9.6, 18

.3, 47.2, 119.1, 257.3, 441.0, 559.7, 629.4, 651.1, 661.8];\nfor n fro

m 1 to 10 do a[n]:=ln((Ns-N[n])/N[n]);od;\n#calcul des valeures lin

\351aris\351es" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#>%#NsG\"$l'" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"t

G7,\"\"!\"\"\"\"\"$\"\"&\"\"(\"\"*\"#6\"#8\"#:\"#=" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#>%\"NG7,$\"#'*!\"\"$\"$$=F($\"$s%F($\"%\">\"F($\"%tDF

($\"%5WF($\"%(f&F($\"%%H'F($\"%6lF($\"%=mF(" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"\"$\"+QE[BU!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"#$\"+[9)\\c$!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"$$\"+))3xrD!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"%$\"+KBZA:!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"&$\"+0*))Gg%!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"'$!+P#))Rx'!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"($!+2veq;!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\")$!+Z8UsG!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"*$!++WxYQ!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"#5$!+'e7=L&!\"*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 266 " wit

h(plots):\npointsN:=[seq([t[n],N[n]],n=1..10)];\npoints:=[seq([t[n],a[

n]],n=1..10)];\nplot(pointsN, style=point,\nlegend=\"donnees experimen

telles N[n]\");\nplot(points, style=point,\ncolor=green,\ntitle=\"la f

onction lin\351aris\351e a[n]\", \nlegend=\"a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])\")

;\n" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 50 "Warning, the name changecoords has

 been redefined\n" }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%(pointsNG7,7$\"

\"!$\"#'*!\"\"7$\"\"\"$\"$$=F*7$\"\"$$\"$s%F*7$\"\"&$\"%\">\"F*7$\"\"(

$\"%tDF*7$\"\"*$\"%5WF*7$\"#6$\"%(f&F*7$\"#8$\"%%H'F*7$\"#:$\"%6lF*7$

\"#=$\"%=mF*" }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'pointsG7,7$\"\"!$\"

+QE[BU!\"*7$\"\"\"$\"+[9)\\c$F*7$\"\"$$\"+))3xrDF*7$\"\"&$\"+KBZA:F*7$

\"\"($\"+0*))Gg%!#57$\"\"*$!+P#))Rx'F;7$\"#6$!+2veq;F*7$\"#8$!+Z8UsGF*

7$\"#:$!++WxYQF*7$\"#=$!+'e7=L&F*" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 

378 378 {PLOTDATA 2 "6&-%'CURVESG6%7,7$$\"\"!F)$\"3k*************f*!#<

7$$\"\"\"F)$\"32++++++I=!#;7$$\"\"$F)$\"3H++++++?ZF27$$\"\"&F)$\"3%***

*********4>\"!#:7$$\"\"(F)$\"37++++++tDF=7$$\"\"*F)$\"$T%F)7$$\"#6F)$

\"3W++++++(f&F=7$$\"#8F)$\"3w***********RH'F=7$$\"#:F)$\"3B++++++6lF=7

$$\"#=F)$\"3b***********zh'F=-%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5!\"\"F(F(-%'LEGEND

G6#Q=donnees~experimentelles~N[n]6\"-%+AXESLABELSG6$Q!FaoFeo-%&STYLEG6

#%&POINTG-%%VIEWG6$%(DEFAULTGF]p" 1 5 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 

45.000000 45.000000 0 1 "donnees experimentelles N[n]" }}}{PARA 13 "" 

1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6(-%'CURVESG6$7,7$$\"\"!F)$\"3

7+++QE[BU!#<7$$\"\"\"F)$\"3;+++[9)\\c$F,7$$\"\"$F)$\"33+++))3xrDF,7$$

\"\"&F)$\"3)******>LsC_\"F,7$$\"\"(F)$\"3#******\\!*))Gg%!#=7$$\"\"*F)

$!3U+++P#))Rx'FA7$$\"#6F)$!3-+++2veq;F,7$$\"#8F)$!3'******pM@C(GF,7$$

\"#:F)$!39++++WxYQF,7$$\"#=F)$!3&)*****fe7=L&F,-%'LEGENDG6#Q8a[n]=ln((

Ns-N[n])/N[n])6\"-%+AXESLABELSG6$Q!FinF]o-%&TITLEG6#Q<la~fonction~lin|

dyaris|dye~a[n]Fin-%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-%&STYLEG6#%&POI

NTG-%%VIEWG6$%(DEFAULTGF`p" 1 5 0 1 10 0 2 6 1 4 2 1.000000 45.000000 

45.000000 0 1 "a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])" }}}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" 

{TEXT 258 80 "Pour trouver l'\351quation de la droite, on utilise la m

\351thode de moindres carr\351es:" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 66 "v:=(1/10)*(add([a[n],N[n], t[n]*1.],n=1..10));#calcul

 des moyennes" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"vG7%$!+q%)*f0#!#5

$\"+++]%R$!\"($\"+++++#)!\"*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 5 "v[1];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$!+q%)*f0#!#5" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 115 "yb:=[a[1]-v[1],a[2]-v[1], a

[3]-v[1], a[4]-v[1], a[5]-v[1], a[6]-v[1], a[7]-v[1], a[8]-v[1], a[9]-

v[1], a[10]-v[1]];" }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#ybG7,$\"+&[#3

HW!\"*$\"+&H\"eqPF($\"+N2PxFF($\"+z@2G<F($\"+vt))em!#5$!+n(*)zr%F1$!+g

w)\\Y\"F($!++:#om#F($!+`X<TOF($!+RF@E^F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 115 "xb:=[t[1]-v[3],t[2]-v[3], t[3]-v[3], t[4]-v[3], t[5]

-v[3], t[6]-v[3], t[7]-v[3], t[8]-v[3], t[9]-v[3], t[10]-v[3]];" }}

{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#xbG7,$!+++++#)!\"*$!+++++sF($!+++++

_F($!+++++KF($!+++++7F($\"*++++)F($\"+++++GF($\"+++++[F($\"+++++oF($\"

+++++)*F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 45 "with(Student[L

inearAlgebra]):evalm(xb.xb)*1.;" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 65 "Warnin

g, the protected name . has been redefined and unprotected\n" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"++++;L!\"(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 13 "evalm(xb.yb);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$!+m

!\\^w\"!\"(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 35 "lambda:=-eva

lm(xb.yb)/evalm(xb.xb);" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'lambdaG$\"+hu7B`!#5" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 20 "b:=v[1]+lambda*v[3];" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"bG$\"+rYOfT!\"*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 254 "l:=-lambda*x+b;\nL:=plot(l(x), x=0..18, \ncolor=gr

een,title=\"la fonction linearisee a[n]\", legend=\"l:=-lambda*x+b\"):

\npointsplot(points):\nL2:=plot(points, style=point, title=\"la droite

 des moindres carr\351es\", legend=\"a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])\"):\ndisp

lay(L,L2);" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"lG,&*&$\"+hu7B`!#5\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"+rYOfT!\"*F*

" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6%

7S7$$\"\"!F)$\"+rYOfT!\"*7$$\"+]x[BR!#5$\"+<C^]RF,7$$\"+iMHPtF0$\"+)=

\"zoPF,7$$\"+-vk<6F,$\"+gmUkNF,7$$\"+=06/:F,$\"+ruqeLF,7$$\"+Tnt))=F,$

\"+Ig'R:$F,7$$\"+'[M`C#F,$\"+0X9kHF,7$$\"+'zqXh#F,$\"+6`fnFF,7$$\"+;bV

'*HF,$\"+`QKkDF,7$$\"+\"fvqP$F,$\"+*G/<O#F,7$$\"+&p5'oPF,$\"+j^G`@F,7$

$\"+G]Z8TF,$\"+$[4(p>F,7$$\"+&e5<]%F,$\"+Zn/j<F,7$$\"+v-a\"*[F,$\"+Na`

b:F,7$$\"+:M@n_F,$\"+M)fbN\"F,7$$\"+;1O3cF,$\"+IG'R<\"F,7$$\"+Nw,9gF,$

\"*Hk-e*F,7$$\"+SBmdjF,$\"*s**4v(F,7$$\"+EGSdnF,$\"*;IJi&F,7$$\"+!*3C6

rF,$\"*00'RPF,7$$\"+EtX*\\(F,$\"*[zIn\"F,7$$\"+z68pyF,$!)cTZHF,7$$\"+i

q%[D)F,$!*PczM#F,7$$\"+^Y04')F,$!*_[MB%F,7$$\"+)Q:6**)F,$!*_1sE'F,7$$

\"+;\"pzQ*F,$!*\\4(z$)F,7$$\"+a9VL(*F,$!+b\\'=-\"F,7$$\"+CSl55!\")$!+=

bZ?7F,7$$\"+8)*>\\5F]t$!+m'fcU\"F,7$$\"+Z$4p3\"F]t$!+ABRE;F,7$$\"+h_RB

6F]t$!+#\\61#=F,7$$\"+Zm!R;\"F]t$!+k(ei.#F,7$$\"+HzI+7F]t$!+Gu-IAF,7$$

\"+oS<R7F]t$!+Ro\"pV#F,7$$\"+mDRu7F]t$!+$R*QCEF,7$$\"+'o&*GJ\"F]t$!+4k

MHGF,7$$\"+BT7\\8F]t$!+'*\\>AIF,7$$\"+xK*pQ\"F]t$!+ItxBKF,7$$\"+)H<SU

\"F]t$!+84'3U$F,7$$\"+;!yFY\"F]t$!+b\"*=FOF,7$$\"+%>4,]\"F]t$!+ux!f#QF

,7$$\"+;dGQ:F]t$!+ni7HSF,7$$\"+<h9w:F]t$!+2?mIUF,7$$\"+$*e$4h\"F]t$!+>

C&eT%F,7$$\"+.*33l\"F]t$!+L:5GYF,7$$\"+)zrko\"F]t$!+p'Rz\"[F,7$$\"+$)e

\\C<F]t$!+?nM?]F,7$$\"+$y*)3w\"F]t$!+*3wS@&F,7$$\"#=F)$!+fZEAaF,-%'LEG

ENDG6#Q/l:=-lambda*x+b6\"-%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"F]tF(-F$6&7,7$F

($\"37+++QE[BU!#<7$$\"\"\"F)$\"3;+++[9)\\c$Fj[l7$$\"\"$F)$\"33+++))3xr

DFj[l7$$\"\"&F)$\"3)******>LsC_\"Fj[l7$$\"\"(F)$\"3#******\\!*))Gg%!#=

7$$\"\"*F)$!3U+++P#))Rx'F_]l7$$\"#6F)$!3-+++2veq;Fj[l7$$\"#8F)$!3'****

**pM@C(GFj[l7$$\"#:F)$!39++++WxYQFj[l7$Fez$!3&)*****fe7=L&Fj[l-F_[l6&F

a[l$\"#5!\"\"F(F(-Fjz6#Q8a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])F][l-%&STYLEG6#%&POINT

G-%+AXESLABELSG6%Q\"xF][lQ!F][l-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%&TITLEG6#Q<la~fon

ction~linearisee~a[n]F][l-%%VIEWG6$;F(FezF[`l" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "l:=-lambda*x+b" "a[n]=ln((Ns-N[n])/N

[n])" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 99 "for n from 1 to 10

 do y[n]:=evalf(Ns/(1+exp(b-lambda*t[n]))): \nprint('[y[n],N[n]]'=[y[n

],N[n]]);od;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"\"$\"+:>f

A5!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$

\"+:>fA5!\")$\"#'*!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"

\"#$\"+)e<Fs\"!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG

&%\"NGF'7$$\"+)e<Fs\"!\")$\"$$=!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "

6#>&%\"yG6#\"\"$$\"+Q*R6w%!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&

%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+Q*R6w%!\")$\"$s%!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"%$\"+OBJ:7!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+OBJ:7!\"($\"%\">\"!\"\"" 

}}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"&$\"+B$**eh#!\"(" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+B$**eh#!

\"($\"%tD!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"'$\"+94

CTV!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$

\"+94CTV!\"($\"%5W!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"

\"($\"+aGR>c!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%

\"NGF'7$$\"+aGR>c!\"($\"%(f&!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>

&%\"yG6#\"\")$\"+fQUai!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"y

G6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+fQUai!\"($\"%%H'!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"*$\"+m303l!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+m303l!\"($\"%6l!\"\"" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"#5$\"+]_v?m!\"(" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+]_v?m!\"($\"%=

m!\"\"" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 56 "L'equation th\351orique

 de la mod\350le: Ns/(1+exp(b-lambda*T)" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 377 "with(plots):\npointsy:=[seq([t[n],y[n]],n=1..10)]:\n

P1:=plot(pointsy,color=blue, \nstyle=point,\nlegend=\"valeurs theoriqu

es y[n]\"):\npointsN:=[seq([t[n],N[n]],n=1..10)]:\nP2:=plot(pointsN, \+

\nstyle=point,\nsymbol=circle,color=red, legend=\"donnees experimental

les N[n]\"):\nc:=Ns/(1+exp(b-lambda*T));\nC:=plot(c(T), T=0..18, color

=green, legend=\"la courbe logistique\"):\ndisplay(P2, P1, C);\n" }}

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%\"cG,$*&\"$l'\"\"\",&F(F(-%$expG6#,&$\"+rYOfT!\"*F(*&$\"+hu7B`!#5F(%

\"TGF(!\"\"F(F6F(" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 

2 "6'-%'CURVESG6'7,7$$\"\"!F)$\"3k*************f*!#<7$$\"\"\"F)$\"32++

++++I=!#;7$$\"\"$F)$\"3H++++++?ZF27$$\"\"&F)$\"3%************4>\"!#:7$

$\"\"(F)$\"37++++++tDF=7$$\"\"*F)$\"$T%F)7$$\"#6F)$\"3W++++++(f&F=7$$

\"#8F)$\"3w***********RH'F=7$$\"#:F)$\"3B++++++6lF=7$$\"#=F)$\"3b*****

******zh'F=-%'LEGENDG6#Q=donnees~experimentalles~N[n]6\"-%'COLOURG6&%$

RGBG$\"*++++\"!\")F(F(-%'SYMBOLG6#%'CIRCLEG-%&STYLEG6#%&POINTG-F$6&7,7

$F($\"3$******\\\">fA5F27$F.$\"33+++)e<Fs\"F27$F4$\"3=+++Q*R6w%F27$F9$

\"3$******fL7`@\"F=7$F?$\"3()*****HK**eh#F=7$FD$\"3(******R\"4CTVF=7$F

I$\"3<+++aGR>cF=7$FN$\"3w******eQUaiF=7$FS$\"3\")*****f'303lF=7$FX$\"3

q******\\_v?mF=-Fgn6#Q8valeurs~theoriques~y[n]Fjn-F\\o6&F^oF(F(F_oFfo-

F$6%7S7$F($\"+:>fA5Fao7$$\"+]x[BR!#5$\"+hvhb7Fao7$$\"+iMHPtFir$\"+U?>+

:Fao7$$\"+-vk<6!\"*$\"+$e()4$=Fao7$$\"+=06/:Fds$\"+_N9NAFao7$$\"+Tnt))

=Fds$\"+kn>AFFao7$$\"+'[M`C#Fds$\"+_UIjKFao7$$\"+'zqXh#Fds$\"+/$*=IRFa

o7$$\"+;bV'*HFds$\"+j'fFv%Fao7$$\"+\"fvqP$Fds$\"+5fIGdFao7$$\"+&p5'oPF

ds$\"+\"GQw\"pFao7$$\"+G]Z8TFds$\"+\"HO49)Fao7$$\"+&e5<]%Fds$\"+#f4it*

Fao7$$\"+v-a\"*[Fds$\"+Tm,f6!\"(7$$\"+:M@n_Fds$\"+SK+j8Fiv7$$\"+;1O3cF

ds$\"+<sKq:Fiv7$$\"+Nw,9gFds$\"+X)oQ%=Fiv7$$\"+SBmdjFds$\"+xkD(4#Fiv7$

$\"+EGSdnFds$\"+PF.9CFiv7$$\"+!*3C6rFds$\"+sgV5FFiv7$$\"+EtX*\\(Fds$\"

+av\\ZIFiv7$$\"+z68pyFds$\"+Ps*RP$Fiv7$$\"+iq%[D)Fds$\"+(GkNr$Fiv7$$\"

+^Y04')Fds$\"+$Q%[=SFiv7$$\"+)Q:6**)Fds$\"+Kw5MVFiv7$$\"+;\"pzQ*Fds$\"

+A2&>k%Fiv7$$\"+a9VL(*Fds$\"+vC)**)[Fiv7$$\"+CSl55Fao$\"+?!zZ8&Fiv7$$

\"+8)*>\\5Fao$\"+O0Rh`Fiv7$$\"+Z$4p3\"Fao$\"+uvBdbFiv7$$\"+h_RB6Fao$\"

+vDDBdFiv7$$\"+Zm!R;\"Fao$\"+@#pA)eFiv7$$\"+HzI+7Fao$\"+ElP/gFiv7$$\"+

oS<R7Fao$\"+whL:hFiv7$$\"+mDRu7Fao$\"+&oe0?'Fiv7$$\"+'o&*GJ\"Fao$\"+\"

)R?ziFiv7$$\"+BT7\\8Fao$\"+#H>7M'Fiv7$$\"+xK*pQ\"Fao$\"+![LaR'Fiv7$$\"

+)H<SU\"Fao$\"+='G&RkFiv7$$\"+;!yFY\"Fao$\"+p7vxkFiv7$$\"+%>4,]\"Fao$

\"+&fJ\"3lFiv7$$\"+;dGQ:Fao$\"+'=lP`'Fiv7$$\"+<h9w:Fao$\"+2pnalFiv7$$

\"+$*e$4h\"Fao$\"+V#*fqlFiv7$$\"+.*33l\"Fao$\"+Cmj&e'Fiv7$$\"+)zrko\"F

ao$\"+iin'f'Fiv7$$\"+$)e\\C<Fao$\"+$4$Q1mFiv7$$\"+$y*)3w\"Fao$\"+/L-9m

Fiv7$FX$\"+]_v?mFiv-Fgn6#Q5la~courbe~logistiqueFjn-F\\o6&F^oF(F_oF(-%+

AXESLABELSG6%Q!FjnF_bl-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$;F(FXFcbl" 1 2 0 

1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 28.000000 47.000000 0 1 "donnees experimenta

lles N[n]" "valeurs theoriques y[n]" "la courbe logistique" }}}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 17 "exp(4.159364671);" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+.H3.k!\")" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 25 "665/(1+exp(4.159364671));" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#$\"+:>fA5!\")" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 20 "ga:=.5323127461/665;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#gaG$

\"+\\Hq/!)!#8" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }{MPLTEXT 1 0 

87 "##################################################################

#####\nExemple  y'=y-1" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" 

}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 73 "restart;with(DEtools):\no

de := diff(y(t),t)=y(t)-1;\ndsolve(\{ode, y(0)=2\});" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#>%$odeG/-%%diffG6$-%\"yG6#%\"tGF,,&F)\"\"\"F.!\"\"" 

}}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/-%\"yG6#%\"tG,&\"\"\"F)-%$expGF&F)

" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 188 "DEplot(ode,y(t),t=-2..

2,\ny=-4..4,[[y(0)=2],[y(1)=2],[y(2)=2],\n[y(0)=-2],[y(1)=-2],[y(2)=-2

]],\nlinecolor=[ yellow, green, blue,\nyellow, green, blue],title=`cha

mp de direction`, \ncolor=y-1);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 

378 {PLOTDATA 2 "6,-%'CURVESG6^dl7%7$$!3:&p0av$4R?!#<$!3CC:(HAJX!QF*7$

$!3%[I%fWi!4'>F*$!3Iv%Gqxoa>%F*7$$!3!*y57S2S`>F*$!3)*f*[gV\"G\"4%F*7%7

$$!3[@ihRucG=F*F+7$$!3=J[!)G*z.v\"F*F07$$!3A0;LCW(Gu\"F*F57%7$$!3\"yuE

Q7T!=;F*F+7$$!3]d`,8O&)R:F*F07$$!3bJ@a3\"[B`\"F*F57%7$$!38us.3[^29F*F+

7$$!3$Q)eA(HF$H8F*F07$$!3)yl_Fz@=K\"F*F57%7$$!3W+yC#\\))p>\"F*F+7$$!3;

5kV\")4!)=6F*F07$$!3?%=jpZ&H66F*F57%7$$!3!zE$ek<ik)*!#=F+7$$!3'[OpklYF

3*F]oF07$$!3U1rt6;p2!*F]oF57%7$$!3;J&)o1'e$fxF]oF+7$$!39GYd)\\$[xpF]oF

07$$!3ppB%QXGC!pF]oF57%7$$!3W%z$z[a4acF]oF+7$$!3S\"*)z1M?A([F]oF07$$!3

'HjZfHlrz%F]oF57%7$$!3sd!**3HK)[NF]oF+7$$!3oa^y#=dpw#F]oF07$$!3C'*G0Q@

!>p#F]oF57%7$$!3r?V+L\"pNW\"F]oF+7$$!3J#=/*[-%ph'!#>F07$$!3c'f\"e,)*Qm

eFiqF57%7$$\"36gT!*[-%ph'FiqF+7$$\"3\\=V+L\"pNW\"F]oF07$$\"3$pdOx<C'=:

F]oF57%7$$\"3Y_^y#=dpw#F]oF+7$$\"3]b!**3HK)[NF]oF07$$\"3$RJJcL()Qi$F]o

F57%7$$\"3=*))z1M?A([F]oF+7$$\"3A#z$z[a4acF]oF07$$\"3m]g_$\\]\"HdF]oF5

7%7$$\"3#fiu&)\\$[xpF]oF+7$$\"3%*G&)o1'e$fxF]oF07$$\"3Q(y?9l8W$yF]oF57

%7$$\"3ki$pklYF3*F]oF+7$$\"3olKek<ik)*F]oF07$$\"36CbJ4onR**F]oF57%7$$

\"3%*4kV\")4!)=6F*F+7$$\"3A+yC#\\))p>\"F*F07$$\"3>E5s'*R\\/7F*F57%7$$

\"3h$)eA(HF$H8F*F+7$$\"3\"RFP!3[^29F*F07$$\"3()*\\5DJ?]T\"F*F57%7$$\"3

Gd`,8O&)R:F*F+7$$\"3fZn#Q7T!=;F*F07$$\"3at**HGmaD;F*F57%7$$\"3'4$[!)G*

z.v\"F*F+7$$\"3E@ihRucG=F*F07$$\"3@Z%*3WH2O=F*F57%7$$\"3i/VfWi!4'>F*F+

7$$\"3r%p0av$4R?F*F07$$\"3m?*y)f#*fY?F*F57%7$$!3geC_$GL@/#F*$!3Q_Hr!G@

gQ$F*7$$!3STvZ;n'y&>F*$!3#H:HhXt=x$F*7$$!3cz;X-_*>&>F*$!3eVR'yOnsm$F*7

%7$$!3#\\)HtnpgJ=F*Fex7$$!3un!)o+/MZ<F*Fjx7$$!3!f?im))o9u\"F*F_y7%7$$!

3D6N%>l!3@;F*Fex7$$!31%f)*[39o`\"F*Fjx7$$!3AKF(3dU4`\"F*F_y7%7$$!3ePS:

OVb59F*Fex7$$!3R?\"4\"pxGE8F*Fjx7$$!3beK3biT?8F*F_y7%7$$!3\"Rck.-G+?\"

F*Fex7$$!3rY'>LXhd6\"F*Fjx7$$!3)[y$HR**))46F*F_y7%7$$!3Y.4vXq,&*)*F]oF

ex7$$!3IH<Iv8N_!*F]oFjx7$$!3%46V]BOO**)F]oF_y7%7$$!3umh&y)Qv*y(F]oFex7
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lF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\

^dlF\\^dl$\"3E:j_5Uot%*FepF^^dlF^^dlF^^dlF^^dlF^^dlF^^dlF^^dlF^^dlF^^d

lF^^dlF^^dlF^^dlF^^dlF^^dlF^^dlF^^dlF^^dlF^^dlF^^dl$\"\"\"F[\\dlF`^dlF

`^dlF`^dlF`^dlF`^dlF`^dlF`^dlF`^dlF`^dlF`^dlF`^dlF`^dlF`^dlF`^dlF`^dlF

`^dlF`^dlF`^dlF`^dl-%*THICKNESSG6#Fa^dl-F$697$7$$!+++++?!\"*$\"31woym

\"o?w$F*7$$!+++++=F[_dl$\"3a8'\\*HfP2JF*7$F^_dl7$$!+++++;F[_dl$\"39!H<

&\\3RxDF*7$Fd_dl7$$!+++++9F[_dl$\"3eHj'=EV3:#F*7$Fj_dl7$$!+++++7F[_dl$

\"3QI)zFs91\"=F*7$F``dl7$$!+++++5F[_dl$\"3<fdb+50V:F*7$Ff`dl7$$!+++++!

)!#5$\"3i.w:(49uL\"F*7$F\\adl7$$!+++++gF_adl$\"3AJ/j08X&=\"F*7$Fcadl7$

$!+++++SF_adl$\"35<S)*3S1\"3\"F*7$Fiadl7$$Fj^dlF_adl$\"3i-,kGH1?5F*7$F

_bdl7$Fj[dlF`^dl7$Fdbdl7$$\"+++++?F_adl$\"3rLJ0;22?5F*7$Ffbdl7$$\"++++

+SF_adl$\"3G;Y;K*z53\"F*7$F\\cdl7$$\"+++++gF_adl$\"3Gh2cciZ&=\"F*7$Fbc

dl7$$\"+++++!)F_adl$\"3e\"o'Rd&\\uL\"F*7$Fhcdl7$$\"+++++5F[_dl$\"3VW5(

*>\"*4V:F*7$F^ddl7$$\"+++++7F[_dl$\"3KkV*\\Vy1\"=F*7$Fdddl7$$\"+++++9F

[_dl$\"3Y8_AUk#4:#F*7$Fjddl7$$\"+++++;F[_dl$\"3U&yFN_)\\xDF*7$F`edl7$$

\"+++++=F[_dl$\"3ApOoUX^2JF*7$Ffedl7$$FhbdlF[_dl$\"3m*evn#fCiPF*-%'COL

OURG6&%$RGBG$\")+++!)!\")$\")AR!)\\Fffdl$\")Vyg>Fffdl-%&STYLEG6#%%LINE

G-Fc^dl6#\"\"$-%%VIEWG6$;$!+++++AF[_dl$\"+++++AF[_dl;$!+++++WF[_dl$\"+

++++WF[_dl-%+AXESLABELSG6$Q\"t6\"Q%y(t)Fchdl-%&TITLEG6#%3champ~de~dire

ctionG" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve

 1" "Curve 2" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 76 "restart;wi

th(DEtools):\node := -t*diff(y(t),t)+y(t)=2*t/(t+2);\ndsolve(\{ode\});

" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 102 "DEplot(ode,y(t),t=1..2,\ny=-4.

.4,[[y(1)=1]],\nlinecolor=[ gold],title=`champ de direction`, \ncolor=

y-1);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%$odeG/,&*&%\"tG\"\"\"-%%dif

fG6$-%\"yG6#F(F(F)!\"\"F-F),$*(\"\"#F)F(F),&F(F)F3F)F0F)" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#<#/-%\"yG6#%\"tG*&,(-%#lnGF'!\"\"-F,6#,&F(\"\"\"

\"\"#F1F1%$_C1GF1F1F(F1" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 406 406 406 

{PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6^dl7%7$$\"3%[Y@Hw*os(*!#=$!3E]LO*)=#R*Q!#<7$

$\"3_`yqB5tA5F-$!3H\\mj5\"yg5%F-7$$\"3:NFnUJ?;5F-$!3_WD#R*Go9SF-7%7$$

\"3q)G`2aS'H5F-$!3[sK(3'4d(*QF-7$$\"3-[99<Eiv5F-$!3_Fn7R!HC5%F-7$$\"3e

Kk/8\"o)o5F-$!3;!3ax)Q47SF-7%7$$\"3k@ENk!R?3\"F-$!3OIf!)3I*4!RF-7$$\"3

!=&oV^s[G6F-$!33qS>\"*p+*4%F-7$$\"3Z(*zT#*[_@6F-$!3LwmM>vo4SF-7%7$$\"3

%[Azi/hW8\"F-$!3(eGEM\"f?/RF-7$$\"3M&)\\SF%G8=\"F-$!379Pd'3%z&4%F-7$$

\"3!\\ZWp!\\<u6F-$!3(>P&>\\mW2SF-7%7$$\"3U,w?9N!p=\"F-$!39y%QL?Es!RF-7

$$\"3ZX8P<\"\\TB\"F-$!3'=_hmztF4%F-7$$\"3r(yx`K>oA\"F-$!38t09hfN0SF-7%

7$$\"3S'y2i$ROR7F-$!3xG3sq!p+\"RF-7$$\"3A(*eE`=&pG\"F-$!3or\"z#H4$**3%

F-7$$\"3u$\\M&3\"f%z7F-$!3K4-bx<S.SF-7%7$$\"3OGA:[,%=H\"F-$!3.B(eaU[F

\"RF-7$$\"3*>>;#*zQ(R8F-$!3'pFTXd^s3%F-7$$\"3E2Nw[]4K8F-$!38X3W$)=d,SF

-7%7$$\"3Dhm*QHIVM\"F-$!35#p$3rpF:RF-7$$\"3#e\\m8\"=^#R\"F-$!3!zI;*GIs

%3%F-7$$\"3?!p*[,ys%Q\"F-$!3;IHyj`&)**RF-7%7$$\"3qN8%fxKoR\"F-$!3[k'>8

Hmw\"RF-7$$\"35el@([s_W\"F-$!3'fL!o3PL#3%F-7$$\"32PP[5zNP9F-$!39MEvbCC

)*RF-7%7$$\"3Sx'pY@Y$\\9F-$!3^n(Q+%p#*>RF-7$$\"39`HQ1A-)\\\"F-$!3#HBh*

fI2!3%F-7$$\"3O<A;Ge)**[\"F-$!37m`?;Ws'*RF-7%7$$\"3ti2g9%p=]\"F-$!3q)=

F,`o?#RF-7$$\"3_/mMk@w]:F-$!3I6G()p9$z2%F-7$$\"3HO\\%>$>hU:F-$!3[6\\z.

MH&*RF-7%7$$\"3a![yjL,Wb\"F-$!3y,kc=)*4CRF-7$$\"3VBOY+M\\.;F-$!3y(fL9=

+f2%F-7$$\"3[OzZPlB&f\"F-$!3/$y6ZPUR*RF-7%7$$\"3UayXt5%pg\"F-$!3qv,B'y

Gg#RF-7$$\"3G')*y7#o@c;F-$!3IC)pP@rR2%F-7$$\"3W*Re$4*fyk\"F-$!3Cu>\"3*

\\m#*RF-7%7$$\"3G1QkKy[f;F-$!3=P&y;riy#RF-7$$\"3:rx)*>K$*3<F-$!3Ej9K)G

P@2%F-7$$\"36eG')pA[+<F-$!33WU&)QbX\"*RF-7%7$$\"38Qiz<4/7<F-$!3bb-tQ#3

'HRF-7$$\"3/w+t#HV;w\"F-$!3+W(p7w\"RqSF-7$$\"3ipX21Q5`<F-$!3AUvff)3.*R

F-7%7$$\"3i>Q9;(*fk<F-$!3D!>2zVr7$RF-7$$\"3FJsF_wM9=F-$!3w4G4i&G(oSF-7

$$\"3a'GBdnCd!=F-$!3IB/f&G?#*)RF-7%7$$\"3jpFv'ojr\"=F-$!3*>dH?'y&G$RF-

7$$\"3)z,j&Ro/n=F-$!3YG/(z8Ur1%F-7$$\"3#*ff)>,X$e=F-$!3-&y'e'e&=))RF-7

%7$$\"3m@3y]Btp=F-$!3)3mVjfsV$RF-7$$\"3m-(HMLT(>>F-$!3cRjl.uilSF-7$$\"

3nEhWF\\'4\">F-$!33c?j@4?()RF-7%7$$\"3[BV@$G0B#>F-$!3'y;6OI?e$RF-7$$\"

3eP4*)e:Vs>F-$!39K))Q'pzT1%F-7$$\"35E)pt^%ej>F-$!3snA(pzii)RF-7%7$$\"3

I#=Te5#)[(>F-$!3seHgk_?PRF-7$$\"3F:)eT*y6D?F-$!3GTqRNZziSF-7$$\"3t?WUi

Q?;?F-$!3YG0/H!o`)RF-7%7$$\"3?#=KnM[vw*F*$!3]L<EotD![$F-7$$\"3y\"yE`;X

K-\"F-$!3#=P!eotjxOF-7$$\"3Ozw)fxji,\"F-$!3!z23V,8%)e$F-7%7$$\"3Dx(R\"

H\"f\"H5F-$!3[lrZPDw$[$F-7$$\"3[f\\vGS5w5F-$!3%)R\\O*>KTn$F-7$$\"3WT2

\"eo9*o5F-$!3q!fB*e5(fe$F-7%7$$\"3)G&*3=w(e\"3\"F-$!3+8[!4iNq[$F-7$$\"

3d?0)RbQ*G6F-$!3I#HPf6f3n$F-7$$\"3BHH')[!f:7\"F-$!3=#3Q'p$4Pe$F-7%7$$

\"3\\j!4MVPS8\"F-$!3)\\pZo)p4!\\$F-7$$\"3oY^FS?v\"=\"F-$!3K5W**\\xznOF

-7$$\"3O5*z#*4)>u6F-$!3'H4R$*z4;e$F-7%7$$\"33c&42P0l=\"F-$!3%\\)4na]'H

\\$F-7$$\"3#3Rp3EZXB\"F-$!3O?6<#oH\\m$F-7$$\"3y?I%Q$G$oA\"F-$!3GC%>!ej

lzNF-7%7$$\"3$[+%[K#*)*Q7F-$!33C)z4Wcc\\$F-7$$\"3!)y'*)pbEtG\"F-$!3A\"

GieHQAm$F-7$$\"3w&**G21k%z7F-$!3)><A=%\\$yd$F-7%7$$\"3]5=kLq[\"H\"F-$!

3cwp(o6'=)\\$F-7$$\"3&)4ms8>4S8F-$!3wG^'*>'3(fOF-7$$\"36H?hPC4K8F-$!3q

J59#4Lhd$F-7%7$$\"3.+N'Q3(*RM\"F-$!3))QB![cn0]$F-7$$\"3/d'*R@]%GR\"F-$

!3Um(R?<Ftl$F-7$$\"3)\\ab:]=ZQ\"F-$!3E))['RyRXd$F-7%7$$\"3Y;P\"y$z^'R

\"F-$!37e^RGH\"G]$F-7$$\"3MxTMDteX9F-$!3?ZpW3=3bOF-7$$\"3$egdDpUtV\"F-

$!3sAQLT_/tNF-7%7$$\"3_!f2YN[!\\9F-$!3=dz$>:L\\]$F-7$$\"3+S]Wm+K)\\\"F

-$!39[T!\\ehHl$F-7$$\"3KU`<s`'**[\"F-$!3/=*3sxS;d$F-7%7$$\"3]4$)okse,:

F-$!3&[uxy5Qp]$F-7$$\"3wd!fUJW5b\"F-$!3YgV'*Gm&4l$F-7$$\"3h7*>$QoeU:F-

$!3i$\\C\\l=.d$F-7%7$$\"3i2llUP8a:F-$!3.tT47n$)3NF-7$$\"3P'f&=%*4w.;F-

$!3GKzuC!e!\\OF-7$$\"3Yj(fqL2_f\"F-$!3g/8\\o>2pNF-7%7$$\"3w1W*[)po1;F-

$!3=K)ps-P1^$F-7$$\"3%RVU)44Zc;F-$!39tAd4xDZOF-7$$\"3IPr2sq#yk\"F-$!3U

w^BRX*yc$F-7%7$$\"31fd1\"HY#f;F-$!3u%H$4bjM7NF-7$$\"3Q=echZ<4<F-$!3e5)

[<Q[bk$F-7$$\"3WAgF7iW+<F-$!3oQ*=l#3ymNF-7%7$$\"3@A+w[5\"=r\"F-$!36pn?

=8(R^$F-7$$\"3%>Hm<;t=w\"F-$!3?O`j=M#Rk$F-7$$\"39\\y#z*[1`<F-$!39&\\n0

&eslNF-7%7$$\"3cUnp?2Qk<F-$!3RBB(G$z^:NF-7$$\"3J3VsZmc9=F-$!3#>ypR!oPU

OF-7$$\"3+?clXKo0=F-$!3QidnD^skNF-7%7$$\"3=MC-M[&p\"=F-$!3u-=Kt;*p^$F-

7$$\"3U`LH#pbs'=F-$!3d-._jI!4k$F-7$$\"3%3^\"\\_8Ie=F-$!3iYoJ-YxjNF-7%7

$$\"3_`TKrH`p=F-$!3KxmqGvR=NF-7$$\"3!3P')GrS*>>F-$!3*zUN\"3s\\ROF-7$$

\"3\"\\P#>*H>4\">F-$!3E[$zohqGc$F-7%7$$\"3yYn0jZ6A>F-$!3:([%\\`+u>NF-7

$$\"3G9&[!z?is>F-$!3;=wM$oa\"QOF-7$$\"3s4&eH:PN'>F-$!3O:x%z%)4?c$F-7%7

$$\"3Uv&Q6))*pu>F-$!3\"\\U!37M-@NF-7$$\"3eA9')=,ID?F-$!3S!ohZKroj$F-7$

$\"3(zoq'p\\:;?F-$!3;\"\\*>y#*=hNF-7%7$$\"3WUa&zjyDw*F*$!3u&px!z94nIF-

7$$\"3kbW?O@uB5F-$!3)[^1Y*zp[KF-7$$\"3,4IY\"4*H;5F-$!3i?C@eZ*=;$F-7%7$

$\"3X^fQ6epG5F-$!3M]'[&z`SqIF-7$$\"3G&y3lMnl2\"F-$!3Ggb8%4%QXKF-7$$\"3

Us0a(*o$*o5F-$!3%QFCgbG'fJF-7%7$$\"3#y:[U4b63\"F-$!3YZ8cFt[tIF-7$$\"3k

:8a@7PH6F-$!3;jG7Y@IUKF-7$$\"3sWVIb)p:7\"F-$!3=AtZQl`dJF-7%7$$\"3jm(>h

qKO8\"F-$!3?/SN4'fj2$F-7$$\"3aVWcnn:#=\"F-$!3T1-Lk)H%RKF-7$$\"3#[(>#G(

*)>u6F-$!3Y!yKq0+c:$F-7%7$$\"3!4yQR9Eh=\"F-$!3Kx$ov+U!zIF-7$$\"3+m,k([

E\\B\"F-$!3JLe6muuOKF-7$$\"3=n-4^]#oA\"F-$!3eb+1*)G!Q:$F-7%7$$\"31E/J7

LjQ7F-$!3/f`4&3_:3$F-7$$\"3cdK;xCo(G\"F-$!3d^))e)QPUB$F-7$$\"3a-6LH([%

z7F-$!3SWN$e)38_JF-7%7$$\"31oQ)yW_6H\"F-$!3]g2mYa!R3$F-7$$\"3G_X[*\\E/

M\"F-$!38]M-FS)=B$F-7$$\"3*\\K%p>02K8F-$!3Ua-(Hnr0:$F-7%7$$\"3^&z,#f?o

V8F-$!3q5_luf6'3$F-7$$\"3ch81Y+;$R\"F-$!3#****G!*\\t'HKF-7$$\"3'yd#*R$

3p%Q\"F-$!3A2kT'R9\"\\JF-7%7$$\"3'>S<'y3A'R\"F-$!3uRfyQg>)3$F-7$$\"3%=

\\SXQ%)eW\"F-$!3*3F)*[V$fFKF-7$$\"3H[@T/+JP9F-$!3s5:T2&\\x9$F-7%7$$\"3

!QzhO#yw[9F-$!3q=vx!oc,4$F-7$$\"3sO3R(f+')\\\"F-$!3\">p1HzKcA$F-7$$\"3

wc_k*HG**[\"F-$!3_&>+0eok9$F-7%7$$\"3%[vXe'>K,:F-$!3%=H^hx2?4$F-7$$\"3

U7;58'48b\"F-$!3x=H`(p\"yBKF-7$$\"3P`M_PfaU:F-$!3sl)3%fTEXJF-7%7$$\"3)

odP`]#)Qb\"F-$!35DEUv\"eP4$F-7$$\"35FX]JA,/;F-$!3_&eh#)HJ?A$F-7$$\"3q^

D'\\4j^f\"F-$!3:5VME'HT9$F-7%7$$\"3*fz2.v[kg\"F-$!33df3FeT&4$F-7$$\"3s

W!HW94nl\"F-$!3a`#)fYOP?KF-7$$\"3W>1$e\"*zxk\"F-$!3q9A&44fI9$F-7%7$$\"

3y.')***4?!f;F-$!3Q$[RY)y)p4$F-7$$\"3ltHj_4S4<F-$!3CFZ/*e,)=KF-7$$\"3a

%)G?<lR+<F-$!3;]Vx&HZ?9$F-7%7$$\"37-/yIgf6<F-$!3c96r*z![)4$F-7$$\"3/7f

uz\")3i<F-$!31'4tRn3t@$F-7$$\"3i0tN%*H,`<F-$!3NT/cN&*3TJF-7%7$$\"3)Q`:

Y3wTw\"F-$!3md+8./!**4$F-7$$\"3+<b!QGrZ\"=F-$!3'H:a02*)e@$F-7$$\"3s.?y

C%Hc!=F-$!37x!H#)e\"=SJF-7%7$$\"3:35Zf)fn\"=F-$!3\"4Epb(>D,JF-7$$\"3Wz

Z%om]u'=F-$!3r\\\\6)\\PX@$F-7$$\"3O[NSreCe=F-$!3@)yRcl>$RJF-7%7$$\"3'y

`;8+Z$p=F-$!3&zfw\"4.a-JF-7$$\"3Z')R*GoE,#>F-$!3m7w]k\"\\K@$F-7$$\"3n%

*z>&Qi3\">F-$!3\\D]k7.]QJF-7%7$$\"3f**yT(>P>#>F-$!3smMUh(pP5$F-7$$\"3Y

htoW'*zs>F-$!3!RugAr>?@$F-7$$\"3!Qp5t+zM'>F-$!3?2a9j/sPJF-7%7$$\"313Lp

q,`u>F-$!3uE3B-V%\\5$F-7$$\"3t*o1$H)pa-#F-$!3)QQ`9<X3@$F-7$$\"38oMyqd4

;?F-$!310E3-t(p8$F-7%7$$\"3+LGN-f%yv*F*$!3kpIrXZUaEF-7$$\"3q;Zw4a@C5F-

$!3IYK\"[Yf#>GF-7$$\"3\")45Cs`I;5F-$!3r1Au\")39NFF-7%7$$\"3cRfwyjDG5F-

$!3)f)=0Em\\dEF-7$$\"3;(zG\"zn+x5F-$!3'*HWZ%e(=;GF-7$$\"33DW1a:$*o5F-$

!3Jm`x$ezIt#F-7%7$$\"3u=^q+iu!3\"F-$!33`$on'GMgEF-7$$\"3saV3:,yH6F-$!3

&G'zvV8M8GF-7$$\"3)\\Y7Cca:7\"F-$!3:%RDuG#=JFF-7%7$$\"3eB4yF9DL6F-$!33

QPxao)Hm#F-7$$\"3e'G.f/QD=\"F-$!3%yd_dN(p5GF-7$$\"3uL4kc^<u6F-$!3Sko1w

/VHFF-7%7$$\"3-1#42*)pd=\"F-$!3-#pf>-\\am#F-7$$\"3)3up3u#GN7F-$!3\"Rim

&)=N#3GF-7$$\"3Hv(4#GRzE7F-$!3oQ%3lA3ys#F-7%7$$\"3bVVY(y*HQ7F-$!3YaYqe

sunEF-7$$\"33S$4?+;!)G\"F-$!3Zh;#=&p$f!GF-7$$\"3?-.xR8Tz7F-$!3DR:3\"z,

js#F-7%7$$\"3))zr)=hR3H\"F-$!33]mtps*)pEF-7$$\"3ZS7[N$R2M\"F-$!3%em*yS

py.GF-7$$\"3DuG_ax-K8F-$!38Ul3`#**[s#F-7%7$$\"3TV9u(4)QV8F-$!3?qo^yG\"

>n#F-7$$\"3m8<_2SX$R\"F-$!3tX%4?Lr<!GF-7$$\"3w6UUeMk%Q\"F-$!30$*RKU-fB

FF-7%7$$\"3#)[2euT%fR\"F-$!3!>BDnG1Qn#F-7$$\"3)\\9x&)3hhW\"F-$!3-%3,Q#

z()*z#F-7$$\"3$4K,rnesV\"F-$!3@$f.(*plBs#F-7%7$$\"3i^SqKp][9F-$!3)z6]^

H)evEF-7$$\"3!*y&[$)[h))\\\"F-$!3%z>w`\"f4)z#F-7$$\"3'>]=))et)*[\"F-$!

3RIM\">o<7s#F-7%7$$\"3![_]^fv5]\"F-$!3G<Mp\"\\osn#F-7$$\"3YUoz$)fb^:F-

$!3i)*G$)=dT'z#F-7$$\"3>T2[M$)[U:F-$!3gkK\"))>R,s#F-7%7$$\"3#)o>=&\\\\

Ob\"F-$!3yP`]6a&)yEF-7$$\"3;N,mT_C/;F-$!39y4-*zG[z#F-7$$\"3o%o'RDI5&f

\"F-$!3YT\\gxS7>FF-7%7$$\"3,8+2e!Gig\"F-$!3UvyctmN!o#F-7$$\"3qFomO)Hpl

\"F-$!3[S%ep`FLz#F-7$$\"3OJoL\\xrZ;F-$!3:.d'*[o;=FF-7%7$$\"3[t5G'y5)e;

F-$!3+'=-u4z<o#F-7$$\"3&R]]jE5'4<F-$!3#*HT78^!>z#F-7$$\"3;njGvDL+<F-$!

3B2lC^EE<FF-7%7$$\"3Lc\"ftC(R6<F-$!373S+.)GJo#F-7$$\"3%y:nJ'pGi<F-$!3!

yIAvSb0z#F-7$$\"3I\"[#>dv%Hv\"F-$!3V=bd\\rS;FF-7%7$$\"3'=9jR1()Rw\"F-$

!3=))ph'H6Wo#F-7$$\"3,4zX/.'\\\"=F-$!3uF$4R\"HF*y#F-7$$\"3@\"oKptib!=F

-$!3\"))G+tY'f:FF-7%7$$\"3o5Uj0*zl\"=F-$!31pE`W:j&o#F-7$$\"3#pd\"o?1jn

=F-$!3)ok$*fm_!)y#F-7$$\"3))4jnY\"y\"e=F-$!3&f&*yw7F[r#F-7%7$$\"3i<,'>

[v\"p=F-$!3!Gu]n.%z'o#F-7$$\"3q1/D-#)H?>F-$!39tbxt,*oy#F-7$$\"3eI4x5Qz
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]v7$$!3MkQ&[etO$oF`oF^^v7%7$F]gmFf]v7$F`gmFi]v7$$!3hF\"fpU5%GZF`oF^^v7

%7$FggmFf]v7$FjgmFi]v7$$!3)3Rk!ps9BEF`oF^^v7%7$FahmFf]v7$$!31*[B/kCH)>

FiqFi]v7$$!3QWlp66%)y^F]rF^^v7%7$$\"3+nKUSY#H)>FiqFf]v7$F^imFi]v7$$\"3

G#3Dn/zte\"F`oF^^v7%7$FeimFf]v7$FhimFi]v7$$\"3G>)>Y?UEp$F`oF^^v7%7$F_j

mFf]v7$FbjmFi]v7$$\"3-cX^i`!zz&F`oF^^v7%7$FijmFf]v7$F\\[nFi]v7$$\"3u#H

4/_oJ!zF`oF^^v7%7$Fc[nFf]v7$Ff[nFi]v7$$\"3%GSIy;V3+\"F*F^^v7%7$F]\\nFf

]v7$F`\\nFi]v7$$\"3^w)>O[p8@\"F*F^^v7%7$Fg\\nFf]v7$Fj\\nFi]v7$$\"3=]$4

%*z&*=U\"F*F^^v7%7$Fa]nFf]v7$Fd]nFi]v7$$\"3&Q#))>:@UK;F*F^^v7%7$F[^nFf

]v7$F^^nFi]v7$$\"3_(H))4V[H%=F*F^^v7%7$Fe^nFf]v7$Fh^nFi]v7$$\"3krxxYZZ

`?F*F^^v7%7$Fbel$\"3y7Wg71hfJF*7$Fgel$\"3'pzz5')yh:$F*7$$!3-4)>Wi/,%>F

*$\"3<P<'yo^&4KF*7%7$FbflFhev7$FeflF[fv7$$!3NN.j3$y&H<F*F`fv7%7$F\\glF

hev7$F_glF[fv7$$!3oh3%G*>0>:F*F`fv7%7$FfglFhev7$FiglF[fv7$$!3+)Q^qnD&3

8F*F`fv7%7$F`hlFhev7$FchlF[fv7$$!3K9>Eh$**z4\"F*F`fv7%7$FjhlFhev7$F]il

F[fv7$$!3Y0Wsa/tu))F`oF`fv7%7$FdilFhev7$FgilF[fv7$$!3uo'HoHn%pnF`oF`fv

7%7$F^jlFhev7$FajlF[fv7$$!39L\\$*QT?kYF`oF`fv7%7$FhjlFhev7$F[[mF[fv7$$

!3S'>S5)4%*eDF`oF`fv7%7$Fb[mFhev7$Fe[mF[fv7$$!3s%fa9Byn`%F]rF`fv7%7$F]

\\mFhev7$F`\\mF[fv7$$\"3/x#\\ZL&e^;F`oF`fv7%7$Fg\\mFhev7$Fj\\mF[fv7$$

\"3y8Sk#\\[ov$F`oF`fv7%7$Fa]mFhev7$Fd]mF[fv7$$\"3g^(Q0l6@'eF`oF`fv7%7$

F[^mFhev7$F^^mF[fv7$$\"3M)[L%3[PnzF`oF`fv7%7$Fe^mFhev7$Fh^mF[fv7$$\"3R

AGj'zjs+\"F*F`fv7%7$F__mFhev7$Fb_mF[fv7$$\"32'HAC6!z<7F*F`fv7%7$Fi_mFh

ev7$F\\`mF[fv7$$\"3up<@GkJG9F*F`fv7%7$Fc`mFhev7$Ff`mF[fv7$$\"3TV7+WF%)

Q;F*F`fv7%7$F]amFhev7$F`amF[fv7$$\"33<2zf!p$\\=F*F`fv7%7$FgamFhev7$Fja

mF[fv7$$\"3a!>!ev`*)f?F*F`fv7%7$Fdx$\"3$yy3.qjDi$F*7$Fix$\"3g;L`O5LNNF

*7$$!3vSnA.+;O>F*$\"3V4SW7rq0OF*7%7$FdyFf]w7$FgyFi]w7$$!33nsV(oLcs\"F*

F^^w7%7$F^zFf]w7$FazFi]w7$$!3T$zZ;P2^^\"F*F^^w7%7$FhzFf]w7$F[[lFi]w7$$

!3u>$ee0\"e/8F*F^^w7%7$Fb[lFf]w7$Fe[lFi]w7$$!31Y)o+uaS4\"F*F^^w7%7$F\\

\\lFf]w7$F_\\lFi]w7$$!3#Gs$zUUGN))F`oF^^w7%7$Ff\\lFf]w7$Fi\\lFi]w7$$!3

4')*)*[3@+t'F`oF^^w7%7$F`]lFf]w7$Fc]lFi]w7$$!3#*\\U+FzvCYF`oF^^w7%7$Fj

]lFf]w7$F]^lFi]w7$$!3?8&4\"pZ\\>DF`oF^^w7%7$Fd^lFf]w7$Fg^lFi]w7$$!30kx

97hJUTF]rF^^w7%7$F^_lFf]w7$Fa_lFi]w7$$\"3_g*zmaJ5p\"F`oF^^w7%7$Fh_lFf]

w7$F[`lFi]w7$$\"3'ppuXq%H'z$F`oF^^w7%7$Fb`lFf]w7$Fe`lFi]w7$$\"3EM%pC'y

b,fF`oF^^w7%7$F\\alFf]w7$F_alFi]w7$$\"3)4<k.-@o+)F`oF^^w7%7$FfalFf]w7$

FialFi]w7$$\"3m!*e#yT37,\"F*F^^w7%7$F`blFf]w7$FcblFi]w7$$\"3Lk`hLZt@7F

*F^^w7%7$FjblFf]w7$F]clFi]w7$$\"3+Q[S\\5EK9F*F^^w7%7$FdclFf]w7$FgclFi]

w7$$\"3o6V>ltyU;F*F^^w7%7$F^dlFf]w7$FadlFi]w7$$\"3M&y$)4o8L&=F*F^^w7%7

$FhdlFf]w7$F[elFi]w7$$\"3CfKx'**RQ1#F*F^^w7%7$F($\"3C'**p%Qv]uSF*7$F.$

\"3U-+`hC\\DRF*7$$!3(>gd)3k'[$>F*$\"3,R7&>R!)p+%F*7%7$F9Fdew7$F<Fgew7$

$!3IG\"oI4SVs\"F*F\\fw7%7$FCFdew7$FFFgew7$$!3ja'ysx8Q^\"F*F\\fw7%7$FMF

dew7$FPFgew7$$!3&4=*[huG.8F*F\\fw7%7$FWFdew7$FZFgew7$$!3G2(*pX6w#4\"F*

F\\fw7%7$F[oFdew7$F^oFgew7$$!3)\\L-\"*H[B#))F`oF\\fw7%7$FfoFdew7$FioFg

ew7$$!3D)f279&3<nF`oF\\fw7%7$F`pFdew7$FcpFgew7$$!33iGJ$)>#=h%F`oF\\fw7

%7$FjpFdew7$F]qFgew7$$!3OD\"=a#)el]#F`oF\\fw7%7$FdqFdew7$FgqFgew7$$!3L

')QBvm&H,%F]rF\\fw7%7$F`rFdew7$FcrFgew7$$\"34[8P!\\nRq\"F`oF\\fw7%7$Fj

rFdew7$F]sFgew7$$\"3#[3m#[1B4QF`oF\\fw7%7$FdsFdew7$FgsFgew7$$\"35A3;1Q

\\9fF`oF\\fw7%7$F^tFdew7$FatFgew7$$\"3#)eb0kpv>!)F`oF\\fw7%7$FhtFdew7$

F[uFgew7$$\"3WH]>7?]75F*F\\fw7%7$FbuFdew7$FeuFgew7$$\"37.X)zKGIA\"F*F

\\fw7%7$F\\vFdew7$F_vFgew7$$\"3zwRxVYbL9F*F\\fw7%7$FfvFdew7$FivFgew7$$

\"3Y]Mcf43W;F*F\\fw7%7$F`wFdew7$FcwFgew7$$\"39CHNvsga=F*F\\fw7%7$FjwFd

ew7$F]xFgew7$$\"3-)RU6fL^1#F*F\\fw-%&COLORG6]dl%$HUEG$\"\"!Fe]xFd]xFd]

xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]x$

\"3EOot%*y:j_F]rFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf

]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]x$\"3Oot%*y:j_5F`oFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]

xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]x$\"3a_5Uot%*y:F`oFj]xFj]x

Fj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]x$

\"3sOZ*y:j_5#F`oF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^

xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^x$\"3!4Uot%*y:j#F`oF^^xF^^xF^^

xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^x$\"33

0@%ot%*y:$F`oF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF

`^xF`^xF`^xF`^xF`^x$\"3E*y:j_5Uo$F`oFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb

^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^x$\"3Xt%*y:j_5UF`oFd^xFd^xFd^

xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^x$\"3j

dJE0@%ot%F`oFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf

^xFf^xFf^xFf^xFf^x$\"3!=%ot%*y:j_F`oFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh

^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^x$\"3cE0@%ot%*y&F`oFj^xFj^xFj

^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^x$\"3

<5Uot%*y:jF`oF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF

\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_x$\"3!Q*y:j_5UoF`oF^_xF^_xF^_xF^

_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_x$\"3ay:j

_5UotF`oF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`

_xF`_xF`_xF`_x$\"3Ej_5Uot%*yF`oFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_

xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_x$\"3!p%*y:j_5U)F`oFd_xFd_xFd_xFd_

xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_x$\"3_IE0@

%ot%*)F`oFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xF

f_xFf_xFf_xFf_x$\"3E:j_5Uot%*F`oFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh

_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_x$\"\"\"Fe]xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xF

j_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_x-%*THICKNESSG6#

F[`x-F$697$7$$!+++++?!\"*$\"3'H@?r\"GT!p#F`o7$$!+++++=Fe`x$\"3StimGeSw

KF`o7$Fh`x7$$!+++++;Fe`x$\"3s07G&fBW)RF`o7$F^ax7$$!+++++9Fe`x$\"3g*Gqg

#p^N[F`o7$Fdax7$$!+++++7Fe`x$\"3o![R_$z3^eF`o7$Fjax7$$!+++++5Fe`x$\"3W

ZECD#3.0(F`o7$F`bx7$$!+++++!)!#5$\"3+(z\"[Vc%fW)F`o7$Ffbx7$$!+++++gFib

x$\"3\"eNpD&G'Q+\"F*7$F]cx7$$!+++++SFibx$\"3A;uyKk0\"=\"F*7$Fccx7$$Fd`

xFibx$\"3Gv-&Q.<@P\"F*7$Ficx7$Fd]x$\"/\\zEjzq:!#87$F^dx7$$\"+++++?Fibx

$\"3sC&R(>cZp<F*7$Fcdx7$$\"+++++SFibx$\"3K$Q-3AO0'>F*7$Fidx7$$\"+++++g

Fibx$\"33V/-,)Hx8#F*7$F_ex7$$\"+++++!)Fibx$\"3S=;C*3)*pH#F*7$Feex7$$\"

+++++5Fe`x$\"3fKb1J=cOCF*7$F[fx7$$\"+++++7Fe`x$\"3Q[e1gQ[cDF*7$Fafx7$$

\"+++++9Fe`x$\"3KnF)4'4/eEF*7$Fgfx7$$\"+++++;Fe`x$\"3*\\nhSH]Ju#F*7$F]

gx7$$\"+++++=Fe`x$\"3ynJsq?&R\"GF*7$Fcgx7$$FedxFe`x$\"3atx(=P^D(GF*-%'

COLOURG6&%$RGBG$\")+++!)!\")$\")AR!)\\Fchx$\")Vyg>Fchx-%&STYLEG6#%%LIN

EG-F]`x6#\"\"$-%%VIEWG6$;$!+++++AFe`x$\"+++++AFe`x;$!+++++WFe`x$\"++++

+WFe`x-%&TITLEG6#%3champ~de~directionG-%+AXESLABELSG6$Q\"t6\"Q%y(t)Fdj

x" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve 1" "

Curve 2" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}{MARK "38

" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 1 1 1 1 }{PAGENUMBERS 0 1 2 33 1 1 }
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N*=665
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la fonction lindarisée a[n]
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@2 ¢ o @ donnees experimentelles N[t

Fig.: 4. Données expérimentalles et la fonction

=
S

a[n]=Ini(Ms- I

linéarisée a[n] = In((% — N[n])/N|[n])
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Note 
N*

Alexei Pantchichkine
Note 
t=[0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 18]
y=[9.6, 18.3, 47.2, 119.1, 257.3, 441.0, 559.7, 629.4, 651.1, 661.8]
a(t)=ln(N*-y(t)/y(t)), 
y(t)=N*/(1+exp(lambda*t-b))
a=[4.22,3.57, 2.57, 1.52, .464, -.677, -1.67, -2.86, -3.84, -5.40]
moyenne(a)=-.210, moyenne(t)=8.20
les valeurs centrées:
X=[-8.20,-7.20,-5.20,-3.20,-1.20,0.80,2.80,4.80,6.80,9.80] 
Y=[4.43,3.78,2.78,1.73,0.674,-0.467,-1.46,-2.65,-3.63,-5.19] 

X[1]^2+...+X[10]^2=331, 
X[1]Y[1]+...+X[10]Y[10]= -178
 lambda = -alpha= (X[1]Y[1]+...+X[10]Y[10])/(X[1]^2+...+X[10]^2)=178/331=0.538, b=beta=4.20, moyenne(a)+lambda*moyenne(t)= -0.210 +8.20*0.538
Réponse : a(t)=-lambda*t+b=-0.53*t+4.20, y(t)=665/(1+exp(-lambda*t+b))= 665/(1+exp(-.538*t+4.20))



Alexei Pantchichkine
Note 
Réponse : a(t)=-lambda*t+b=-0.53*t+4.20, y(t)=665/(1+exp(-lambda*t+b))= 665/(1+exp(-.538*t+4.20))



Ia fanction linsarisee a[n]
.
2
Y, . . 4 B ° Xm 12 14 15 1
Pour trouver I'équation de la droite, g
on utilise la méthode de moindres carrés 2
(voir [Bert], p.30) : a
| .= -0.5323127461 4.159364671
bbbbbb ‘a[:n']‘iw(b(dN?rﬁE])/N[n])
600 &
L’équation théorique donnée par le modéle est|
y(t) = Ns/(1+ eb=) @
665 Enl
1 1 ¢4 159364671—0.5323127461¢ =
100 %
DVZ 4 6 8 10 12 14 16 18
wwwwww donnees experimentalles N[r
°°°°°° o eorates ]
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Note 
notation: x => t 

Alexei Pantchichkine
Note 
moyenne(a)=-.210, moyenne(t)=8.20
les valeurs centrées:
X=[-8.20,-7.20,-5.20,-3.20,-1.20,0.80,2.80,4.80,6.80,9.80] 
Y=[4.43,3.78,2.78,1.73,0.674,-0.467,-1.46,-2.65,-3.63,-5.19] 
X[1]^2+...+X[10]^2=331, 
X[1]Y[1]+...+X[10]Y[10]= -178
 lambda = -alpha= (X[1]Y[1]+...+X[10]Y[10])/(X[1]^2+...+X[10]^2)=178/331=0.538;
b=beta.= moyenne(a)+lambda*moyenne(t)= -0.210 +8.20*0.538=4.20
Réponse : a(t)=-lambda*t+b=-0.538*t+4.20, 
y(t)=665/(1+exp(-lambda*t+b))= 665/(1+exp(-.538*t+4.20))



{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{CSTYLE "" -1 256 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

257 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 258 "" 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 259 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 }{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 

1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" 

-1 7 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Courier" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 1 }

1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "

" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 

2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Plot" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 

0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 19 "restart;Digits:=3;\n

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'DigitsG\"\"$" }}}{EXCHG {PARA 

0 "" 0 "" {TEXT -1 21 "%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  " }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT 

256 18 "Exp\351rience de T.CA" }{TEXT -1 0 "" }{TEXT 259 38 "RLSON   (

voir [Bertrandias], p.96) :  " }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 61 "l'\351tu

de de la croissance en milieu f\351rm\351 d'une population de " }

{TEXT 257 15 "saccharomyces (" }{TEXT -1 8 "levures)" }}{PARA 0 "" 0 "

" {TEXT -1 69 "a donn\351 les r\351sultats suivants, o\371 le temps t \+

est exprim\351 en heures, " }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 88 "et o\371 N \+

est un nombre proportionnel au nombre total de levures vivantes \340 l

'instant t : " }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 202 "Ns:=665;

\nt:=[0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 18];\nN:=[9.6, 18.3, 47.2, 119.1, \+

257.3, 441.0, 559.7, 629.4, 651.1, 661.8];\nfor n from 1 to 10 do a[n]

:=ln((Ns-N[n])/N[n]);od;\n#calcul des valeures lin\351aris\351es" }}

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%#NsG\"$l'" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"tG7,\"\"!\"\"\"\"\"

$\"\"&\"\"(\"\"*\"#6\"#8\"#:\"#=" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%

\"NG7,$\"#'*!\"\"$\"$$=F($\"$s%F($\"%\">\"F($\"%tDF($\"%5WF($\"%(f&F($

\"%%H'F($\"%6lF($\"%=mF(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#

\"\"\"$\"$A%!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"#$\"$

d$!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"$$\"$d#!\"#" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"%$\"$_\"!\"#" }}{PARA 11 

"" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"&$\"$k%!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"'$!$x'!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>&%\"aG6#\"\"($!$n\"!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%

\"aG6#\"\")$!$'G!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"*

$!$%Q!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"#5$!$S&!\"#" }

}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 215 "#########################

########################################\n# t=[0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 1

3, 15, 18]\n# y=[9.6, 18.3, 47.2, 119.1, 257.3, 441.0, 559.7, 629.4, 6

51.1, 661.8]\n# a(t)=ln(N*-y(t)/y(t))=exp(lambda*t-b)" }}{PARA 0 "> " 

0 "" {MPLTEXT 1 0 459 "# a=[4.22,3.57, 2.57, 1.52, .464, -.677, -1.67,

 -2.86, -3.84, -5.40]\n# moyenne(a)=-.210, moyenne(t)=8.20\n# les vale

urs centr\351es:\n# X=[-8.20,-7.20,-5.20,-3.20,-1.20,0.80,2.80,4.80,6.

80,9.80]   # Y=[4.43,3.78,2.78,1.73,0.674,-0.467,-1.46,-2.65,-3.63,-5.

19] \n# X[1]^2+...+X[10]^2=331, X[1]Y[1]+...+X[10]Y[10]= -178\n# lambd

a = -alpha= (X[1]Y[1]+...+X[10]Y[10])/(X[1]^2+...+X[10]^2)=178/331=0.5

38;\n# b=beta=4.= moyenne(a)+lambda*moyenne(t)= -0.210 +8.20*0.538=4.2

0" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 103 "# R\351ponse : a(t)=-lambda*t

+b=-0.538*t+4.20, \n# y(t)=665/(1+exp(-lambda*t+b))= 665/(1+exp(-.538*

t+4.20))" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"$?%!\"#" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 266 " with(plots):\npointsN:=[seq([t[n]

,N[n]],n=1..10)];\npoints:=[seq([t[n],a[n]],n=1..10)];\nplot(pointsN, \+

style=point,\nlegend=\"donnees experimentelles N[n]\");\nplot(points, \+

style=point,\ncolor=green,\ntitle=\"la fonction lin\351aris\351e a[n]

\", \nlegend=\"a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])\");\n" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT 

-1 50 "Warning, the name changecoords has been redefined\n" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%(pointsNG7,7$\"\"!$\"#'*!\"\"7$\"\"\"$\"$$

=F*7$\"\"$$\"$s%F*7$\"\"&$\"%\">\"F*7$\"\"($\"%tDF*7$\"\"*$\"%5WF*7$\"

#6$\"%(f&F*7$\"#8$\"%%H'F*7$\"#:$\"%6lF*7$\"#=$\"%=mF*" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'pointsG7,7$\"\"!$\"$A%!\"#7$\"\"\"$\"$d$F*7$\"

\"$$\"$d#F*7$\"\"&$\"$_\"F*7$\"\"($\"$k%!\"$7$\"\"*$!$x'F;7$\"#6$!$n\"

F*7$\"#8$!$'GF*7$\"#:$!$%QF*7$\"#=$!$S&F*" }}{PARA 13 "" 1 "" 

{GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6&-%'CURVESG6%7,7$$\"\"!F)$\"3k****

*********f*!#<7$$\"\"\"F)$\"32++++++I=!#;7$$\"\"$F)$\"3H++++++?ZF27$$

\"\"&F)$\"3%************4>\"!#:7$$\"\"(F)$\"37++++++tDF=7$$\"\"*F)$\"$

T%F)7$$\"#6F)$\"3W++++++(f&F=7$$\"#8F)$\"3w***********RH'F=7$$\"#:F)$

\"3B++++++6lF=7$$\"#=F)$\"3b***********zh'F=-%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5!\"

\"F(F(-%'LEGENDG6#Q=donnees~experimentelles~N[n]6\"-%&STYLEG6#%&POINTG

-%+AXESLABELSG6$Q!FaoFio-%%VIEWG6$%(DEFAULTGF]p" 1 5 0 1 10 0 2 9 1 4 

2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "donnees experimentelles N[n]" }}}

{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6(-%'CURVESG6$7,7$

$\"\"!F)$\"3v************>U!#<7$$\"\"\"F)$\"3%)************pNF,7$$\"\"

$F)$\"3%)************pDF,7$$\"\"&F)$\"3-++++++?:F,7$$\"\"(F)$\"3B+++++

+SY!#=7$$\"\"*F)$!3Y++++++qnFA7$$\"#6F)$!3#*************p;F,7$$\"#8F)$

!3))************fGF,7$$\"#:F)$!3&)************RQF,7$$\"#=F)$!3M+++++++

aF,-%'LEGENDG6#Q8a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])6\"-%&TITLEG6#Q<la~fonction~li

n|dyaris|dye~a[n]Fin-%&STYLEG6#%&POINTG-%+AXESLABELSG6$Q!FinFeo-%'COLO

URG6&%$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-%%VIEWG6$%(DEFAULTGF`p" 1 5 0 1 10 0 2 

6 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])" }}}

}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT 258 80 "Pour trouver l'\351quation de la

 droite, on utilise la m\351thode de moindres carr\351es:" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 66 "v:=(1/10)*(add([a[n],N[n], t[n]*1.]

,n=1..10));#calcul des moyennes" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%

\"vG7%$!$5#!\"$$\"$R$\"\"!$\"$?)!\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 5 "v[1];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$!$5#!\"$" }}

}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 115 "yb:=[a[1]-v[1],a[2]-v[1], \+

a[3]-v[1], a[4]-v[1], a[5]-v[1], a[6]-v[1], a[7]-v[1], a[8]-v[1], a[9]

-v[1], a[10]-v[1]];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#ybG7,$\"$V%!

\"#$\"$y$F($\"$y#F($\"$t\"F($\"$u'!\"$$!$n%F1$!$Y\"F($!$l#F($!$j$F($!$

>&F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 115 "xb:=[t[1]-v[3],t[2

]-v[3], t[3]-v[3], t[4]-v[3], t[5]-v[3], t[6]-v[3], t[7]-v[3], t[8]-v[

3], t[9]-v[3], t[10]-v[3]];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#xbG7

,$!$?)!\"#$!$?(F($!$?&F($!$?$F($!$?\"F($\"#!)F($\"$!GF($\"$![F($\"$!oF

($\"$!)*F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 45 "with(Student[

LinearAlgebra]):evalm(xb.xb)*1.;" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 65 "Warni

ng, the protected name . has been redefined and unprotected\n" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"$J$\"\"!" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 

"" {MPLTEXT 1 0 13 "evalm(xb.yb);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$

!$y\"\"\"!" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 35 "lambda:=-eval

m(xb.yb)/evalm(xb.xb);" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'lambdaG$\"$Q&!\"$" }}}{EXCHG {PARA 0 "> \+

" 0 "" {MPLTEXT 1 0 20 "b:=v[1]+lambda*v[3];" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"bG$\"$?%!\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 

1 0 254 "l:=-lambda*x+b;\nL:=plot(l(x), x=0..18, \ncolor=green,title=

\"la fonction linearisee a[n]\", legend=\"l:=-lambda*x+b\"):\npointspl

ot(points):\nL2:=plot(points, style=point, title=\"la droite des moind

res carr\351es\", legend=\"a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])\"):\ndisplay(L,L2);

" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>%\"lG,&*&$\"$Q&!\"$\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"$?%!\"#F*" }}{PARA 13 "

" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6%7S7$$\"\"!F)$

\"$?%!\"#7$$\"$%R!\"$$\"$*RF,7$$\"$N(F0$\"$!QF,7$$\"$7\"F,$\"$g$F,7$$

\"$]\"F,$\"$R$F,7$$\"$*=F,$\"$=$F,7$$\"$D#F,$\"$*HF,7$$\"$h#F,$\"$!GF,

7$$\"$+$F,$\"$f#F,7$$\"$Q$F,$\"$Q#F,7$$\"$v$F,$\"$=#F,7$$\"$7%F,$\"$)>

F,7$$\"$]%F,$\"$y\"F,7$$\"$)[F,$\"$d\"F,7$$\"$D&F,$\"$Q\"F,7$$\"$i&F,$

\"$=\"F,7$$\"$+'F,$\"#(*F,7$$\"$Q'F,$\"#xF,7$$\"$v'F,$\"#dF,7$$\"$7(F,

$\"#PF,7$$\"$](F,$\"#;F,7$$\"$)yF,$!\"%F,7$$\"$D)F,$!#CF,7$$\"$i)F,$!#

WF,7$$\"$+*F,$!#kF,7$$\"$Q*F,$!#&)F,7$$\"$v*F,$!$0\"F,7$$\"$,\"!\"\"$!

$B\"F,7$$\"$0\"F]t$!$X\"F,7$$\"$4\"F]t$!$m\"F,7$$F:F]t$!$$=F,7$$\"$;\"

F]t$!$/#F,7$$\"$?\"F]t$!$E#F,7$$\"$C\"F]t$!$Z#F,7$$\"$G\"F]t$!$p#F,7$$

\"$J\"F]t$!$&GF,7$$\"$N\"F]t$!$1$F,7$$\"$R\"F]t$!$G$F,7$$\"$U\"F]t$!$W

$F,7$$\"$Y\"F]t$!$l$F,7$$F?F]t$!$(QF,7$$\"$a\"F]t$!$4%F,7$$\"$e\"F]t$!

$I%F,7$$\"$h\"F]t$!$Y%F,7$$\"$l\"F]t$!$o%F,7$$\"$p\"F]t$!$*[F,7$$\"$s

\"F]t$!$0&F,7$$\"$w\"F]t$!$F&F,7$$\"#=F)$!$[&F,-%'LEGENDG6#Q/l:=-lambd

a*x+b6\"-%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-F$6&7,7$F($\"3v**********

**>U!#<7$$\"\"\"F)$\"3%)************pNFi[l7$$\"\"$F)$\"3%)************

pDFi[l7$$\"\"&F)$\"3-++++++?:Fi[l7$$\"\"(F)$\"3B++++++SY!#=7$$\"\"*F)$

!3Y++++++qnF^]l7$$\"#6F)$!3#*************p;Fi[l7$$\"#8F)$!3))*********

***fGFi[l7$$\"#:F)$!3&)************RQFi[l7$Fcz$!3M+++++++aFi[l-F][l6&F

_[l$\"#5F]tF(F(-Fhz6#Q8a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])F[[l-%&STYLEG6#%&POINTG-

%&TITLEG6#Q<la~fonction~linearisee~a[n]F[[l-%+AXESLABELSG6%Q\"xF[[lQ!F

[[l-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$;F(FczF]`l" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "l:=-lambda*x+b" "a[n]=ln((Ns-N[n])/N

[n])" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 99 "for n from 1 to 10

 do y[n]:=evalf(Ns/(1+exp(b-lambda*t[n]))): \nprint('[y[n],N[n]]'=[y[n

],N[n]]);od;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"\"$\"$#)*

!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$

#)*!\"#$\"#'*!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"#$

\"$n\"!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF

'7$$\"$n\"!\"\"$\"$$=F." }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"

\"$$\"$l%!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"

NGF'7$$\"$l%!\"\"$\"$s%F." }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#

\"\"%$\"$?\"\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&

%\"NGF'7$$\"$?\"\"\"!$\"%\">\"!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6

#>&%\"yG6#\"\"&$\"$i#\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"y

G6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$i#\"\"!$\"%tD!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>&%\"yG6#\"\"'$\"$N%\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$

&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$N%\"\"!$\"%5W!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"($\"$k&\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$k&\"\"!$\"%(f&!\"\"" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\")$\"$F'\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$F'\"\"!$\"%%H'!\"\"" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"*$\"$_'\"\"!" }}{PARA 11 

"" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$_'\"\"!$\"%6l!\"

\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"#5$\"$l'\"\"!" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$l'\"\"!$

\"%=m!\"\"" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 56 "L'equation th\351or

ique de la mod\350le: Ns/(1+exp(b-lambda*T)" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 

"" {MPLTEXT 1 0 377 "with(plots):\npointsy:=[seq([t[n],y[n]],n=1..10)]

:\nP1:=plot(pointsy,color=blue, \nstyle=point,\nlegend=\"valeurs theor

iques y[n]\"):\npointsN:=[seq([t[n],N[n]],n=1..10)]:\nP2:=plot(pointsN

, \nstyle=point,\nsymbol=circle,color=red, legend=\"donnees experiment

alles N[n]\"):\nc:=Ns/(1+exp(b-lambda*T));\nC:=plot(c(T), T=0..18, col

or=green, legend=\"la courbe logistique\"):\ndisplay(P2, P1, C);\n" }}

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%\"cG,$*&\"$l'\"\"\",&F(F(-%$expG6#,&$\"$?%!\"#F(*&$\"$Q&!\"$F(%\"TGF

(!\"\"F(F6F(" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'

-%'CURVESG6'7,7$$\"\"!F)$\"3k*************f*!#<7$$\"\"\"F)$\"32++++++I

=!#;7$$\"\"$F)$\"3H++++++?ZF27$$\"\"&F)$\"3%************4>\"!#:7$$\"\"

(F)$\"37++++++tDF=7$$\"\"*F)$\"$T%F)7$$\"#6F)$\"3W++++++(f&F=7$$\"#8F)

$\"3w***********RH'F=7$$\"#:F)$\"3B++++++6lF=7$$\"#=F)$\"3b***********

zh'F=-%'LEGENDG6#Q=donnees~experimentalles~N[n]6\"-%'COLOURG6&%$RGBG$

\"*++++\"!\")F(F(-%'SYMBOLG6#%'CIRCLEG-%&STYLEG6#%&POINTG-F$6&7,7$F($

\"3G++++++?)*F,7$F.$\"3%*************p;F27$F4$\"3+++++++]YF27$F9$\"$?

\"F)7$F?$\"$i#F)7$FD$\"$N%F)7$FI$\"$k&F)7$FN$\"$F'F)7$FS$\"$_'F)7$FX$

\"$l'F)-Fgn6#Q8valeurs~theoriques~y[n]Fjn-F\\o6&F^oF(F(F_oFfo-F$6%7eo7

$F($\"$%)*!\"#7$$\"$%R!\"$$Fhp!\"\"7$$\"$N(Fjr$\"$Y\"F\\s7$$\"$7\"Ffr$

\"$x\"F\\s7$$\"$]\"Ffr$\"$<#F\\s7$$\"$*=Ffr$\"$m#F\\s7$$\"$D#Ffr$\"$=$

F\\s7$$\"$h#Ffr$\"$#QF\\s7$$\"$+$Ffr$\"$l%F\\s7$$\"$Q$Ffr$\"$j&F\\s7$$

\"$v$Ffr$\"$y'F\\s7$$\"$7%Ffr$\"$0)F\\s7$$\"$]%Ffr$\"$e*F\\s7$$\"$)[Ff

r$\"$9\"F)7$$\"$D&Ffr$\"$M\"F)7$$\"$i&Ffr$\"$c\"F)7$$\"$+'Ffr$\"$$=F)7

$$\"$Q'Ffr$\"$5#F)7$$\"$v'Ffr$\"$S#F)7$$\"$7(Ffr$\"$r#F)7$$\"$](Ffr$\"

$2$F)7$$\"$)yFfr$\"$R$F)7$$\"$D)Ffr$\"$s$F)7$$\"$i)Ffr$\"$1%F)7$$\"$+*

FfrF]q7$$\"$Q*Ffr$F_uF)7$$\"$v*Ffr$\"$$\\F)7$$\"$,\"F\\s$\"$:&F)7$$\"$

0\"F\\s$\"$O&F)7$$\"$4\"F\\s$\"$f&F)7$$FdsF\\s$\"$t&F)7$$\"$;\"F\\s$\"

$*eF)7$F[s$\"$/'F)7$$\"$C\"F\\s$\"$;'F)7$$\"$G\"F\\s$\"$A'F)7$$\"$J\"F

\\sFcq7$$\"$N\"F\\s$\"$L'F)7$$\"$R\"F\\s$\"$S'F)7$$\"$S\"F\\sFg]lFi]lF

i]l7$$\"$T\"F\\s$\"$Y'F)7$$\"$U\"F\\sF_^lFa^l7$$\"$W\"F\\sF_^l7$F`sF_^

lFg^l7$$\"$Z\"F\\sFfq7$$\"$[\"F\\sFfqF[_l7$$\"$\\\"F\\sFfq7$$FisF\\sFf

q7$$\"$_\"F\\sFfq7$$\"$a\"F\\sFfq7$$\"$b\"F\\sFfq7$$FbwF\\sFfqF\\`l7$$

\"$d\"F\\s$\"$e'F)7$$\"$e\"F\\sFa`lFc`l7$$\"$g\"F\\sFa`l7$$\"$h\"F\\sF

a`l7$$\"$l\"F\\sFa`l7$$\"$p\"F\\sFa`l7$$\"$s\"F\\sFa`l7$$\"$u\"F\\sFa`

l7$$\"$w\"F\\sFa`lFhal7$FesFiq7$$\"$y\"F\\sFiqF\\bl7$$\"$z\"F\\sFiqFhq

-Fgn6#Q5la~courbe~logistiqueFjn-F\\o6&F^oF(F_oF(-%+AXESLABELSG6%Q!FjnF

jbl-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$;F(FXF^cl" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "donnees experimentalles N[n]" "valeu

rs theoriques y[n]" "la courbe logistique" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 17 "exp(4.159364671);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "

6#$\"$T'!\"\"" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 25 "665/(1+exp

(4.159364671));" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"$-\"!\"\"" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 20 "ga:=.5323127461/665;" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#gaG$\"$+)!\"'" }}}{EXCHG {PARA 0 "

" 0 "" {TEXT -1 0 "" }{MPLTEXT 1 0 87 "###############################

########################################\nExemple  y'=y-1" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 73 "restart;with(DEtools):\node := diff(y(t),t)=y(t)-1;\n

dsolve(\{ode, y(0)=2\});" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%$odeG/-%

%diffG6$-%\"yG6#%\"tGF,,&F)\"\"\"F.!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#/-%\"yG6#%\"tG,&\"\"\"F)-%$expGF&F)" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 188 "DEplot(ode,y(t),t=-2..2,\ny=-4..4,[[y(0)=2],[y(1)=

2],[y(2)=2],\n[y(0)=-2],[y(1)=-2],[y(2)=-2]],\nlinecolor=[ yellow, gre

en, blue,\nyellow, green, blue],title=`champ de direction`, \ncolor=y-

1);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6,-%'CURVES

G6^dl7%7$$!3:&p0av$4R?!#<$!3CC:(HAJX!QF*7$$!3%[I%fWi!4'>F*$!3Iv%Gqxoa>

%F*7$$!3!*y57S2S`>F*$!3)*f*[gV\"G\"4%F*7%7$$!3[@ihRucG=F*F+7$$!3=J[!)G

*z.v\"F*F07$$!3A0;LCW(Gu\"F*F57%7$$!3\"yuEQ7T!=;F*F+7$$!3]d`,8O&)R:F*F

07$$!3bJ@a3\"[B`\"F*F57%7$$!38us.3[^29F*F+7$$!3$Q)eA(HF$H8F*F07$$!3)yl

_Fz@=K\"F*F57%7$$!3W+yC#\\))p>\"F*F+7$$!3;5kV\")4!)=6F*F07$$!3?%=jpZ&H

66F*F57%7$$!3!zE$ek<ik)*!#=F+7$$!3'[OpklYF3*F]oF07$$!3U1rt6;p2!*F]oF57

%7$$!3;J&)o1'e$fxF]oF+7$$!39GYd)\\$[xpF]oF07$$!3ppB%QXGC!pF]oF57%7$$!3
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h\\dlFh\\dlFh\\dlFh\\dlFh\\dlFh\\dlFh\\dlFh\\dlFh\\dlFh\\dlFh\\dlFh\\d

lFh\\dlFh\\dlFh\\dl$\"3Xt%*y:j_5UFepFj\\dlFj\\dlFj\\dlFj\\dlFj\\dlFj\\
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lF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\^dlF\\
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_bdl7$Fj[dlF`^dl7$Fdbdl7$$\"+++++?F_adl$\"3rLJ0;22?5F*7$Ffbdl7$$\"++++

+SF_adl$\"3G;Y;K*z53\"F*7$F\\cdl7$$\"+++++gF_adl$\"3Gh2cciZ&=\"F*7$Fbc

dl7$$\"+++++!)F_adl$\"3e\"o'Rd&\\uL\"F*7$Fhcdl7$$\"+++++5F[_dl$\"3VW5(

*>\"*4V:F*7$F^ddl7$$\"+++++7F[_dl$\"3KkV*\\Vy1\"=F*7$Fdddl7$$\"+++++9F

[_dl$\"3Y8_AUk#4:#F*7$Fjddl7$$\"+++++;F[_dl$\"3U&yFN_)\\xDF*7$F`edl7$$

\"+++++=F[_dl$\"3ApOoUX^2JF*7$Ffedl7$$FhbdlF[_dl$\"3m*evn#fCiPF*-%'COL
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 1" "Curve 2" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 76 "restart;wi

th(DEtools):\node := -t*diff(y(t),t)+y(t)=2*t/(t+2);\ndsolve(\{ode\});

" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 102 "DEplot(ode,y(t),t=1..2,\ny=-4.

.4,[[y(1)=1]],\nlinecolor=[ gold],title=`champ de direction`, \ncolor=

y-1);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%$odeG/,&*&%\"tG\"\"\"-%%dif

fG6$-%\"yG6#F(F(F)!\"\"F-F),$*(\"\"#F)F(F),&F(F)F3F)F0F)" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#<#/-%\"yG6#%\"tG*&,(-%#lnGF'!\"\"-F,6#,&F(\"\"\"

\"\"#F1F1%$_C1GF1F1F(F1" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 406 406 406 

{PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6^dl7%7$$\"3%[Y@Hw*os(*!#=$!3E]LO*)=#R*Q!#<7$

$\"3_`yqB5tA5F-$!3H\\mj5\"yg5%F-7$$\"3:NFnUJ?;5F-$!3_WD#R*Go9SF-7%7$$

\"3q)G`2aS'H5F-$!3[sK(3'4d(*QF-7$$\"3-[99<Eiv5F-$!3_Fn7R!HC5%F-7$$\"3e

Kk/8\"o)o5F-$!3;!3ax)Q47SF-7%7$$\"3k@ENk!R?3\"F-$!3OIf!)3I*4!RF-7$$\"3

!=&oV^s[G6F-$!33qS>\"*p+*4%F-7$$\"3Z(*zT#*[_@6F-$!3LwmM>vo4SF-7%7$$\"3

%[Azi/hW8\"F-$!3(eGEM\"f?/RF-7$$\"3M&)\\SF%G8=\"F-$!379Pd'3%z&4%F-7$$

\"3!\\ZWp!\\<u6F-$!3(>P&>\\mW2SF-7%7$$\"3U,w?9N!p=\"F-$!39y%QL?Es!RF-7

$$\"3ZX8P<\"\\TB\"F-$!3'=_hmztF4%F-7$$\"3r(yx`K>oA\"F-$!38t09hfN0SF-7%

7$$\"3S'y2i$ROR7F-$!3xG3sq!p+\"RF-7$$\"3A(*eE`=&pG\"F-$!3or\"z#H4$**3%

F-7$$\"3u$\\M&3\"f%z7F-$!3K4-bx<S.SF-7%7$$\"3OGA:[,%=H\"F-$!3.B(eaU[F

\"RF-7$$\"3*>>;#*zQ(R8F-$!3'pFTXd^s3%F-7$$\"3E2Nw[]4K8F-$!38X3W$)=d,SF

-7%7$$\"3Dhm*QHIVM\"F-$!35#p$3rpF:RF-7$$\"3#e\\m8\"=^#R\"F-$!3!zI;*GIs

%3%F-7$$\"3?!p*[,ys%Q\"F-$!3;IHyj`&)**RF-7%7$$\"3qN8%fxKoR\"F-$!3[k'>8

Hmw\"RF-7$$\"35el@([s_W\"F-$!3'fL!o3PL#3%F-7$$\"32PP[5zNP9F-$!39MEvbCC

)*RF-7%7$$\"3Sx'pY@Y$\\9F-$!3^n(Q+%p#*>RF-7$$\"39`HQ1A-)\\\"F-$!3#HBh*

fI2!3%F-7$$\"3O<A;Ge)**[\"F-$!37m`?;Ws'*RF-7%7$$\"3ti2g9%p=]\"F-$!3q)=

F,`o?#RF-7$$\"3_/mMk@w]:F-$!3I6G()p9$z2%F-7$$\"3HO\\%>$>hU:F-$!3[6\\z.

MH&*RF-7%7$$\"3a![yjL,Wb\"F-$!3y,kc=)*4CRF-7$$\"3VBOY+M\\.;F-$!3y(fL9=

+f2%F-7$$\"3[OzZPlB&f\"F-$!3/$y6ZPUR*RF-7%7$$\"3UayXt5%pg\"F-$!3qv,B'y

Gg#RF-7$$\"3G')*y7#o@c;F-$!3IC)pP@rR2%F-7$$\"3W*Re$4*fyk\"F-$!3Cu>\"3*

\\m#*RF-7%7$$\"3G1QkKy[f;F-$!3=P&y;riy#RF-7$$\"3:rx)*>K$*3<F-$!3Ej9K)G

P@2%F-7$$\"36eG')pA[+<F-$!33WU&)QbX\"*RF-7%7$$\"38Qiz<4/7<F-$!3bb-tQ#3

'HRF-7$$\"3/w+t#HV;w\"F-$!3+W(p7w\"RqSF-7$$\"3ipX21Q5`<F-$!3AUvff)3.*R

F-7%7$$\"3i>Q9;(*fk<F-$!3D!>2zVr7$RF-7$$\"3FJsF_wM9=F-$!3w4G4i&G(oSF-7

$$\"3a'GBdnCd!=F-$!3IB/f&G?#*)RF-7%7$$\"3jpFv'ojr\"=F-$!3*>dH?'y&G$RF-

7$$\"3)z,j&Ro/n=F-$!3YG/(z8Ur1%F-7$$\"3#*ff)>,X$e=F-$!3-&y'e'e&=))RF-7

%7$$\"3m@3y]Btp=F-$!3)3mVjfsV$RF-7$$\"3m-(HMLT(>>F-$!3cRjl.uilSF-7$$\"

3nEhWF\\'4\">F-$!33c?j@4?()RF-7%7$$\"3[BV@$G0B#>F-$!3'y;6OI?e$RF-7$$\"

3eP4*)e:Vs>F-$!39K))Q'pzT1%F-7$$\"35E)pt^%ej>F-$!3snA(pzii)RF-7%7$$\"3

I#=Te5#)[(>F-$!3seHgk_?PRF-7$$\"3F:)eT*y6D?F-$!3GTqRNZziSF-7$$\"3t?WUi

Q?;?F-$!3YG0/H!o`)RF-7%7$$\"3?#=KnM[vw*F*$!3]L<EotD![$F-7$$\"3y\"yE`;X

K-\"F-$!3#=P!eotjxOF-7$$\"3Ozw)fxji,\"F-$!3!z23V,8%)e$F-7%7$$\"3Dx(R\"

H\"f\"H5F-$!3[lrZPDw$[$F-7$$\"3[f\\vGS5w5F-$!3%)R\\O*>KTn$F-7$$\"3WT2

\"eo9*o5F-$!3q!fB*e5(fe$F-7%7$$\"3)G&*3=w(e\"3\"F-$!3+8[!4iNq[$F-7$$\"

3d?0)RbQ*G6F-$!3I#HPf6f3n$F-7$$\"3BHH')[!f:7\"F-$!3=#3Q'p$4Pe$F-7%7$$

\"3\\j!4MVPS8\"F-$!3)\\pZo)p4!\\$F-7$$\"3oY^FS?v\"=\"F-$!3K5W**\\xznOF

-7$$\"3O5*z#*4)>u6F-$!3'H4R$*z4;e$F-7%7$$\"33c&42P0l=\"F-$!3%\\)4na]'H

\\$F-7$$\"3#3Rp3EZXB\"F-$!3O?6<#oH\\m$F-7$$\"3y?I%Q$G$oA\"F-$!3GC%>!ej

lzNF-7%7$$\"3$[+%[K#*)*Q7F-$!33C)z4Wcc\\$F-7$$\"3!)y'*)pbEtG\"F-$!3A\"

GieHQAm$F-7$$\"3w&**G21k%z7F-$!3)><A=%\\$yd$F-7%7$$\"3]5=kLq[\"H\"F-$!

3cwp(o6'=)\\$F-7$$\"3&)4ms8>4S8F-$!3wG^'*>'3(fOF-7$$\"36H?hPC4K8F-$!3q

J59#4Lhd$F-7%7$$\"3.+N'Q3(*RM\"F-$!3))QB![cn0]$F-7$$\"3/d'*R@]%GR\"F-$

!3Um(R?<Ftl$F-7$$\"3)\\ab:]=ZQ\"F-$!3E))['RyRXd$F-7%7$$\"3Y;P\"y$z^'R

\"F-$!37e^RGH\"G]$F-7$$\"3MxTMDteX9F-$!3?ZpW3=3bOF-7$$\"3$egdDpUtV\"F-

$!3sAQLT_/tNF-7%7$$\"3_!f2YN[!\\9F-$!3=dz$>:L\\]$F-7$$\"3+S]Wm+K)\\\"F

-$!39[T!\\ehHl$F-7$$\"3KU`<s`'**[\"F-$!3/=*3sxS;d$F-7%7$$\"3]4$)okse,:

F-$!3&[uxy5Qp]$F-7$$\"3wd!fUJW5b\"F-$!3YgV'*Gm&4l$F-7$$\"3h7*>$QoeU:F-

$!3i$\\C\\l=.d$F-7%7$$\"3i2llUP8a:F-$!3.tT47n$)3NF-7$$\"3P'f&=%*4w.;F-

$!3GKzuC!e!\\OF-7$$\"3Yj(fqL2_f\"F-$!3g/8\\o>2pNF-7%7$$\"3w1W*[)po1;F-

$!3=K)ps-P1^$F-7$$\"3%RVU)44Zc;F-$!39tAd4xDZOF-7$$\"3IPr2sq#yk\"F-$!3U

w^BRX*yc$F-7%7$$\"31fd1\"HY#f;F-$!3u%H$4bjM7NF-7$$\"3Q=echZ<4<F-$!3e5)

[<Q[bk$F-7$$\"3WAgF7iW+<F-$!3oQ*=l#3ymNF-7%7$$\"3@A+w[5\"=r\"F-$!36pn?

=8(R^$F-7$$\"3%>Hm<;t=w\"F-$!3?O`j=M#Rk$F-7$$\"39\\y#z*[1`<F-$!39&\\n0

&eslNF-7%7$$\"3cUnp?2Qk<F-$!3RBB(G$z^:NF-7$$\"3J3VsZmc9=F-$!3#>ypR!oPU

OF-7$$\"3+?clXKo0=F-$!3QidnD^skNF-7%7$$\"3=MC-M[&p\"=F-$!3u-=Kt;*p^$F-

7$$\"3U`LH#pbs'=F-$!3d-._jI!4k$F-7$$\"3%3^\"\\_8Ie=F-$!3iYoJ-YxjNF-7%7

$$\"3_`TKrH`p=F-$!3KxmqGvR=NF-7$$\"3!3P')GrS*>>F-$!3*zUN\"3s\\ROF-7$$

\"3\"\\P#>*H>4\">F-$!3E[$zohqGc$F-7%7$$\"3yYn0jZ6A>F-$!3:([%\\`+u>NF-7

$$\"3G9&[!z?is>F-$!3;=wM$oa\"QOF-7$$\"3s4&eH:PN'>F-$!3O:x%z%)4?c$F-7%7

$$\"3Uv&Q6))*pu>F-$!3\"\\U!37M-@NF-7$$\"3eA9')=,ID?F-$!3S!ohZKroj$F-7$

$\"3(zoq'p\\:;?F-$!3;\"\\*>y#*=hNF-7%7$$\"3WUa&zjyDw*F*$!3u&px!z94nIF-

7$$\"3kbW?O@uB5F-$!3)[^1Y*zp[KF-7$$\"3,4IY\"4*H;5F-$!3i?C@eZ*=;$F-7%7$

$\"3X^fQ6epG5F-$!3M]'[&z`SqIF-7$$\"3G&y3lMnl2\"F-$!3Ggb8%4%QXKF-7$$\"3

Us0a(*o$*o5F-$!3%QFCgbG'fJF-7%7$$\"3#y:[U4b63\"F-$!3YZ8cFt[tIF-7$$\"3k

:8a@7PH6F-$!3;jG7Y@IUKF-7$$\"3sWVIb)p:7\"F-$!3=AtZQl`dJF-7%7$$\"3jm(>h

qKO8\"F-$!3?/SN4'fj2$F-7$$\"3aVWcnn:#=\"F-$!3T1-Lk)H%RKF-7$$\"3#[(>#G(

*)>u6F-$!3Y!yKq0+c:$F-7%7$$\"3!4yQR9Eh=\"F-$!3Kx$ov+U!zIF-7$$\"3+m,k([

E\\B\"F-$!3JLe6muuOKF-7$$\"3=n-4^]#oA\"F-$!3eb+1*)G!Q:$F-7%7$$\"31E/J7

LjQ7F-$!3/f`4&3_:3$F-7$$\"3cdK;xCo(G\"F-$!3d^))e)QPUB$F-7$$\"3a-6LH([%

z7F-$!3SWN$e)38_JF-7%7$$\"31oQ)yW_6H\"F-$!3]g2mYa!R3$F-7$$\"3G_X[*\\E/

M\"F-$!38]M-FS)=B$F-7$$\"3*\\K%p>02K8F-$!3Ua-(Hnr0:$F-7%7$$\"3^&z,#f?o

V8F-$!3q5_luf6'3$F-7$$\"3ch81Y+;$R\"F-$!3#****G!*\\t'HKF-7$$\"3'yd#*R$

3p%Q\"F-$!3A2kT'R9\"\\JF-7%7$$\"3'>S<'y3A'R\"F-$!3uRfyQg>)3$F-7$$\"3%=

\\SXQ%)eW\"F-$!3*3F)*[V$fFKF-7$$\"3H[@T/+JP9F-$!3s5:T2&\\x9$F-7%7$$\"3

!QzhO#yw[9F-$!3q=vx!oc,4$F-7$$\"3sO3R(f+')\\\"F-$!3\">p1HzKcA$F-7$$\"3

wc_k*HG**[\"F-$!3_&>+0eok9$F-7%7$$\"3%[vXe'>K,:F-$!3%=H^hx2?4$F-7$$\"3

U7;58'48b\"F-$!3x=H`(p\"yBKF-7$$\"3P`M_PfaU:F-$!3sl)3%fTEXJF-7%7$$\"3)

odP`]#)Qb\"F-$!35DEUv\"eP4$F-7$$\"35FX]JA,/;F-$!3_&eh#)HJ?A$F-7$$\"3q^

D'\\4j^f\"F-$!3:5VME'HT9$F-7%7$$\"3*fz2.v[kg\"F-$!33df3FeT&4$F-7$$\"3s

W!HW94nl\"F-$!3a`#)fYOP?KF-7$$\"3W>1$e\"*zxk\"F-$!3q9A&44fI9$F-7%7$$\"

3y.')***4?!f;F-$!3Q$[RY)y)p4$F-7$$\"3ltHj_4S4<F-$!3CFZ/*e,)=KF-7$$\"3a

%)G?<lR+<F-$!3;]Vx&HZ?9$F-7%7$$\"37-/yIgf6<F-$!3c96r*z![)4$F-7$$\"3/7f

uz\")3i<F-$!31'4tRn3t@$F-7$$\"3i0tN%*H,`<F-$!3NT/cN&*3TJF-7%7$$\"3)Q`:

Y3wTw\"F-$!3md+8./!**4$F-7$$\"3+<b!QGrZ\"=F-$!3'H:a02*)e@$F-7$$\"3s.?y

C%Hc!=F-$!37x!H#)e\"=SJF-7%7$$\"3:35Zf)fn\"=F-$!3\"4Epb(>D,JF-7$$\"3Wz

Z%om]u'=F-$!3r\\\\6)\\PX@$F-7$$\"3O[NSreCe=F-$!3@)yRcl>$RJF-7%7$$\"3'y

`;8+Z$p=F-$!3&zfw\"4.a-JF-7$$\"3Z')R*GoE,#>F-$!3m7w]k\"\\K@$F-7$$\"3n%

*z>&Qi3\">F-$!3\\D]k7.]QJF-7%7$$\"3f**yT(>P>#>F-$!3smMUh(pP5$F-7$$\"3Y

htoW'*zs>F-$!3!RugAr>?@$F-7$$\"3!Qp5t+zM'>F-$!3?2a9j/sPJF-7%7$$\"313Lp

q,`u>F-$!3uE3B-V%\\5$F-7$$\"3t*o1$H)pa-#F-$!3)QQ`9<X3@$F-7$$\"38oMyqd4

;?F-$!310E3-t(p8$F-7%7$$\"3+LGN-f%yv*F*$!3kpIrXZUaEF-7$$\"3q;Zw4a@C5F-

$!3IYK\"[Yf#>GF-7$$\"3\")45Cs`I;5F-$!3r1Au\")39NFF-7%7$$\"3cRfwyjDG5F-

$!3)f)=0Em\\dEF-7$$\"3;(zG\"zn+x5F-$!3'*HWZ%e(=;GF-7$$\"33DW1a:$*o5F-$

!3Jm`x$ezIt#F-7%7$$\"3u=^q+iu!3\"F-$!33`$on'GMgEF-7$$\"3saV3:,yH6F-$!3

&G'zvV8M8GF-7$$\"3)\\Y7Cca:7\"F-$!3:%RDuG#=JFF-7%7$$\"3eB4yF9DL6F-$!33

QPxao)Hm#F-7$$\"3e'G.f/QD=\"F-$!3%yd_dN(p5GF-7$$\"3uL4kc^<u6F-$!3Sko1w

/VHFF-7%7$$\"3-1#42*)pd=\"F-$!3-#pf>-\\am#F-7$$\"3)3up3u#GN7F-$!3\"Rim

&)=N#3GF-7$$\"3Hv(4#GRzE7F-$!3oQ%3lA3ys#F-7%7$$\"3bVVY(y*HQ7F-$!3YaYqe
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Pour ceux qui le souhaitent, les programmes de ces calculs
en utilisant le logiciel Maple sont disponibles a |'adresse :
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/“panchish/6mat127-maple, dans

des fichiers .mws). Dans ce cas il faut disposer une version assez récente de Maple

Pour travailler avec ces fichiers, on peut :
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Pour ceux qui le souhaitent, les programmes de ces calculs
en utilisant le logiciel Maple sont disponibles a |'adresse :
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/“panchish/6mat127-maple, dans

des fichiers .mws). Dans ce cas il faut disposer une version assez récente de Maple

Pour travailler avec ces fichiers, on peut :

» les ouvrir avec Netscape,
» "enregistrer sous ..." comme un fichier .mws,

» les ouvrir avec une version de Maple .



Fonctions de deux variables ([Bert], p.41)

Au cours d'une série d'expérimentations ou d’observations, on s’intéresse a trois
variables x, y, z liées au phénoméne étudié, par exemple : pression, volume,
température d’'un gaz, ou encore taille, 4ge d'un individu.

la fonction z=H{x yy=-x2-y245
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Fonctions de deux variables ([Bert], p.41)
Au cours d'une série d'expérimentations ou d’observations, on s’intéresse a trois
variables x, y, z liées au phénoméne étudié, par exemple : pression, volume,
température d’'un gaz, ou encore taille, 4ge d'un individu.

la fonction z=H{x yy=-x2-y245

Les relations entre les variables s’appuient
sur la notion de fonction de deux variables
et, géométriquement, correspondent y

. s "‘"“‘\“\\\\\\‘\‘\\
aux notions de courbre ou de surface = AN
dans |'espace en trois dimensions.
Voici le graphe de la fonction
z="f(x,y)=—x*—y?+5




Continuité des fonctions de deux variables

Soit 7 une fonction des deux variables x et y. On dit que f est continue au
point (xo, yo) si la valeur z = f(x, y) tend vers zg = f(xo, yo) lorsque x
tend vers xg, et y tend vers yg simultanement.

Exercice

1) On pose f(x,y) =1,si (x —1)2+y?=1et x >0 et f(x,y) =0,
sinon. Est-ce que la fonction f(x,y) est continue en (xo, o) = (0,0)?

2) Montrer que toute fonction polynémiale de deux variables est continue.



Continuité des fonctions de deux variables

Soit 7 une fonction des deux variables x et y. On dit que f est continue au
point (xo, yo) si la valeur z = f(x, y) tend vers zg = f(xo, yo) lorsque x
tend vers xg, et y tend vers yg simultanement.

Exercice

1) On pose f(x,y) =1,si (x —1)2+y?=1et x >0 et f(x,y) =0,
sinon. Est-ce que la fonction f(x,y) est continue en (xo, o) = (0,0)?

2) Montrer que toute fonction polynémiale de deux variables est continue.
Dérivées partielles

Si I'on fixe une des variables, par exemple y = yp, z est la fonction de la
seule variable x :

x — z = f(x, ). La dérivée de cette fonction s'appelle la dérivée
partielle de f par rapport & x : on la note %(x, Y0)-

On définit de maniére analogue la dérivée partielle par rapport a y.



Exemples

> f(xvy) =

> f(x,y) = ax+ by, gi(x y) =a,

af
ox
> f(x,y) = kxy

ﬁ(xy}’)

ﬂ(x y)=b.

(X y) \/’ﬁ ay( 7}’) m
= ky, 0f( X,y )—kX.

Ta fonction 2=1(x.),a diférentille z=a(e-x_ D)+o(y-y_0)
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--Rappels: Dérivées partielles. Maximum (minimum) d'une fonction de deux variables (CN)
--Equations différentielles du premier ordre. Equations autonomes
--Théorème de Cauchy-Lipschitz
--Exemple de non-unicité de solution


Exemples
> f(x,y) = ax+ by, gi(x y) =a, g(x y)=b.

> flay) = V2 H 2 5iloy) = s Gl = s

> f(x,y) = kay, Z(x,y) = ky. 5E(x,y) = kx.

Accroissement et différentielle Soit

Az=z—20="f(x,y) —f(x0,)0), Ax=x—xpo et Ay =y — yo

Supposons que les dérivées partielles

% et % sont continues

en tout point voisin de (xo, yo).

Alors on trouve l'accroissement Az

en termes de Ax et Ay : f(x,y) — f(x0, %)
= (f(x,y) = f(x,30)) + (f(x, o) = f(x0, %0))
= 5L, m)(x — x0) + 5L (& y0) (v — y0)

@n £ € bl 1 € [y, ol

9 (x, 1) — 9 (x0.y0). et S (x, 1) — %L (x0. %0)
La différentielle de f en (xo, yo) est la fonction
[df(8x,8y) = B0, 30) A% + F(x0,10) by

P8

Ta fonction 2=1(x.).Ja diférentille z=a(e-x_D)+o(y-y_0)



Alexei Pantchichkine
Note 
Recherche du maximum de la fonction  f(x,y)=
 -(x-1)-2(x-1)^2-(y-2)-(y-2)^2+5
 =3x+2-2x^2+3y-y^2, on a f(1,2)=5
--Cependant, le maximum de la fonction  z=f(x,y) est  
43/8=f(3/4,3/2) > 5 : f'x = 3-4x=0, f'y = 3-2y=0 
=> x = 3/4, y = 3/2=>f(3/4,3/2)=43/8
Une autre solution: 
 -(x-1)-2*(x-1)^2-(y-2)-(y-2)^2+5
=-2((1/2)(x-1)+(x-1)^2)-((y-2)+(y-2)^2)+5
=-2((x-1)+1/4)^2+1/8-((y-2)+(y-2)^2+1/4)+1/4+5
= 5+3/8-2(x-3/4)^2-(y-3/2)^2


{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 
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\"#gF2\"\"\"-%*AXESSTYLEG6#%$BOXG-F<6#%&PATCHG-%+AXESLABELSG6&%\"xG%\"

yG%\"zG-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%&TITLEG6#%^rle~maximum~de~la~fonction~~z=

f(x,y)=-(x-1)-2*(x-1)^2-(y-2)-(y-2)^2+5,|+=3*x+2-2*x^2+3*y-y^2~est~~43

/8=f(3/4,3/2)~>~5G" 1 3 0 1 10 0 2 1 1 2 2 1.000000 60.000000 

-150.000000 1 0 "Curve 1" "Curve 2" "Curve 3" "Curve 4" "Curve 5" }}}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 44 "f:=expand(-(x-1)-2*(x-1)^2-(

y-2)-(y-2)^2+5);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"fG,,*&\"\"$\"

\"\"%\"xGF(F(\"\"#F(*&F*F()F)F*F(!\"\"*&F'F(%\"yGF(F(*$)F/F*F(F-" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 14 "fx:=diff(f,x);" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#fxG,&\"\"$\"\"\"*&\"\"%F'%\"xGF'!\"\"" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 14 "fy:=diff(f,y);" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#fyG,&\"\"$\"\"\"*&\"\"#F'%\"yGF'!\"\"" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 15 "solve(\{fx,fy\});" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#<$/%\"xG#\"\"$\"\"%/%\"yG#F'\"\"#" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 23 "subs(\{x=3/4,y=3/2\}, f);" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6##\"#V\"\")" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 

"" {MPLTEXT 1 0 20 "3*x+2-2*x^2+3*y-y^2;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#,,*&\"\"$\"\"\"%\"xGF&F&\"\"#F&*&F(F&)F'F(F&!\"\"*&F%F&%\"yGF&F&

*$)F-F(F&F+" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 152 "#-(x-1)-2*(

x-1)^2-(y-2)-(y-2)^2+5=-2((1/2)(x-1)+(x-1)^2)+\n#-((y-2)+(y-2)^2)+5=-2

((x-1)+1/4)^2+1/8-((y-2)+(y-2)^2+1/4)+1/4+5=\n#5+3/8-2(x-3/4)^2-(y-3/2

)^2" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "

> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}{MARK "0 4 0" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 3 2 

1804 1 1 1 1 }{PAGENUMBERS 0 1 2 33 1 1 }



Alexei Pantchichkine
Fichier en pièce jointe 
max2var.mws

Alexei Pantchichkine
Note 
f(x,y) est dite dérivable en (x_0, y_0), 
si Delta f = df(Delta x, Delta y)+o(|Delta x, Delta y|)
(c'est à dire, il existe le plan tangente 
P: Delta z= df(Delta x, Delta y
=f'xDelta x+f'y Delta y  à la surface S: z=f(x,y)

Alexei Pantchichkine
Note 
Une condition nécessaire d'un extremum local en x_0,y_0 est f'x=f'y=0 (pour une fonction dérivable en x_0,y_0) 


'Equations différentielles
Equations différentielles autonomes sur la droite
La notion générale d’équation différentielle
Les méthodes de résolution.
Equations différentielles linéaires.
Méthode de variation de la constante
Types de méthodes de résolution
Méthodes numériques



Mis en équation des variables. Notion d’équation

différentielle.
Equations différentielles autonomes du premier ordre Rappelons qu’une
équation différentielle du premier ordre est une équation qui met en jeu une

relation entre une fonction et sa dérivée, et dont la solution est une fonction
dérivable (voir (2.1)).



Mis en équation des variables. Notion d’équation
différentielle.

Equations différentielles autonomes du premier ordre Rappelons qu’une
équation différentielle du premier ordre est une équation qui met en jeu une
relation entre une fonction et sa dérivée, et dont la solution est une fonction
dérivable (voir (2.1)).

Par exemple, y' =2y, y' =3y(d—y), y =2y +t,ouy =y(t), y' = %.
Les exemples précédents conduisent a des équations différentielles du type :

Y =F(y) (4.1)

On dit qu'on a une équation différentielle autonome, car t n'y figure pas
explicitement. L’inconnue est la fonction y(t) : R — R et y' = % est sa
dérivée.
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Texte surligné 


Mis en équation des variables. Notion d’équation
différentielle.

Equations différentielles autonomes du premier ordre Rappelons qu’une
équation différentielle du premier ordre est une équation qui met en jeu une
relation entre une fonction et sa dérivée, et dont la solution est une fonction
dérivable (voir (2.1)).

Par exemple, y' =2y, y' =3y(d—y), y =2y +t,ouy =y(t), y' = %.
Les exemples précédents conduisent a des équations différentielles du type :

y'=F(y) (4.1)

On dit qu'on a une équation différentielle autonome, car t n'y figure pas
explicitement. L’inconnue est la fonction y(t) : R — R et y' = % est sa
dérivée.

Une équation différentielle générale du ler ordre s'écrirait

y' = G(y,t), ol G est une fonction de R? dans R (une fonction a

deux variables).



CoursN2L-

Equation différentielle générale du ler ordre

Considérons généralement I'équation différentielle du ler ordre

y'=G(y,t) (4.2)

Une solution de I'équation (4.2) sur un intervalle / est une fonction
y(t) dérivable / telle que pour tout t € / on ait :

y'(t) = G(y(t), 1)


Alexei Pantchichkine
Barrer 


Théoréme de |'existence et d'unicité de la solution d'une
équation différentielle du premier ordre avec une condition
initiale

On considére une équation différentielle du ler ordre y' = G(y, t). Une équation
différentielle a, en général, une infinité de solutions. Pour en préciser une, on se
donne la valeur y(ty) de y a un instant to (souvent égal a 0) choisi. Le probléme ainsi
posé s’appelle probléme de Cauchy. Sous des hypothéses de régularité assez faibles
sur G on montre que le probléme de Cauchy admet une solution maximale unique.



Théoréme de |'existence et d'unicité de la solution d'une
équation différentielle du premier ordre avec une condition
initiale

On considére une équation différentielle du ler ordre y' = G(y, t). Une équation
différentielle a, en général, une infinité de solutions. Pour en préciser une, on se
donne la valeur y(ty) de y a un instant to (souvent égal a 0) choisi. Le probléme ainsi
posé s’appelle probléme de Cauchy. Sous des hypothéses de régularité assez faibles
sur G on montre que le probléme de Cauchy admet une solution maximale unique.
Théoréme (Cauchy-Lipschitz)

Soient dans un domaine fermé D = {(t,y) € R?||t — to| < a,|y — yo| < b} les
fonctions G et G|, continues. Alors I'équation y' = G(y, t) admet dans un intervalle

y
|t — to| < d une solution unique vérifiant la condition initiale y(to) = yo.



Théoréme de |'existence et d'unicité de la solution d'une
équation différentielle du premier ordre avec une condition
initiale

On considére une équation différentielle du ler ordre y' = G(y, t). Une équation
différentielle a, en général, une infinité de solutions. Pour en préciser une, on se
donne la valeur y(ty) de y a un instant to (souvent égal a 0) choisi. Le probléme ainsi
posé s’appelle probléme de Cauchy. Sous des hypothéses de régularité assez faibles
sur G on montre que le probléme de Cauchy admet une solution maximale unique.
Théoréme (Cauchy-Lipschitz)

Soient dans un domaine fermé D = {(t,y) € R?||t — to| < a,|y — yo| < b} les
fonctions G et G, continues. Alors I'équation y' = G(y,t) admet dans un intervalle
|t — to| < d une solution unique vérifiant la condition initiale y(to) = yo.

On choisit en général une solution maximale, c’est a dire qui ne peut pas étre
prolongée sur un intervalle J contenant strictement /.
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Texte surligné 


Exemple de solutions

Exemples (4.2)

> Les équations y' = ky, y' =2y +t, y' = y? etc. admettent
toujours une unique solution locale (c’est-a-dire, dans un
intervalle |t — to| < d).



Exemple de solutions

Exemples (4.2)

> Les équations y' = ky, y' =2y +t, y' = y? etc. admettent
toujours une unique solution locale (c’est-a-dire, dans un
intervalle |t — to| < d).

» Par contre, les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz
sont prises en défaut par le probléme de Cauchy suivant

y' =2ly['2,y(0) =0

qui admet une infinité de solutions données par y(t) = 0 pour
t <a(aveca>0)ety(t)=(t—a)?pourt>a.

b
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{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{CSTYLE "" -1 256 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

257 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 258 "" 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 259 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 }{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 

1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" 

-1 7 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Courier" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 1 }

1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "

" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 

2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Plot" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 

0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 19 "restart;Digits:=3;\n

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'DigitsG\"\"$" }}}{EXCHG {PARA 

0 "" 0 "" {TEXT -1 21 "%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  " }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT 

256 18 "Exp\351rience de T.CA" }{TEXT -1 0 "" }{TEXT 259 38 "RLSON   (

voir [Bertrandias], p.96) :  " }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 61 "l'\351tu

de de la croissance en milieu f\351rm\351 d'une population de " }

{TEXT 257 15 "saccharomyces (" }{TEXT -1 8 "levures)" }}{PARA 0 "" 0 "

" {TEXT -1 69 "a donn\351 les r\351sultats suivants, o\371 le temps t \+

est exprim\351 en heures, " }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 88 "et o\371 N \+

est un nombre proportionnel au nombre total de levures vivantes \340 l

'instant t : " }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 202 "Ns:=665;

\nt:=[0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 18];\nN:=[9.6, 18.3, 47.2, 119.1, \+

257.3, 441.0, 559.7, 629.4, 651.1, 661.8];\nfor n from 1 to 10 do a[n]

:=ln((Ns-N[n])/N[n]);od;\n#calcul des valeures lin\351aris\351es" }}

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%#NsG\"$l'" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"tG7,\"\"!\"\"\"\"\"

$\"\"&\"\"(\"\"*\"#6\"#8\"#:\"#=" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%

\"NG7,$\"#'*!\"\"$\"$$=F($\"$s%F($\"%\">\"F($\"%tDF($\"%5WF($\"%(f&F($

\"%%H'F($\"%6lF($\"%=mF(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#

\"\"\"$\"$A%!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"#$\"$

d$!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"$$\"$d#!\"#" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"%$\"$_\"!\"#" }}{PARA 11 

"" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"&$\"$k%!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"'$!$x'!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>&%\"aG6#\"\"($!$n\"!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%

\"aG6#\"\")$!$'G!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"*

$!$%Q!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"#5$!$S&!\"#" }

}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 215 "#########################

########################################\n# t=[0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 1

3, 15, 18]\n# y=[9.6, 18.3, 47.2, 119.1, 257.3, 441.0, 559.7, 629.4, 6

51.1, 661.8]\n# a(t)=ln(N*-y(t)/y(t))=exp(lambda*t-b)" }}{PARA 0 "> " 

0 "" {MPLTEXT 1 0 459 "# a=[4.22,3.57, 2.57, 1.52, .464, -.677, -1.67,

 -2.86, -3.84, -5.40]\n# moyenne(a)=-.210, moyenne(t)=8.20\n# les vale

urs centr\351es:\n# X=[-8.20,-7.20,-5.20,-3.20,-1.20,0.80,2.80,4.80,6.

80,9.80]   # Y=[4.43,3.78,2.78,1.73,0.674,-0.467,-1.46,-2.65,-3.63,-5.

19] \n# X[1]^2+...+X[10]^2=331, X[1]Y[1]+...+X[10]Y[10]= -178\n# lambd

a = -alpha= (X[1]Y[1]+...+X[10]Y[10])/(X[1]^2+...+X[10]^2)=178/331=0.5

38;\n# b=beta=4.= moyenne(a)+lambda*moyenne(t)= -0.210 +8.20*0.538=4.2

0" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 103 "# R\351ponse : a(t)=-lambda*t

+b=-0.538*t+4.20, \n# y(t)=665/(1+exp(-lambda*t+b))= 665/(1+exp(-.538*

t+4.20))" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"$?%!\"#" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 266 " with(plots):\npointsN:=[seq([t[n]

,N[n]],n=1..10)];\npoints:=[seq([t[n],a[n]],n=1..10)];\nplot(pointsN, \+

style=point,\nlegend=\"donnees experimentelles N[n]\");\nplot(points, \+

style=point,\ncolor=green,\ntitle=\"la fonction lin\351aris\351e a[n]

\", \nlegend=\"a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])\");\n" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT 

-1 50 "Warning, the name changecoords has been redefined\n" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%(pointsNG7,7$\"\"!$\"#'*!\"\"7$\"\"\"$\"$$

=F*7$\"\"$$\"$s%F*7$\"\"&$\"%\">\"F*7$\"\"($\"%tDF*7$\"\"*$\"%5WF*7$\"

#6$\"%(f&F*7$\"#8$\"%%H'F*7$\"#:$\"%6lF*7$\"#=$\"%=mF*" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'pointsG7,7$\"\"!$\"$A%!\"#7$\"\"\"$\"$d$F*7$\"

\"$$\"$d#F*7$\"\"&$\"$_\"F*7$\"\"($\"$k%!\"$7$\"\"*$!$x'F;7$\"#6$!$n\"

F*7$\"#8$!$'GF*7$\"#:$!$%QF*7$\"#=$!$S&F*" }}{PARA 13 "" 1 "" 

{GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6&-%'CURVESG6%7,7$$\"\"!F)$\"3k****

*********f*!#<7$$\"\"\"F)$\"32++++++I=!#;7$$\"\"$F)$\"3H++++++?ZF27$$

\"\"&F)$\"3%************4>\"!#:7$$\"\"(F)$\"37++++++tDF=7$$\"\"*F)$\"$

T%F)7$$\"#6F)$\"3W++++++(f&F=7$$\"#8F)$\"3w***********RH'F=7$$\"#:F)$

\"3B++++++6lF=7$$\"#=F)$\"3b***********zh'F=-%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5!\"

\"F(F(-%'LEGENDG6#Q=donnees~experimentelles~N[n]6\"-%&STYLEG6#%&POINTG

-%+AXESLABELSG6$Q!FaoFio-%%VIEWG6$%(DEFAULTGF]p" 1 5 0 1 10 0 2 9 1 4 

2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "donnees experimentelles N[n]" }}}

{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6(-%'CURVESG6$7,7$

$\"\"!F)$\"3v************>U!#<7$$\"\"\"F)$\"3%)************pNF,7$$\"\"

$F)$\"3%)************pDF,7$$\"\"&F)$\"3-++++++?:F,7$$\"\"(F)$\"3B+++++

+SY!#=7$$\"\"*F)$!3Y++++++qnFA7$$\"#6F)$!3#*************p;F,7$$\"#8F)$

!3))************fGF,7$$\"#:F)$!3&)************RQF,7$$\"#=F)$!3M+++++++

aF,-%'LEGENDG6#Q8a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])6\"-%&TITLEG6#Q<la~fonction~li

n|dyaris|dye~a[n]Fin-%&STYLEG6#%&POINTG-%+AXESLABELSG6$Q!FinFeo-%'COLO

URG6&%$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-%%VIEWG6$%(DEFAULTGF`p" 1 5 0 1 10 0 2 

6 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])" }}}

}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT 258 80 "Pour trouver l'\351quation de la

 droite, on utilise la m\351thode de moindres carr\351es:" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 66 "v:=(1/10)*(add([a[n],N[n], t[n]*1.]

,n=1..10));#calcul des moyennes" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%

\"vG7%$!$5#!\"$$\"$R$\"\"!$\"$?)!\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 5 "v[1];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$!$5#!\"$" }}

}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 115 "yb:=[a[1]-v[1],a[2]-v[1], \+

a[3]-v[1], a[4]-v[1], a[5]-v[1], a[6]-v[1], a[7]-v[1], a[8]-v[1], a[9]

-v[1], a[10]-v[1]];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#ybG7,$\"$V%!

\"#$\"$y$F($\"$y#F($\"$t\"F($\"$u'!\"$$!$n%F1$!$Y\"F($!$l#F($!$j$F($!$

>&F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 115 "xb:=[t[1]-v[3],t[2

]-v[3], t[3]-v[3], t[4]-v[3], t[5]-v[3], t[6]-v[3], t[7]-v[3], t[8]-v[

3], t[9]-v[3], t[10]-v[3]];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#xbG7

,$!$?)!\"#$!$?(F($!$?&F($!$?$F($!$?\"F($\"#!)F($\"$!GF($\"$![F($\"$!oF

($\"$!)*F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 45 "with(Student[

LinearAlgebra]):evalm(xb.xb)*1.;" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 65 "Warni

ng, the protected name . has been redefined and unprotected\n" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"$J$\"\"!" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 

"" {MPLTEXT 1 0 13 "evalm(xb.yb);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$

!$y\"\"\"!" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 35 "lambda:=-eval

m(xb.yb)/evalm(xb.xb);" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'lambdaG$\"$Q&!\"$" }}}{EXCHG {PARA 0 "> \+

" 0 "" {MPLTEXT 1 0 20 "b:=v[1]+lambda*v[3];" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"bG$\"$?%!\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 

1 0 254 "l:=-lambda*x+b;\nL:=plot(l(x), x=0..18, \ncolor=green,title=

\"la fonction linearisee a[n]\", legend=\"l:=-lambda*x+b\"):\npointspl

ot(points):\nL2:=plot(points, style=point, title=\"la droite des moind

res carr\351es\", legend=\"a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])\"):\ndisplay(L,L2);

" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>%\"lG,&*&$\"$Q&!\"$\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"$?%!\"#F*" }}{PARA 13 "

" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6%7S7$$\"\"!F)$

\"$?%!\"#7$$\"$%R!\"$$\"$*RF,7$$\"$N(F0$\"$!QF,7$$\"$7\"F,$\"$g$F,7$$

\"$]\"F,$\"$R$F,7$$\"$*=F,$\"$=$F,7$$\"$D#F,$\"$*HF,7$$\"$h#F,$\"$!GF,

7$$\"$+$F,$\"$f#F,7$$\"$Q$F,$\"$Q#F,7$$\"$v$F,$\"$=#F,7$$\"$7%F,$\"$)>

F,7$$\"$]%F,$\"$y\"F,7$$\"$)[F,$\"$d\"F,7$$\"$D&F,$\"$Q\"F,7$$\"$i&F,$

\"$=\"F,7$$\"$+'F,$\"#(*F,7$$\"$Q'F,$\"#xF,7$$\"$v'F,$\"#dF,7$$\"$7(F,

$\"#PF,7$$\"$](F,$\"#;F,7$$\"$)yF,$!\"%F,7$$\"$D)F,$!#CF,7$$\"$i)F,$!#

WF,7$$\"$+*F,$!#kF,7$$\"$Q*F,$!#&)F,7$$\"$v*F,$!$0\"F,7$$\"$,\"!\"\"$!

$B\"F,7$$\"$0\"F]t$!$X\"F,7$$\"$4\"F]t$!$m\"F,7$$F:F]t$!$$=F,7$$\"$;\"

F]t$!$/#F,7$$\"$?\"F]t$!$E#F,7$$\"$C\"F]t$!$Z#F,7$$\"$G\"F]t$!$p#F,7$$

\"$J\"F]t$!$&GF,7$$\"$N\"F]t$!$1$F,7$$\"$R\"F]t$!$G$F,7$$\"$U\"F]t$!$W

$F,7$$\"$Y\"F]t$!$l$F,7$$F?F]t$!$(QF,7$$\"$a\"F]t$!$4%F,7$$\"$e\"F]t$!

$I%F,7$$\"$h\"F]t$!$Y%F,7$$\"$l\"F]t$!$o%F,7$$\"$p\"F]t$!$*[F,7$$\"$s

\"F]t$!$0&F,7$$\"$w\"F]t$!$F&F,7$$\"#=F)$!$[&F,-%'LEGENDG6#Q/l:=-lambd

a*x+b6\"-%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-F$6&7,7$F($\"3v**********

**>U!#<7$$\"\"\"F)$\"3%)************pNFi[l7$$\"\"$F)$\"3%)************

pDFi[l7$$\"\"&F)$\"3-++++++?:Fi[l7$$\"\"(F)$\"3B++++++SY!#=7$$\"\"*F)$

!3Y++++++qnF^]l7$$\"#6F)$!3#*************p;Fi[l7$$\"#8F)$!3))*********

***fGFi[l7$$\"#:F)$!3&)************RQFi[l7$Fcz$!3M+++++++aFi[l-F][l6&F

_[l$\"#5F]tF(F(-Fhz6#Q8a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])F[[l-%&STYLEG6#%&POINTG-

%&TITLEG6#Q<la~fonction~linearisee~a[n]F[[l-%+AXESLABELSG6%Q\"xF[[lQ!F

[[l-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$;F(FczF]`l" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "l:=-lambda*x+b" "a[n]=ln((Ns-N[n])/N

[n])" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 99 "for n from 1 to 10

 do y[n]:=evalf(Ns/(1+exp(b-lambda*t[n]))): \nprint('[y[n],N[n]]'=[y[n

],N[n]]);od;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"\"$\"$#)*

!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$

#)*!\"#$\"#'*!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"#$

\"$n\"!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF

'7$$\"$n\"!\"\"$\"$$=F." }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"

\"$$\"$l%!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"

NGF'7$$\"$l%!\"\"$\"$s%F." }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#

\"\"%$\"$?\"\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&

%\"NGF'7$$\"$?\"\"\"!$\"%\">\"!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6

#>&%\"yG6#\"\"&$\"$i#\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"y

G6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$i#\"\"!$\"%tD!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>&%\"yG6#\"\"'$\"$N%\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$

&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$N%\"\"!$\"%5W!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"($\"$k&\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$k&\"\"!$\"%(f&!\"\"" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\")$\"$F'\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$F'\"\"!$\"%%H'!\"\"" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"*$\"$_'\"\"!" }}{PARA 11 

"" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$_'\"\"!$\"%6l!\"

\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"#5$\"$l'\"\"!" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$l'\"\"!$

\"%=m!\"\"" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 56 "L'equation th\351or

ique de la mod\350le: Ns/(1+exp(b-lambda*T)" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 

"" {MPLTEXT 1 0 377 "with(plots):\npointsy:=[seq([t[n],y[n]],n=1..10)]

:\nP1:=plot(pointsy,color=blue, \nstyle=point,\nlegend=\"valeurs theor

iques y[n]\"):\npointsN:=[seq([t[n],N[n]],n=1..10)]:\nP2:=plot(pointsN

, \nstyle=point,\nsymbol=circle,color=red, legend=\"donnees experiment

alles N[n]\"):\nc:=Ns/(1+exp(b-lambda*T));\nC:=plot(c(T), T=0..18, col

or=green, legend=\"la courbe logistique\"):\ndisplay(P2, P1, C);\n" }}

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%\"cG,$*&\"$l'\"\"\",&F(F(-%$expG6#,&$\"$?%!\"#F(*&$\"$Q&!\"$F(%\"TGF

(!\"\"F(F6F(" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'

-%'CURVESG6'7,7$$\"\"!F)$\"3k*************f*!#<7$$\"\"\"F)$\"32++++++I

=!#;7$$\"\"$F)$\"3H++++++?ZF27$$\"\"&F)$\"3%************4>\"!#:7$$\"\"

(F)$\"37++++++tDF=7$$\"\"*F)$\"$T%F)7$$\"#6F)$\"3W++++++(f&F=7$$\"#8F)

$\"3w***********RH'F=7$$\"#:F)$\"3B++++++6lF=7$$\"#=F)$\"3b***********

zh'F=-%'LEGENDG6#Q=donnees~experimentalles~N[n]6\"-%'COLOURG6&%$RGBG$

\"*++++\"!\")F(F(-%'SYMBOLG6#%'CIRCLEG-%&STYLEG6#%&POINTG-F$6&7,7$F($

\"3G++++++?)*F,7$F.$\"3%*************p;F27$F4$\"3+++++++]YF27$F9$\"$?

\"F)7$F?$\"$i#F)7$FD$\"$N%F)7$FI$\"$k&F)7$FN$\"$F'F)7$FS$\"$_'F)7$FX$

\"$l'F)-Fgn6#Q8valeurs~theoriques~y[n]Fjn-F\\o6&F^oF(F(F_oFfo-F$6%7eo7

$F($\"$%)*!\"#7$$\"$%R!\"$$Fhp!\"\"7$$\"$N(Fjr$\"$Y\"F\\s7$$\"$7\"Ffr$

\"$x\"F\\s7$$\"$]\"Ffr$\"$<#F\\s7$$\"$*=Ffr$\"$m#F\\s7$$\"$D#Ffr$\"$=$

F\\s7$$\"$h#Ffr$\"$#QF\\s7$$\"$+$Ffr$\"$l%F\\s7$$\"$Q$Ffr$\"$j&F\\s7$$

\"$v$Ffr$\"$y'F\\s7$$\"$7%Ffr$\"$0)F\\s7$$\"$]%Ffr$\"$e*F\\s7$$\"$)[Ff

r$\"$9\"F)7$$\"$D&Ffr$\"$M\"F)7$$\"$i&Ffr$\"$c\"F)7$$\"$+'Ffr$\"$$=F)7

$$\"$Q'Ffr$\"$5#F)7$$\"$v'Ffr$\"$S#F)7$$\"$7(Ffr$\"$r#F)7$$\"$](Ffr$\"

$2$F)7$$\"$)yFfr$\"$R$F)7$$\"$D)Ffr$\"$s$F)7$$\"$i)Ffr$\"$1%F)7$$\"$+*

FfrF]q7$$\"$Q*Ffr$F_uF)7$$\"$v*Ffr$\"$$\\F)7$$\"$,\"F\\s$\"$:&F)7$$\"$

0\"F\\s$\"$O&F)7$$\"$4\"F\\s$\"$f&F)7$$FdsF\\s$\"$t&F)7$$\"$;\"F\\s$\"

$*eF)7$F[s$\"$/'F)7$$\"$C\"F\\s$\"$;'F)7$$\"$G\"F\\s$\"$A'F)7$$\"$J\"F

\\sFcq7$$\"$N\"F\\s$\"$L'F)7$$\"$R\"F\\s$\"$S'F)7$$\"$S\"F\\sFg]lFi]lF

i]l7$$\"$T\"F\\s$\"$Y'F)7$$\"$U\"F\\sF_^lFa^l7$$\"$W\"F\\sF_^l7$F`sF_^

lFg^l7$$\"$Z\"F\\sFfq7$$\"$[\"F\\sFfqF[_l7$$\"$\\\"F\\sFfq7$$FisF\\sFf

q7$$\"$_\"F\\sFfq7$$\"$a\"F\\sFfq7$$\"$b\"F\\sFfq7$$FbwF\\sFfqF\\`l7$$

\"$d\"F\\s$\"$e'F)7$$\"$e\"F\\sFa`lFc`l7$$\"$g\"F\\sFa`l7$$\"$h\"F\\sF

a`l7$$\"$l\"F\\sFa`l7$$\"$p\"F\\sFa`l7$$\"$s\"F\\sFa`l7$$\"$u\"F\\sFa`

l7$$\"$w\"F\\sFa`lFhal7$FesFiq7$$\"$y\"F\\sFiqF\\bl7$$\"$z\"F\\sFiqFhq

-Fgn6#Q5la~courbe~logistiqueFjn-F\\o6&F^oF(F_oF(-%+AXESLABELSG6%Q!FjnF

jbl-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$;F(FXF^cl" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "donnees experimentalles N[n]" "valeu

rs theoriques y[n]" "la courbe logistique" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 17 "exp(4.159364671);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "

6#$\"$T'!\"\"" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 25 "665/(1+exp

(4.159364671));" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"$-\"!\"\"" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 20 "ga:=.5323127461/665;" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#gaG$\"$+)!\"'" }}}{EXCHG {PARA 0 "

" 0 "" {TEXT -1 0 "" }{MPLTEXT 1 0 87 "###############################

########################################\nExemple  y'=y-1" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 73 "restart;with(DEtools):\node := diff(y(t),t)=y(t)-1;\n

dsolve(\{ode, y(0)=2\});" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%$odeG/-%

%diffG6$-%\"yG6#%\"tGF,,&F)\"\"\"F.!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#/-%\"yG6#%\"tG,&\"\"\"F)-%$expGF&F)" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 183 "DEplot(ode,y(t),t=-2..2,\ny=-4..4,[[y(0)=2],[y(1)=

2],[y(2)=2],\n[y(0)=1],[y(1)=-2],[y(2)=-2]],\nlinecolor=[yellow, green

, blue,\nblue, red, black],title=`champ de direction`, \ncolor=y-1);" 

}}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6,-%'CURVESG6^dl

7%7$$!3:&p0av$4R?!#<$!3CC:(HAJX!QF*7$$!3%[I%fWi!4'>F*$!3Iv%Gqxoa>%F*7$

$!3!*y57S2S`>F*$!3)*f*[gV\"G\"4%F*7%7$$!3[@ihRucG=F*F+7$$!3=J[!)G*z.v

\"F*F07$$!3A0;LCW(Gu\"F*F57%7$$!3\"yuEQ7T!=;F*F+7$$!3]d`,8O&)R:F*F07$$

!3bJ@a3\"[B`\"F*F57%7$$!38us.3[^29F*F+7$$!3$Q)eA(HF$H8F*F07$$!3)yl_Fz@

=K\"F*F57%7$$!3W+yC#\\))p>\"F*F+7$$!3;5kV\")4!)=6F*F07$$!3?%=jpZ&H66F*

F57%7$$!3!zE$ek<ik)*!#=F+7$$!3'[OpklYF3*F]oF07$$!3U1rt6;p2!*F]oF57%7$$

!3;J&)o1'e$fxF]oF+7$$!39GYd)\\$[xpF]oF07$$!3ppB%QXGC!pF]oF57%7$$!3W%z$

z[a4acF]oF+7$$!3S\"*)z1M?A([F]oF07$$!3'HjZfHlrz%F]oF57%7$$!3sd!**3HK)[

NF]oF+7$$!3oa^y#=dpw#F]oF07$$!3C'*G0Q@!>p#F]oF57%7$$!3r?V+L\"pNW\"F]oF

+7$$!3J#=/*[-%ph'!#>F07$$!3c'f\"e,)*QmeFiqF57%7$$\"36gT!*[-%ph'FiqF+7$

$\"3\\=V+L\"pNW\"F]oF07$$\"3$pdOx<C'=:F]oF57%7$$\"3Y_^y#=dpw#F]oF+7$$

\"3]b!**3HK)[NF]oF07$$\"3$RJJcL()Qi$F]oF57%7$$\"3=*))z1M?A([F]oF+7$$\"

3A#z$z[a4acF]oF07$$\"3m]g_$\\]\"HdF]oF57%7$$\"3#fiu&)\\$[xpF]oF+7$$\"3

%*G&)o1'e$fxF]oF07$$\"3Q(y?9l8W$yF]oF57%7$$\"3ki$pklYF3*F]oF+7$$\"3olK

ek<ik)*F]oF07$$\"36CbJ4onR**F]oF57%7$$\"3%*4kV\")4!)=6F*F+7$$\"3A+yC#

\\))p>\"F*F07$$\"3>E5s'*R\\/7F*F57%7$$\"3h$)eA(HF$H8F*F+7$$\"3\"RFP!3[

^29F*F07$$\"3()*\\5DJ?]T\"F*F57%7$$\"3Gd`,8O&)R:F*F+7$$\"3fZn#Q7T!=;F*

F07$$\"3at**HGmaD;F*F57%7$$\"3'4$[!)G*z.v\"F*F+7$$\"3E@ihRucG=F*F07$$

\"3@Z%*3WH2O=F*F57%7$$\"3i/VfWi!4'>F*F+7$$\"3r%p0av$4R?F*F07$$\"3m?*y)

f#*fY?F*F57%7$$!3geC_$GL@/#F*$!3Q_Hr!G@gQ$F*7$$!3STvZ;n'y&>F*$!3#H:HhX

t=x$F*7$$!3cz;X-_*>&>F*$!3eVR'yOnsm$F*7%7$$!3#\\)HtnpgJ=F*Fex7$$!3un!)

o+/MZ<F*Fjx7$$!3!f?im))o9u\"F*F_y7%7$$!3D6N%>l!3@;F*Fex7$$!31%f)*[39o`

\"F*Fjx7$$!3AKF(3dU4`\"F*F_y7%7$$!3ePS:OVb59F*Fex7$$!3R?\"4\"pxGE8F*Fj

x7$$!3beK3biT?8F*F_y7%7$$!3\"Rck.-G+?\"F*Fex7$$!3rY'>LXhd6\"F*Fjx7$$!3

)[y$HR**))46F*F_y7%7$$!3Y.4vXq,&*)*F]oFex7$$!3IH<Iv8N_!*F]oFjx7$$!3%46

V]BOO**)F]oF_y7%7$$!3umh&y)Qv*y(F]oFex7$$!3c#*pS<#)3ZpF]oFjx7$$!3?u$[r

2t$))oF]oF_y7%7$$!3-I9'*H2\\%o&F]oFex7$$!3%eD7&f]#=%[F]oFjx7$$!3/QOD>*

4Jy%F]oF_y7%7$$!3G$pm?dF#zNF]oFex7$$!36>vh,>cOFF]oFjx7$$!3K,*e8wYyn#F]

oF_y7%7$$!3cc><9W'RZ\"F]oFex7$$!3CDyAPu)HJ'FiqFjx7$$!3JZ;kMg$es&FiqF_y

7%7$$\"3..yAPu)HJ'FiqFex7$$\"3Ma><9W'RZ\"F]oFjx7$$\"38s0Va&zE`\"F]oF_y

7%7$$\"3*o^<;!>cOFF]oFex7$$\"31\"pm?dF#zNF]oFjx7$$\"3')3`K7F%zj$F]oF_y

7%7$$\"3i`A^f]#=%[F]oFex7$$\"3!yUh*H2\\%o&F]oFjx7$$\"39Y+Aqe?VdF]oF_y7

%7$$\"3M!*pS<#)3ZpF]oFex7$$\"3_kh&y)Qv*y(F]oFjx7$$\"3'Gy9\"G!p%[yF]oF_

y7%7$$\"33F<Iv8N_!*F]oFex7$$\"3C,4vXq,&*)*F]oFjx7$$\"3g>&4g=KP&**F]oF_

y7%7$$\"3\\Y'>LXhd6\"F*Fex7$$\"3pjXO?!G+?\"F*Fjx7$$\"3_D/RM&**e?\"F*F_

y7%7$$\"3;?\"4\"pxGE8F*Fex7$$\"3OPS:OVb59F*Fjx7$$\"3>**)z,&eU;9F*F_y7%

7$$\"3%Qf)*[39o`\"F*Fex7$$\"3.6N%>l!3@;F*Fjx7$$\"3(GPpf;_pi\"F*F_y7%7$

$\"3_n!)o+/MZ<F*Fex7$$\"3q%)HtnpgJ=F*Fjx7$$\"3aY)e<[yu$=F*F_y7%7$$\"3=

TvZ;n'y&>F*Fex7$$\"3geC_$GL@/#F*Fjx7$$\"3W?$[vz/![?F*F_y7%7$$!3+(R%y&p

Gc/#F*$!3%=>\"zAa<oHF*7$$!3C.c@/8Pa>F*$!3y=I*309wM$F*7$$!3%*eY![>9/&>F

*$!31'\\A-$)[EC$F*7%7$$!34B\\**zB5N=F*Fcel7$$!3cHhU))\\%Qu\"F*Fhel7$$!

3F&=:!zy))R<F*F]fl7%7$$!3U\\a?kgdC;F*Fcel7$$!3*elOEn=L`\"F*Fhel7$$!3g6

dAj:OH:F*F]fl7%7$$!3vvfT[(\\ST\"F*Fcel7$$!3A#=ZoN#zA8F*Fhel7$$!3#zBOuC

N)=8F*F]fl7%7$$!33-liKM_.7F*Fcel7$$!3a3x0TgE76F*Fhel7$$!3DknkJ*3$36F*F

]fl7%7$$!3:&Gq$o6(*H**F]oFcel7$$!3gZBo_sR<!*F]oFhel7$$!3c.Hdeh#y(*)F]o

F]fl7%7$$!3U[bZ5!3Z#yF]oFcel7$$!3(3h(y%4M@\"pF]oFhel7$$!3%o;y1+jD(oF]o

F]fl7%7$$!3q63e_[W>dF]oFcel7$$!3:uG*o$4(o![F]oFhel7$$!3mIMyU)*HnZF]oF]

fl7%7$$!3)\\2'o%p\"=9OF]oFcel7$$!3UP\")**yxg,FF]oFhel7$$!3%Rp))[oO?m#F

]oF]fl7%7$$!3(zL\"zO&=*3:F]oFcel7$$!3/4S.6iWjfFiqFhel7$$!3_t&R*p_tnbFi

qF]fl7%7$$\"3%o)R.6iWjfFiqFcel7$$\"3vN8zO&=*3:F]oFhel7$$\"3Cz2!4j*[[:F

]oF]fl7%7$$\"3?N\")**yxg,FF]oFcel7$$\"3wsgo%p\"=9OF]oFhel7$$\"3C;bz)y_

Pl$F]oF]fl7%7$$\"3$>(G*o$4(o![F]oFcel7$$\"3[43e_[W>dF]oFhel7$$\"3_`-pY

f,fdF]oF]fl7%7$$\"3l3wy%4M@\"pF]oFcel7$$\"3?YbZ5!3Z#yF]oFhel7$$\"3C!*

\\e/\"zU'yF]oF]fl7%7$$\"3QXBo_sR<!*F]oFcel7$$\"3$HGq$o6(*H**F]oFhel7$$

\"3)pszCEU&p**F]oF]fl7%7$$\"3K3x0TgE76F*Fcel7$$\"3&=]EEVBN?\"F*Fhel7$$

\"3:Yu.U0[27F*F]fl7%7$$\"3+#=ZoN#zA8F*Fcel7$$\"3`vfT[(\\ST\"F*Fhel7$$

\"3#)>p#y&o+=9F*F]fl7%7$$\"3nbmjs'=L`\"F*Fcel7$$\"3?\\a?kgdC;F*Fhel7$$

\"3\\$R;O<L&G;F*F]fl7%7$$\"3MHhU))\\%Qu\"F*Fcel7$$\"3(G#\\**zB5N=F*Fhe

l7$$\"3;neS*[f!R=F*F]fl7%7$$\"3-.c@/8Pa>F*Fcel7$$\"3a'R%y&pGc/#F*Fhel7

$$\"31T`>0ee\\?F*F]fl7%7$$!3y*=3*R7n\\?F*$!3%fg`X_G7b#F*7$$!3+5=4g(G.&

>F*$!3**4F(fobC#HF*7$$!3'z4-.MN'[>F*$!3X#oFz-Zs\"GF*7%7$$!3L;(=T#\\9R=

F*Fabm7$$!3LOBIWC!)R<F*Ffbm7$$!3GCE^C!4\"Q<F*F[cm7%7$$!3mU#H$3'='G;F*F

abm7$$!3liG^GhFH:F*Ffbm7$$!3h]Js3FeF:F*F[cm7%7$$!3)*o(RDH#4=9F*Fabm7$$

!3)*)QBF\")\\(=8F*Ffbm7$$!3$pnLHRcqJ\"F*F[cm7%7$$!3J&H]n(fc27F*Fabm7$$

!3J:R$p\\B#36F*Ffbm7$$!3E.U9x+`16F*F[cm7%7$$!3Q;#3'4mRq**F]oFabm7$$!3O

;WW6=(p(*)F]oFfbm7$$!3)eHZNhP+'*)F]oF[cm7%7$$!3mzMr^M8lyF]oFabm7$$!3kz

'\\Nl3<(oF]oFfbm7$$!3;fDlbWxaoF]oF[cm7%7$$!3%Hu=QHq)fdF]oFabm7$$!3YV\\

l&\\Xkw%F]oFfbm7$$!3+Byv(H6&\\ZF]oF[cm7%7$$!3m0S#f82Yl$F]oFabm7$$!3u1-

wPB=hEF]oFfbm7$$!3E'3j)R\"[Uk#F]oF[cm7%7$$!3%*o#H!yRM\\:F]oFabm7$$!3;+

Zl)z\">fbFiqFfbm7$$!3](\\$o>)\\)*Q&FiqF[cm7%7$$\"3'zna')z\">fbFiqFabm7

$$\"3sm#H!yRM\\:F]oFfbm7$$\"3#pQEf<yic\"F]oF[cm7%7$$\"3_/-wPB=hEF]oFab

m7$$\"3W.S#f82Yl$F]oFfbm7$$\"3#R7@QLT:n$F]oF[cm7%7$$\"3CT\\l&\\Xkw%F]o

Fabm7$$\"3sS(=QHq)fdF]oFfbm7$$\"3?her\"\\/ox&F]oF[cm7%7$$\"3Ux'\\Nl3<(

oF]oFabm7$$\"3WxMr^M8lyF]oFfbm7$$\"3!zf5'\\w1#)yF]oF[cm7%7$$\"399WW6=(

p(*)F]oFabm7$$\"3;9#3'4mRq**F]oFfbm7$$\"3kM`]23L()**F]oF[cm7%7$$\"34:R

$p\\B#36F*Fabm7$$\"34&H]n(fc27F*Ffbm7$$\"392+a'Rf#47F*F[cm7%7$$\"3w)QB

F\")\\(=8F*Fabm7$$\"3wo(RDH#4=9F*Ffbm7$$\"3\"3[HBr&y>9F*F[cm7%7$$\"3Vi

G^GhFH:F*Fabm7$$\"3WU#H$3'='G;F*Ffbm7$$\"3[a*=\"G?JI;F*F[cm7%7$$\"36OB

IWC!)R<F*Fabm7$$\"35;(=T#\\9R=F*Ffbm7$$\"3:G%3RMQ3%=F*F[cm7%7$$\"3y4=4

g(G.&>F*Fabm7$$\"3y*=3*R7n\\?F*Ffbm7$$\"3g,zpfYO^?F*F[cm7%7$$!3%)z,8-x

Oa?F*$!3BiDD>w^N@F*7$$!3S?)pyHKc%>F*$!3-fe6G81'\\#F*7$$!3)[#4m@-kY>F*$

!3Y+#)Guu\"3R#F*7%7$$!3$fqSjQTQ%=F*F__n7$$!3sY.3#)f5N<F*Fd_n7$$!3?^9(e

!R6O<F*Fi_n7%7$$!3EK7bq]JL;F*F__n7$$!30t3Hm'zX_\"F*Fd_n7$$!3`x>3!f(eD:

F*Fi_n7%7$$!3fe<wa()yA9F*F__n7$$!3Q*R,0N`SJ\"F*Fd_n7$$!3'Q]#Hu71:8F*Fi

_n7%7$$!3#\\Gs*QCE77F*F__n7$$!3qD>rMq_.6F*Fd_n7$$!3=II]e\\`/6F*Fi_n7%7

$$!3C6G=Bht,5F*F__n7$$!3I?XA*=2+$*)F]oFd_n7$$!3+kb8Fk3S*)F]oFi_n7%7$$!

3svL$R2)47zF]oF__n7$$!3e$yH8.WZ#oF]oFd_n7$$!3GF3CpK#[$oF]oFi_n7%7$$!3*

*Q'Qg\"\\$o!eF]oF__n7$$!3IY]Vt3[>ZF]oFd_n7$$!3c!4Y86g&HZF]oFi_n7%7$$!3
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lF[]dlF[]dlF[]dlF[]dlF[]dlF[]dlF[]dlF[]dlF[]dlF[]dlF[]dl$\"3cE0@%ot%*y

&F*F]]dlF]]dlF]]dlF]]dlF]]dlF]]dlF]]dlF]]dlF]]dlF]]dlF]]dlF]]dlF]]dlF]

]dlF]]dlF]]dlF]]dlF]]dlF]]dl$\"3<5Uot%*y:jF*F_]dlF_]dlF_]dlF_]dlF_]dlF

_]dlF_]dlF_]dlF_]dlF_]dlF_]dlF_]dlF_]dlF_]dlF_]dlF_]dlF_]dlF_]dlF_]dl$

\"3!Q*y:j_5UoF*Fa]dlFa]dlFa]dlFa]dlFa]dlFa]dlFa]dlFa]dlFa]dlFa]dlFa]dl

Fa]dlFa]dlFa]dlFa]dlFa]dlFa]dlFa]dlFa]dl$\"3ay:j_5UotF*Fc]dlFc]dlFc]dl

Fc]dlFc]dlFc]dlFc]dlFc]dlFc]dlFc]dlFc]dlFc]dlFc]dlFc]dlFc]dlFc]dlFc]dl

Fc]dlFc]dl$\"3Ej_5Uot%*yF*Fe]dlFe]dlFe]dlFe]dlFe]dlFe]dlFe]dlFe]dlFe]d

lFe]dlFe]dlFe]dlFe]dlFe]dlFe]dlFe]dlFe]dlFe]dlFe]dl$\"3!p%*y:j_5U)F*Fg

]dlFg]dlFg]dlFg]dlFg]dlFg]dlFg]dlFg]dlFg]dlFg]dlFg]dlFg]dlFg]dlFg]dlFg

]dlFg]dlFg]dlFg]dlFg]dl$\"3_IE0@%ot%*)F*Fi]dlFi]dlFi]dlFi]dlFi]dlFi]dl

Fi]dlFi]dlFi]dlFi]dlFi]dlFi]dlFi]dlFi]dlFi]dlFi]dlFi]dlFi]dlFi]dl$\"3E

:j_5Uot%*F*F[^dlF[^dlF[^dlF[^dlF[^dlF[^dlF[^dlF[^dlF[^dlF[^dlF[^dlF[^d

lF[^dlF[^dlF[^dlF[^dlF[^dlF[^dlF[^dl$\"\"\"Fg[dlF]^dlF]^dlF]^dlF]^dlF]

^dlF]^dlF]^dlF]^dlF]^dlF]^dlF]^dlF]^dlF]^dlF]^dlF]^dlF]^dlF]^dlF]^dlF]

^dl-%*THICKNESSG6#F^^dl-F$697$7$F]^dlF]^dl7$$\"++++]5!\"*$\"3Fb;8+h7;5

F-7$Ff^dl7$$\"+++++6Fi^dl$\"3.#z^uhF7.\"F-7$F]_dl7$$\"++++]6Fi^dl$\"3)

3<\\#pCQX5F-7$Fc_dl7$$\"+++++7Fi^dl$\"3'=^n\\Pg'e5F-7$Fi_dl7$$\"++++]7

Fi^dl$\"3!e5)QmR7r5F-7$F_`dl7$$\"+++++8Fi^dl$\"3_S8v8(HG3\"F-7$Fe`dl7$

$\"++++]8Fi^dl$\"3/dz!QqGQ4\"F-7$F[adl7$$\"+++++9Fi^dl$\"3,4Zs(HnT5\"F

-7$Faadl7$$\"++++]9Fi^dl$\"34E&H2p()Q6\"F-7$Fgadl7$$\"+++++:Fi^dl$\"3n

%G23RGI7\"F-7$F]bdl7$$\"++++]:Fi^dl$\"3\\jmDIYiJ6F-7$Fcbdl7$$\"+++++;F

i^dl$\"31dK@@(3(R6F-7$Fibdl7$$\"++++];Fi^dl$\"3ckX8k.JZ6F-7$F_cdl7$$\"

+++++<Fi^dl$\"3G-Oe;pXa6F-7$Fecdl7$$\"++++]<Fi^dl$\"3AZKLGO<h6F-7$F[dd

l7$$\"+++++=Fi^dl$\"3A3RwZQ[n6F-7$Faddl7$$\"++++]=Fi^dl$\"39uNo.#4M<\"

F-7$Fgddl7$$\"+++++>Fi^dl$\"33!)o,m(p*y6F-7$F]edl7$$\"++++]>Fi^dl$\"3c

+XD)=%=%=\"F-7$Fcedl7$$\"+++++?Fi^dl$\"31R'*4M)p!*=\"F--%'COLOURG6&%$R

GBG$\")+++!)!\")$\")AR!)\\Fdfdl$\")Vyg>Fdfdl-%&STYLEG6#%%LINEG-F`^dl6#

\"\"$-%%VIEWG6$;$\"+++++&*!#5$\"++++]?Fi^dl;$!+++++WFi^dl$\"+++++WFi^d

l-%&TITLEG6#%3champ~de~directionG-%+AXESLABELSG6$Q\"t6\"Q%y(t)Ffhdl" 

1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve 1" "Cur

ve 2" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 68 "restart;with(DEtoo

ls):\node := diff(y(t),t)=sin(y(t));\ndsolve(\{ode\});" }}{PARA 0 "> \+

" 0 "" {MPLTEXT 1 0 106 "DEplot(ode,y(t),t=-2..2,\ny=-4..4,[[y(0)=Pi/2

]],\nlinecolor=[ gold],title=`champ de direction`, \ncolor=y-1);" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%$odeG/-%%diffG6$-%\"yG6#%\"tGF,-%$si

nG6#F)" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#<#/-%\"yG6#%\"tG-%'arctanG6$

,$**\"\"#\"\"\"-%$expGF'F/%$_C1GF/,&F/F/*&-F16#,$*&F.F/F(F/F/F/)F2F.F/

F/!\"\"F/*&,&F4F:F/F/F/F3F:" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 406 406 406 

{PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6^dl7%7$$!3!*3SvR/X)4#!#<$!39(**p%Qv]uSF*7$$!

3(3*fCg&\\:!>F*$!3'G+I:Y#\\DRF*7$$!3/,^Z$H$\\`>F*$!35Is>_*H&3RF*7%7$$!

3YNX'R7Cz)=F*F+7$$!3=<lXWK-\"p\"F*F07$$!3OFcoxp'Hu\"F*F57%7$$!3yh]<3yR

x;F*F+7$$!3_VqmGp\\![\"F*F07$$!3p`h*=mSC`\"F*F57%7$$!37)e&Q#\\roY\"F*F

+7$$!3')pv(Ghq*p7F*F07$$!3-!o1hM9>K\"F*F57%7$$!3W9hfw^Mc7F*F+7$$!3='4)

3(HW%f5F*F07$$!3M1sJI!)Q66F*F57%7$$!3ySm!3')=e/\"F*F+7$$!3/Di)H\")z\"*

[)!#=F07$$!3#yKx_9<'3!*F`oF57%7$$!3)4nr,XDHN)F`oF+7$$!3K)[\"4bm\"RQ'F`

oF07$$!34\"f#Q()RN.pF`oF57%7$$!3EMpF#HiwC'F`oF+7$$!3e^n>(\\`'yUF`oF07$

$!3Oay[H34)z%F`oF57%7$$!3a(>#QM\"*RUTF`oF+7$$!3'[,-$R.Rt@F`oF07$$!3k<J

frw#Gp#F`oF57%7$$!3\"3Y([wf8P?F`oF+7$$!3cFysS\"=F\"o!#?F07$$!3!*4Q)p8X

c(e!#>F57%7$$\"3^0wsS\"=F\"oFiqF+7$$\"3feu[wf8P?F`oF07$$\"3\"eN'>W')p<

:F`oF57%7$$\"3k7?IR.Rt@F`oF+7$$\"3J&>#QM\"*RUTF`oF07$$\"3`#4\"4-='Hi$F

`oF57%7$$\"3O\\n>(\\`'yUF`oF+7$$\"3/KpF#HiwC'F`oF07$$\"3EHe)*f\\AGdF`o

F57%7$$\"35'[\"4bm\"RQ'F`oF+7$$\"3wo;<]a#HN)F`oF07$$\"3)fc!)y6)[LyF`oF

57%7$$\"3#GA')H\")z\"*[)F`oF+7$$\"3cSm!3')=e/\"F*F07$$\"3r-`xv7vQ**F`o

F57%7$$\"3'f4)3(HW%f5F*F+7$$\"3A9hfw^Mc7F*F07$$\"30/qOV9S/7F*F57%7$$\"

3ipv(Ghq*p7F*F+7$$\"3!ze&Q#\\roY\"F*F07$$\"3txk:fx#\\T\"F*F57%7$$\"3IV

qmGp\\![\"F*F+7$$\"3ch]<3yRx;F*F07$$\"3S^f%\\2aai\"F*F57%7$$\"3'p^cWCB

5p\"F*F+7$$\"3CNX'R7Cz)=F*F07$$\"32Dat!R!)f$=F*F57%7$$\"3k!*fCg&\\:!>F

*F+7$$\"3!*3SvR/X)4#F*F07$$\"3_)*[_1n]Y?F*F57%7$$!3m8nQ+$zH5#F*$!3F)y3

.qjDi$F*7$$!3M'G8'*p?q*=F*$!3/<L`O5LNNF*7$$!3yu')>'3kq%>F*$!3A'Hd?\"ys

-NF*7%7$$!3)*Rsf%)HX#*=F*Ffx7$$!3m7Q#QQ%\\'o\"F*F[y7$$!35,#4/xPlt\"F*F

`y7%7$$!3Imx!)om#>o\"F*Ffx7$$!3+RV.o!ofZ\"F*F[y7$$!3VF(>YX6g_\"F*F`y7%

7$$!3k#H=IN+9Z\"F*Ffx7$$!3Kl[C_<Wl7F*F[y7$$!3v`-$)Q^[:8F*F`y7%7$$!3)*=

)Gs.u3E\"F*Ffx7$$!3m\"RbkV:\\0\"F*F[y7$$!33!ySI#)e\\5\"F*F`y7%7$$!3IX$

R9sZ.0\"F*Ffx7$$!3py\"fm?\"*QW)F`oF[y7$$!3&=18D2DV%*)F`oF`y7%7$$!3K<()

\\cS@)R)F`oFfx7$$!3(>Wk([!G'QjF`oF[y7$$!38D$=Y\">1RoF`oF`y7%7$$!3e!)Rg

)*3&HH'F`oFfx7$$!3C0(p3*[OLUF`oF[y7$$!3T)eBnv)zLZF`oF`y7%7$$!3)QC42u(o

(=%F`oFfx7$$!3_o\\(Ht,\"G@F`oF[y7$$!3o^)G))fN&GEF`oF`y7%7$$!392X\"GeCC

3#F`oFfx7$$!3A$>B!3v&QG#FiqF[y7$$!3N_6M4WsK_F]rF`y7%7$$\"3=rH-3v&QG#Fi

qFfx7$$\"3#\\]9GeCC3#F`oF[y7$$\"3y@1'pr!*>e\"F`oF`y7%7$$\"3Im\\(Ht,\"G

@F`oFfx7$$\"3mT#42u(o(=%F`oF[y7$$\"3[e`&[(QD(o$F`oF`y7%7$$\"3-.(p3*[OL

UF`oFfx7$$\"3OyRg)*3&HH'F`oF[y7$$\"3A&4]F.<Dz&F`oF`y7%7$$\"3vRWw[!G'Qj

F`oFfx7$$\"35:()\\cS@)R)F`oF[y7$$\"3%>$[k!>!y(*yF`oF`y7%7$$\"3Zw\"fm?

\"*QW)F`oFfx7$$\"33X$R9sZ.0\"F*F[y7$$\"3kcR&[L/.+\"F*F`y7%7$$\"3W\"Rbk

V:\\0\"F*Ffx7$$\"3u=)Gs.u3E\"F*F[y7$$\"3KIMk]1$3@\"F*F`y7%7$$\"35l[C_<

Wl7F*Ffx7$$\"3U#H=IN+9Z\"F*F[y7$$\"3*R!HVmpN@9F*F`y7%7$$\"3yQV.o!ofZ\"

F*Ffx7$$\"33mx!)om#>o\"F*F[y7$$\"3mxBA#G$)=j\"F*F`y7%7$$\"3W7Q#QQ%\\'o

\"F*Ffx7$$\"3wRsf%)HX#*=F*F[y7$$\"3L^=,)f4C%=F*F`y7%7$$\"37'G8'*p?q*=F

*Ffx7$$\"3m8nQ+$zH5#F*F[y7$$\"3YD8!Q\"f$H0#F*F`y7%7$$!3\"Q)Rch'f_5#F*$

!3A8Wg71hfJF*7$$!3S;gVQ.u%*=F*$!3S(zz5')yh:$F*7$$!3+'QgLfL0%>F*$!3!Qv(

HE?H/JF*7%7$$!3!*4XxXLt%*=F*Fdel7$$!3uUlkAS@%o\"F*Fiel7$$!3L74dxs+I<F*

F^fl7%7$$!3CO])*Hq?%o\"F*Fdel7$$!33pq&oq(ot9F*Fiel7$$!3lQ9yh4[>:F*F^fl

7%7$$!3eib>92ot9F*Fdel7$$!3S&fn5RhJE\"F*Fiel7$$!3)\\'>*fka*38F*F^fl7%7

$$!3!*)31%)RaJE\"F*Fdel7$$!3s@\"y_2NE0\"F*Fiel7$$!3I\"\\--LG%)4\"F*F^f

l7%7$$!3A:mh#3GE0\"F*Fdel7$$!3Szk)[f(3@%)F`oFiel7$$!3Qw,8W,-z))F`oF^fl

7%7$$!3i;9Fow,@%)F`oFdel7$$!3nU<*pVCeJ'F`oFiel7$$!3kRaB')pvtnF`oF^fl7%

7$$!3!*zmP5Xv:jF`oFdel7$$!3]1q4z7c5UF`oFiel7$$!3#HqS$GQ\\oYF`oF^fl7%7$

$!3iU>[_8\\5UF`oFdel7$$!3ypA?@\")H0@F`oFiel7$$!3?mfWq1BjDF`oF^fl7%7$$!

3*e?(e%>G_5#F`oFdel7$$!3ow9H`2L'\\$!#BFiel7$$!3M$H7b7v'zXF]rF^fl7%7$$

\"33K%pIvIj\\$Fg[mFdel7$$\"3n.se%>G_5#F`oFiel7$$\"3E2NMXcHZ;F`oF^fl7%7

$$\"3cnA?@\")H0@F`oFdel7$$\"3SS>[_8\\5UF`oFiel7$$\"3)RCQK!)eDv$F`oF^fl

7%7$$\"3G/q4z7c5UF`oFdel7$$\"3oxmP5Xv:jF`oFiel7$$\"3q!)H8h>#y&eF`oF^fl

7%7$$\"3XS<*pVCeJ'F`oFdel7$$\"3S99Fow,@%)F`oFiel7$$\"3U<x->^3jzF`oF^fl

7%7$$\"3=xk)[f(3@%)F`oFdel7$$\"3+:mh#3GE0\"F*Fiel7$$\"3UXApF[$o+\"F*F^

fl7%7$$\"3]@\"y_2NE0\"F*Fdel7$$\"3o)31%)RaJE\"F*Fiel7$$\"34><[V6O<7F*F

^fl7%7$$\"3=&fn5RhJE\"F*Fdel7$$\"3Oib>92ot9F*Fiel7$$\"3w#>r#fu)yU\"F*F

^fl7%7$$\"3')oq&oq(ot9F*Fdel7$$\"3-O])*Hq?%o\"F*Fiel7$$\"3Vm11vPTQ;F*F

^fl7%7$$\"3_UlkAS@%o\"F*Fdel7$$\"3o4XxXLt%*=F*Fiel7$$\"35S,&34S*[=F*F^

fl7%7$$\"3=;gVQ.u%*=F*Fdel7$$\"3O$)Rch'f_5#F*Fiel7$$\"3c8'RmSm%f?F*F^f

l7%7$$!3Y8VDL-G.@F*$!3a$*)yiVrhp#F*7$$!3a'oXnw>n*=F*$!3QAuCuF^xFF*7$$!

3Oih(fedj$>F*$!39DcNT<E3FF*7%7$$!3yR[Y<Rv#*=F*Fcbm7$$!3'G@c4X$>'o\"F*F

hbm7$$!3p)o'=q7$es\"F*F]cm7%7$$!35m`n,wA#o\"F*Fcbm7$$!3?Rn;Nrmv9F*Fhbm

7$$!3-:sRa\\I::F*F]cm7%7$$!3W#*e)eG,<Z\"F*Fcbm7$$!3_lsP>39l7F*Fhbm7$$!

3NTxgQ'yZI\"F*F]cm7%7$$!3y=k4q\\<h7F*Fcbm7$$!3'=z(e.Xha5F*Fhbm7$$!3mn#

=GK_U4\"F*F]cm7%7$$!35XpIa'[10\"F*Fcbm7$$!3z\"=$)z(=)3W)F`oFhbm7$$!3.S

zGq+EP))F`oF]cm7%7$$!3B9Z<&QB7S)F`oFcbm7$$!32X%)3?(=cL'F`oFhbm7$$!3I.K

R7p*>t'F`oF]cm7%7$$!3]x*zsAgfH'F`oFcbm7$$!3M3P>ibNIUF`oFhbm7$$!38n%)\\

aPtEYF`oF]cm7%7$$!3yS_Qpqp!>%F`oFcbm7$$!3ir*)H/C4D@F`oFhbm7$$!3TIPg'fq

9_#F`oF]cm7%7$$!3//0\\6RV&3#F`oFcbm7$$!3=vMUSY#H)>FiqFhbm7$$!3WN**3(Qu

?;%F]rF]cm7%7$$\"37`KUSY#H)>FiqFcbm7$$\"3#=]!\\6RV&3#F`oFhbm7$$\"3/Vd=

>d0*o\"F`oF]cm7%7$$\"3Sp*)H/C4D@F`oFcbm7$$\"3cQ_Qpqp!>%F`oFhbm7$$\"3wz

/3x)=Vz$F`oF]cm7%7$$\"371P>ibNIUF`oFcbm7$$\"3Gv*zsAgfH'F`oFhbm7$$\"3/<

_(\\.#e**eF`oF]cm7%7$$\"3%GW)3?(=cL'F`oFcbm7$$\"3,7Z<&QB7S)F`oFhbm7$$

\"3x`*pG>X[+)F`oF]cm7%7$$\"3dzJ)z(=)3W)F`oFcbm7$$\"3)[%pIa'[10\"F*Fhbm

7$$\"30pk2N3,65F*F]cm7%7$$\"3k\"z(e.Xha5F*Fcbm7$$\"3a=k4q\\<h7F*Fhbm7$

$\"3sUf'3:P:A\"F*F]cm7%7$$\"3IlsP>39l7F*Fcbm7$$\"3A#*e)eG,<Z\"F*Fhbm7$

$\"3R;almM1K9F*F]cm7%7$$\"3)*Qn;Nrmv9F*Fcbm7$$\"3)eOv;gFAo\"F*Fhbm7$$

\"32!*[W#y*eU;F*F]cm7%7$$\"3k7i&4X$>'o\"F*Fcbm7$$\"3cR[Y<Rv#*=F*Fhbm7$

$\"3ujVB)4;J&=F*F]cm7%7$$\"3K'oXnw>n*=F*Fcbm7$$\"3Y8VDL-G.@F*Fhbm7$$\"

3kPQ-9Ckj?F*F]cm7%7$$!33!Qcq'4!))4#F*$!3Zt&3!>;;VAF*7$$!3p>O%H.*>,>F*$

!3wZ)f$GtT)Q#F*7$$!3O7Q![i-\\$>F*$!3iCfCh!ovI#F*7%7$$!3k1pE^YF))=F*Fa_

n7$$!3+YT:<Fn!p\"F*Ff_n7$$!3pQV,4jPC<F*F[`n7%7$$!3'HVxaL[xn\"F*Fa_n7$$

!3OsYO,k9![\"F*Ff_n7$$!3-l[A$**\\Q^\"F*F[`n7%7$$!3Ifzo>?An9F*Fa_n7$$!3

o)>vb3?'p7F*Ff_n7$$!3N\"RNunBLI\"F*F[`n7%7$$!3i&[)*Qq&pc7F*Fa_n7$$!3+D

dypP4f5F*Ff_n7$$!3m<fkhtz#4\"F*F[`n7%7$$!3%>,4\")Qph/\"F*Fa_n7$$!3U9D'

*RXn&[)F`oFf_n7$$!39TWce/rA))F`oF[`n7%7$$!3g\"Q&>B2Vc$)F`oFa_n7$$!3qxx

1#Q6/Q'F`oFf_n7$$!3T/(p1IZur'F`oF[`n7%7$$!3)[k+`cn6D'F`oFa_n7$$!3USI<C

#[^F%F`oFf_n7$$!3pn\\xUT=7YF`oF[`n7%7$$!3s3fS2W!f9%F`oFa_n7$$!3o.$yi1&

))p@F`oFf_n7$$!3'4B!)[)4#p]#F`oF[`n7%7$$!3*><6&\\7kS?F`oFa_n7$$!315nNQ

3>ikFiqFf_n7$$!32V\\&)p#yl,%F]rF[`n7%7$$\"3-)[c$Q3>ikFiqFa_n7$$\"3wp6^

\\7kS?F`oFf_n7$$\"3\\U#44L0Oq\"F`oF[`n7%7$$\"3Y,$yi1&))p@F`oFa_n7$$\"3

]1fS2W!f9%F`oFf_n7$$\"3@zR!))[o)3QF`oF[`n7%7$$\"3?QI<C#[^F%F`oFa_n7$$

\"3mU1Ilv;^iF`oFf_n7$$\"3%fr)pY;89fF`oF[`n7%7$$\"3[vx1#Q6/Q'F`oFa_n7$$

\"3Qz`>B2Vc$)F`oFf_n7$$\"3m_Mf/[R>!)F`oF[`n7%7$$\"3?7D'*RXn&[)F`oFa_n7

$$\"3s6!4\")Qph/\"F*Ff_n7$$\"30>)[izlC,\"F*F[`n7%7$$\"3yCdypP4f5F*Fa_n

7$$\"3S&[)*Qq&pc7F*Ff_n7$$\"3s#HQ?6#*HA\"F*F[`n7%7$$\"3Y)>vb3?'p7F*Fa_

n7$$\"33fzo>?An9F*Ff_n7$$\"3Rmx#yU=NV\"F*F[`n7%7$$\"39sYO,k9![\"F*Fa_n

7$$\"3uKuZN$[xn\"F*Ff_n7$$\"32SshVZ/W;F*F[`n7%7$$\"3yXT:<Fn!p\"F*Fa_n7

$$\"3S1pE^YF))=F*Ff_n7$$\"3u8nSf5da=F*F[`n7%7$$\"3Z>O%H.*>,>F*Fa_n7$$

\"33!Qcq'4!))4#F*Ff_n7$$\"3?(='>vt4l?F*F[`n7%7$$!3=m$pl))=^4#F*$!30#Rm

<BlX!=F*7$$!3gL1V86)[!>F*$!3]MTW_%3\\)>F*7$$!3[bE@[tzM>F*$!3EWE`cNI)*=

F*7%7$$!3s#*)z2d#f%)=F*F_\\o7$$!3#*f6k(zaVp\"F*Fd\\o7$$!3!==BC.rUs\"F*

Fi\\o7%7$$!31>/*\\DmSn\"F*F_\\o7$$!3E'o^=[GQ[\"F*Fd\\o7$$!383Pj;Zu8:F*

Fi\\o7%7$$!3QX4?R*RNY\"F*F_\\o7$$!3e7A1m@It7F*Fd\\o7$$!3YMU%3S=KI\"F*F

i\\o7%7$$!3sr9TBO,`7F*F_\\o7$$!3!*QFF]exi5F*Fd\\o7$$!3ygZ0&3#p#4\"F*Fi

\\o7%7$$!3/)*>i2t[U5F*F_\\o7$$!3O_E$[M&\\A&)F`oFd\\o7$$!3DsGl#pd;#))F`

oFi\\o7%7$$!3mV_K=*4'>$)F`oF_\\o7$$!3k:z$p=KsT'F`oFd\\o7$$!3`N\"eZ`%R;

nF`oFi\\o7%7$$!3$p]I/wYV@'F`oF_\\o7$$!3\"*yJ/H!p>J%F`oFd\\o7$$!3D)RjoP

J6h%F`oFi\\o7%7$$!3@qd`-O34TF`oF_\\o7$$!3ZU%[6(eq1AF`oFd\\o7$$!33i'o*=

#oe]#F`oFi\\o7%7$$!3@L5kW/#Q+#F`oF_\\o7$$!3Tdq`KrU95F]rFd\\o7$$!37_#R2

h]g+%F]rFi\\o7%7$$\"3@Nq`KrU95F]rF_\\o7$$\"3)4.TYW?Q+#F`oFd\\o7$$\"3P6

3#o4eYq\"F`oFi\\o7%7$$\"3DS%[6(eq1AF`oF_\\o7$$\"3*zwNDg$34TF`oFd\\o7$$

\"3l[bra7#*4QF`oFi\\o7%7$$\"3pwJ/H!p>J%F`oF_\\o7$$\"3r/0VgnM9iF`oFd\\o

7$$\"3$[G5ET%=:fF`oFi\\o7%7$$\"3U8z$p=KsT'F`oF_\\o7$$\"3WT_K=*4'>$)F`o

Fd\\o7$$\"3b@]]qvW?!)F`oFi\\o7%7$$\"39]E$[M&\\A&)F`oF_\\o7$$\"3#y*>i2t

[U5F*Fd\\o7$$\"3%f(*RG2rD,\"F*Fi\\o7%7$$\"3oQFF]exi5F*F_\\o7$$\"3]r9TB

O,`7F*Fd\\o7$$\"3h\\%H')Q(4B7F*Fi\\o7%7$$\"3O7A1m@It7F*F_\\o7$$\"3;X4?

R*RNY\"F*Fd\\o7$$\"3GB*=WqBOV\"F*Fi\\o7%7$$\"3/'o^=[GQ[\"F*F_\\o7$$\"3

#)=/*\\DmSn\"F*Fd\\o7$$\"3'pR3--]Tk\"F*Fi\\o7%7$$\"3qf6k(zaVp\"F*F_\\o

7$$\"3]#*)z2d#f%)=F*Fd\\o7$$\"3iqy*fLwY&=F*Fi\\o7%7$$\"3QL1V86)[!>F*F_

\\o7$$\"3=m$pl))=^4#F*Fd\\o7$$\"3IWty^E?l?F*Fi\\o7%7$$!3;kgsn)QU4#F*$!

3Sc')*eO*))z8F*7$$!3%e$RFK6w0>F*$!3YvR:b!zuc\"F*7$$!3\"[!GV.M%[$>F*$!3

of^>i_uz9F*7%7$$!3[!fO>b7P)=F*F]io7$$!3;iW[;[B&p\"F*Fbio7$$!39JLk(3<Vs

\"F*Fgio7%7$$!3!o6ZhB'=t;F*F]io7$$!3]))\\p+&3Z[\"F*Fbio7$$!3YdQ&=x!z8:

F*Fgio7%7$$!39VwN?*fEY\"F*F]io7$$!3#[^0\\=#=u7F*Fbio7$$!3z$QkgXkKI\"F*

Fgio7%7$$!3[p\"oXgL@D\"F*F]io7$$!3;Tg6pelj5F*Fbio7$$!375\\FS\"QF4\"F*F

gio7%7$$!3z&py()G2;/\"F*F]io7$$!3\"fnlK`&HJ&)F`oFbio7$$!3pmV&[C=@#))F`

oFgio7%7$$!36?A*)H(43J)F`oF]io7$$!3>R4PvB.EkF`oFbio7$$!3'*H'fp3bor'F`o

Fgio7%7$$!3Q$[(*>dYb?'F`oF]io7$$!3\">?wu@p2K%F`oFbio7$$!38#*[1H>f6YF`o

Fgio7%7$$!3@ZF59MG+TF`oF]io7$$!3=l9efg]:AF`oFbio7$$!3Sb,<r(Gj]#F`oFgio

7%7$$!3[5!3iD?]*>F`oF]io7$$!3&fGno,HC5\"F]rFbio7$$!3A!>aF8c1,%F]rFgio7

%7$$\"3vjs'o,HC5\"F]rF]io7$$\"3E3!3iD?]*>F`oFbio7$$\"3x<$>Ya(>/<F`oFgi

o7%7$$\"3'HY\"efg]:AF`oF]io7$$\"3*\\u-TT$G+TF`oFbio7$$\"3yaS^-2Y4QF`oF

gio7%7$$\"3p*>wu@p2K%F`oF]io7$$\"3;\"[(*>dYb?'F`oFbio7$$\"3R!z3/'Qs9fF

`oFgio7%7$$\"3(p$4PvB.EkF`oF]io7$$\"3*y@#*)H(43J)F`oFbio7$$\"36FNI=q)*

>!)F`oFgio7%7$$\"3ptcELbHJ&)F`oF]io7$$\"3d&py()G2;/\"F*Fbio7$$\"3hE)>w

,DD,\"F*Fgio7%7$$\"3%4/;\"pelj5F*F]io7$$\"3Cp\"oXgL@D\"F*Fbio7$$\"3G+$

4ML^IA\"F*Fgio7%7$$\"3g9b!\\=#=u7F*F]io7$$\"3#Hkd.#*fEY\"F*Fbio7$$\"3&

Rx)>\\wdL9F*Fgio7%7$$\"3G))\\p+&3Z[\"F*F]io7$$\"3e;r9Oi=t;F*Fbio7$$\"3

iZ#))\\'R5W;F*Fgio7%7$$\"3%>Y%[;[B&p\"F*F]io7$$\"3E!fO>b7P)=F*Fbio7$$

\"3I@xx!GIY&=F*Fgio7%7$$\"3iNRFK6w0>F*F]io7$$\"3qjgsn)QU4#F*Fbio7$$\"3

u%>nlfc^1#F*Fgio7%7$$!3KR+7M%[l4#F*$!3=aI_Y4d(o*F`o7$$!3ng*zec^M!>F*$!

3vJCCjg]O6F*7$$!3%*e[m`RxM>F*$!3=!*z6HJ\">0\"F*7%7$$!3)ecI$=@-')=F*F[f

p7$$!3w'[!4]_#Hp\"F*F`fp7$$!3/&QvyjZUs\"F*Fefp7%7$$!3)>4TD!e\\v;F*F[fp

7$$!3M85IM*)R#[\"F*F`fp7$$!3f6f3A8s8:F*Fefp7%7$$!3a=;v'[p\\Y\"F*F[fp7$

$!3WR:^=E(=F\"F*F`fp7$$!3qPkH1]>.8F*Fefp7%7$$!3kW@'4<VWD\"F*F[fp7$$!3)

f1AFIY81\"F*F`fp7$$!3Ckp]!poE4\"F*Fefp7%7$$!3>rE<bo\"R/\"F*F[fp7$$!3)>

#fKp)*>3&)F`oF`fp7$$!3j/\\<ZPU@))F`oFefp7%7$$!3/u>$QR0RL)F`oF[fp7$$!3E

&=J9rOHS'F`oF`fp7$$!3!z;!G*eghr'F`oFefp7%7$$!3KPs$fBU'GiF`oF[fp7$$!3_[

k``Nn(H%F`oF`fp7$$!3tJaQJu*3h%F`oFefp7%7$$!3f+D/y!zL7%F`oF[fp7$$!3!=rT

cR5C>#F`oF`fp7$$!3,&p!\\tUj0DF`oFefp7%7$$!3'QwZ,#f6=?F`oF[fp7$$!393vpu

Ps9()FiqF`fp7$$!38#eff:6P+%F]rFefp7%7$$\"35'G(puPs9()FiqF[fp7$$\"3khx9

?f6=?F`oF`fp7$$\"3Wy()HU?*[q\"F`oFefp7%7$$\"3e4<k&R5C>#F`oF[fp7$$\"3P)

\\U!y!zL7%F`oF`fp7$$\"3<:N>+_:5QF`oFefp7%7$$\"3IYk``Nn(H%F`oF[fp7$$\"3

5Ns$fBU'GiF`oF`fp7$$\"3X_#)3e$=a\"fF`oFefp7%7$$\"3/$=J9rOHS'F`oF[fp7$$

\"3#=(>$QR0RL)F`oF`fp7$$\"3<*)H)f^\"o?!)F`oFefp7%7$$\"3w>fKp)*>3&)F`oF

[fp7$$\"3uqE<bo\"R/\"F*F`fp7$$\"3[sxQnWf75F*Fefp7%7$$\"3al?s-jMh5F*F[f

p7$$\"3kW@'4<VWD\"F*F`fp7$$\"3PYs<$y?JA\"F*Fefp7%7$$\"3WR:^=E(=F\"F*F[

fp7$$\"35=;v'[p\\Y\"F*F`fp7$$\"3#)>n'*)4ZOV\"F*Fefp7%7$$\"3)G,,V$*)R#[

\"F*F[fp7$$\"3)>4TD!e\\v;F*F`fp7$$\"3s$>cZTtTk\"F*Fefp7%7$$\"3w'[!4]_#

Hp\"F*F[fp7$$\"3Ul0L=@-')=F*F`fp7$$\"3;ncaI(*pa=F*Fefp7%7$$\"3Bg*zec^M

!>F*F[fp7$$\"3KR+7M%[l4#F*F`fp7$$\"31T^LYgAl?F*Fefp7%7$$!32AC]Sf&45#F*

$!3(\\&y@bbs>dF`o7$$!3qxv\\fS/**=F*$!3#)p0:#R`=\"pF`o7$$!39sd3l%3`$>F*

$!3)y(G!=Wq*[hF`o7%7$$!3i[HrC'H/*=F*Fibq7$$!3-/\"3Pu<&)o\"F*F^cq7$$!3p

)H'H\\@yC<F*Fccq7%7$$!3%\\ZB*3L!*z;F*Fibq7$$!3OI'=zU\"*zZ\"F*F^cq7$$!3

![#o]LeD9:F*Fccq7%7$$!3G,S8$*pPp9F*Fibq7$$!3qc\"H@6luE\"F*F^cq7$$!3N^t

r<&HPI\"F*Fccq7%7$$!3gFXMx1&)e7F*Fibq7$$!3-$oRjzQp0\"F*F^cq7$$!3Wxy#>?

.K4\"F*Fccq7%7$$!3%R0b:OC$[5F*Fibq7$$!3Y$4-b![7k%)F`oF^cq7$$!3$*QSQh)o

n#))F`oFccq7%7$$!3e-eld/)zP)F`oFibq7$$!3sctgZ;')ejF`oF^cq7$$!3@-$*[.d]

@nF`oFccq7%7$$!3%e1h(*H<FF'F`oFibq7$$!3+?Er*[)f`UF`oF^cq7$$!3[lXfXDC;Y

F`oFccq7%7$$!37Hj'=9au;%F`oFibq7$$!3G$)y\"=LN$[@F`oF^cq7$$!3wG)*p(Qz4^

#F`oFccq7%7$$!3S#frR)4>i?F`oFibq7$$!3%*oYJ#R<sI%FiqF^cq7$$!3s@40)Hir0%

F]rFccq7%7$$\"3*oW9BR<sI%FiqFibq7$$\"3=!frR)4>i?F`oF^cq7$$\"3oW'*3Gpa*

p\"F`oFccq7%7$$\"31\")y\"=LN$[@F`oFibq7$$\"3!pKm=9au;%F`oF^cq7$$\"3U\"

Q%)f35[!QF`oFccq7%7$$\"3y<Er*[)f`UF`oFibq7$$\"3ij5w*H<FF'F`oF^cq7$$\"3

9=\"zQCt+\"fF`oFccq7%7$$\"3]atgZ;')ejF`oFibq7$$\"3O+eld/)zP)F`oF^cq7$$

\"3([&Qx,kL:!)F`oFccq7%7$$\"3C\"4-b![7k%)F`oFibq7$$\"3q`]bhVK[5F*F^cq7

$$\"3Ffo'f&*f?,\"F*Fccq7%7$$\"3!GoRjzQp0\"F*Fibq7$$\"3QFXMx1&)e7F*F^cq

7$$\"3sKjvrieA7F*Fccq7%7$$\"3[c\"H@6luE\"F*Fibq7$$\"31,S8$*pPp9F*F^cq7

$$\"3h1ea(e7JV\"F*Fccq7%7$$\"39I'=zU\"*zZ\"F*Fibq7$$\"3suM#*3L!*z;F*F^

cq7$$\"32!GNL!*QOk\"F*Fccq7%7$$\"3!Q53Pu<&)o\"F*Fibq7$$\"3Q[HrC'H/*=F*

F^cq7$$\"3'RvC\">_;a=F*Fccq7%7$$\"3[xv\\fS/**=F*Fibq7$$\"32AC]Sf&45#F*

F^cq7$$\"3UFU\"\\`\"pk?F*Fccq7%7$$!3mpq25Kp/@F*$!3W?pr:4[')=F`o7$$!3aI

H#**y1`*=F*$!3WdD2+a/CBF`o7$$!3W\\4m,b!z$>F*$!3rad()fQ%eq\"F`o7%7$$!3w

&f(G%*o;%*=F*Fg_r7$$!3)oXLTZ!y%o\"F*F\\`r7$$!3wv9(e=zts\"F*Fa`r7%7$$!3

5A\")\\y0k$o\"F*Fg_r7$$!3A$)RMeTDu9F*F\\`r7$$!34-?3qG&o^\"F*Fa`r7%7$$!

3W['3FE9JZ\"F*Fg_r7$$!3a4XbUysj7F*F\\`r7$$!3UGDHalK18F*Fa`r7%7$$!3wu\"

>p%zei7F*Fg_r7$$!3'e.ln_,K0\"F*F\\`r7$$!3uaI]Q-!e4\"F*Fa`r7%7$$!33,(H6

jh?0\"F*Fg_r7$$!3$3ib(4@vE%)F`oF\\`r7$$!3k4e8F#RF&))F`oFa`r7%7$$!3>vAS

`JN:%)F`oFg_r7$$!36%)3'=&*)[@jF`oF\\`r7$$!3!H2T#pgZZnF`oFa`r7%7$$!3YQv

]&***35jF`oFg_r7$$!3QZh'RzDi@%F`oF\\`r7$$!3=OjM6H@UYF`oFa`r7%7$$!3u,Gh

Po#[?%F`oFg_r7$$!3m592OE'46#F`oF\\`r7$$!3X*f^Mv\\p`#F`oFa`r7%7$$!3+l!=

(zOc*4#F`oFg_r7$$!35sSnw\"y%*p&!#@F\\`r7$$!3)ziob&f'oJ%F]rFa`r7%7$$\"3

k^=nw\"y%*p&FjerFg_r7$$\"3yi!=(zOc*4#F`oF\\`r7$$\"3+uyLildt;F`oFa`r7%7

$$\"3W392OE'46#F`oFg_r7$$\"3_*z7w$o#[?%F`oF\\`r7$$\"3s5EB?(R)yPF`oFa`r

7%7$$\"3;Xh'RzDi@%F`oFg_r7$$\"3COv]&***35jF`oF\\`r7$$\"3WZt7yG5%)eF`oF

a`r7%7$$\"3*=)3'=&*)[@jF`oFg_r7$$\"3(HF-M:``T)F`oF\\`r7$$\"3;%3Ag.m$*)

zF`oFa`r7%7$$\"3h=cv4@vE%)F`oFg_r7$$\"3'3qH6jh?0\"F*F\\`r7$$\"3)>o\"R>

HY45F*Fa`r7%7$$\"3kN]wE:?`5F*Fg_r7$$\"3au\">p%zei7F*F\\`r7$$\"3lb6=N#*

)*>7F*Fa`r7%7$$\"3K4XbUysj7F*Fg_r7$$\"3?['3FE9JZ\"F*F\\`r7$$\"3KH1(4b:

0V\"F*Fa`r7%7$$\"3+$)RMeTDu9F*Fg_r7$$\"3'=7)\\y0k$o\"F*F\\`r7$$\"3+.,w

m=/T;F*Fa`r7%7$$\"3mcM8u/y%o\"F*Fg_r7$$\"3a&f(G%*o;%*=F*F\\`r7$$\"3mw&

\\D=o:&=F*Fa`r7%7$$\"3KIH#**y1`*=F*Fg_r7$$\"3Apq25Kp/@F*F\\`r7$$\"3c]!

R$)\\%4i?F*Fa`r7%7$Fe_r$\"3G;pr:4[')=F`o7$Fj_r$\"3t_D2+a/CBF`o7$$!3)\\

R:x0vL%>F*$\"3CXkkgfx_FF`o7%7$Fe`rFd\\s7$Fh`rFg\\s7$$!3J@f#>u[Gt\"F*F

\\]s7%7$F_arFd\\s7$FbarFg\\s7$$!3kZk8ECKA:F*F\\]s7%7$FiarFd\\s7$F\\brF

g\\s7$$!3(R(pM5hz68F*F\\]s7%7$FcbrFd\\s7$FfbrFg\\s7$$!3H+vb%zp75\"F*F

\\]s7%7$F]crFd\\s7$F`crFg\\s7$$!3)RE!o(yMu!*)F`oF\\]s7%7$FgcrFd\\s7$Fj

crFg\\s7$$!3DFbyH;<-oF`oF\\]s7%7$FadrFd\\s7$FddrFg\\s7$$!3_!z!*=Z3pp%F

`oF\\]s7%7$F[erFd\\s7$F^erFg\\s7$$!3!Q0'*RJX;f#F`oF\\]s7%7$FeerFd\\s7$

FherFg\\s7$$!3atJ,h:#Q'[F]rF\\]s7%7$F`frFd\\s7$FcfrFg\\s7$$\"3l>Mz,5))

=;F`oF\\]s7%7$FjfrFd\\s7$F]grFg\\s7$$\"3Qc\")ofT9CPF`oF\\]s7%7$FdgrFd

\\s7$FggrFg\\s7$$\"35$*Ge<tSHeF`oF\\]s7%7$F^hrFd\\s7$FahrFg\\s7$$\"3$)

HwZv/nMzF`oF\\]s7%7$FhhrFd\\s7$F[irFg\\s7$$\"3VOsLjL*R+\"F*F\\]s7%7$Fb

irFd\\s7$FeirFg\\s7$$\"365n7z'>X@\"F*F\\]s7%7$F\\jrFd\\s7$F_jrFg\\s7$$

\"3y$=;\\*f/D9F*F\\]s7%7$FfjrFd\\s7$FijrFg\\s7$$\"3Xdcq5BdN;F*F\\]s7%7

$F`[sFd\\s7$Fc[sFg\\s7$$\"37J^\\E')4Y=F*F\\]s7%7$Fj[sFd\\s7$F]\\sFg\\s

7$$\"3![g%GU\\ic?F*F\\]s7%7$$!3^AC]Sf&45#F*$\"3k^y@bbs>dF`o7$F\\cq$\"3

Fk0:#R`=\"pF`o7$$!3GJu/j+@]>F*$\"3E&4Fo%)H&erF`o7%7$FgcqFdds7$FjcqFgds

7$$!3gdzDZPoR<F*F\\es7%7$FadqFdds7$FddqFgds7$$!3$R[o9Vd\"H:F*F\\es7%7$

F[eqFdds7$F^eqFgds7$$!3E5!zc6J'=8F*F\\es7%7$FeeqFdds7$FheqFgds7$$!3eO&

*))*z/\"36F*F\\es7%7$F_fqFdds7$FbfqFgds7$$!3+G1+T[yv*)F`oF\\es7%7$Fifq

Fdds7$F\\gqFgds7$$!3G\"*e5$o@0(oF`oF\\es7%7$FcgqFdds7$FfgqFgds7$$!3ca6

@D&e_w%F`oF\\es7%7$F]hqFdds7$F`hqFgds7$$!3%yT;tO&**fEF`oF\\es7%7$FghqF

dds7$$!31bYJ#R<sI%FiqFgds7$$!3]7o@%4Ata&F]rF\\es7%7$$\"3,LWJ#R<sI%FiqF

dds7$FdiqFgds7$$\"3ibIZ[4`]:F`oF\\es7%7$F[jqFdds7$F^jqFgds7$$\"3M#znj5

%zbOF`oF\\es7%7$FejqFdds7$FhjqFgds7$$\"31HDEks0hdF`oF\\es7%7$F_[rFdds7

$Fb[rFgds7$$\"3!eEd@U?j'yF`oF\\es7%7$Fi[rFdds7$F\\\\rFgds7$$\"3_-?0!e$

er**F`oF\\es7%7$Fc\\rFdds7$Ff\\rFgds7$$\"3\"Qn%ztYo27F*F\\es7%7$F]]rFd

ds7$F`]rFgds7$$\"3[ZTe*)4@=9F*F\\es7%7$Fg]rFdds7$Fj]rFgds7$$\"3;@OP0tt

G;F*F\\es7%7$Fa^rFdds7$Fd^rFgds7$$\"3$[4j6ij#R=F*F\\es7%7$F[_rFdds7$F^

_rFgds7$$\"3]oD&p$**y\\?F*F\\es7%7$Fiep$\"3u\\I_Y4d(o*F`o7$$!3Xg*zec^M

!>F*$\"3JJCCjg]O6F*7$$!3cC'QZdUd&>F*$\"3GH!QKch%[6F*7%7$FifpFf\\t7$F\\

gpF[]t7$$!3!4:\\*ei@X<F*F`]t7%7$$!3?#4TD!e\\v;F*Ff\\t7$$!3585IM*)R#[\"

F*F[]t7$$!3Ax'fJ%**oM:F*F`]t7%7$F]hpFf\\t7$F`hpF[]t7$$!3b.-PFO;C8F*F`]

t7%7$$!3'[9i4<VWD\"F*Ff\\t7$$!3wl?s-jMh5F*F[]t7$$!3()H2e6tj86F*F`]t7%7

$FaipFf\\t7$FdipF[]t7$$!35jD\"z&*46.*F`oF`]t7%7$F[jpFf\\t7$F^jpF[]t7$$

!3QEy,+o%e#pF`oF`]t7%7$FejpFf\\t7$FhjpF[]t7$$!3l*3B@k$e?[F`oF`]t7%7$F_

[qFf\\t7$Fb[qF[]t7$$!3$HNGU[?`r#F`oF`]t7%7$Fi[qFf\\t7$$!3E%\\(puPs9()F

iqF[]t7$$!3ighLjKd+hF]rF`]t7%7$$\"3AsspuPs9()FiqFf\\t7$Ff\\qF[]t7$$\"3

_?6cJe?&\\\"F`oF`]t7%7$F]]qFf\\t7$F`]qF[]t7$$\"3DdeX*)*o/g$F`oF`]t7%7$

Fg]qFf\\t7$Fj]qF[]t7$$\"3(Rf]t9Kdq&F`oF`]t7%7$Fa^qFf\\t7$Fd^qF[]t7$$\"

3qI`C0`*4\"yF`oF`]t7%7$F[_qFf\\t7$$\"3'4ns^&o\"R/\"F*F[]t7$$\"3ao+9j%e

i\"**F`oF`]t7%7$Fe_qFf\\t7$Fh_qF[]t7$$\"3`![.@;_@?\"F*F`]t7%7$$\"3AR:^

=E(=F\"F*Ff\\t7$$\"3K=;v'[p\\Y\"F*F[]t7$$\"3?aH*yZyET\"F*F`]t7%7$Fi`qF

f\\t7$F\\aqF[]t7$$\"3(yU#o$z/Ki\"F*F`]t7%7$$\"3a'[!4]_#Hp\"F*Ff\\t7$$

\"3ml0L=@-')=F*F[]t7$$\"3a,>Z46tL=F*F`]t7%7$F]bqFf\\t7$F`bqF[]t7$$\"3W

v8EDuDW?F*F`]t7%7$F[io$\"3'fl)*eO*))z8F*7$F`io$\"3+vR:b!zuc\"F*7$$!3')

>(*e9@He>F*$\"3QB7#*HT)Rd\"F*7%7$F[joF\\ft7$F^joF_ft7$$!3=Y-!))zlxu\"F

*Fdft7%7$FejoF\\ft7$FhjoF_ft7$$!3^s2,$[Rs`\"F*Fdft7%7$F_[pF\\ft7$Fb[pF

_ft7$$!3%))H@s;8nK\"F*Fdft7%7$Fi[pF\\ft7$F\\\\pF_ft7$$!3<D=V^o=;6F*Fdf

t7%7$Fc\\pF\\ft7$Ff\\pF_ft7$$!3%\\^BkN0m0*F`oFdft7%7$F]]pF\\ft7$F`]pF_

ft7$$!3Ay(G&)>U8&pF`oFdft7%7$Fg]pF\\ft7$Fj]pF_ft7$$!3%4/M1/zg%[F`oFdft

7%7$Fa^pF\\ft7$Fd^pF_ft7$$!3@/$RF)e\"3u#F`oFdft7%7$F[_pF\\ft7$F^_pF_ft

7$$!3ixcW[s_bjF]rFdft7%7$Fe_pF\\ft7$Fh_pF_ft7$$\"3Cp,0L/rp9F`oFdft7%7$

F_`pF\\ft7$Fb`pF_ft7$$\"3'f!\\%4ft\\d$F`oFdft7%7$Fi`pF\\ft7$F\\apF_ft7

$$\"39U'R)[nB!o&F`oFdft7%7$FcapF\\ft7$FfapF_ft7$$\"3')yVt1**\\&y(F`oFd

ft7%7$F]bpF\\ft7$F`bpF_ft7$$\"3q;\"HY1j2*)*F`oFdft7%7$FgbpF\\ft7$FjbpF

_ft7$$\"3A&Q_Ai-'*>\"F*Fdft7%7$FacpF\\ft7$FdcpF_ft7$$\"3!*e=/Q*G,T\"F*

Fdft7%7$F[dpF\\ft7$F^dpF_ft7$$\"3eK8$QDb1i\"F*Fdft7%7$FedpF\\ft7$FhdpF

_ft7$$\"3D13ip:=J=F*Fdft7%7$F_epF\\ft7$FbepF_ft7$$\"3#*z-T&)yqT?F*Fdft

7%7$F]\\o$\"3h\"Rm<BlX!=F*7$Fb\\o$\"31MTW_%3\\)>F*7$$!3Sttz]-Md>F*$\"3

A5?5VCU$*>F*7%7$F]]oFj]u7$F`]oF]^u7$$!3s**y+NR\"ou\"F*Fb^u7%7$Fg]oFj]u

7$Fj]oF]^u7$$!30E%=#>wGO:F*Fb^u7%7$Fa^oFj]u7$Fd^oF]^u7$$!3Q_*GMIhdK\"F

*Fb^u7%7$F[_oFj]u7$F^_oF]^u7$$!3qy%Rw)\\B:6F*Fb^u7%7$Fe_oFj]u7$Fh_oF]^

u7$$!3K]+]=n3Z!*F`oFb^u7%7$F_`oFj]u7$Fb`oF]^u7$$!3e8`ggN#=%pF`oFb^u7%7

$Fi`oFj]u7$F\\aoF]^u7$$!3'od5FSgl$[F`oFb^u7%7$FcaoFj]u7$FfaoF]^u7$$!38

Se\"[C(HJFF`oFb^u7%7$F]boFj]u7$F`boF]^u7$$!3WN5@p3MgiF]rFb^u7%7$FgboFj

]u7$FjboF]^u7$$\"3KLO(42H#z9F`oFb^u7%7$FacoFj]u7$FdcoF]^u7$$\"3/q$o)GA

\\%e$F`oFb^u7%7$F[doFj]u7$F^doF]^u7$$\"3y1Jw'Qb(*o&F`oFb^u7%7$FedoFj]u

7$FhdoF]^u7$$\"3[VylW&=]z(F`oFb^u7%7$F_eoFj]u7$FbeoF]^u7$$\"3A!e_Dq\"G

+**F`oFb^u7%7$FieoFj]u7$F\\foF]^u7$$\"3pJZ/'[a0?\"F*Fb^u7%7$FcfoFj]u7$

FffoF]^u7$$\"3P0U$=!3369F*Fb^u7%7$F]goFj]u7$F`goF]^u7$$\"3/zOi<rg@;F*F

b^u7%7$FggoFj]u7$FjgoF]^u7$$\"3r_JTLM8K=F*Fb^u7%7$FahoFj]u7$FdhoF]^u7$

$\"3hEE?\\(fE/#F*Fb^u7%7$F__n$\"3.t&3!>;;VAF*7$Fd_n$\"3KZ)f$GtT)Q#F*7$

$!3w@FZ)efI&>F*$\"3E/BIG!pjS#F*7%7$F_`nFheu7$Fb`nF[fu7$$!34[KosK`U<F*F

`fu7%7$Fi`nFheu7$F\\anF[fu7$$!3UuP*o&p+K:F*F`fu7%7$FcanFheu7$FfanF[fu7

$$!3v+V5T1[@8F*F`fu7%7$F]bnFheu7$F`bnF[fu7$$!32F[JDV&46\"F*F`fu7%7$Fgb

nFheu7$FjbnF[fu7$$!3,MND&4!G/!*F`oF`fu7%7$FacnFheu7$FdcnF[fu7$$!3G(zet

$p,**oF`oF`fu7%7$F[dnFheu7$F^dnF[fu7$$!3cgSYzPv$z%F`oF`fu7%7$FednFheu7

$FhdnF[fu7$$!3%QKp:i!\\)o#F`oF`fu7%7$F_enFheu7$FbenF[fu7$$!35reuOYFKeF

]rF`fu7%7$FienFheu7$F\\fnF[fu7$$\"3h\\,A%pN?_\"F`oF`fu7%7$FcfnFheu7$Ff

fnF[fu7$$\"3M')[6_))HFOF`oF`fu7%7$F]gnFheu7$F`gnF[fu7$$\"31B'4+,iDt&F`

oF`fu7%7$FggnFheu7$FjgnF[fu7$$\"3zfV!z;Dy$yF`oF`fu7%7$FahnFheu7$FdhnF[

fu7$$\"3j(4*zD$)3V**F`oF`fu7%7$F[inFheu7$F^inF[fu7$$\"3K$Qp$[^$[?\"F*F

`fu7%7$FeinFheu7$FhinF[fu7$$\"3+d)eTYh`T\"F*F`fu7%7$F_jnFheu7$FbjnF[fu

7$$\"3nI$[*zx)ei\"F*F`fu7%7$FijnFheu7$F\\[oF[fu7$$\"3M/yt&49k$=F*F`fu7

%7$Fc[oFheu7$Ff[oF[fu7$$\"3Cys_6/%p/#F*F`fu7%7$Fabm$\"35$*)yiVrhp#F*7$

Ffbm$\"3%>UZUx7vx#F*7$$!3eGAA`__Y>F*$\"3;Q*4Y(>a6GF*7%7$FacmFf]v7$Fdcm

Fi]v7$$!3\"\\vKu$*)*ft\"F*F^^v7%7$F[dmFf]v7$F^dmFi]v7$$!3C\"GV;isa_\"F

*F^^v7%7$FedmFf]v7$FhdmFi]v7$$!3c2Q&eIY\\J\"F*F^^v7%7$F_emFf]v7$FbemFi

]v7$$!3*QLk+**>W5\"F*F^^v7%7$FiemFf]v7$F\\fmFi]v7$$!31,'[FuO*Q*)F`oF^^

v7%7$FcfmFf]v7$FffmFi]v7$$!3MkQ&[etO$oF`oF^^v7%7$F]gmFf]v7$F`gmFi]v7$$

!3hF\"fpU5%GZF`oF^^v7%7$FggmFf]v7$FjgmFi]v7$$!3)3Rk!ps9BEF`oF^^v7%7$Fa

hmFf]v7$$!31*[B/kCH)>FiqFi]v7$$!3QWlp66%)y^F]rF^^v7%7$$\"3+nKUSY#H)>Fi

qFf]v7$F^imFi]v7$$\"3G#3Dn/zte\"F`oF^^v7%7$FeimFf]v7$FhimFi]v7$$\"3G>)

>Y?UEp$F`oF^^v7%7$F_jmFf]v7$FbjmFi]v7$$\"3-cX^i`!zz&F`oF^^v7%7$FijmFf]

v7$F\\[nFi]v7$$\"3u#H4/_oJ!zF`oF^^v7%7$Fc[nFf]v7$Ff[nFi]v7$$\"3%GSIy;V

3+\"F*F^^v7%7$F]\\nFf]v7$F`\\nFi]v7$$\"3^w)>O[p8@\"F*F^^v7%7$Fg\\nFf]v

7$Fj\\nFi]v7$$\"3=]$4%*z&*=U\"F*F^^v7%7$Fa]nFf]v7$Fd]nFi]v7$$\"3&Q#))>

:@UK;F*F^^v7%7$F[^nFf]v7$F^^nFi]v7$$\"3_(H))4V[H%=F*F^^v7%7$Fe^nFf]v7$

Fh^nFi]v7$$\"3krxxYZZ`?F*F^^v7%7$Fbel$\"3y7Wg71hfJF*7$Fgel$\"3'pzz5')y

h:$F*7$$!3-4)>Wi/,%>F*$\"3<P<'yo^&4KF*7%7$FbflFhev7$FeflF[fv7$$!3NN.j3

$y&H<F*F`fv7%7$F\\glFhev7$F_glF[fv7$$!3oh3%G*>0>:F*F`fv7%7$FfglFhev7$F

iglF[fv7$$!3+)Q^qnD&38F*F`fv7%7$F`hlFhev7$FchlF[fv7$$!3K9>Eh$**z4\"F*F

`fv7%7$FjhlFhev7$F]ilF[fv7$$!3Y0Wsa/tu))F`oF`fv7%7$FdilFhev7$FgilF[fv7

$$!3uo'HoHn%pnF`oF`fv7%7$F^jlFhev7$FajlF[fv7$$!39L\\$*QT?kYF`oF`fv7%7$

FhjlFhev7$F[[mF[fv7$$!3S'>S5)4%*eDF`oF`fv7%7$Fb[mFhev7$Fe[mF[fv7$$!3s%

fa9Byn`%F]rF`fv7%7$F]\\mFhev7$F`\\mF[fv7$$\"3/x#\\ZL&e^;F`oF`fv7%7$Fg

\\mFhev7$Fj\\mF[fv7$$\"3y8Sk#\\[ov$F`oF`fv7%7$Fa]mFhev7$Fd]mF[fv7$$\"3

g^(Q0l6@'eF`oF`fv7%7$F[^mFhev7$F^^mF[fv7$$\"3M)[L%3[PnzF`oF`fv7%7$Fe^m

Fhev7$Fh^mF[fv7$$\"3RAGj'zjs+\"F*F`fv7%7$F__mFhev7$Fb_mF[fv7$$\"32'HAC

6!z<7F*F`fv7%7$Fi_mFhev7$F\\`mF[fv7$$\"3up<@GkJG9F*F`fv7%7$Fc`mFhev7$F

f`mF[fv7$$\"3TV7+WF%)Q;F*F`fv7%7$F]amFhev7$F`amF[fv7$$\"33<2zf!p$\\=F*

F`fv7%7$FgamFhev7$FjamF[fv7$$\"3a!>!ev`*)f?F*F`fv7%7$Fdx$\"3$yy3.qjDi$

F*7$Fix$\"3g;L`O5LNNF*7$$!3vSnA.+;O>F*$\"3V4SW7rq0OF*7%7$FdyFf]w7$FgyF

i]w7$$!33nsV(oLcs\"F*F^^w7%7$F^zFf]w7$FazFi]w7$$!3T$zZ;P2^^\"F*F^^w7%7

$FhzFf]w7$F[[lFi]w7$$!3u>$ee0\"e/8F*F^^w7%7$Fb[lFf]w7$Fe[lFi]w7$$!31Y)

o+uaS4\"F*F^^w7%7$F\\\\lFf]w7$F_\\lFi]w7$$!3#Gs$zUUGN))F`oF^^w7%7$Ff\\

lFf]w7$Fi\\lFi]w7$$!34')*)*[3@+t'F`oF^^w7%7$F`]lFf]w7$Fc]lFi]w7$$!3#*

\\U+FzvCYF`oF^^w7%7$Fj]lFf]w7$F]^lFi]w7$$!3?8&4\"pZ\\>DF`oF^^w7%7$Fd^l

Ff]w7$Fg^lFi]w7$$!30kx97hJUTF]rF^^w7%7$F^_lFf]w7$Fa_lFi]w7$$\"3_g*zmaJ

5p\"F`oF^^w7%7$Fh_lFf]w7$F[`lFi]w7$$\"3'ppuXq%H'z$F`oF^^w7%7$Fb`lFf]w7

$Fe`lFi]w7$$\"3EM%pC'yb,fF`oF^^w7%7$F\\alFf]w7$F_alFi]w7$$\"3)4<k.-@o+

)F`oF^^w7%7$FfalFf]w7$FialFi]w7$$\"3m!*e#yT37,\"F*F^^w7%7$F`blFf]w7$Fc

blFi]w7$$\"3Lk`hLZt@7F*F^^w7%7$FjblFf]w7$F]clFi]w7$$\"3+Q[S\\5EK9F*F^^

w7%7$FdclFf]w7$FgclFi]w7$$\"3o6V>ltyU;F*F^^w7%7$F^dlFf]w7$FadlFi]w7$$

\"3M&y$)4o8L&=F*F^^w7%7$FhdlFf]w7$F[elFi]w7$$\"3CfKx'**RQ1#F*F^^w7%7$F

($\"3C'**p%Qv]uSF*7$F.$\"3U-+`hC\\DRF*7$$!3(>gd)3k'[$>F*$\"3,R7&>R!)p+

%F*7%7$F9Fdew7$F<Fgew7$$!3IG\"oI4SVs\"F*F\\fw7%7$FCFdew7$FFFgew7$$!3ja

'ysx8Q^\"F*F\\fw7%7$FMFdew7$FPFgew7$$!3&4=*[huG.8F*F\\fw7%7$FWFdew7$FZ

Fgew7$$!3G2(*pX6w#4\"F*F\\fw7%7$F[oFdew7$F^oFgew7$$!3)\\L-\"*H[B#))F`o

F\\fw7%7$FfoFdew7$FioFgew7$$!3D)f279&3<nF`oF\\fw7%7$F`pFdew7$FcpFgew7$

$!33iGJ$)>#=h%F`oF\\fw7%7$FjpFdew7$F]qFgew7$$!3OD\"=a#)el]#F`oF\\fw7%7

$FdqFdew7$FgqFgew7$$!3L')QBvm&H,%F]rF\\fw7%7$F`rFdew7$FcrFgew7$$\"34[8

P!\\nRq\"F`oF\\fw7%7$FjrFdew7$F]sFgew7$$\"3#[3m#[1B4QF`oF\\fw7%7$FdsFd

ew7$FgsFgew7$$\"35A3;1Q\\9fF`oF\\fw7%7$F^tFdew7$FatFgew7$$\"3#)eb0kpv>

!)F`oF\\fw7%7$FhtFdew7$F[uFgew7$$\"3WH]>7?]75F*F\\fw7%7$FbuFdew7$FeuFg

ew7$$\"37.X)zKGIA\"F*F\\fw7%7$F\\vFdew7$F_vFgew7$$\"3zwRxVYbL9F*F\\fw7

%7$FfvFdew7$FivFgew7$$\"3Y]Mcf43W;F*F\\fw7%7$F`wFdew7$FcwFgew7$$\"39CH

Nvsga=F*F\\fw7%7$FjwFdew7$F]xFgew7$$\"3-)RU6fL^1#F*F\\fw-%&COLORG6]dl%

$HUEG$\"\"!Fe]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]

xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]x$\"3EOot%*y:j_F]rFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]x

Ff]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]x$\"3Oot%*y:j_5F`oFh]xFh]xF

h]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]x$\"

3a_5Uot%*y:F`oFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]x

Fj]xFj]xFj]xFj]xFj]x$\"3sOZ*y:j_5#F`oF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\

^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^x$\"3!4Uo

t%*y:j#F`oF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^x

F^^xF^^xF^^xF^^x$\"330@%ot%*y:$F`oF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^x

F`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^x$\"3E*y:j_5Uo$F`oFb^xFb^xFb^xF

b^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^x$\"3Xt%

*y:j_5UF`oFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^x

Fd^xFd^xFd^xFd^x$\"3jdJE0@%ot%F`oFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xF

f^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^x$\"3!=%ot%*y:j_F`oFh^xFh^xFh^xF

h^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^x$\"3cE0

@%ot%*y&F`oFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^

xFj^xFj^xFj^xFj^x$\"3<5Uot%*y:jF`oF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF

\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_x$\"3!Q*y:j_

5UoF`oF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_x

F^_xF^_xF^_x$\"3ay:j_5UotF`oF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`

_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_x$\"3Ej_5Uot%*yF`oFb_xFb_xFb_xFb_xFb_

xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_x$\"3!p%*y:j_5

U)F`oFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xF

d_xFd_xFd_x$\"3_IE0@%ot%*)F`oFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xF

f_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_x$\"3E:j_5Uot%*F`oFh_xFh_xFh_xFh_xFh

_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_x$\"\"\"Fe]xF

j_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_

xFj_x-%*THICKNESSG6#F[`x-F$697$7$$!+++++?!\"*$\"3'H@?r\"GT!p#F`o7$$!++

+++=Fe`x$\"3StimGeSwKF`o7$Fh`x7$$!+++++;Fe`x$\"3s07G&fBW)RF`o7$F^ax7$$

!+++++9Fe`x$\"3g*Gqg#p^N[F`o7$Fdax7$$!+++++7Fe`x$\"3o![R_$z3^eF`o7$Fja

x7$$!+++++5Fe`x$\"3WZECD#3.0(F`o7$F`bx7$$!+++++!)!#5$\"3+(z\"[Vc%fW)F`

o7$Ffbx7$$!+++++gFibx$\"3\"eNpD&G'Q+\"F*7$F]cx7$$!+++++SFibx$\"3A;uyKk

0\"=\"F*7$Fccx7$$Fd`xFibx$\"3Gv-&Q.<@P\"F*7$Ficx7$Fd]x$\"/\\zEjzq:!#87

$F^dx7$$\"+++++?Fibx$\"3sC&R(>cZp<F*7$Fcdx7$$\"+++++SFibx$\"3K$Q-3AO0'

>F*7$Fidx7$$\"+++++gFibx$\"33V/-,)Hx8#F*7$F_ex7$$\"+++++!)Fibx$\"3S=;C

*3)*pH#F*7$Feex7$$\"+++++5Fe`x$\"3fKb1J=cOCF*7$F[fx7$$\"+++++7Fe`x$\"3

Q[e1gQ[cDF*7$Fafx7$$\"+++++9Fe`x$\"3KnF)4'4/eEF*7$Fgfx7$$\"+++++;Fe`x$

\"3*\\nhSH]Ju#F*7$F]gx7$$\"+++++=Fe`x$\"3ynJsq?&R\"GF*7$Fcgx7$$FedxFe`

x$\"3atx(=P^D(GF*-%'COLOURG6&%$RGBG$\")+++!)!\")$\")AR!)\\Fchx$\")Vyg>

Fchx-%&STYLEG6#%%LINEG-F]`x6#\"\"$-%%VIEWG6$;$!+++++AFe`x$\"+++++AFe`x

;$!+++++WFe`x$\"+++++WFe`x-%&TITLEG6#%3champ~de~directionG-%+AXESLABEL

SG6$Q\"t6\"Q%y(t)Fdjx" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 

45.000000 0 0 "Curve 1" "Curve 2" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}{MARK "30 0 1" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 1 1 

1 1 }{PAGENUMBERS 0 1 2 33 1 1 }



Alexei Pantchichkine
Fichier en pièce jointe 
cours6-2008.mws


Solutions locales et globales

Remarque (4.3, Solutions locales et globales [DDGR], p.26)

Il existe des équations différentielles autonomes dont les solutions ne
peuvent pas étre définies pour tout t € R : y’' = y? a pour solutions

2 site[-o0,C|
y(t)=1¢0, siteR,
2, site[C 4ol

mais (grace au théoréme Cauchy-Lipschitz), il est toujours possible
Yo

1—ypt

de définir une solution locale, par exemple, y(t) = , avec

1 -
t e [—oo,y—o[, siyo>0



Equations différentielles a variables séparées ([E(%?rt], p.102)
a(t

Ce sont les équations différentielles qu'on peut écrire sous la forme y' = —%

b(y)’

Régle de résolution

- . . . g d
On écrit I'équation sous la notation différentielle v _ 2l

dt = bly)

On sépare les variables t et y : b(y)y’ = a(t).
Soit B une primitive de b, et soit A une primitive de a,

dB

_ % = b(y). B(y): = b(y)y'.

on écrit a(t) = (A())

(B(»)) = (A@®))
puisque la dérivée de la fonction B(y) — A(t) est nulle,
on en déduit B(y) = A(t) + C, ou C est une constante
On cherche, si possible, une expression de y en fonction de t.




Exemple de solution analytique

Résoudre I'équation
d
(t+1)(d y(t)) + ty(t)> =0, avec y(1) = 1.

Indication : Dans ce cas

/
y t t 1
t C
Puisque ———— = —1+ ——, on trouve les primitives

t+1 t+1

At) = —t+ln|t+1|, B(y)=—% dou L =t—In|t+1[+C, et

1
y(t) = P Y S e avec C = In(2).




Equations différentielles linéaires (voir [Pajot], Ch.VII, p.6)

Soient a: /| — R, b: ] — R deux fonctions définies sur un intervalle / de R.
Rapellons que la fonction y : | — R est une solution de I'équation différentielle
linéaire

y =ay+b

si y est dérivable sur / et pour tout t € /,
y'(t) = a(t)y(t) + b(t)

Proposition (4.4. Solutions d'équations linéaires homogeénes)

Supposons que la fonction a : | — R soit continue sur un intervalle | de R et
soit A une primitive de a sur |. Alors, les solutions de y' = ay sont les fonctions
t — Ce”(t), o C e R.

Il'y a bien existence de solutions pour |'équation considérée.


Alexei Pantchichkine
Texte surligné 


Démonstration. Le principe de la preuve est le méme que celui que
nous avons vu dans le cas ol a est une fonction constante.
Tout d'abord, si y(t) = CeAlt) pour t € I, alors

y'(t) = C(A(£)e*V) = Ca(t)e*®) = a(t)y(¢).

Donc, y est une solution de y' = ay. Réciproquement, soit y une
solution de y’ = ay. Posons, pour t € I, C(t) = y(t)e=A(®). Alors,
C(8) = y/(£)e ™40 — y(£) A(£)e O
= e MO/ (t) - A(t)y (1) = e O (y/(2) — a(t)y (1))
Donc C est constante sur /. Ainsi, il existe C € R tel que

C(t) = C, soit encore y(t)e~A(t) = C pour t € . Il s’ensuit que
y(t) = CeA) pourtout t € 1. 1



Lien entre les solutions d'équations homogénes et
non-homogénes

Que se passe-t-il si I'équation a un second membre? Nous considérons
I'équation

(E) Y —ay=»b @

Nous lui associons I'équation homogeéne
(E) y' —ay=0.

Supposons que 'on connaisse deux solutions yg et y; de (E). Alors,
formellement,

(11 —y0) —aly1 =) = (v1 —an) — (vg — avw) = b— b= 0. Donc, y1 — yo
est solution de (E) et donc, d'aprés ce qui précéde, il existe C € R tel que
y1(t) — yo(t) = Ce*), ou encore

yi(t) = yo(t) + CeA0).


Alexei Pantchichkine
Note 
ici a=a(t), b=b(t)


Méthode de variation de la constante

Pour trouver une solution particuliére yo de (E), on utilise de nouveau la
méthode de variation de la constante. Nous cherchons une solution de
y' — ay = b sous la forme yp = C(t)e*(). Ainsi C doit vérifier

C'(£)e™D) 4 C()A'(£)e®) = a(t)C(t)e*®) + b(t),

soit encore, puisque A’ = a, C'(t) = b(t)e*A(t)_
Exemple (4.5)

Considérons I'équation y' + 5y = t. Nous pouvons encore I'écrire y' = —by + t,
a= -5 b=t Donc, y' = G(t,y), oa G(t,y) = —by + t. Une solution
particuliére sur R est y(t) = C(t)e(V) = C(t)e™>t, ou C(t) est une primitive
de te5t, ie. (1/5)tedt — 1/25€5 (I'intégration par parties). Donc,

y(t) = C'(t)eA) = (1/5)tedt=5 — 1/25€5-5t = (1/5)t — 1/25 (comparer
avec Exemple 2.2).
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Cours N°8,

Les méthodes de résolution d'équations linéaires

On distingue plusieurs types de méthodes de résolution :

(1) Les méthodes analytiques : on cherche a calculer
explicitement les solutions au moyen des fonctions dites usuelles
(fonctions exponentielles et logarithmes, fonctions
trigonométriques, ...). Historiquement, c’est la méthode la plus
ancienne. Elle a beaucoup d’inconvénients, le principal étant de ne
pas étre toujours applicable; par exemple, on ne peut pas résoudre
une équation aussi simple que y’ = /1 + y*.

Lorsqu’elle marche, elle fournit parfois des expressions trés
compliquées et difficiles a étudier. Elle reste la méthode dominante
dans les manuels scolaires, car elle donne lieu a des moyens simples
pour évaluer les étudiants...



Les méthodes numériques et les méthodes qualitatives

(2) Les méthodes numériques : on se contente de chercher une
approximation de la solution cherchée a 10~V prés. L'avantage est
que ces méthodes sont universelles, c'est & dire indépendantes de
I’équation étudiée. Elles sont trés utilisées depuis que I'on dispose
de moyens de calculs automatiques.

(3) les méthodes qualitatives : on abandonne I'objectif d'une
connaissance quantitative précise des solutions en se rabattant sur
des objectifs plus limités : recherche des solutions stationnaires,
étude de leur stabilité, comportement des solutions quand

t — 400, caractére chaotique. Le premier a s'étre intéressé a un tel
point de vue sur les équations différentielles est sans doute Henri
Poincaré au début du XXeéme siécle.



Ftude graphique. Champs de directions, isoclines, courbes intégrales

Le graphe d'une solution a pour tangente au point (¢, y) la droite de
coefficient angulaire G(y,t); comme ce graphe est parcouru dans le sens
des t croissants, on peut visualiser le phénoméne en tracant au point (¢, y)
une fleche d’origine ce point, portée par la droite de coefficient angulaire
G(y,t) et orienté dans le sens des ¢ croissants.

champ de direction

L iy

On obtient ainsi un “champ de fléches” PO s A
. . . . (- ShaeiiAdliais i
associé a I'équation différentielle; .

une solution de I'équation est une fonction
dont le graphe est tangente

en chaque point a la fleche

ayant pour l'origine ce point.




Champ de directions

On s'intéresse aux graphes des solutions (maximales) y(t) de I'équation (2.1).
Quelle propriété géométrique partagent-ils? En chaque point (%, o) du plan des
(t,y), on peut considérer la droite passant par ce point et de pente pg = G(yo, to).
On obtient ce que les mathématiciens appellent un champ de directions, par analogie
avec un champ de blé ot en chaque point on a une tige de blé avec une certaine
direction.

On peut représenter graphiquement ce champ de la fagon suivante : on choisit une
grille de points, ceux de coordonnées (ma, na) ot m,n € Z et a > 0 est a choisir.
On dessine en chaque point My, , de coodonnées cartésiennes (ma, na) un segment
centré au point My, , dont la projection sur I'axe des y a pour longueur a et dont la
pente est G(ma, na). Cela donne une idée du champ de direction.

Soit y(t) une solution de I'équation différentielle yo = G(y, t),

alors, pour tout tg € /, le graphe de y(t) en (to,y0 = y(to)) est

tangente a la droite du champ précédent associée au point (to, yo).



Exemples : on peut résoudre géométriquement les équations différentielles suivantes :

1)y =2
2y =0sily|>1,y =1sily|<1
(3)y =—t/y



Exemples : on peut résoudre géométriquement les équations différentielles suivantes :

1)y =2
(2)y'=0sily|>Ly =1sily|<1
() y' =—t/y

Isoclines. On s'intéresse aux points m = (t, y) du plan tels que la solution qui passe
par ce point ait une pente p. On note I, cet ensemble, appelé isocline de pente p. Il
est remarquable que cet ensemble peut étre décrit avant de résoudre I'équation
différentielle, en effet on a :

I ={(t,y)IG(y,t) = p}

Le tracé de quelques isoclines permet de prévoir I'allure des solutions.



Exemples : on peut résoudre géométriquement les équations différentielles suivantes :

1)y =2
(2)y'=0sily|>Ly =1sily|<1
() y' =—t/y

Isoclines. On s'intéresse aux points m = (t, y) du plan tels que la solution qui passe
par ce point ait une pente p. On note I, cet ensemble, appelé isocline de pente p. Il
est remarquable que cet ensemble peut étre décrit avant de résoudre I'équation
différentielle, en effet on a :

I ={(t,y)IG(y,t) = p}

Le tracé de quelques isoclines permet de prévoir I'allure des solutions.

Points d'inflexion. Rappel : Les points d’inflexion sont les points pour lesquels la
dérivée seconde y”(t) change de signe. De y'(t) = G(y(t), t), on tire

y'(t) = Gyy(t), t)y'(t) + G{(y(t), t) = GGy, + G{. Le lieu des points d'inflexion est
donc donné par (GG, + G{)(y, t) = 0 et dans le cas autonome par F'(y) = 0.



Solution numérique. Méthode d'Euler.

Supposons qu'on veuille résoudre le probléme de Cauchy
y'=G(y,t),y(t)) =y

et trouver une valeur approchée de y(a).



Solution numérique. Méthode d'Euler.

Supposons qu'on veuille résoudre le probléme de Cauchy

y' =Gy, t),y(to) = yo

et trouver une valeur approchée de y(a).

On choisit un entier N et on subdivise I'intervalle [tg, a] en N sous-intervalles

[ti, tiz1],i =0,--- ,N —1 avec tj = to + iAT avec AT = (a — ty)/N. On calcule alors
une solution approchée y(t;) = yi par yiy1 = yi + G(yi, t;))AT. On peut calculer ainsi y1,
puis y» jusqu'a y, = y(a). On montre que lorsque N — o0, j(a) — y(a).



Solution numérique. Méthode d'Euler.

Supposons qu'on veuille résoudre le probléme de Cauchy

y' =Gy, t),y(to) = yo

et trouver une valeur approchée de y(a).

On choisit un entier N et on subdivise I'intervalle [tg, a] en N sous-intervalles

[ti, tiz1],i =0,--- ,N —1 avec tj = to + iAT avec AT = (a — ty)/N. On calcule alors
une solution approchée y(t;) = yi par yiy1 = yi + G(yi, t;))AT. On peut calculer ainsi y1,
puis y» jusqu'a y, = y(a). On montre que lorsque N — o0, j(a) — y(a).

Exemple (4.6)

Y=yyo=1t=0,0na:yp1=yn+ATyn =1+ AT)ys, yo=(1+AT)" et
yn = (14 7)/N qui converge quand N — oo vers €.



Solution numérique. Méthode d'Euler.

Supposons qu'on veuille résoudre le probléme de Cauchy

y' =Gy, t),y(to) = yo

et trouver une valeur approchée de y(a).

On choisit un entier N et on subdivise I'intervalle [tg, a] en N sous-intervalles

[ti, tiz1],i =0,--- ,N —1 avec tj = to + iAT avec AT = (a — ty)/N. On calcule alors
une solution approchée y(t;) = yi par yiy1 = yi + G(yi, t;))AT. On peut calculer ainsi y1,
puis y» jusqu'a y, = y(a). On montre que lorsque N — o0, j(a) — y(a).

Exemple (4.6)

Y=yyo=1t=0,0na:yp1=yn+ATyn =1+ AT)ys, yo=(1+AT)" et
yn = (14 7)/N qui converge quand N — oo vers €.

On peut largement améliorer la méthode d'Euler de facon a avoir une convergence plus
rapide. Le lecteur intéressé peut consulter le livre de Jean-Pierre Demailly aux PUG, voir
[Dem].



Voici un programme Maple typique pour mettre en oeuvre

la méthode d'Euler pour I'équation différentielle y’ = 3

ty

> G:=txy/2;
T:=[0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0];
y[1]:=1;

for n from 1 to 10 do
Gn:=eval(G, [y=y[n],t=T[n]]);
y[n+1] :=y [n]+(T[n+1]-T [n]) *Gn;

print(’n’=n, ’T[n]’=T[n], ’y[n]’=y[n],
’G(y[n], tlnl) *(T[n+1]-T[n]) ’=Gn*(T[n+1]-T[nl));
od:



> print Cy’=[y[1], y[2],y[3],y[4],y[5],y[6],y[7],y[8],y[9],y[10],y[11]1]);
T := [0, 0.1, 0.2, 0.8, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0]
y[1] =1
n=1,T[n]=0,y[n]=1,G(y[n], Tlnl) (TIn+1]-T[n])=0.
n=2,T[n]=0.1,y[n]=1.,G(y[n], T[n])(T[n+1]-T[n])=0.005000000000
n=3,T[n]=0.2,y[n]=1.005000000,G(y[n], T[nl)(T[n+1]-T[n])=0.01005000000
n=4,T[n]=0.3,y[n]=1.015050000,G(y[n], T[n])(T[n+1]-T[n])=0.01522575000
n=5,T[n]=0.4,y[n]=1.030275750,G(y[n], T[nl)(T[n+1]-T[n])=0.02060551500
n=6,T[n]=0.5,y[n]=1.050881265,G(y[n], T[n])(T[n+1]-T[n])=0.02627203162
n=7,T[n]=0.6,y[n]=1.0771563297,G(y[n], T[n])(T[n+1]-T[n])=0.03231459891
n=8,T[n]=0.7,y[n]=1.109467896,G(y[n], T[nl)(T[n+1]-T[n])=0.03883137636
n=9,T[n]=0.8,y[n]=1.148299272,G(y[n], T[nl) (T[n+1]-T[n])=0.04593197088
n=10,T[n]=0.9,y[n]1=1.194231243,G(y[n], T[n])(T[n+1]1-T[n])=0.05374040595
y= [1, 1., 1.005000000, 1.015050000, 1.030275750, 1.050881265,
1.0771563297, 1.109467896, 1.148299272, 1.194231243,1.247971649]



> with(plots):
pointsy:=[seq([T[n],y[n]],n=1..11)]:
R1i:=plot(pointsy, style=point,
legend="calcul numérique de y[n]"

):

R2:=plot (pointsy,

color=blue,

title="la méthode d’Euler",
legend="y[n+1]=y [n]+(T[n+1]-T[n])T[nly[n]/2"
):

display(R1,R2):

> with(DEtools):

ode:=diff (Y(x),x)=x*Y(x)/2;

dsolve(ode, Y(x));

with(plots):

C:=plot(exp(1/4*x~2),x=0..1, color=gold,
legend=‘Solution théorique d’une équation différentielle ordinaire®,
thickness=2):

C1:=dfieldplot (ode,Y(x),x=0..1,

v=1..1.5,

color=Y*exp(-1/4%x"2)):

R3:=DEplot (diff (Y (x),x)=x*Y(x)/2,Y(x),x=0..1, [[Y(0)=1]1],
color=Y*exp(-1/4%x"2),

linecolor=[gold]

):

display(R1,R2, C, C1);



la methode d'Euler

e
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Fig.: 5. Solution théorique y = e/9** de y' = ty /2, y(0) = 1, et solution numérique
(par la méthode d'Euler :y,11 =y + (tat1 — tn) G (Vn, tn)
(G(y,t) = ty/2,n: 1, 7N)



Solutions stationnaires et positions d'équilibre

Revenons maintenant dans la suite de cette section au cas
autonome y’ = F(y). Une solution est dite stationnaire si y(t) est
constante. Cela correspond en mécanique a ce qu'on appelle les
positions d’'équilibre. Ici les solutions stationnaires sont faciles a
déterminer : y(t) = c est stationnaire si et seulement si F(c) = 0.
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Revenons maintenant dans la suite de cette section au cas
autonome y’ = F(y). Une solution est dite stationnaire si y(t) est
constante. Cela correspond en mécanique a ce qu'on appelle les
positions d’'équilibre. Ici les solutions stationnaires sont faciles a
déterminer : y(t) = c est stationnaire si et seulement si F(c) = 0.
On s’attachera donc dans un premier temps a déterminer les
solutions de F(y) = 0 qui en général partagent l'intervalle de
définition de F en sous-intervalles ot F est de signe constant. Ces
signes vont jouer un rdle important dans I'étude qualitative.



Solutions stationnaires et positions d'équilibre

Revenons maintenant dans la suite de cette section au cas
autonome y’ = F(y). Une solution est dite stationnaire si y(t) est
constante. Cela correspond en mécanique a ce qu'on appelle les
positions d’'équilibre. Ici les solutions stationnaires sont faciles a
déterminer : y(t) = c est stationnaire si et seulement si F(c) = 0.
On s’attachera donc dans un premier temps a déterminer les
solutions de F(y) = 0 qui en général partagent l'intervalle de
définition de F en sous-intervalles ot F est de signe constant. Ces
signes vont jouer un rdle important dans I'étude qualitative. Soient
a < b deux solutions consécutives de F(y) =0.Sia<yy <b, la
solution du probléme de Cauchy y(ty) = yo est entiérement
comprise entre a et b.



Solutions stationnaires et positions d'équilibre

Revenons maintenant dans la suite de cette section au cas
autonome y’ = F(y). Une solution est dite stationnaire si y(t) est
constante. Cela correspond en mécanique a ce qu'on appelle les
positions d’'équilibre. Ici les solutions stationnaires sont faciles a
déterminer : y(t) = c est stationnaire si et seulement si F(c) = 0.
On s’attachera donc dans un premier temps a déterminer les
solutions de F(y) = 0 qui en général partagent l'intervalle de
définition de F en sous-intervalles ot F est de signe constant. Ces
signes vont jouer un rdle important dans I'étude qualitative. Soient
a < b deux solutions consécutives de F(y) =0.Sia<yy <b, la
solution du probléme de Cauchy y(ty) = yo est entiérement
comprise entre a et b. Si son graphe croisait la droite y = a, on
aurait non unicité pour le probléme de Cauchy. On en déduit que
les solutions non stationnaires sont strictement monotones et donc
inversibles : on peut ainsi les voir comme des fonctions t(y).



Partie II. Systémes dynamiques et équations différentielles

Systémes dynamiques : un langage pour la modélisation.
Qu’est ce qu’un systéme dynamique ?
Systémes dynamiques discrets
Systémes dynamiques continus
Comportement qualitatif et stabilité
Etude de stabilité pour un systéme dynamique discret

Application : systémes écologiques
Le modéle de Volterra-Lotka.



Systémes dynamiques : un langage pour la modélisation.
Qu’est ce qu’un systéme dynamique ?
Systémes dynamiques discrets
Systémes dynamiques continus
Comportement qualitatif et stabilité
Etude de stabilité pour un systéme dynamique discret



Cours N°9,

[I. Systémes dynamiques : un langage pour la modélisation
(voir [DDGR], p.5)

Depuis le 17e siécle, les scientifiques ont utilisé les équations
différentielles et les équations aux dérivées partielles comme
langage de modélisation.

Newton, Leibniz, Euler, les Bernoulli ont crée les premiéres bases de
la théorie. Depuis, les scientifiques n'ont pas cessé de perfectionner
le langage, les outils, les méthodes.



Modélisation

Rappelons que de point de vue mathématique, une modélisation est la donnée
de:
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Rappelons que de point de vue mathématique, une modélisation est la donnée
de:

est le temps (soit un ensemble discret
{ty=1n|1€Z,h> 0 une constante fixée }, soit
={ty=1h| /€N, h> 0 une constante fixée } soit
=R (ou T =Ryp) donc t+ s € T pour tout t,s € T).



Modélisation
Rappelons que de point de vue mathématique, une modélisation est la donnée

de :

> T est le temps (soit un ensemble discret
T={t;=1Ih|l€Z,h> 0 une constante fixée }, soit
T={t;=1Ih|Il€N,h> 0 une constante fixée } soit
T=R(ou T=Rxp)donct+seT pourtoutt,se T).

> L’espace M (dit I'espace des phases) dont les points sont des vecteurs
X =(x,y,---) € M, ol x,y--- sont des quantités numériques, souvent
appelées variables ou observables, qui caractérisent un état de systéme

dynamique en question.



Modélisation
Rappelons que de point de vue mathématique, une modélisation est la donnée
de :
> T est le temps (soit un ensemble discret
T={t;=1Ih|l€Z,h> 0 une constante fixée }, soit
T={t;=1Ih|Il€N,h> 0 une constante fixée } soit
T=R(ou T=Rxp)donct+seT pourtoutt,se T).
> L’espace M (dit I'espace des phases) dont les points sont des vecteurs
X =(x,y,---) € M, ol x,y--- sont des quantités numériques, souvent
appelées variables ou observables, qui caractérisent un état de systéme
dynamique en question.
» Un processus dynamique est une fonction mathématique f : T — M,
fite (x(t),y(t), ) € M, telle que f = fx, satisfait une loi dynamique
avec la propriété f(0) = Xp, ou Xo est I'état initial du processus.



Espace des phases

La formulation exacte des principes généraux ci-dessus fait appel
aux notions d’espace des phases (espaces de configurations). On a
vu déja la notion de processus déterministe : toute son évolution et
son passé sont univoquement définis par son état présent.
L’ensemble de tous les états d'un tel processus s'appelle espace de
phases.

Voyons un exemple ot la seule introduction de |'espace des phases
permet de résoudre un exercice épineux.



Exemple d'utilisation de I'espace des phases (voir [ArnED], p.12)
Exemple (6.1)

Les villes A et B sont reliées par deux routes ne se coupant nulle part. On sait
que deux mobiles empruntant chacun I'une de ces voies et liés entre eux par une
ficelle d’une longueur inférieur a 21, peuvent se rendre de A en B sans rompre
cette ficelle. On se demande si deux véhicules sphériques de rayon |, dont les
centres se déplacent sur chacune de ces routes, I'un 3 la rencontre de I'autre,
peuvent se croiser sans se heurter.



Exemple d'utilisation de I'espace des phases (voir [ArnED], p.12)
Exemple (6.1)

Les villes A et B sont reliées par deux routes ne se coupant nulle part. On sait
que deux mobiles empruntant chacun I'une de ces voies et liés entre eux par une
ficelle d’une longueur inférieur a 21, peuvent se rendre de A en B sans rompre
cette ficelle. On se demande si deux véhicules sphériques de rayon |, dont les
centres se déplacent sur chacune de ces routes, I'un 3 la rencontre de I'autre,
peuvent se croiser sans se heurter.

Solution : Examinons le carré M = {x1,x, | 0 < x; < 1}. On peut représenter la
position de deux mobiles (I'un se déplacant sur la premiére route, I'autre sur la
seconde) par un point du carré M : il suffit pour cela de désigner par x; la fraction de
distance AB parcourue par la route i en partant de A.



Exemple d'utilisation de I'espace des phases (voir [ArnED], p.12)
Exemple (6.1)

Les villes A et B sont reliées par deux routes ne se coupant nulle part. On sait
que deux mobiles empruntant chacun I'une de ces voies et liés entre eux par une
ficelle d’une longueur inférieur a 21, peuvent se rendre de A en B sans rompre
cette ficelle. On se demande si deux véhicules sphériques de rayon |, dont les
centres se déplacent sur chacune de ces routes, I'un 3 la rencontre de I'autre,
peuvent se croiser sans se heurter.

Solution : Examinons le carré M = {x1,x, | 0 < x; < 1}. On peut représenter la
position de deux mobiles (I'un se déplacant sur la premiére route, I'autre sur la
seconde) par un point du carré M : il suffit pour cela de désigner par x; la fraction de
distance AB parcourue par la route i en partant de A.

Toutes les positions des deux mobiles sont représentées par des points du carré M. Ce
carré est appelé espace des phases et ses points points représentatifs. Par conséquent,
a chaque déplacement des mobiles correspond le déplacement d'un point représentatif
dans I'espace des phases.



Utilisation de I'espace des phases

Les mobiles partent de la ville A que nous supposerons correspondre a I'angle
inférieur gauche du carré (x; = x2 = 0), quant a leur déplacement de A en B, il
est représenté par la courbe qui méne a I'angle opposé. De la méme maniére les
véhicules sphériques partant de I'angle inférieur droit (x; = 0,x2 = 1), quant a
leur mouvement, il est représenté par la courbe conduisant a I'angle opposé du
carré.



Utilisation de I'espace des phases

Les mobiles partent de la ville A que nous supposerons correspondre a I'angle
inférieur gauche du carré (x; = x2 = 0), quant a leur déplacement de A en B, il
est représenté par la courbe qui méne a I'angle opposé. De la méme maniére les
véhicules sphériques partant de I'angle inférieur droit (x; = 0,x2 = 1), quant a
leur mouvement, il est représenté par la courbe conduisant a I'angle opposé du
carré.

Or dans un carré deux courbes quelconques joignant des sommets opposés se
coupent. Par conséquent, quel que soit le mouvement des véhicules sphériques,
il arrivera un instant ol ils occuperont une position déja occupée par le couple
des mobiles. A cet instant la distance séparant les centres des véhicules
sphériques sera inférieure a 2/. De sorte qu'il leur est impossible de ne pas se
heurter. 1



Utilisation de I'espace des phases

Les mobiles partent de la ville A que nous supposerons correspondre a I'angle
inférieur gauche du carré (x; = x2 = 0), quant a leur déplacement de A en B, il
est représenté par la courbe qui méne a I'angle opposé. De la méme maniére les
véhicules sphériques partant de I'angle inférieur droit (x; = 0,x2 = 1), quant a
leur mouvement, il est représenté par la courbe conduisant a I'angle opposé du
carré.

Or dans un carré deux courbes quelconques joignant des sommets opposés se
coupent. Par conséquent, quel que soit le mouvement des véhicules sphériques,
il arrivera un instant ol ils occuperont une position déja occupée par le couple
des mobiles. A cet instant la distance séparant les centres des véhicules
sphériques sera inférieure a 2/. De sorte qu'il leur est impossible de ne pas se
heurter. 1

Dans cet exemple, le raisonnement est proche de ceux dans la théorie
qualitative d’équations différentielles : il est trés utile d’assimiler les états d’un
processus a un point d'un espace convenable.



Opérateur d'évolution
Si donc M est un espace de configurations (espace de phases) nous pouvons
considérer |'évolution temporelle du systéme a partir d'une position initiale
Xo € M occupée par le systéme au temps ty, Si ce systéme se trouve a une
position X; € M au temps t;, on pose X1 = ©i;,1,(Xo), OU 1.t : M — M est
dit I'opérateur d’évolution.



Opérateur d'évolution

Si donc M est un espace de configurations (espace de phases) nous pouvons
considérer |'évolution temporelle du systéme a partir d'une position initiale

Xo € M occupée par le systéme au temps ty, Si ce systéme se trouve a une
position X; € M au temps t;, on pose X1 = ©i;,1,(Xo), OU 1.t : M — M est
dit I'opérateur d’évolution.

Si cet opérateur ne dépend pas du temps initial, c'est-a-dire qu'il ne dépend que
de t = t; — tp, on le note ;.

Propriétés supplémentaires (déterministes) de I'opérateur d’évolution :

Otat1 © Ptito = Prater €t prr = Id. Cette propriété dit p, 0 vp = @ays,

o = Id pour un systéme autonome (indépendant de temps), od
a=ty—t;,b=1t —tg € T.Icile temps T est vu comme un ensemble
vérifiant les propriétés :0 € T,sia,be T alorsa+be T.



Opérateur d'évolution

Si donc M est un espace de configurations (espace de phases) nous pouvons
considérer |'évolution temporelle du systéme a partir d'une position initiale

Xo € M occupée par le systéme au temps ty, Si ce systéme se trouve a une
position X; € M au temps t;, on pose X1 = ©i;,1,(Xo), OU 1.t : M — M est
dit I'opérateur d’évolution.

Si cet opérateur ne dépend pas du temps initial, c'est-a-dire qu'il ne dépend que
de t = t; — tp, on le note ;.

Propriétés supplémentaires (déterministes) de I'opérateur d’évolution :

Otat1 © Ptito = Prater €t prr = Id. Cette propriété dit p, 0 vp = @ays,

o = Id pour un systéme autonome (indépendant de temps), od
a=ty—t;,b=1t —tg € T.Icile temps T est vu comme un ensemble
vérifiant les propriétés :0 € T,sia,be T alorsa+be T.

Exemple (6.2)

Soit M =T =R, alors p;(X) = Xe® est un opérateur d'évolution : pour tout
a,b € R, p,0pp(X) = Xebe? = p,,p = Xe?th.



Définition d'un systéme dynamique

Pour un opérateur d'évolution autonome on note : p:(X) := ®(t, X).
Autrement dit, ®(t, X) = fx(t), oo f = fx : M — M est la fonction du
processus dynamique avec I'état initiale fx(0) = X € M.

Définition (6.3)

Un systéme dynamique est un triplet (M, T, ®), dans lequel M est

I'espace de configuration, T est le temps. et ® : T x M — M est une
application telle que :

VX € MVs, t € T,0(t,d(s, X)) = (s + £, X), (0, X) = X.
L application ® : T x M — M, (t,X) — ®(t, X) est appelé flot du
systéme dynamique (M, T, ®).

Pour un systéme dynamique, on note o:(X) := ®(¢, X), un ensemble
{¢t}teT des applications ¢y : M — M vérifiant ¢; 0 s = @sit.



Flots, orbites et dynamique : cas discret ([DDGR], p.19)

On considére le temps T = Z. Dans ce cas un flot discret ® est une application
b:Zx M— M, (k,X)— &k, X), telle que

> toutes les applications px = ®(k,:) : Z x M — M, X — &(k, X) sont
suffisamment réguliéres,

> VX € M, d(0,X) =1d(X) = X

> VX € M,Vk,l € Z, d(I,d(k, X)) = ®(k + I, X) (cette propriété est
appelée déterminisme du systéme).

Définition (6.4, orbite d'un flot discret)

Pour un flot ® : Z x M — M ['ensemble

O (Xo) = {®(k, X0) | k € Z} est dit 'orbite de Xy, et ®(k, Xo) le k& point de
l'orbite de Xp.



La fonction dynamique (cas déterministe)
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Définition (6.5, la fonction dynamique)

Soit (M,Z,®) un systéme dynamique discret, on pose

p(X) = &(1, X),

alors ¢ : M — M une application appelée dynamique du systéme,
eton a

®(k, Xo) = ©*(Xo) (la kéme itération de ©), et

®(—k, Xo) = (07K (Xo) (la kéme itération de I'application inverse
o~ ! pour tout entier positif k.

Exemple (6.6)

Soit o : M — M une bijection, on pose ®(k, X) = ©*(Xo) (la
kéme itération de p), et

®(—k, Xg) = (¢ 1)*(Xo) (la kéme itération de I'application inverse
o~ pour tout entier positif k).



Cas discret semi-deterministe

On consideére le temps T = N. Dans ce cas un flot discret  est une application

¢ :NxM— M,(k,X)— ®(k, X), telle que

> toutes les applications ¢, = ®(k,-) : N x M — M, X — d(k, X) sont
suffisamment réguliéres,

> VX € M, ®(0,X) =1d(X) = X

> VX € M,Vk,l e N,®(/,d(k, X)) = ®(k + 1, X) (cette propriété est
appelée semi-déterminisme du systéme).

Remarque
Il se peut que la fonction dynamique semi-déterministe

p=p1:M— M

ne soit pas bijective, puisque @i (X) = ®(k, X) = ¢*(X), mais k = —1 ¢ N,
donc ¢~ n'est pas définie par ®(k, X) (voir I'exemple suivant).



Exemple : un systéme dynamique discret semi-déterministe
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Exercice (6.8, voir [YCV], p.42)
Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] I"application linéaire par morceaux définie par

2x si0<x<1/2
p(x) = .
2—-2x si1/2<x<1

(a) Tracer le graphe de ¢ et de ©°? = p o .

(b) Calculer les points fixes et les points périodiques de période 2
de .

(c) Montrer que la composition de fonctions affines est encore
affine et en déduire le graphe de ¢".



Cours N°10,

Points fixes et points périodiques



Cours N°10,

Points fixes et points périodiques

Soient M un ensemble et ¢ : M — M une application,
®: N x M — M le systéme dynamique associé (rapellons que
®(k, x) = p°k(x) pour tous (k,x) € N x M).
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Cours N°10,

Points fixes et points périodiques
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Soient M un ensemble et ¢ : M — M une application,

®: N x M — M le systéme dynamique associé (rapellons que
®(k, x) = p°k(x) pour tous (k,x) € N x M).

Définition (6.9)

Un point X* € M est dit point fixe de ¢ si (X*) = X*.

Un point X* € M est un point périodique de ¢ s'il existe N € N tel
que oV (X*) = X*, et p(X*) # X*. Le plus petit N qui vérifie
cette égalité est appelé la période de X*.



Stabilité des points fixes

Définition (6.10, un point fixe stable)

Un point fixe X* € M est dit stable, si
Ve > 030 > 0, tel que |[Xo — X*| <0 = Vk >0,|Xx — X*| <e.



Stabilité des points fixes

Définition (6.10, un point fixe stable)

Un point fixe X* € M est dit stable, si

Ve > 030 > 0, tel que |[Xo — X*| <0 = Vk >0,|Xx — X*| <e.
Exemple

Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] I'application linéaire par morceaux définie par

2x si0<x<1/2
p(x) = .
2—-2x sil/2<x<1.

(a) Tracer le graphe de ¢ et de p°% = p o .
(b) Calculer les points fixes et les points périodiques de période 2 de .



Cas continu

Un flot ® sur un ouvert M C R" est une application
O :Rx M— M,(t,X)— &(t, X) suffisamment réguliére, telle que



Cas continu

Un flot ® sur un ouvert M C R" est une application
O :Rx M— M,(t,X)— &(t, X) suffisamment réguliére, telle que

> VX € M,d(0,X) =Id(X) = X
> VX € M,Vs, t € R, &(t, d(s, X)) = (s + t, X)

Pour un flot continu & on obtient une famille p;(X) := ®(t, X), des
fonctions dynamiques {¢:}ieT, pr : M — M vérifiant ¢; 0 s = psit.

Définition (6.12, orbite ou trajectoire d'un flot continu)

-Pour un flot ® : R x M — M ['ensemble

0o (Xo) = {®(t, Xo) | t € R} est dit 'orbite ou trajectoire de Xj.

-Xo est un point fixe ou point d’équilibre du flot si Q¢ (Xg) = Xo ;

-Une trajectoire périodique du flot ® est une trajectoire représenté par une
courbe fermé : il existe P > 0 tel que (P, X) = X. La valeur minimale de
P qui convient est appelé période de X.



Propriétés des trajectoires

Pour un systéme autonome, les trajectoires sont disjointes ou confondues dans
I'espace des phases : en effet si deux trajectoires se coupent en un point X,
A(t1, X1) € R x M, I(t2, X2) € R x M tels que

X = ¢(t1,X1)
X = <|>(t2,)(2)7

alors

(11, X1) = (12, X2), et Xo = O(—1tp, ®(t2, X2)) =
O(—t2, ®(t1, X1)) = ®(t1 — 1o, X1),
i.e. Xo € Op(X1), donc Op(X2) C Og(Xi1), et de méme

O¢(X1) C Oe(X2), ce qui signifie que les trajectoires sont
confondues.
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Comportement des solutions d'une équation différentielle ;
orbites (voir [YCV], p.9)

On remarque que si y(t) est une solution d’une équation
différentielle autonome, et ¢ € R, y(t — c) en est une autre. Cela
implique en général, qu’il n’y a qu’un nombre fini de solutions a
considérer qui chacune parcourt un des intervalles ot F est de signe
constant. Considérons par exemple un intervalle Ja, b[ ot F > 0 et
F(a) = F(b) = 0. Soit y(t) une solution telle que a < y(0) < b.
Alors on peut montrer que la solution maximale du probléme de
Cauchy satisfait lim;—,_oo y(t) = a et lim;— 400 y(t) = b et y(t)
est strictement croissante sur R. L'orbite correspondante parcourt
donc ]a, b[. On peut la représenter géométriquement en marquant
I'intervalle ]a, b[ d’une fleche vers la droite.



Stabilité
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Soit a tel que F(a) =0 et F'(a) >0,

on déduit de ce qui précéde que

si y(to) # a est proche de a,

y(t) s'éloigne de a lorsque t — +cc.

Plus précisément, soit b < a < ¢ tel que F >0
sur ]a,c] et F < 0 sur [b,al.

Il existe t; > ty tel que y(t) & [b,c] pour t > t.
La solution stationnaire y(t) = a est dite instable
(par exemple, a = 0 pour F(y) =y — y®).

Representation geometrique des orbites de y'=y-y'3

ARREAY CIBRRAE

Le graphe de la fonction F(y)=y-y'3
2

I




Stabilité

Soit a tel que F(a) =0 et F'(a) >0,
on déduit de ce qui précéde que

si y(to) # a est proche de a,

y(t) s'éloigne de a lorsque t — +cc. ettt s
Plus précisément, soit b < a < ¢ tel que F >0
sur ]a,c] et F < 0 sur [b,al.

Il existe t; > ty tel que y(t) & [b,c] pour t > t. o
La solution stationnaire y(t) = a est dite instable

(par exemple, a = 0 pour F(y) =y — y®). 150 ’
EERRERRE

Le graphe de la fonction F(y)=y-y'3
2

Soit, au contraire a tel que F(a) =0 et F'(a) < 0. o
Soit b < a < c¢ tel que

F < 0surla,c|et F>0sur[bal
Alors si y(to) € [b, c], y(t) — a quand t — +o0. 3
La solution stationnaire y(t) = a est alors dite stable
(par exemple, a = +1 pour F(y) =y — y3). a4

o
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Le cas des intervalles infinis est plus délicat :

» Supposons d'abord F(a) =0 et F(y) > 0 sur |a, +oc|, alors
les solutions maximales sont définies sur un intervalle du type
I =] — oo, To[ avec Tq fini ou non. Sur /, y(t) est strictement
croissante et si Tg < coon a:
lim y(t) = +o0
t—To y( )
» Supposons F(a) =0 et F(y) < 0 sur Ja, +oc], alors les
solutions maximales sont définies sur | Ty, +o0] et satisfont

lim y(t)=a

t—oo
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Representation geometrique des orbites de y=-arctan(y)+Pid
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Le graphe de la fonction F(y)=-arctan(y)+Pifd

2

-2

Fig.: Le point y = 1 est stable pour y’ = —arctan(y) + %
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des orbites de y'=arctan(y()
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Le graphe de la fonction F(y)=-arctan(y)+Fi4

2

—,< T =Y

Fig.: Le point y = 0 est instable pour y’ = arctan(y)




112

Lorsque la dérivee s’annule et que F(a) =0,
on a une stabilité dés que F(y) >0

pour y < a proche de a, et

F(y) < 0 pour y > a proche de a.

On a instabilité dés que F(y) <0

pour y < a proche de a ou

F(y) > 0 pour y > a proche de a.
L’avantage de I'étude précédente est

qu'elle permet de prévoir la liste des orbites
et la stabilité des orbites stationnaires.



Lorsque la dérivee s’annule et que F(a) =0,

on a une stabilité dés que F(y) >0

pour y < a proche de a, et

F(y) < 0 pour y > a proche de a.

On a instabilité dés que F(y) <0

pour y < a proche de a ou

F(y) > 0 pour y > a proche de a.

L’avantage de I'étude précédente est

qu'elle permet de prévoir la liste des orbites

et la stabilité des orbites stationnaires.
Exemples :
F(y) = y3,a=0 (cas instable), F(y) = —y3,a =0 (cas stable),
F(y) = y?,a =0 (cas instable), F(y) = —y?,a =0 (cas instable).
Soit a un point stationnaire stable, le bassin d’attraction de a est I'ensemble des
données de Cauchy telles que lim;—, o y(t) = a, c’est un intervalle contenant a
et facile a déterminer avec les considérations précédentes.

112



v

Le graphe de Ia fonctions F(y)

=pa

Représentation géomtrique des arbites da

3

Le graphe de la fanctions F(y}

.y

(F(y) = y® a=0 (cas instable)

Representation geometrique des orbites de y
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Représentation géomtrique des arbites da y=y'3
1

Le graphe de Ia fonctions F(y)=y'S

2
Fo1
y
2 1 o 4+ 2 1 T 7 3
y
A
VA
i ,
(F(y) = y3,a = 0 (cas instable)
Representation geometrique des orbites de y=-y/3 Le graphe de la fonctions F(y)=-y'3
2
F 1
1 2 1 2
¥
A
B TG et b b el i
RRSARRRTE RERRRRRRE B

(F(y) = —y3,a =0 (cas stable))




Reprasaniation geamrique das oroitas d y=-y'2

RES R

Lo graphe de la fonction F(y)=-y'2
2

F(y) = y?,a = 0 (cas instable)

Representation geametrique des orbites de y'=y'2

Le graphe de la fanctians Fiy)=y2

2
Fo1
)
1 U i 1
¥
4
2




Reprasaniation geamrique das oroitas d y=-y'2

Lo graphe de la fonction F(y)=-y'2
2

Fly)=y%a=0

(cas instable)

Representation geametrique des orbites de y=y'2

Le graphe de Ia fanctians Fiy)=y2

2

Fo1
)

1 U i 1

¥
4

VL L
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Etude de stabilité pour un systéme dynamique discret

Exercice (6.1, une fonction dynamique)

Considérons p(x) = vx(1 — x). Pour quelles valeurs de ~ la fonction ¢
applique-t-elle I'intervalle | = [0, 1] sur lui-méme ? Pour une telle valeur, trouver
les points fixes de @ ainsi que les trajectoires de période 2. Etudier leur stabilité
en fonction de .

Exercice (6.2, un systéme dynamique discret, voir [YCV], p.42)

Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] I'application linéaire par morceaux définie par

2x si0<x<1/2
e(x) = .
2-2x sil/2<x<1.

(a) Calculer les points fixes et les points périodiques de période 2 de .
(b) Etudier leur stabilité en utilisant le graphe de ".



Yo =

V3

Cas A = —2 < —1 (instable) ou périodique, yp = 5 ou
13
20
Etude de stabilité des points fixes Etude de stabilité des points fixes
1 1
0.8 08
0.6 0.5 Z
f f
D47 0.4
0.2 0.24
0 [if] iy 05 0B i f 0z o 3 i 1
¥ ¥
V3 23 43 1024+/3
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Les valeurs d = 2 2Y 04 TY2 L 502
esvaleursde y n %7 3 + 3 , 59

~ [0.5773, 0.845, 0.309, 0.619, 0.763, 0.48, 0.94, 0.10, 0.2, 0.3]

]



Cas A =4/3 > 1 (instable) et A =1/2,|A\| < 1 (stable),

-3
Yo = 35
£
Etude de stabilité des points fixes Etude de stabilité des points fixes
1 1
08 0.8
0.6 06
if if
0.44 0.4
0z 0.24
a 02 04 06 08 i a 02 04 06 08
Y Y




Cas A = —4/3 < —1 (instable) et A = —1/2/|A\| < 1
(stable), yo = %

Etude de stabilité des points fixes Etude de stabilité des points fixes
1] 1
0.8 0.8
0.6 0.6
f if
0.4 0.4
0.2+ 0.24
o 02 04 0 08 o 02 04 06 08 1
Y Y
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Application : systémes écologiques
Le modéle de Volterra-Lotka.



Cours N°11,

Exemple : systémes écologiques (modéle de Lotka-Volterra)
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Nous allons présenter un modéle d’évolution dynamique de population, donné
par un systéme d’équations différentielles (voir [Pajot], Ch.VII, p.14). Il s'agit
donc d’un modéle d’évolution de 2 populations : les proies dont le nombre vaut
u > 0 et les prédateurs dont le nombre vaut v > 0.

Umberto d'Ankona qui était un des responsables de la péche italienne pendant
la Premiére Guerre Mondiale avait remarqué (en regardant les données
statistiques en sa possession) que la population de requins et autres prédateurs
qu'on attrapait était inférieure pendant la guerre a ce qu’elle était avant et
aprés la guerre, période ol la péche était alors réduite.

Vito Volterra, qui avait été contacté par D'Ankona, proposa, au début des
années 1920, |'explication suivante.
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Soit u(t) le nombre de poissons (pour nous, des sardines) et v(t) le nombre des
prédateurs (pour nous, des requins).
Supposons que
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Soit u(t) le nombre de poissons (pour nous, des sardines) et v(t) le nombre des
prédateurs (pour nous, des requins).
Supposons que
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Soit u(t) le nombre de poissons (pour nous, des sardines) et v(t) le nombre des
prédateurs (pour nous, des requins).
Supposons que
» (i) Les sardines ont assez de nourriture et seul les requins s'opposent a la
croissance de leur population.
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Soit u(t) le nombre de poissons (pour nous, des sardines) et v(t) le nombre des
prédateurs (pour nous, des requins).
Supposons que

» (i) Les sardines ont assez de nourriture et seul les requins s'opposent a la
croissance de leur population.

» (ii) Le nombre de requins dépend du nombre de sardines dont ils disposent pour
manger.



Soit u(t) le nombre de poissons (pour nous, des sardines) et v(t) le nombre des
prédateurs (pour nous, des requins).
Supposons que

» (i) Les sardines ont assez de nourriture et seul les requins s'opposent a la
croissance de leur population.
» (ii) Le nombre de requins dépend du nombre de sardines dont ils disposent pour
manger.
De plus Volterra suppose
» (iii) qu'en absence de requins, le nombre de sardines croit exponentiellement,
c'est a dire u satisfait v’ = au et que
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Soit u(t) le nombre de poissons (pour nous, des sardines) et v(t) le nombre des
prédateurs (pour nous, des requins).
Supposons que

» (i) Les sardines ont assez de nourriture et seul les requins s'opposent a la
croissance de leur population.

» (ii) Le nombre de requins dépend du nombre de sardines dont ils disposent pour
manger.

De plus Volterra suppose

» (iii) qu'en absence de requins, le nombre de sardines croit exponentiellement,
c'est a dire u satisfait v’ = au et que

> (iv) le nombre de requins en absence des sardines décroit exponentiellement,
c'est a dire v satisfait v/ = —pv pour une constante p > 0.

Comment traiter leur "vie commune" ? Le nombre des rencontres est supposé
dépendre du produit uv, il est défavorable pour les sardines et favorable pour les
requins. Dong, il existe b, g > 0 tels que

!

u' = au — buv

/

v = —pv + quv
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En général, il s'agit d'un modéle d'évolution de 2 populations : les
proies dont le nombre vaut u > 0 et les prédateurs dont le nombre
vaut v > 0. On pose

- = au — buv (7.1)
dr — —Pv+quv '

ol a est le taux de croissance de la population de proies en
I’absence de prédateurs et
p le taux de décroissance des prédateurs en |'absence de proies.



En général, il s'agit d'un modéle d'évolution de 2 populations : les
proies dont le nombre vaut u > 0 et les prédateurs dont le nombre
vaut v > 0. On pose

- = au — buv (7.1)
dr — —Pv+quv '

ol a est le taux de croissance de la population de proies en
I’absence de prédateurs et
p le taux de décroissance des prédateurs en |'absence de proies.

Le modeéle (7.1) est connu sous le nom modéle de Lotka-Volterra
parce que les méme équations ont été dérivées par A.J.Lotka (1920)
a partir d'une réaction chimique hypothétique qui manifestait un
comportement périodique des concentrations chimiques.



Etude de solutions
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Les changements x = qu/p,y = bv/a,t = 7/a,« = p/a conduisent au

systéme
G =x(1-y)
% =oy(x-1)

Ce systéme admet le point singulier (1,1). On pose f(u) = In(ue™") et
on vérifie que la fonction

d(x,y) = f(y) + af(x)

est constante le long des orbites. De I'allure du graphe de f, on déduit
I'’endroit, ol toutes les orbites sont périodiques. Cela implique que les 2
populations sont des fonctions périodiques du temps dont les maximas
sont décalés, ce qui est conforme a certaines observations. Pour les
détails, consulter [Murr89] chapitre 3.



Intégrale premiére du systéme de Volterra-Lotka

Exemple
a) Veérifier que f(x,y) = x“ye=**Y est une intégrale premiére du systéme de
Volterra-Lotka :

x' =x(1—-y)
{y’ =ay(x—1) 72

considéré dans le quart de plan x > 0,y > 0.
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Intégrale premiére du systéme de Volterra-Lotka
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Exemple
a) Veérifier que f(x,y) = x“ye=**Y est une intégrale premiére du systéme de
Volterra-Lotka :

x' =x(1—-y)
{y’ =ay(x—1) 72

considéré dans le quart de plan x > 0,y > 0.

b) Tracer les courbes de niveaux f = 0 et f = e~2. Montrer (*) que, pour
0 < a < e 2, les courbes de niveaux sont “fermées”.

¢) En déduire que les trajectoires du systéme (7.2 ) sont périodiques si la
donnée initiale n'a aucune coordonnée nulle et est # (1,1).



Exemple de Mapleplot du modeéle de Lotka-Volterra

> with(DEtools):
[diff (x(t),t)=x(t)*(1-y(£)), diff(y(t),t)=.3*xy(t)*(x(t)-1)];

{ix(r) — x(£) (1 — ¥(2)),
4 y(t) = 0.3y(¢) (x(t) - 1)

> dfieldplot ([diff (x(t),t)=x(t)*(1-y(t)),
diff(y(t),t)=.3*y(t)*(x(t)-1)]1,

[x(t),y(t)],t=-2..2, x=-1..2, y=-1..2, arrows=LARGE,
title=‘modéle de Lotka-Volterra®,
color=[.3*y(t)*(x(t)-1),x(t)*(1-y(£)),.11);



modele de Lotka-Valterra
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Exemples d'exercices pour TD
& =x(t) (1 - (1),

On considére le systéme dy
9 — ay(t) (x(t) - 1)
1) En considérant y comme fonction de y pour x,y > 0, déduire

(1 — -1
ZUZA) 022 d s (nlyl-y)l = (=t x]) = (inlyle ™ V+a(inlx

126
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Exemples d'exercices pour TD

o =x(0) (1 —y(1),

% =ay(®)(x(t)-1)

1) En considérant y comme fonction de y pour x,y > 0, déduire

yi(ly—y) = X2 < (Inlyy) = oI |x)), = (inlyle™)+a(ln [x]e ™)

On considére le systéme {

2) On considére le systéme autour du point critique (1,1) (c’est-a-dire, un point

ou les parties droites s’annulent). On le remplace par un systéme linéaire en

= () -1+ DA -y(1). {z ~1-y(b),
(ay(t) =1+1)(x(t) - 1) & ~a(x(t) - 1)

Remarquer que le dernier systéme linéarisé correspond au processus complexe

périodique t — z(t) = x(t) + i%, tel que 2/ = ai(z — 1 — ﬁ) Trouver la

période du systéme linéarisé.

remarquant que {dy

126
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Exemples d'exercices pour TD (suite)

On considére le modéle de Lotka-Volterra du systéme écologique

| 9L — a1(7) — bL(T)R(7),
apin renar ar
lapin (L)/renard (R) {g/j_ = —pR(7) + qL(7)R(r)

ol a est le taux de croissance de la population de proies en
I’absence de prédateurs et p le taux de décroissance des prédateurs
en I'absence de proies.



Exemples d'exercices pour TD (suite)

On considére le modéle de Lotka-Volterra du systéme écologique
dL

lapin (L)/renard (R) ZTT? = aL(r) — bL(T)R(7).

R _ _pR(r) + qL(T)R(7)

ol a est le taux de croissance de la population de proies en

I’absence de prédateurs et p le taux de décroissance des prédateurs

en I'absence de proies.

3) Montrer que les trajectoires du couple (L(7), R(7)) sont des

courbes fermées autour du point (a/b, p/q), donc

a/b est la moyenne du nombre de prédateurs, et

p/q est la moyenne du nombre de proies (voir [Bert], p.93).



Exemples d'exercices pour TD (suite)

128

4) Les effets d’intervention sur les populations : supposons qu’on veuille
diminuer le nombre des proies; on pourra augmenter le nombre de prédateurs;
ceci revient 3 faire changer le point (L, R) de trajectoire (les coefficients

(a, b, p, q) restants les méme); cela ne change pas la moyenne d/c du nombre
de proies.

Montrer qu’une telle intervention faite & un mauvais moment du cycle, lorsque
L(T) > p/q et R(7) > a/b, peut augmenter le nombre maximum de proie.



Exemples d'exercices pour TD (suite)

128

4) Les effets d’intervention sur les populations : supposons qu’on veuille
diminuer le nombre des proies; on pourra augmenter le nombre de prédateurs;
ceci revient 3 faire changer le point (L, R) de trajectoire (les coefficients

(a, b, p, q) restants les méme); cela ne change pas la moyenne d/c du nombre
de proies.

Montrer qu’une telle intervention faite & un mauvais moment du cycle, lorsque
L(T) > p/q et R(7) > a/b, peut augmenter le nombre maximum de proie.

5) Une autre idée pour diminuer le nombre de proies, consiste a les

éliminer par piégeage, traitement chimique, ...Cela revient a

augmenter le nombre de décés dans chaque population, c'est-a-dire,

a remplacer a par @’ < a, p par p’ > p, les coefficient b et g restant

les mémes. Montrer qu'une telle intervention augmente la moyenne

des proies, ce qui est le contraire du résultat cherché.



Exemples d'exercices pour TD (suite)
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6) On considére le modéle de Lotka-Volterra du systéme écologique

=al bL(T)R

lapin (L)/renard (R) () — BL(T)R(7),
—pR(7) + qL(7)R(7)

ol a est le taux de cr0|ssance de la population de proies en I'absence de
prédateurs et d le taux de décroissance des prédateurs en |'absence de proies.
Montrer que les changements x = qu/p,y = bv/a,t =7/a,aa = p/a >0
d
a =a(x(t) - 1)
le dernier systéme linéarisé correspond au processus complexe périodique
t — z(t) = x(t) + /{}9, tel que 2/ = ai(z—1— 7) Trouver la période du
systéme linéarisé. En déduire la période en la variable 7.

conduisent au systéme systéme linéarisé { . Remarquer que



Partie Ill. Méthodes d'algébre linéaire

Vecteurs et matrices.
Opérations sur les vecteurs et matrices.
Vecteurs propres, polyndme caractéristique.
Utilisation des nombres complexes.

Application aux équations différentielles et aux suites de récurrence.
Application aux équations différentielles.
Application aux suites de récurrence.
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Vecteurs et matrices.
Opérations sur les vecteurs et matrices.
Vecteurs propres, polyndme caractéristique.
Utilisation des nombres complexes.



[11. Algébre linéaire.
Vecteurs et matrices. Opérations. Bases et déterminants.

Linéaire et non-linéaire

Les adjectifs "linéaire" et "non-linéaire" sont employés dans
beaucoup de contextes. En gros et dans le language courant, une
transformation X — Y = F(X) est linéaire si elle est telle que les
effets (Y ) sont proportionnels aux causes (X). Par exemple dans la
loi de Malthus, le taux d’accroissement de la population (I'effet) est
proportionnel & la population (la cause). Dans une résistance
électrique, I'intensité du courant (I'effet) est proportionnel a la
différence de potentiel (la cause). Les lois non linéaires jouent un
grand role en physique : par exemple |'énergie cinétique d'un
projectile (ou d'une voiture) n'est pas une fonction linéaire de la

vitesse (la cause), mais quadratique : £ = Smv?.
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Dans un systéme dynamique, méme déterministe, de petites causes
(petites modifications des données initiales) peuvent avoir de
grands effets dus a la non-linéarité. On a beaucoup parlé de I' "effet
papillon" : le battement d'une aile de papillon en un point du globe
terrestre pourrait au bout de quelque temps déclencher une
tempéte.

Le contexte mathématique approprié pour discuter la linéarité est
celui des vecteurs et des applications linéaires. Nous ne I'aborderons
qu’en dimension 1 ou 2 ci-dessous.

La dimension 1. Soit F :R — R. On dit que F est linéaire si

Vx € R, F(Ax) = AF(x) (proportionnalité). En posant F(1) =

on voit que F(x) = ax. On en déduit aussi

F(x+y) = F(x)+ F(y). Cette propriété (superposition) devra étre
prise dans les axiomes en dimension > 2.



Vecteurs et déterminants
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Dans la suite on notera sous la forme matricielle suivante le vecteur X de

coordonnées x et y de R? : X = () On définit la somme de 2 vecteurs par
N (xx! - § . (A
(;) + (;,) = (;+;,) et le produit par un réel \ : /\(;) = (/\;)
Définition
Soient Vi = (;i) et Vo) = (;i) on définit le déterminant det(Vy, V2) par la
formule det(V1, Vo) = x1y2 — xay1, noté aussi det(Vi, Vo) = ;1 ;2
1 ¥

Interprétation géométrique : la valeur absolue du déterminant est |'aire du
parallélogramme engendré par V; et V5. Son signe (s'il est non nul) est donné
par |'orientation du couple Vi, V>.

Formule en géométrie euclidienne : on suppose ici que le plan R? est euclidien
orienté. Si 6 est I'angle (V4, V»), on a det(V4, Vo) = || V4]||| V2| sin 6.



Bases et applications linéaires.

Indépendance : 2 vecteurs V4 V5, sont dits linéairement dépendants si I'un des 2
est nul ou s'ils sont proportionnels. lls sont dits indépendants s'ils ne sont pas
linéairement dépendants.

Proposition (9.2, critére d'indépendence linéaire)

V1 et V, sont indépendants si et seulement si leur déterminant est non nul.

Définition (9.3, base)

Un couple (V1, V) de 2 vecteurs est une base de R? si tout vecteur X de R?
s'exprime de facon unique comme une combinaison linéaire X = uVy + vVs.
Proposition (9.4, critére de base)

(V4, Vi) est une base si et seulement si det(V4, V) #£ 0.

Exercice (9.5)

Montrer que Vq = (i) Vo = ((1)) est une base et écrire le vecteur X = (;) sous
la forme X = uVq + vVs.



Applications linéaires

Définition (9.6, application linéaire)

Une application F : R?> — R? est dite linéaire si

(s) VX, Y €eR? F(X +Y)=F(X)+ F(Y)
et
(p) YA e R, X € R% F(AX) = AF(X)

L’équation (s) est I'axiome de superposition et ['équation (p) I'axiome de

proportionnalité.
(o) = () G- ()

A= (i s)

et donc F est déterminée par les 4 nombres (a; b; c; d).

Soit F linéaire et

alors



Forme matricielle d'une application linéaire

136

On écrit alors F sous la forme F = (} ) qui est I'écriture matricielle de F.

On dit aussi que (Zs) est la matrice de F. Les colonnes de la matrice F

sont les images des vecteurs de la base canonique.

Définition

On appelle déterminant de F le nombre ad — bc et on note
a ¢

det(F) = b odl

Proposition (9.8)

Si F est une application linéaire, les 4 propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) F est injective

(2) F(X) =0 admet X = 0 comme unique solution

(3) det(F) #0

(4) F est bijective



Produit de deux matrices

La composée K = Mo L de 2 applications linéaires est encore linéaire et on
peut calculer la matrice de la composée K a partir des matrices de M et L.
On définit ainsi le produit de 2 matrices. De facon précise

(Mo L) = (M)(L) ou le produit est noté par juxtaposition. Ce produit est
associatif comme la composition des applications :

(AB)C = A(BC)

mais pas commutatif; en général AB # BA.
Le produit de matrices est donné par la formule suivante :

ab a'b'\  [ad + bc’ab' + bd’
cd)\cd) \ca+dccb+dd)’

Le produit est effectué ligne par colonne suivant la recette

(A, B)(g) = AC + BD. On I'applique en calculant I'élément de la

i-éme ligne et j-éme colonne du produit comme produit de la i-éme
ligne de la 1-ére matrice par la j-éme colonne de la seconde.
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Exemple (9.9)
12) (56 (1x5+2x71x6+2x8) (1922
34)\78) \3x5+4x73x6+4x8) \4350
56\ (12 (2334 4 1922
78)\34) \3146 4350 ) °

)

On vérifie que

Exercice (9.10)
a) Ecrire la matrice M de I'application linéaire donnée par (;) = (
b) Calculer M> =M - M, M3 =M - M? et M~* (M- M~ =1d).

Exercice (9.11)

On se place dans R2.

a) Soit Vi, Va, V3 3 vecteurs, 2 a 2 indépendants, tels que Vi + Vo + V3 = 0.
Montrer qu'il existe une application linéaire F telle que F(V1) = Va; F(V2) = V3,
et F(V3) = V4. Montrer que F - F - F =1d . b) Réciproque ?

c) Trouver la matrice de F pour V; = (i) Vy = (’21), Vs = (f3).



Cours N°12 Vecteurs propres, polynéme caractéristique.
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Vecteurs propres et valeurs propres. Si F est une application linéaire de R?
dans lui-méme, un vecteur V € R?, non nul, est dit vecteur propre de F
associé a la valeur propre A\ € Rsi F(V)=AV :Si V = (;) est un vecteur
propre de valeur propre A, on a

(a—A)x+cy=0
bx+(d—Ny=0

qui n’a de solutions non nulles que si son déterminant (celui de F — AId)

s'annule :
a—\ ¢
b d— A\

‘(a)\)(d)\)bco

(1) A —(a+d)\+ad — bc = 0.



L'équation caractéristique.
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Cette équation (1) du second degré en \ s'appelle I'équation
caractéristique de F. Si I'équation caractéristique admet deux
racines (réelles) distinctes \; # \», 2 vecteurs propres associés
(V4, V») forment une base de R?. En effet 2 vecteurs propres
proportionnels correspondraient 3 la méme valeur propre (le cas
hyperbolique).



L'équation caractéristique.
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Cette équation (1) du second degré en \ s'appelle I'équation
caractéristique de F. Si I'équation caractéristique admet deux
racines (réelles) distinctes \; # \», 2 vecteurs propres associés
(V4, V») forment une base de R?. En effet 2 vecteurs propres
proportionnels correspondraient 3 la méme valeur propre (le cas
hyperbolique).

Attention!! Les zéros de |'équation caractéristique peuvent ne pas
étre réels, mais ce qui suit se modifie simplement dans ce cas. Si on
prend comme base (V4, V,), la matrice de I'application linéaire

prend la forme simple
A1 0
F)=
GRS



Sous cette forme (dite diagonale), on peut calculer les puissances

de I'application linéaire F. On a : (F") = (’\05’ /\0,,) . Plus
2

précisément, si V est un vecteur quelconque, on écrit
V=xVi+yVoetona F'(V)=x\[Vi +y\jVa.

On verra plus bas que cette base permet aussi de résoudre le
systéme différentiel X’ = F(X).



Sous cette forme (dite diagonale), on peut calculer les puissances

de I'application linéaire F. On a : (F") = (’\05' /\Og) . Plus
précisément, si V est un vecteur quelconque, on écrit
V=xVi+yVoetona F'(V)=x\[Vi +y\jVa.

On verra plus bas que cette base permet aussi de résoudre le
systéme différentiel X’ = F(X).

Remarque. Dans le cas ot Ay = A\, = A € R il y a deux possibilités :
(a) F = (3‘2) (cas scalaire)

(b) Il existe deux vecteurs (V1, V») qui forment une base de R?, et

tels que et F(V4) = A\V4, F(V2) = AVa + Vi (cas parabolique) (en
exercice)



Utilisation des nombres complexes.
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Le cas des valeurs propres complexes conjuguées (cas elliptique).
Dans le cas ol les valeurs propres sont complexes, elles sont
conjuguées et on peut choisir 2 vecteurs propres a composantes
complexes conjuguées Wy et Wo = Wy. Si V est réel et qu'on
décompose V sur Wi, Wh, ona: V =xWj; + yWs oll y =X est le
complexe conjugué de x.
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Application aux équations différentielles et aux suites de récurrence.
Application aux équations différentielles.
Application aux suites de récurrence.



Application aux systéemes linéaires d’équations
différentielles : résolution générale.
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On considére un systéme linéaire d'équations différentielles a
coefficients constants écrite sous la forme matricielle :
ax = AX, X(0) = Xp (10.1)
dt
ou X e R? et A= (7 ) est linéaire. La linéarité a pour
conséquence le principe de superposition : si X(t) et Y(t) sont 2
solutions et uy, up deux constantes réelles, Z(t) = uy X(t) + u2 Y(t)
est une solution de donnée initiale Z(0) = u1 X(0) + w2 Y(0). Il
suffit donc de connaitre X(t) et Y(t) ainsi que la décomposition
Z(0) = 11 X(0) + w2 Y(0) pour résoudre notre probléme. Cette
méthode marche si(X(0), Y(0)) est une base de R?.



Si V est un vecteur propre de A de valeur propre réelle A, et
Xo=V ,ona:X(t)=eMV .
La mé&me expression reste vraie dans le cas complexe a condition
d’interpréter

et = eX(cosy + isiny).

Les solutions générales sont obtenues en superposant des solutions
particuliéres du type précédent, a condition d’avoir une base de
vecteurs propres, ce qui est le cas dés que les 2 valeurs propres de A
sont distinctes.



Si V est un vecteur propre de A de valeur propre réelle A, et
Xo=V ,ona:X(t)=eMV .
La mé&me expression reste vraie dans le cas complexe a condition
d’interpréter

et = eX(cosy + isiny).

Les solutions générales sont obtenues en superposant des solutions
particuliéres du type précédent, a condition d’avoir une base de
vecteurs propres, ce qui est le cas dés que les 2 valeurs propres de A
sont distinctes.

La solution de I'équation (10.1) est donc donnée par :

X(t) = umeMtVy 4 upe*?t Vs ol Vy et Vs sont des vecteurs propres
et Xo = u1 V4 + up Vs (deux conditions initiales données par une
seule égalité vectorielle dans R?).



Dans le cas parabolique, on considére le systéme

‘2—): = A(X), X(0) = Xo (10.2)
ot X cR%2et A= (Z;) est linéaire. On utilise deux vecteurs (V4, V) qui forment une base de
]RQ, et tels que A(Vl) =W, A(Vg) =V + V.

Il suffit de connaitre deux solutions X(t) et Y(t) linéairement indépendent ainsi que la
décomposition Z(0) = u1 X(0) + up Y(0) pour résoudre notre probléme. Cette méthode marche
si(X(0), Y(0)) est une base de R?. Puisque V; est un vecteur propre de A de valeur propre réelle
AetXo=V;,ona:X(t)=eMW.



Dans le cas parabolique, on considére le systéme

‘2—): = A(X), X(0) = Xo (10.2)
ot X cR%2et A= (Z;) est linéaire. On utilise deux vecteurs (V4, V) qui forment une base de
]RQ, et tels que A(Vl) =W, A(Vg) =V + V.

Il suffit de connaitre deux solutions X(t) et Y(t) linéairement indépendent ainsi que la
décomposition Z(0) = u1 X(0) + up Y(0) pour résoudre notre probléme. Cette méthode marche
si(X(0), Y(0)) est une base de R?. Puisque V; est un vecteur propre de A de valeur propre réelle
AetXo=V;,ona:X(t)=eMW.

Puis on pose Y(t) = e*(tV; + V5), alors la dérivation (par rapport a t) donne

Y'(t) = A M(tVi + Vo) + MV,

= MtA(V1) + eMA(VL) = A(M(tV4 + Vo)) = A(Y (1))

La solution de I'équation (10.2) est donc donnée par : X(t) = upe* V; + weM(tVy 4+ V) ol V4
et V5 sont des vecteurs tels que A(V1) = A\V4, A(Va) = AVa+ Vet Xo =1 Vi + oV
(conditions initiales)



Méthode de résolution

(1) Ecrire la matrice de A.

(2) Ecrire I'équation caractéristique.

(3) Résoudre I'équation caractéristique et voir si elle a 2 solutions distinctes A1 # Az.
(4) Chercher 2 vecteurs propres Vi (resp. V,) tels que AVy = A1 V4 (resp.

AVs = Ay V5).

(5) Décomposer X(0) = u3 V5 + up Va.

(6) On a alors X(t) = u1eMtVq + et Vs
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Méthode de résolution

(1) Ecrire la matrice de A.

(2) Ecrire I'équation caractéristique.

(3) Résoudre I'équation caractéristique et voir si elle a 2 solutions distinctes A1 # Az.
(4) Chercher 2 vecteurs propres Vi (resp. V,) tels que AVy = A1 V4 (resp.

AVy = Mo Va).

(5) Décomposer X(0) = vy V4 + up V5.

(6) On a alors X(t) = u1eMtVq + et Vs

Exemple de résolution. On choisit pour simplifier des valeurs numériques x(0) = 1,
y(0) =0.

On obtient pour les différentes étapes de la résolution :

(1) A= ( 15 _59)

(2) N2 +140+40=0

(3) M =-10, X, = —4

M) Vi = (1), V5 =(])-

(5) X(0) = (V4 + V2)

(6) X(t) =22(e 1% V; + e *V}) ou encore

x(t) — %0(671(” + 5674t),y(t) — x?o(feflOt + ef4t)

146



On veut étudier I'allure des orbites d'un champ linéaire X’ = AX
dans le plan de phases, i.e. I'allure des courbes t — (x(t), y(t))
dans le plan R?. On supposera dans la suite que A admet 2 valeurs
propres distinctes A; # Ap. Soit (V4, V) une base de vecteurs
propres associées a ces valeurs propres. Soit

X(t) = u(t)V4 + v(t) V2 une solution de X' = AX, alors u et v
satisfont les équations différentielles trés simples suivantes :

U (t) = Mu(t), V() = Aav(t)
qui se résolvent par :

u(t) = uge™t, v(t) = vpe?t,



148

Les orbites dans le plan des (u, v) sont donc les courbes

t — (upeMt, vpe?)

Dans le cas od les valeurs propres ne sont pas réelles, la base

(V1, V2) ne I'est pas non plus, mais si AV; = (a + Bi) Vi avec

Vi = Wi — iWs, (Wi, Wa) est une base réelle de R? dans laquelle
on peut étudier les courbes intégrales a I'aide d’un passage en
coordonnées polaires. Etudions les différents cas :



Le cas des valeurs propres réelles distinctes
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Soient A\; < Az les 2 valeurs propres supposées réelles distinctes. Ce
sont les solutions de I'équation caractéristique \> — SA\+ P =0
avec S =a-+d et P=ad — bc. On est donc dans le cas ol

A = S? — 4P > 0. Soient (u, v) les coordonnées dans une base de
vecteurs propres on a : u’ = Aju, v/ = \yv. L'allure des solutions
est donc donnée par ce modéle facile a résoudre :

u(t) = upe™?t, v(t) = vpe?t,



Noeuds

Si A1 < X <0, on a un noeud stable et, si 0 < A1 < A2, un noeud
instable. Cela correspond respectivement 3 S <0, P >0et S > 0,
P >0, oi A2 — SA + P =0 est I'équation caractéristique.
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Noeuds

Si A1 < X <0, on a un noeud stable et, si 0 < A1 < A2, un noeud
instable. Cela correspond respectivement 3 S <0, P >0et S > 0,

P >0, oi A2 — SA + P =0 est I'équation caractéristique.

Dans le cas des valeurs propres < 0, toutes les trajectoires, sauf la
trajectoire constante égale a I'origine, convergent pour t — +00 vers
I'origine qui est ainsi un point d’équilibre stable. Dans le cas des valeurs
propres > 0, toutes les trajectoires divergent pour t — 400 vers l'infini et
I'origine est alors un point d’équilibre instable.

Cols SiA; <0< Ay, onaun point col. Cela correspond a8 P < 0, Si la
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donnée initiale n’est pas sur la droite D engendrée par V; (correspondant
a la valeur propres négative), le point X(t) tend vers l'infini quand

t — 4o00. Si, au contraire, la donnée initiale est sur la droite D engendrée
par V4, X(t) — 400 quand t — +oco. La droite D s'appelle la variété
stable du point col.



Les cas des valeurs propres complexes conjuguées.

On suppose maintenant que S? — 4P < 0. Soit a =+ if3, avec 3 > 0, les valeurs
propres. Il existe un vecteur complexe non nul V; tel que AV; = (a + iB)V4. Si
Vo=Vi,ona: AV, = (a — iB)Vs et (Vi, Va) est une base complexe de C?.
Soit X(0) la donnée de Cauchy supposée réelle, on décompose

X(0) =2zV1 +Z5Vs et on a, d’aprés le calcul général,

X(t) = zoe(”‘+iﬁ)tV1 -I—%e(a_ﬁ)t\/z.

Cette écriture ne permet pas directement de décrire les courbes
intégrales, on introduit la décomposition de V; en parties réelles et
imaginaires pures sous la forme : Vi = Wy — iW, et donc

Vo = Wi + iWa. Le couple (W, Wh) est une base réelle de R?,
mais ce n’est plus une base de vecteurs propres. Néanmoins, on va
voir que I'équation des trajectoires s'écrit de facon simple dans
cette base.
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En décomposant X(t) en termes de W, et W, il vient aprés 2
lignes de calcul : X(t) = u(t)W;i + v(t)W; avec :

u(t) = zgel@t Pt L Z5ela=BE y(t) = i(—zpel@HA) 4 Z5ela—A)t),

Si on pose z(t) = u(t) + iv(t), on a finalement z(t) = 2zpel* At
Si 229 = rge'®, on a : z(t) = r(t)e(t) avec r(t) = rpet et

0(t) = 6y + Bt. Ce qui donne une description des trajectoires en
coordonnées polaires dans le repére (Wi, W;). Le sens de rotation
des trajectoires autour de I'origine est donné par I'orientation de la
base (Wi, Ws). Si A= (7). Ce sens est donné par le signe de b
(qui est aussi I'opposé du signe de ¢, pourquoi?). Il suffit de
considérer le signe du déterminant det(X, X’) avec, par exemple, X
un des vecteurs de base.



Un exemple
Montrons concrétement comment s'applique la méthode générale. Soit a
résoudre |'équation différentielle X’ = AX avec

A:@ g)

Ona A\ = —1+ 2/ et on peut prendre V5 = (;.) : On écrit

Vi = Wy — iWs, soit
1 0
W = Wy = .

Les trajectoires u(t)W; + v(t)W, sont donc données, en posant
Z(t) = u(t) + iv(t), par:

Z(t) = Z(0)e(t+20)t,

Le repére (W;, W,) étant positif, ce sont des spirales qui s’enroulent
autour de 0 dans le sens trigonométrique (foyer stable positif dans la
nomenclature ci aprés)).
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Foyers.

Si S <0 (resp. S > 0), on a un foyer stable (resp. instable). Les
trajectoires sont des spirales convergentes vers 0 dans le ler cas,
divergentes vers I'infini dans le second. Un foyer sera dit positif (resp.
négatif ) si les spirales s’enroulent dans le sens trigonométrique (resp.
trigo. inverse).

Centres. Si S = 0, on a un centre. Les trajectoires sont toutes
périodiques : ce sont des ellipses. La période des trajectoires est
T = 2m /3 si les valeurs propres sont +03i. Un centre sera dit positif
(resp. négatif ) si les ellipses s’enroulent dans le sens
trigonométrique (resp. trigo. inverse).



Exercice (10.1)

Soit Ay la matrice définie par

1 1
4=z )
Discuter suivant la valeur de m la nature de la dynamique et tracer la
trajectoire telle que X(0) = (1,1).

P
\ /‘\ ’/
\ foyer stable |foyer instable //
T
\ /
X ‘ /
\ centre /

B

/
\ /

noeud stable ‘ / noeud instable
L 3

col

Fig.: 9 Nature de la dynamique suivant le polynéme caractéristique A2 — S\ + P.



Cas discret : application aux suites de réccurence (en TD)
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On considére I"évolution d’un vecteur X(n) € R? pour n € N, telle
que

X(n+1) = A(X(n)), X(0) = Xq (10.3)

ot X e R? et A= (7 ) est linéaire.

La linéarité a pour conséquence le principe de superposition : si
X(t) et Y(t) sont 2 solutions et \, 1 deux constantes réelles,
Z(t) = G X(t) + G Y(t) est une solution de donnée initiale
GiX(0) + G2 Y(0). Il suffit donc de connaitre X(n) et Y(n) ainsi
que la décomposition Z(0) = G; X(0) + G, Y(0) pour résoudre
notre probléme.



Si (V4, V») est une base de vecteurs propres associées a des valeurs
propres distinctes, alors la solution de I'équation (10.3) est donc
donnée par : X(n) = GATVi + GAJ V5 ou Vi et Vo sont des
vecteurs propres et Xog = GGV + G Vs.

Dans le cas parabolique on utilise deux vecteurs (V4, V2) qui
forment une base de R?, et tels que A(V1) = AV,

A(Vg) = AVo + V4. Alors

AA(\Vo) =AMV + Vi) = X(AVa + V1) + AW = A2 Vo +2A Vg,
..., et on obtient aisement deux solutions : X(n) = A"V; et

Y(n) = A""Y(nV4 + AV2) (pour n >0, Y(0) = V2).

En effet, X(n +1) = A"T1V; = AX(n) = A(X(n)),
Y(n+1)=X"(n+1)Vi + NV = A"((n+1)Vi + AV — Vy) =
A""1hAVL + A"A(Va) = A(Y(n)) (pour n > 0). Dans ce cas la
solution de I'équation (10.3) est donc donnée par :

X(n) = A""Y(ACL + nG) Vi + GA"V, o Vi et Vs sont des
vecteurs propres et Xo = GG Vi1 + G Vo.



Systémes linéaires non-homogeénes d'équations
différentielles linéaires (avec second terme)

(ZT)t( = A(X) + b(t), X(0) = Xo (10.4)
On utilise de nouveau le lien avec le systéme linéaire homogéne associé (10.1). On obtient
la solution générale du systéme (10.4) sous la forme : G X(t) + G Y (t) + Zo(t), ou
X(t), Y(t) sont deux solutions linéairement indépendantes du systéme linéaire homogéne
associé (10.1) (sans second terme), et Zy(t) une solution particuliére du systéme (10.4)
(avec second terme).
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Systémes linéaires non-homogeénes d'équations
différentielles linéaires (avec second terme)

(ZT)t( = A(X) + b(t), X(0) = Xo (10.4)
On utilise de nouveau le lien avec le systéme linéaire homogéne associé (10.1). On obtient
la solution générale du systéme (10.4) sous la forme : G X(t) + G Y (t) + Zo(t), ou
X(t), Y(t) sont deux solutions linéairement indépendantes du systéme linéaire homogéne
associé (10.1) (sans second terme), et Zy(t) une solution particuliére du systéme (10.4)
(avec second terme).

Pour trouver Zp, on utilise la méthode de variation de la constante : on cherche Z, sous la
forme : Z,(t) = G X(t) + G Y(t),

Zy(t) = A(Zy(t)) + b(t) = GX'(t) + GY'(t) + G X(t) + G Y (¢)
= A(GX(t) + G Y (1) + CIX(t) + G Y(t)
A(Zo(1))) + b(£) = | CIX(t) + G Y (1) = b(2) | (une égalite vectorielle)
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Equations différentielles linéaires du second degré a
coefficients constants

On appelle équation linéaire du second degré a coefficients
constants une équation de la forme

ay" + by’ +cy = f(t), (10.5)

ou a, b, ¢ sont des constantes réeles (a # 0), f une fonction de la

variable t.
On pose u = y’, v =y, a =1, alors on obtient un systéme linéaire

du premier ordre (avec second terme)
uv=—-bu—cv+f v —b—c\ (u f
L= (-0 e
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Partie IV. Méthodes géométriques.

Champs de vecteurs
Les points singuliers
Classification des points singuliers

Exemples d’étude qualitative autour d’un point singulier
Un exemple linéaire : évolution du taux d'alcool dans le sang
Etude qualitative de comportement autours des points singuliers
Portrait de phases : le pendule simple
Notion de comportement chaotique de populations

160



160

Champs de vecteurs
Les points singuliers
Classification des points singuliers



Cours N°13, IV. Méthodes géométriques. Exemples d'une

étude qualitative. Observables et espace des phases

On s'intéresse a la modélisation d'un systéme déterministe. Pour
cela, on commence par choisir une famille d’observables, notées
x,y,-++ qui sont des quantités numériques décrivant I'état du
systéme. Par exemple, pour un pendule simple, x pourra étre un
angle repérant la position du pendule par rapport a la verticale et y
la vitesse du pendule. Pour un modéle de N populations, on aura
en général des observables xi, - xy ol x; est le nombre d'individus
de /-éme population. Pour un modéle de cinétique chimique, les
observables sont les concentrations des différents réactifs.
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Ces observables doivent étre choisies de facon a décrire
suffisamment les propriétés macroscopiques du systéme et de facon
que |'évolution des observables a partir du temps ty ne dépende que
de leurs valeurs en ty. L'espace des phases 2 associé & un systéme
décrit par N observables (x1,--- , xy) est I'ensemble des valeurs
prises par ces observables. Par exemple, pour N = 2, cas étudié
dans la suite, est une partie du plan. Pour un modéle avec 2
populations, est le quart de plan ou les observables sont positives.
Pour des concentrations mesurées en %, Q = [0,100]V. Dans la
suite de cette partie, 2, I'espace de phases, est un ouvert de RZ?,
généralement, pour ce qui nous concerne, un ensemble de points
défini par un nombre fini d'inéquations f;(x,y) > 0 avec f;
continues.



Champs de vecteurs

Un champ de vecteurs V dans 2 est la donnée pour tout
(x,y) € Q d'un vecteur

e = (o) <%

Ce champ de vecteurs représente |'évolution du systéme

()-ver

en un temps petit : si x(0) = xp, y(0) = yo, on a
x(0t) = xp + 0tP(xo, o), y(dt) = yo + 6tQ(xo, yo) lorsque 5t ~ 0.
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Courbes intégrales

Une courbe intégrale (ou trajectoire) est une courbe parmétrée
dérivable (c'est-a-dire, une application) X : t — (x(t), y(t)) € Q,
ol t € | un intervalle contenant tp, €2 est un domaine contenant
(x0,¥0), telle que 'on ait

et o) = (ot

autrement dit la vitesse de X a I'instant t est la valeur de V au
point X(t). On écrira aussi bien :
dX
X'(t) = —- = V(X(t))
dt
Les courbes intégrales représentent I'évolution des observables au
cours du temps.



Représentations géométriques
On peut représenter sur une méme figure les graphes de t — x(t) et de
t — y(t). On peut aussi faire un dessin dans |'espace de phases, i.e.
tracer la courbe paramétrée t — X(t) = (x(t), y(t)). Il peut étre utile de
marquer sur cette courbe les points X(kTy) avec Ty > 0 convenablement
choisi et k € Z.




Les points singuliers d'un champ de vecteurs
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Ce sont les points (a, b) ou P et Q s'annulent simultanément : ils
sont obtenus en résolvant le systéme de 2 équations a 2 inconnues

P(a,b) = Q(a, b) = 0.
Si x(0) =a,y(0) =b,0ona:
vVt € R, x(t) = a,y(t) = b.

Ces points s'interprétent donc comme les positions d’équilibre du
systéme. Il est de premiére importance de les déterminer pour
comprendre le systéme dynamique. Une fois les points singuliers
trouvés, on peut s'intéresser a la dynamique au voisinage de ceux-ci
en se posant par exemple la question de la stabilité d’un point
d'équilibre My .



Stabilité d'un point d'équilibre My
si on prend des données initiales assez proches de My, est ce qu’on va
s'en éloigner ou rester asssez proche 7
Nous verrons plus loin des critére simples de stabilité basé sur
I'approximation linéaire du champ de vecteurs.

&

foyer instable positif centre négatif



Stabilité d'un point d'équilibre My

si on prend des données initiales assez proches de My, est ce qu’on va
s'en éloigner ou rester asssez proche 7

Nous verrons plus loin des critére simples de stabilité basé sur
I'approximation linéaire du champ de vecteurs.

Le cas linéaire est important parce qu'on peut calculer complétement les
solutions, mais aussi parce qu'il donne, aprés linéarisation, des
informations sur le comportement prés des points singuliers pour un
systéme général, en particulier sur sa stabilité.

noeud instable

N

- N
s’/ﬁ:\\\) % /
\& "y
N [ \,/

- Mo
foyer instable positif centre négatif

Fig.: 11.



Point singuliers d'un champ de vecteur général
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Si V(x,y) = (ZE’;);))) est un champ de vecteurs quelconque, I'étude des

trajectoires prés d'un point d'équilibre My quelconque peut souvent se
faire par linéarisation : on remplace le champ V prés de My par le champ
Iinéarisé Vo = (g‘;((ii'/;) prés de 0 (ieon pose x =x9 + X,y =yo+ Y )
défini par
{PO(X, Y)=2 % P(Mo)X + & (I\/IO)Y
Qo(X. ¥) = 92(Mo)X + 22 (My) Y
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On appelle matrice jacobienne (voir [YCV], p.26) de I'application
(x,y) — (P(X’y)) au point (x,y) la matrice J, ,y définie par

Q(x.y)
oo (Ebey) Gr(ay)
b =\ Rx,y) R(x,y)

Le champ linéarisé est donc associé a la matrice jacobienne J,, ) au
point singulier My = (xo, yo) . Plus précisément, on a :

P(xo+X,y0 +Y) =~ Po(X,Y)
Qlxo + X, 0+ Y) = Q(X,Y)

lorsque X, Y — 0. Le champ linéarisé est donc une approximation du
champ V(x,y) = (ZE’;};))) au voisinage de My dans un repére d’origine
My. Cette approximation est d'autant meilleure que le voisinage est petit.
[l n'est donc pas trop surprenant que les propriétés de stabilité puissent se
lire sur le champ linéarisé.



Etude de stabilité a I'aide du champ linéarisé

> Si le champ linéarisé Xy admet un noeud stable ou un foyer stable, le
point d'équilibre My est stable quand t — +o0.

> Si le champ linéarisé Xy admet un noeud instable ou un foyer
instable, le point d'équilibre My est instable quand t — +o0.

> Si le champ linéarisé Xy admet un col, le point d’'équilibre My est
instable, mais admet une variété stable quand t — +oo.

> Si le champ linéarisé Xy admet un centre, on ne peut pas conclure
sans une analyse plus fine.

On a le résultat suivant :

Théoréme (sur la stabilité des poins singuliers)

Si les parties réelles de toutes les valeurs propres sont < 0, I'équilibre est
stable. Si au moins une valeur propre a une partie réelle > 0, I'équilibre
est instable.
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Exemples d’étude qualitative autour d'un point singulier
Un exemple linéaire : évolution du taux d'alcool dans le sang
Etude qualitative de comportement autours des points singuliers
Portrait de phases : le pendule simple
Notion de comportement chaotique de populations



Cours N°14, Exemples qualitatifs

Un exemple linéaire : évolution du taux d'alcool dans le sang

Commencons par un exemple simple : aprés ingestion d'alcool (dans
I'estomac), I'alcool diffuse dans le sang et est éliminé
progressivement par les reins. A partir d'un modéle simple on
souhaite étudier I'évolution au cours du temps du taux d’alcool
dans le sang. Soit x(t) le taux d'alcool dans I'estomac et y(t) le
taux d'alcool dans le sang a l'instant ¢.

On fait I'hypothése que les vitesses de diffusion de I'alcool de
I'estomac vers le sang ou du sang vers I'extérieur sont
proportionnelles aux différences de concentration dans les 2
réservoirs.
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C’est une hypothése naturelle, car il ne doit pas y avoir de transfert
si les concentration sont les mémes et alors le plus simple est de
prendre des vitesses linéaires par rapport aux différences de
concentration.

Rappel : la concentration ¢ d'une substance donnée la quantité de
cette substance contenue dans 'unité de volume. La quantité de
substance contenue dans le volume V est cV.



On obtient ainsi les équations différentielles suivantes
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X'(t) = —ki(x(t) — y(t)),y'(t) = ka(x(t) — y(t)) — ay(t),
ol ki > 0 (resp. k2 ) est la constante de diffusion de I'alcool de I'estomac
vers le le sang (resp. du sang vers 'estomac). Si V est le volume de
I'estomac et W le volume du sang, la conservation de la quantité d'alcool
dans cet échange implique ki V = koW et donc kp < ki ! La constante
a > 0 est la constante d’absorption de I'alcool par les reins.
Les constantes ki, k» et « sont des paramétres qui dépendent des individus
et une étude expérimentale a posteriori (i.e. utilisant les équations
différentielles résolues) doit permettre de les calculer et méme mieux de les
déduire d'autres caractéristiques individuelles (poids, age, etc .. .).
On veut résoudre le systéme d’équations différentielles précédent
avec comme donnée initiale x(0) = xp, ¥(0) = 0 (on suppose que
tout I'alcool a été bu en une fois par un sujet initialement a jeun).



Résolution de I'exemple
On choisit pour simplifier des valeurs numériques ky =5, ko =1, a = 8§,
x(0) =1, y(0) = 0. On obtient pour les différentes étapes de la résolution :

(1) A= (_15 —59>

(2) M 414N +40=0

3) A =—10,)p = —4
()%= ()
(5) X(0) = 2(Va+ Vo)

(6) X(t) = %(eflofv1 +eityy)



Conclusion

x(t) = 2 (e710t 4 Be™4t), y(t) = 2 (—e 710t 4 e7). Le graphe de y(t) peut étre tracé (voir

In2,5

figure 12 et montre un maximum pour un temps T = =¢2. On pourra le montrer en exercice.

Fig.: 12. Les variations de x et y en fonction de t.
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figure 12 et montre un maximum pour un temps T = |ng,5' On pourra le montrer en exercice.
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Les fait qualitatifs saillants sont :
— I'existence d'un temps caractéristique, le temps T pour lequel y(T) est le maximum

- I'existence d'un taux caractéristique le rapport y(7)/x(0).
Plus ce taux est petit, moins vous risquez de vous faire prendre avec un excés d’'alcoolémie. On

vérifie aussi que les solutions satisfont y(t) < x(t) pour tout t et que x(t) et y(t) tendent vers 0
exponentiellement vite.



Cours N°15, Exemples qualitatifs

Réactions chimique simples.
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Il s’agit d'une réaction du type A+ B = C ou I'on note a, b, ¢ les
concentrations des réactants A, B, C.

Rappel : la concentration ¢ d’une substance donnée la quantité de cette
substance contenue dans |'unité de volume. La quantité de substance contenue
dans le volume V est cV.

Constante d'Avogadro N = 6,022.10%3mol/ ™!,

n(X) = N(X)/Na (la quantité d'une substance)

Unité de masse atomique m, = m(C;2)/12 = 1,66010~%" kg

Pour qu'il y ait réaction, il faut qu'il y ait rencontre (acte biomoléculaire).

La loi de vitesse est I'expression de la vitesse de la réaction en fonction de
différentes concentrations dont elle dépend (Chimie, PCSI, PUF, 1999, p.8)
Exemple :A = GyHa4, B = Ha, C = Gy Hg (I'éthane) (Chimie, PCSI, PUF, 1999,
Ch.l)



Soit ki1 et k_1 les taux des réactions — et ~—, on a :

dc da db
E = k+1ab— k_]'C’E = E -

—k+1ab+ k_qc.

Cela donne lieu a une équation différentielle trés simple puisque I'on
voit que a + ¢ = cte et b+c-cte Sic(0)=cp=0,0na:
a—ao—cb—bo—cetdonc ¢ = ki1(ao — c)(bo — c) — k_1c
qui s'intégre explicitement.

On vérie directement en utilisant les résultats de la section 6.4 que
c(t) croit de 0 @ coo qui est la plus petite racine de

k+1(ao — C)(bo — C) — k_1C =0.



Réactions enzymatiques.
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L’enzyme E, présent en faible quantité, réagit avec le réactant R pour donner un
composé C qui se décompose en un produit P en redonnant I'enzyme suivant le
schéma : R4+ E = C — P + E. Notons comme plus haut ky; les taux de la
premiére réaction et ky celui de la seconde. Notons avec des lettres minuscules les
concentrations et indexons par 0 les valeurs initiales; on a les 4 équations couplées
suivantes :

d .
%:—kﬂre—l—k,lc; g—ﬁ = koc — kyire + k_1c;
d—§:k+1re—k_1c—k2c, Tf:kzc.
On tire p par p(t fo s)ds et il nous reste 3 équations dont on peut éliminer e

grageae+c—eo—cte.
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L’enzyme E, présent en faible quantité, réagit avec le réactant R pour donner un
composé C qui se décompose en un produit P en redonnant I'enzyme suivant le
schéma : R4+ E = C — P + E. Notons comme plus haut ky; les taux de la
premiére réaction et ky celui de la seconde. Notons avec des lettres minuscules les
concentrations et indexons par 0 les valeurs initiales; on a les 4 équations couplées
suivantes :

d .
%:—kﬂre—l—k,lc; g—ﬁ = koc — kyire + k_1c;
d—§:k+1re—k_1c—k2c, Tf:kzc.
On tire p par p(t fo s)ds et il nous reste 3 équations dont on peut éliminer e

gracea e+ c = eo = cte.
Il nous reste ainsi :

ac — k+1reo — (k+1r 4+ k1 + k2)C

{ % = —k+1r60 + (k+1r + kfl)C
d
dt



On en déduit I'espace de phase donné dans la figure suivante avec
une trajectoire typique. Ce qui est intéressant est que la réaction se
produit méme avec un trés faible taux d’enzyme. Pour plus de
détails, consulter [Murr89] chapitre 5.

Fig.: 13. Réaction enzymatique (Noeud stable autour de (r, ¢) = (0, 0))
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Cours N°16, Applications a I'étude qualitative de

comportement autours des points singuliers.
Portrait de phase.
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Il s’agit de représenter sur un méme dessin un nombre suffisant de
trajectoires pour avoir une idée assez précise de la dynamique du systéme.
On indique notamment les trajectoires exceptionnelles (les points singuliers,
les variétés stables et instables de points cols, les trajectoires périodiques)
et dans chaque région limitée par les précédentes quelques trajectoires
typiques encore appellées génériques. Pour un systéme linéaire ily a 5
trajectoires exceptionnelles (I'équilibre et les 4 demi-droites engendrées par
les vecteurs propres) dans le cas de valeurs propres réelles distinctes. Si les
2 valeurs propres sont non réelles, il n'y en a qu’une (le point singulier).



Le pendule simple

Pour un pendule simple, x est I'angle repérant la position du pendule par
rapport a la verticale et y la vitesse du pendule. Il s'agit de I'équation
différerentielle :

x" +sinx=0

que I'on peut transformer en un champ de vecteurs dans le plan. On
obtient ainsi
dx __
a =Y
dy
dt

= —sinx

On vérifie facilement que le champ de vecteurs (y,sin x) est tangent aux
lignes de niveau de I'énergie E(x,y) = %y2 — cos x : |'énergie totale est
conservée au cours du mouvement. E est une intégrale premiére.

(Rappel : soit V(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)) un champ de vecteurs dans
un ouvert du plan. Une fonction F :— R est une intégrale premiére (IP en
abrégé) de V si elle est constante le long des trajectoires).
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Cela permet de dessiner les trajectoires dans le plan de phases comme sur la
figure 14. On distingue, sur la figure 14, cinq types de trajectoires : les points
d’équilibre stable (position basse) et instable (position haute), les petites
oscillations périodiques, les grandes oscillations qui font tout le tour et les
trajectoires qui partent au temps —oo d’une position instable pour y revenir de
I'autre coté a +oo0.

Fig.: 14



Champs de vecteurs dans le plan, points singuliers :

visualisation avec MAPLE
> restart ;with(DEtools) :with(plots) : DEplot([diff(x(t),t)=y(t),
diff(y(t),t)=-sin(x(t))], [x(t),y(t)], t=-4..12,number=2, [ [x(0)=0,y(0)=2],
[x(0)=0.y(0)=-2], [x(0)=2+Piy(0)=2], [x(0)=2*Piy(0)=-2], [x(0)=0,y(0)}=22]
[x(0)=4*Pi,y(0)=-2.2], [x(0)=4*Pi,y(0)=1], [x(0)=4*Pi,y(0)=-2],
[x(0)=4*Pi.y(0)=2]. [x(0)=0.y(0)=1], [x(0)=2*Pi.y(0)=1]] );

Partrait de phases : le pendule simple

;
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Fig.: 15 Portrait de phases : le pendule simple
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Cours N°17, Comportement chaotique de population

([Bert], p.97)

Certaines espéces d'insectes évoluent avec une synchronisation assez grande; en
particulier, la période de la ponte est la méme pour tous les individus, et cette
période revient a intervalles réguliers (tous les ans par exemple). L’évolution générale
d’une telle espéce est caractérisée par une simulation mathématique.

Dans un modéle simplifié d’évolution, le nombre u, d'insectes a la n-éme génération
ne dépend que du nombre u,_; d'insectes a la génération précédente, soit

up = f(up—1); la suite est une suite récurrente (ou un systéme dynamique discret).
On supposera que la population suit une lois logistique discréte :

f(x) = Cx (1 - %) C étant un coefficient de reproduction et L le nombre

maximum d’insectes pouvant vivre dans un milieu étudié; u, est remplacé par un
entier le plus proche.

La constante C est évidemmement positive ; elle ne peut &tre

supérieur a 4 car la valeur de f(x) doit rester inférieure ou égale a

L, quel que soit x compris entre 0 et L (prendre x = 3).




Résultats théoriques
On sait que les seules limites possibles pour la suite (u,) sont les solutions de
I'équation x = f(x), soit x =0 ou x = L (1 — %), mais il n'y a pas toujours
convergence. On montre que :
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convergence. On montre que :
> si le coefficient de reproduction est faible (C < 1), la suite tend vers 0
(extinction de la population),
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Résultats théoriques

On sait que les seules limites possibles pour la suite (u,) sont les solutions de
I'équation x = f(x), soit x =0 ou x = L (1 — %), mais il n'y a pas toujours
convergence. On montre que :
> si le coefficient de reproduction est faible (C < 1), la suite tend vers 0
(extinction de la population),
> si le coefficient de reproduction est moyen (1 < C < 3), la suite tend vers
L(1- %) (la population se maintient & un niveau constant),
> si le coefficient de reproduction est grand :
(3 < C < 3,449), la suite oscille, pour n assez grand, entre deux valeurs,
(3,449 < C < 3,544), la suite oscille, pour n assez grand, entre quatre
valeurs,
> si le coefficient de reproduction est trés grand (C > 3,750), la suite parait
distribuée au hasard et dépend d'un changement méme minimal de la
valeur initiale; on dit que son comportement est chaotique. Pour C =4 la
suite up/L est dense dans l'intérvalle ]0, 1.



Représentation graphique du comportement chaotique par
'tissage de toile"

Comportement périodique Cobwebbing (tissage de toile, Murray, p.44)
et comportement chaotique de solutions

0a \./

: \

e L R \ /
SHA S S R T 02

Fig.: 16. "Tissage de toile", [Murr89], p.44
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Apercu culturel sur les systémes dynamiques, voir [YCV],
p.28

On peut faire commencer I'histoire récente des systémes dynamiques et de la
théorie du chaos a Henri Poincaré. Conscient que I'on ne pouvait pas en général
donner une solution analytique (i.e. des formules) aux problémes de la
dynamique, H. Poincaré propose une étude plus qualitative basée sur |'étude des
points d’équilibre et des trajectoires périodiques, puis de leur bassin
d'attraction. H. Poincaré est sans doute le premier scientifique a avoir pressenti
la nature complexe (on dirait aujourd'hui chaotique) des trajectoires de certains
systémes dynamiques d'apparence simple. Pour une histoire de cette théorie, on
pourra lire le passionnant livre [GL].
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C#o'F,$\"3gP[sH+x]>F,7$$\"3Mnmmm#pS1(F,$\"3&p`wF4'pE?F,7$$\"3<++]i`A3v

F,$\"3yt*3A/U(=@F,7$$\"3Rmmmm(y8!zF,$\"3T_Z:W-q.AF,7$$\"3K,+]i.tK$)F,$

\"37t0%H:P3I#F,7$$\"3!3++v3zMu)F,$\"35!p&H=:J(R#F,7$$\"3Yomm\"H_?<*F,$

\"3@T;$*)G(G-DF,7$$\"3-nm;zihl&*F,$\"3)=Oj(4>t-EF,7$$\"39LLL3#G,***F,$

\"3g3oM@(*f:FF,7$$\"3WLLezw5V5!#;$\"3_*f#H!*H-QGF,7$$\"3/++v$Q#\\\"3\"

Fhw$\"3wdr\"QUx!\\HF,7$$\"3]LL$e\"*[H7\"Fhw$\"3u(>N'Rb!R2$F,7$$\"3-+++

qvxl6Fhw$\"3:c]3#o;%3KF,7$$\"31++]_qn27Fhw$\"3IP:gCPqXLF,7$$\"37++Dcp@

[7Fhw$\"3sQxHo]7%[$F,7$$\"3+++]2'HKH\"Fhw$\"3<ja^'*z`WOF,7$$\"3`mmmwan

L8Fhw$\"3gR[$\\4m\\z$F,7$$\"35+++v+'oP\"Fhw$\"3/NOa3.WiRF,7$$\"3CLLeR<

*fT\"Fhw$\"3Z))\\ft4d?TF,7$$\"3C+++&)Hxe9Fhw$\"3K%*=a\"Hz1I%F,7$$\"3gm

m\"H!o-*\\\"Fhw$\"3q+,DD'HtZ%F,7$$\"3:++DTO5T:Fhw$\"3koB1Z6upYF,7$$\"3

emmmT9C#e\"Fhw$\"39&='R;,&e'[F,7$$\"3\"****\\i!*3`i\"Fhw$\"3!e!\\)[.))

*z]F,7$$\"3_LLL$*zym;Fhw$\"3k+!pAXK^H&F,7$$\"3fLL$3N1#4<Fhw$\"37aDyi^d

CbF,7$$\"3!pm;HYt7v\"Fhw$\"3a]rB<c$>w&F,7$$\"3A+++q(G**y\"Fhw$\"3_cz(G

&e-*)fF,7$$\"3'pmmT6KU$=Fhw$\"3[eFK%3D.E'F,7$$\"3eLLL`v&Q(=Fhw$\"3fNx2

'otL^'F,7$$\"30++DOl5;>Fhw$\"3]1zPZHX%z'F,7$$\"3A++v.Uac>Fhw$\"3-))>Z!

eN[2(F,7$$\"#?F)$\"3S]1$*)4c!*Q(F,-Fjn6&F\\oF(F(F]o-%+AXESLABELSG6%Q!F

hnFc_l-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%&TITLEG6#Q8la~fonction~y=exp(0.1t)Fhn-%%VI

EWG6$;F(Fj^lFg_l" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 

0 1 "yt[n]=exp(0.1t)" "Curve 2" "Curve 3" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 51 "for n from 1 to 10 do lt[n]:=ln(abs(yt[n]))/0.1;od;

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#ltG6#\"\"\"$\"+S]P&=%!#5" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#ltG6#\"\"#$\"+P>T'G\"!\"*" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#ltG6#\"\"$$\"+?LQ^K!\"*" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#ltG6#\"\"%$\"+.9f$G&!\"*" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%#ltG6#\"\"&$\"+`mats!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%#ltG6#\"\"'$\"+)y*3*H*!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%#ltG6#\"\"($\"+*om55\"!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%#ltG6#\"\")$\"+X<^>8!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%#ltG6#\"\"*$\"+#y$R8:!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%#ltG6#\"#5$\"+H!\\A\"=!\")" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 

0 "" {MPLTEXT 1 0 66 "pointslt:=[seq([t[n],lt[n]],n=1..10)]:plot(point

slt, style=point);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 406 406 406 

{PLOTDATA 2 "6&-%'CURVESG6$7,7$$\"\"!F)$\"3/+++S]P&=%!#=7$$\"\"\"F)$\"

3++++P>T'G\"!#<7$$\"\"$F)$\"3'*******>LQ^KF27$$\"\"&F)$\"3'******HS\"f

$G&F27$$\"\"(F)$\"3O+++`matsF27$$\"\"*F)$\"3')*****zy*3*H*F27$$\"#6F)$

\"3&*******)om55\"!#;7$$\"#8F)$\"3(******\\u6&>8FL7$$\"#:F)$\"3*******

>y$R8:FL7$$\"#=F)$\"3=+++H!\\A\"=FL-%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5!\"\"F(F(-%+

AXESLABELSG6$Q!6\"F`o-%&STYLEG6#%&POINTG-%%VIEWG6$%(DEFAULTGFio" 1 5 

0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve 1" }}}}

{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT 256 80 "Pour trouver l'\351quation de la \+

droite, on utilise la m\351thode de moindres carr\351es:" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 45 "v:=(1/10)*(add([lt[n],yt[n], t[n]],

n=1..10));" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"vG7%$\"+0tZF%)!\"*$

\"+Xh&zs#F(#\"#T\"\"&" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 5 "v[1

];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+0tZF%)!\"*" }}}{EXCHG {PARA 

0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 125 "yb:=[lt[1]-v[1],lt[2]-v[1], lt[3]-v[1], \+

lt[4]-v[1], lt[5]-v[1], lt[6]-v[1], lt[7]-v[1], lt[8]-v[1], lt[9]-v[1]

, lt[10]-v[1]];" }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#ybG7,$!+,)R*3!)!

\"*$!+o`1TrF($!+&)R4w^F($!+-f)Q9$F($!+_1$R:\"F($\"*$[7;()F($\"+&e*=$e#

F($\"+X,knZF($\"+:0Y1nF($\"+&)H,&p*F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 115 "xb:=[t[1]-v[3],t[2]-v[3], t[3]-v[3], t[4]-v[3], t[5]

-v[3], t[6]-v[3], t[7]-v[3], t[8]-v[3], t[9]-v[3], t[10]-v[3]];" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#xbG7,#!#T\"\"&#!#OF(#!#EF(#!#;F(#!

\"'F(#\"\"%F(#\"#9F(#\"#CF(#\"#MF(#\"#\\F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 42 "with(Student[LinearAlgebra]):evalm(xb.xb);" }}

{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 65 "Warning, the protected name . has been re

defined and unprotected\n" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6##\"%e;\"

\"&" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 13 "evalm(xb.yb);" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+'p(zoK!\"(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> \+

" 0 "" {MPLTEXT 1 0 35 "lambda:=-evalm(xb.yb)/evalm(xb.xb);" }}{PARA 

0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'lam

bdaG$!+$)Gld)*!#5" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 20 "b:=v[1

]+lambda*v[3];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"bG$\"*T>?W$!\"*

" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 249 "l:=-lambda*x+b;\nL:=pl

ot(l(x), x=0..18, \ncolor=green,title=\"la fonction lin\351aris\351e l

t[n]\", legend=\"l:=-lambda*x+b\"):\npointsplot(points):\nL2:=plot(poi

ntslt, style=point, title=\"la droite des moindres carr\351es\", legen

d=\"lt[n]=ln(yt[n])\"):\ndisplay(L,L2);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>%\"lG,&*&$\"+$)Gld)*!#5\"\"\"%\"xGF*F*$\"*T>?W$!\"*F*" }}{PARA 

13 "" 1 "" {GLPLOT2D 406 406 406 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6%7S7$$\"\"!

F)$\"*T>?W$!\"*7$$\"+]x[BR!#5$\"+Vul4tF07$$\"+iMHPtF0$\"+io[n5F,7$$\"+

-vk<6F,$\"+`+%fW\"F,7$$\"+=06/:F,$\"+z=!p#=F,7$$\"+Tnt))=F,$\"+fI01AF,

7$$\"+'[M`C#F,$\"+QZddDF,7$$\"+'zqXh#F,$\"+v]b@HF,7$$\"+;bV'*HF,$\"+hS

)zH$F,7$$\"+\"fvqP$F,$\"+Ne?tOF,7$$\"+&p5'oPF,$\"+\\v;fSF,7$$\"+G]Z8TF

,$\"+QG7*R%F,7$$\"+&e5<]%F,$\"+u>$=y%F,7$$\"+v-a\"*[F,$\"+]D6m^F,7$$\"

+:M@n_F,$\"+#4Qk`&F,7$$\"+;1O3cF,$\"+h\"HF(eF,7$$\"+Nw,9gF,$\"+p<hsiF,

7$$\"+SBmdjF,$\"+\"zk8h'F,7$$\"+EGSdnF,$\"+'3:a+(F,7$$\"+!*3C6rF,$\"+n

j@atF,7$$\"+EtX*\\(F,$\"+am!pt(F,7$$\"+z68pyF,$\"+1$=85)F,7$$\"+iq%[D)

F,$\"+NOa\"[)F,7$$\"+^Y04')F,$\"+\"=42$))F,7$$\"+)Q:6**)F,$\"+%RJt?*F,

7$$\"+;\"pzQ*F,$\"+Bg`)f*F,7$$\"+a9VL(*F,$\"+/33R**F,7$$\"+CSl55!\")$

\"+\\yoI5F]t7$$\"+8)*>\\5F]t$\"+]\\oo5F]t7$$\"+Z$4p3\"F]t$\"++x&e5\"F]

t7$$\"+h_RB6F]t$\"+ZU#=9\"F]t7$$\"+Zm!R;\"F]t$\"+l*e<=\"F]t7$$\"+HzI+7

F]t$\"+'3Uw@\"F]t7$$\"+oS<R7F]t$\"+w\\&fD\"F]t7$$\"+mDRu7F]t$\"+\\@n!H

\"F]t7$$\"+'o&*GJ\"F]t$\"+)=F'G8F]t7$$\"+BT7\\8F]t$\"+C*RVO\"F]t7$$\"+

xK*pQ\"F]t$\"+A+n,9F]t7$$\"+)H<SU\"F]t$\"+;q;Q9F]t7$$\"+;!yFY\"F]t$\"+

()fPw9F]t7$$\"+%>4,]\"F]t$\"+md<8:F]t7$$\"+;dGQ:F]t$\"+c)33b\"F]t7$$\"

+<h9w:F]t$\"+D.8)e\"F]t7$$\"+$*e$4h\"F]t$\"+z[UA;F]t7$$\"+.*33l\"F]t$

\"+3.th;F]t7$$\"+)zrko\"F]t$\"+_b)op\"F]t7$$\"+$)e\\C<F]t$\"+v$oVt\"F]

t7$$\"+$y*)3w\"F]t$\"+>UCq<F]t7$$\"#=F)$\"+8xz3=F]t-%'LEGENDG6#Q/l:=-l

ambda*x+b6\"-%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"F]tF(-F$6&7,7$F($\"3/+++S]P&

=%!#=7$$\"\"\"F)$\"3++++P>T'G\"!#<7$$\"\"$F)$\"3'*******>LQ^KF`\\l7$$

\"\"&F)$\"3'******HS\"f$G&F`\\l7$$\"\"(F)$\"3O+++`matsF`\\l7$$\"\"*F)$

\"3')*****zy*3*H*F`\\l7$$\"#6F)$\"3&*******)om55\"!#;7$$\"#8F)$\"3(***

***\\u6&>8Fj]l7$$\"#:F)$\"3*******>y$R8:Fj]l7$Fez$\"3=+++H!\\A\"=Fj]l-

F_[l6&Fa[l$\"#5!\"\"F(F(-Fjz6#Q0lt[n]=ln(yt[n])F][l-%&STYLEG6#%&POINTG

-%+AXESLABELSG6%Q\"xF][lQ!F][l-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%&TITLEG6#Q=la~fonc

tion~lin|dyaris|dye~lt[n]F][l-%%VIEWG6$;F(FezF\\`l" 1 2 0 1 10 0 2 9 

1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "l:=-lambda*x+b" "lt[n]=ln(yt[n

])" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "

> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 355 "with(plots):\npointsyt:=[seq([t[n],yt[n]],n

=1..10)]:\npoints:=[seq([t[n],exp(0.1*t[n])],n=1..10)]:\nP3:=plot(exp(

0.1*x),x=0..20,color=blue):\nP2:=plot(exp(0.1*l(x)),x=1..20,color=mage

nta):\nP1:=plot(pointsyt, style=point,\nlegend=\"valeurs   yt[n] proch

es de f(t[n])\",\ncolor=green,\ntitle=\"la fonction y=exp(0.1t)\", \nl

egend=\"yt[n]=exp(0.1t)\"):\ndisplay(P1, P2,P3);" }}{PARA 13 "" 1 "" 

{GLPLOT2D 406 406 406 {PLOTDATA 2 "6(-%'CURVESG6&7,7$$\"\"!F)$\"3*****

**p'>uU5!#<7$$\"\"\"F)$\"3%******p)>GP6F,7$$\"\"$F)$\"3-+++:@A%Q\"F,7$

$\"\"&F)$\"35+++&)o9'p\"F,7$$\"\"(F)$\"3++++z&)fp?F,7$$\"\"*F)$\"30+++

%\\yU`#F,7$$\"#6F)$\"33+++YAP2IF,7$$\"#8F)$\"30+++!3%fTPF,7$$\"#:F)$\"

3F+++J'>@a%F,7$$\"#=F)$\"3V+++oa?ChF,-%'LEGENDG6#Q0yt[n]=exp(0.1t)6\"-

%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-%&STYLEG6#%&POINTG-F$6$7S7$F.$\"+b

iCU6!\"*7$$\"+Hf999Fjo$\"+1N%)*=\"Fjo7$$\"+)3#\\u<Fjo$\"+s$oGB\"Fjo7$$

\"+I!R(z@Fjo$\"+_d6$G\"Fjo7$$\"+8An(e#Fjo$\"+-ZwN8Fjo7$$\"+glm$*HFjo$

\"+/#3.R\"Fjo7$$\"+\"Hv+P$Fjo$\"+3Z'GW\"Fjo7$$\"+HZ#)fPFjo$\"+k%y$*\\

\"Fjo7$$\"+cT!H;%Fjo$\"+qW:g:Fjo7$$\"+-4pkXFjo$\"+Er=B;Fjo7$$\"+bz(z(

\\Fjo$\"+s>o!p\"Fjo7$$\"+=9+U`Fjo$\"+_BX_<Fjo7$$\"+<c!=v&Fjo$\"+(o&pC=

Fjo7$$\"+7DHjhFjo$\"+lBB+>Fjo7$$\"+#QO)flFjo$\"+%>$)f(>Fjo7$$\"+1i$*>p

Fjo$\"+P_QZ?Fjo7$$\"+D(H\"[tFjo$\"+R[lN@Fjo7$$\"+.e'3r(Fjo$\"+O<S8AFjo

7$$\"+%49G8)Fjo$\"+4zS2BFjo7$$\"+G)4j])Fjo$\"+P^%RR#Fjo7$$\"+WQ4;*)Fjo

$\"++&GE\\#Fjo7$$\"+K^I1$*Fjo$\"+lqP!f#Fjo7$$\"+w'\\Mr*Fjo$\"+vgX'p#Fj

o7$$\"+YNt35F_o$\"+p<p(z#Fjo7$$\"+!=i!\\5F_o$\"+bJ:6HFjo7$$\"+'H_44\"F

_o$\"+QB)Q.$Fjo7$$\"+kxTF6F_o$\"+mK#\\9$Fjo7$$\"+q9!o;\"F_o$\"+T*>%pKF

jo7$$\"+\"p)[27F_o$\"+,_@.MFjo7$$\"++KHZ7F_o$\"+]YSRNFjo7$$\"+3h!eG\"F

_o$\"+M.OwOFjo7$$\"+F\"o&G8F_o$\"+`PkMQFjo7$$\"+.<*pO\"F_o$\"+\\Gn#)RF

jo7$$\"+rq,39F_o$\"+W)Qq9%Fjo7$$\"+_@>X9F_o$\"+N(H=I%Fjo7$$\"+OV$e[\"F

_o$\"+adnxWFjo7$$\"+ja2C:F_o$\"+S:p\\YFjo7$$\"+f%[Sc\"F_o$\"+hbcO[Fjo7

$$\"+p$HJg\"F_o$\"+ez_E]Fjo7$$\"+hM/W;F_o$\"+R+SL_Fjo7$$\"+%f[Mo\"F_o$

\"+OsoSaFjo7$$\"+LguB<F_o$\"+c@;hcFjo7$$\"+!z4Pw\"F_o$\"+(=M'))eFjo7$$

\"+JBV+=F_o$\"+$*oq0hFjo7$$\"+30_U=F_o$\"+)RbVO'Fjo7$$\"+wY;!)=F_o$\"+

]D'\\g'Fjo7$$\"+47I?>F_o$\"+-y_roFjo7$$\"+$*pre>F_o$\"+(=Nn8(Fjo7$$\"#

?F)$\"+px:LuFjo-Fjn6&F\\oF]oF(F]o-F$6$7S7$F(F.7$$\"39LLLL3VfV!#=$\"3&

\\@Q-]eX/\"F,7$$\"3%pmm;H[D:)Fd_l$\"3yw$*ok3%\\3\"F,7$$\"3MLLLe0$=C\"F

,$\"3#Gbv?6BA8\"F,7$$\"3iLLL3RBr;F,$\"3c.'[>4+>=\"F,7$$\"3imm;zjf)4#F,

$\"3]zh[5\\]L7F,7$$\"3ULL$e4;[\\#F,$\"3[dVri*fLG\"F,7$$\"3!)****\\i'y]

!HF,$\"3E8D#oQ1rL\"F,7$$\"3oLL$ezs$HLF,$\"3EDS*pzf]R\"F,7$$\"3=++]7iI_

PF,$\"3MeED0qKb9F,7$$\"3Onmm;_M(=%F,$\"3*o\\$Rkn.?:F,7$$\"3%QLL$3y_qXF

,$\"3!y&RuWATz:F,7$$\"3]+++]1!>+&F,$\"31:,pkY.\\;F,7$$\"3J+++]Z/NaF,$

\"3Tq&*3:6.A<F,7$$\"3;+++]$fC&eF,$\"3!HaO5\\Kaz\"F,7$$\"3qLL$ez6:B'F,$

\"31$>cr4&zk=F,7$$\"3/nmm;=C#o'F,$\"3gP[sH+x]>F,7$$\"3Mnmmm#pS1(F,$\"3

&p`wF4'pE?F,7$$\"3<++]i`A3vF,$\"3yt*3A/U(=@F,7$$\"3Rmmmm(y8!zF,$\"3T_Z

:W-q.AF,7$$\"3K,+]i.tK$)F,$\"37t0%H:P3I#F,7$$\"3!3++v3zMu)F,$\"35!p&H=

:J(R#F,7$$\"3Yomm\"H_?<*F,$\"3@T;$*)G(G-DF,7$$\"3-nm;zihl&*F,$\"3)=Oj(

4>t-EF,7$$\"39LLL3#G,***F,$\"3g3oM@(*f:FF,7$$\"3WLLezw5V5!#;$\"3_*f#H!

*H-QGF,7$$\"3/++v$Q#\\\"3\"F]gl$\"3wdr\"QUx!\\HF,7$$\"3]LL$e\"*[H7\"F]

gl$\"3u(>N'Rb!R2$F,7$$\"3-+++qvxl6F]gl$\"3:c]3#o;%3KF,7$$\"31++]_qn27F

]gl$\"3IP:gCPqXLF,7$$\"37++Dcp@[7F]gl$\"3sQxHo]7%[$F,7$$\"3+++]2'HKH\"

F]gl$\"3<ja^'*z`WOF,7$$\"3`mmmwanL8F]gl$\"3gR[$\\4m\\z$F,7$$\"35+++v+'

oP\"F]gl$\"3/NOa3.WiRF,7$$\"3CLLeR<*fT\"F]gl$\"3Z))\\ft4d?TF,7$$\"3C++

+&)Hxe9F]gl$\"3K%*=a\"Hz1I%F,7$$\"3gmm\"H!o-*\\\"F]gl$\"3q+,DD'HtZ%F,7

$$\"3:++DTO5T:F]gl$\"3koB1Z6upYF,7$$\"3emmmT9C#e\"F]gl$\"39&='R;,&e'[F

,7$$\"3\"****\\i!*3`i\"F]gl$\"3!e!\\)[.))*z]F,7$$\"3_LLL$*zym;F]gl$\"3

k+!pAXK^H&F,7$$\"3fLL$3N1#4<F]gl$\"37aDyi^dCbF,7$$\"3!pm;HYt7v\"F]gl$

\"3a]rB<c$>w&F,7$$\"3A+++q(G**y\"F]gl$\"3_cz(G&e-*)fF,7$$\"3'pmmT6KU$=

F]gl$\"3[eFK%3D.E'F,7$$\"3eLLL`v&Q(=F]gl$\"3fNx2'otL^'F,7$$\"30++DOl5;

>F]gl$\"3]1zPZHX%z'F,7$$\"3A++v.Uac>F]gl$\"3-))>Z!eN[2(F,7$Fg^l$\"3S]1

$*)4c!*Q(F,-Fjn6&F\\oF(F(F]o-%+AXESLABELSG6%Q!FhnFf^m-%%FONTG6#%(DEFAU

LTG-%&TITLEG6#Q8la~fonction~y=exp(0.1t)Fhn-%%VIEWG6$;F(Fg^lFj^m" 1 2 

0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "yt[n]=exp(0.1t)" 

"Curve 2" "Curve 3" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 44 "with

(stats):r:=stats[random, normald](1000):" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 

116 "Warning, these names have been redefined: anova, describe, fit, i

mportdata, random, statevalf, statplots, transform\n" }}}{EXCHG {PARA 

0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 78 "with(plots):\npoints:=[seq([n/1000,r[n]],

n=1..1000)]:plot(points, color=green);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 

406 406 406 {PLOTDATA 2 "6&-%'CURVESG6#7din7$$\"3-+++++++5!#?$\"3()***

**4'3n3_!#=7$$\"31+++++++?F*$!3))******ou*f^%F-7$$\"31+++++++IF*$!3!**

*****4$R%*G\"!#<7$$\"35+++++++SF*$!3;+++W2)3$=!#>7$$\"35+++++++]F*$!35

+++S$)*>w$F-7$$\"39+++++++gF*$!3$)******)yZ\\#>F>7$$\"39+++++++qF*$\"3
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{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 

0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple

 Plot" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 

1 1 }3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 167 "plot3d([x, y,-x^2-y

^2+5], x=-4..4, y=-4..4,labels=[x, y, z],axes=boxed,style=wireframe,or

ientation=[-30,75],\ncolor=-x^2-y^2+5,title=`la fonction z=f(x,y)=-x^2

-y^2+5`);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT3D 495 495 495 {PLOTDATA 3 "6(-%%

MESHG6$X.%)anythingG6\"6\"[gl'!%\"!!$^`r\":\":\"$C010000000000000C0100

00000000000C03B000000000000C010000000000000C00D555555555555C03871C71C7

1C71CC010000000000000C00AAAAAAAAAAAAAC0361C71C71C71C6C010000000000000C

007FFFFFFFFFFFFC034000000000000C010000000000000C005555555555554C0321C7

1C71C71C6C010000000000000C002AAAAAAAAAAA9C03071C71C71C71CC010000000000

000BFFFFFFFFFFFFFFDC02DFFFFFFFFFFFEC010000000000000BFFAAAAAAAAAAAA8C02

B8E38E38E38E2C010000000000000BFF5555555555553C0298E38E38E38E2C01000000

0000000BFEFFFFFFFFFFFFCC028000000000000C010000000000000BFE555555555555

2C026E38E38E38E38C010000000000000BFD555555555554FC02638E38E38E38EC0100

000000000003CB8000000000000C026000000000000C0100000000000003FD55555555

5555BC02638E38E38E38EC0100000000000003FE5555555555558C026E38E38E38E3AC

0100000000000003FF0000000000001C028000000000000C0100000000000003FF5555

555555556C0298E38E38E38E4C0100000000000003FFAAAAAAAAAAAABC02B8E38E38E3

8E4C0100000000000004000000000000000C02E000000000000C010000000000000400

2AAAAAAAAAAABC03071C71C71C71DC0100000000000004005555555555556C0321C71C

71C71C8C0100000000000004008000000000001C034000000000001C01000000000000

0400AAAAAAAAAAAACC0361C71C71C71C8C010000000000000400D555555555557C0387

1C71C71C71EC0100000000000004010000000000001C03B000000000002C00D5555555

55555C010000000000000C03871C71C71C71CC00D555555555555C00D555555555555C

035E38E38E38E38C00D555555555555C00AAAAAAAAAAAAAC0338E38E38E38E2C00D555

555555555C007FFFFFFFFFFFFC03171C71C71C71CC00D555555555555C005555555555

554C02F1C71C71C71C4C00D555555555555C002AAAAAAAAAAA9C02BC71C71C71C70C00

D555555555555BFFFFFFFFFFFFFFDC028E38E38E38E36C00D555555555555BFFAAAAAA

AAAAAA8C02671C71C71C71AC00D555555555555BFF5555555555553C02471C71C71C71

BC00D555555555555BFEFFFFFFFFFFFFCC022E38E38E38E38C00D555555555555BFE55

55555555552C021C71C71C71C71C00D555555555555BFD555555555554FC0211C71C71

C71C6C00D5555555555553CB8000000000000C020E38E38E38E38C00D5555555555553

FD555555555555BC0211C71C71C71C6C00D5555555555553FE5555555555558C021C71

C71C71C71C00D5555555555553FF0000000000001C022E38E38E38E38C00D555555555

5553FF5555555555556C02471C71C71C71CC00D5555555555553FFAAAAAAAAAAAABC02

671C71C71C71CC00D5555555555554000000000000000C028E38E38E38E38C00D55555

55555554002AAAAAAAAAAABC02BC71C71C71C72C00D555555555555400555555555555

6C02F1C71C71C71C8C00D5555555555554008000000000001C03171C71C71C71DC00D5

55555555555400AAAAAAAAAAAACC0338E38E38E38E4C00D555555555555400D5555555

55557C035E38E38E38E3AC00D5555555555554010000000000001C03871C71C71C71EC

00AAAAAAAAAAAAAC010000000000000C0361C71C71C71C6C00AAAAAAAAAAAAAC00D555

555555555C0338E38E38E38E2C00AAAAAAAAAAAAAC00AAAAAAAAAAAAAC03138E38E38E

38DC00AAAAAAAAAAAAAC007FFFFFFFFFFFFC02E38E38E38E38CC00AAAAAAAAAAAAAC00

5555555555554C02A71C71C71C71AC00AAAAAAAAAAAAAC002AAAAAAAAAAA9C0271C71C

71C71C4C00AAAAAAAAAAAAABFFFFFFFFFFFFFFDC02438E38E38E38CC00AAAAAAAAAAAA

ABFFAAAAAAAAAAAA8C021C71C71C71C70C00AAAAAAAAAAAAABFF5555555555553C01F8

E38E38E38E0C00AAAAAAAAAAAAABFEFFFFFFFFFFFFCC01C71C71C71C718C00AAAAAAAA

AAAAABFE5555555555552C01A38E38E38E38CC00AAAAAAAAAAAAABFD555555555554FC

018E38E38E38E36C00AAAAAAAAAAAAA3CB8000000000000C01871C71C71C71AC00AAAA

AAAAAAAAA3FD555555555555BC018E38E38E38E36C00AAAAAAAAAAAAA3FE5555555555

558C01A38E38E38E38CC00AAAAAAAAAAAAA3FF0000000000001C01C71C71C71C71AC00

AAAAAAAAAAAAA3FF5555555555556C01F8E38E38E38E2C00AAAAAAAAAAAAA3FFAAAAAA

AAAAAABC021C71C71C71C71C00AAAAAAAAAAAAA4000000000000000C02438E38E38E38

DC00AAAAAAAAAAAAA4002AAAAAAAAAAABC0271C71C71C71C6C00AAAAAAAAAAAAA40055

55555555556C02A71C71C71C71CC00AAAAAAAAAAAAA4008000000000001C02E38E38E3

8E390C00AAAAAAAAAAAAA400AAAAAAAAAAAACC03138E38E38E38EC00AAAAAAAAAAAAA4

00D555555555557C0338E38E38E38E4C00AAAAAAAAAAAAA4010000000000001C0361C7

1C71C71C8C007FFFFFFFFFFFFC010000000000000C034000000000000C007FFFFFFFFF

FFFC00D555555555555C03171C71C71C71CC007FFFFFFFFFFFFC00AAAAAAAAAAAAAC02

E38E38E38E38CC007FFFFFFFFFFFFC007FFFFFFFFFFFFC029FFFFFFFFFFFEC007FFFFF

FFFFFFFC005555555555554C02638E38E38E38CC007FFFFFFFFFFFFC002AAAAAAAAAAA

9C022E38E38E38E36C007FFFFFFFFFFFFBFFFFFFFFFFFFFFDC01FFFFFFFFFFFFCC007F

FFFFFFFFFFFBFFAAAAAAAAAAAA8C01B1C71C71C71C4C007FFFFFFFFFFFFBFF55555555

55553C0171C71C71C71C4C007FFFFFFFFFFFFBFEFFFFFFFFFFFFCC013FFFFFFFFFFFCC

007FFFFFFFFFFFFBFE5555555555552C011C71C71C71C70C007FFFFFFFFFFFFBFD5555

55555554FC01071C71C71C71AC007FFFFFFFFFFFF3CB8000000000000C00FFFFFFFFFF

FFCC007FFFFFFFFFFFF3FD555555555555BC01071C71C71C71AC007FFFFFFFFFFFF3FE

5555555555558C011C71C71C71C70C007FFFFFFFFFFFF3FF0000000000001C013FFFFF

FFFFFFEC007FFFFFFFFFFFF3FF5555555555556C0171C71C71C71C6C007FFFFFFFFFFF

F3FFAAAAAAAAAAAABC01B1C71C71C71C6C007FFFFFFFFFFFF4000000000000000C01FF

FFFFFFFFFFEC007FFFFFFFFFFFF4002AAAAAAAAAAABC022E38E38E38E38C007FFFFFFF

FFFFF4005555555555556C02638E38E38E38EC007FFFFFFFFFFFF4008000000000001C

02A000000000000C007FFFFFFFFFFFF400AAAAAAAAAAAACC02E38E38E38E390C007FFF

FFFFFFFFF400D555555555557C03171C71C71C71EC007FFFFFFFFFFFF4010000000000

001C034000000000002C005555555555554C010000000000000C0321C71C71C71C6C00

5555555555554C00D555555555555C02F1C71C71C71C4C005555555555554C00AAAAAA

AAAAAAAC02A71C71C71C71AC005555555555554C007FFFFFFFFFFFFC02638E38E38E38

CC005555555555554C005555555555554C02271C71C71C719C005555555555554C002A

AAAAAAAAAA9C01E38E38E38E388C005555555555554BFFFFFFFFFFFFFFDC01871C71C7

1C716C005555555555554BFFAAAAAAAAAAAA8C0138E38E38E38DEC005555555555554B

FF5555555555553C00F1C71C71C71BCC005555555555554BFEFFFFFFFFFFFFCC008E38

E38E38E30C005555555555554BFE5555555555552C00471C71C71C714C005555555555

554BFD555555555554FC001C71C71C71C6AC0055555555555543CB8000000000000C00

0E38E38E38E32C0055555555555543FD555555555555BC001C71C71C71C6CC00555555

55555543FE5555555555558C00471C71C71C716C0055555555555543FF000000000000

1C008E38E38E38E34C0055555555555543FF5555555555556C00F1C71C71C71C0C0055

555555555543FFAAAAAAAAAAAABC0138E38E38E38E0C00555555555555440000000000

00000C01871C71C71C718C0055555555555544002AAAAAAAAAAABC01E38E38E38E38CC

0055555555555544005555555555556C02271C71C71C71CC0055555555555544008000

000000001C02638E38E38E38EC005555555555554400AAAAAAAAAAAACC02A71C71C71C

71CC005555555555554400D555555555557C02F1C71C71C71C8C005555555555554401

0000000000001C0321C71C71C71C8C002AAAAAAAAAAA9C010000000000000C03071C71

C71C71CC002AAAAAAAAAAA9C00D555555555555C02BC71C71C71C70C002AAAAAAAAAAA

9C00AAAAAAAAAAAAAC0271C71C71C71C4C002AAAAAAAAAAA9C007FFFFFFFFFFFFC022E

38E38E38E36C002AAAAAAAAAAA9C005555555555554C01E38E38E38E388C002AAAAAAA

AAAA9C002AAAAAAAAAAA9C0178E38E38E38DCC002AAAAAAAAAAA9BFFFFFFFFFFFFFFDC

011C71C71C71C6CC002AAAAAAAAAAA9BFFAAAAAAAAAAAA8C009C71C71C71C68C002AAA

AAAAAAAA9BFF5555555555553C001C71C71C71C68C002AAAAAAAAAAA9BFEFFFFFFFFFF

FFCBFF71C71C71C71B4C002AAAAAAAAAAA9BFE5555555555552BFEC71C71C71C6F8C00

2AAAAAAAAAAA9BFD555555555554FBFE1C71C71C71C50C002AAAAAAAAAAA93CB800000

0000000BFDC71C71C71C6E0C002AAAAAAAAAAA93FD555555555555BBFE1C71C71C71C5

8C002AAAAAAAAAAA93FE5555555555558BFEC71C71C71C700C002AAAAAAAAAAA93FF00

00000000001BFF71C71C71C71B8C002AAAAAAAAAAA93FF5555555555556C001C71C71C

71C6CC002AAAAAAAAAAA93FFAAAAAAAAAAAABC009C71C71C71C6CC002AAAAAAAAAAA94

000000000000000C011C71C71C71C6EC002AAAAAAAAAAA94002AAAAAAAAAAABC0178E3

8E38E38E0C002AAAAAAAAAAA94005555555555556C01E38E38E38E38CC002AAAAAAAAA

AA94008000000000001C022E38E38E38E39C002AAAAAAAAAAA9400AAAAAAAAAAAACC02

71C71C71C71C8C002AAAAAAAAAAA9400D555555555557C02BC71C71C71C74C002AAAAA

AAAAAA94010000000000001C03071C71C71C71EBFFFFFFFFFFFFFFDC01000000000000

0C02DFFFFFFFFFFFEBFFFFFFFFFFFFFFDC00D555555555555C028E38E38E38E36BFFFF

FFFFFFFFFFDC00AAAAAAAAAAAAAC02438E38E38E38CBFFFFFFFFFFFFFFDC007FFFFFFF

FFFFFC01FFFFFFFFFFFFCBFFFFFFFFFFFFFFDC005555555555554C01871C71C71C716B

FFFFFFFFFFFFFFDC002AAAAAAAAAAA9C011C71C71C71C6CBFFFFFFFFFFFFFFDBFFFFFF

FFFFFFFFDC007FFFFFFFFFFF4BFFFFFFFFFFFFFFDBFFAAAAAAAAAAAA8BFFC71C71C71C

708BFFFFFFFFFFFFFFDBFF5555555555553BFE8E38E38E38E10BFFFFFFFFFFFFFFDBFE

FFFFFFFFFFFFC3CF0000000000000BFFFFFFFFFFFFFFDBFE55555555555523FE1C71C7

1C71C90BFFFFFFFFFFFFFFDBFD555555555554F3FEC71C71C71C738BFFFFFFFFFFFFFF

D3CB80000000000003FF000000000000CBFFFFFFFFFFFFFFD3FD555555555555B3FEC7

1C71C71C730BFFFFFFFFFFFFFFD3FE55555555555583FE1C71C71C71C88BFFFFFFFFFF

FFFFD3FF00000000000013CE0000000000000BFFFFFFFFFFFFFFD3FF5555555555556B

FE8E38E38E38E20BFFFFFFFFFFFFFFD3FFAAAAAAAAAAAABBFFC71C71C71C710BFFFFFF

FFFFFFFFD4000000000000000C007FFFFFFFFFFFABFFFFFFFFFFFFFFD4002AAAAAAAAA

AABC011C71C71C71C70BFFFFFFFFFFFFFFD4005555555555556C01871C71C71C71CBFF

FFFFFFFFFFFFD4008000000000001C020000000000000BFFFFFFFFFFFFFFD400AAAAAA

AAAAAACC02438E38E38E38EBFFFFFFFFFFFFFFD400D555555555557C028E38E38E38E3

ABFFFFFFFFFFFFFFD4010000000000001C02E000000000002BFFAAAAAAAAAAAA8C0100

00000000000C02B8E38E38E38E2BFFAAAAAAAAAAAA8C00D555555555555C02671C71C7

1C71ABFFAAAAAAAAAAAA8C00AAAAAAAAAAAAAC021C71C71C71C70BFFAAAAAAAAAAAA8C

007FFFFFFFFFFFFC01B1C71C71C71C4BFFAAAAAAAAAAAA8C005555555555554C0138E3

8E38E38DEBFFAAAAAAAAAAAA8C002AAAAAAAAAAA9C009C71C71C71C68BFFAAAAAAAAAA

AA8BFFFFFFFFFFFFFFDBFFC71C71C71C708BFFAAAAAAAAAAAA8BFFAAAAAAAAAAAA8BFE

1C71C71C71C50BFFAAAAAAAAAAAA8BFF55555555555533FDC71C71C71C760BFFAAAAAA

AAAAAA8BFEFFFFFFFFFFFFC3FF38E38E38E38F0BFFAAAAAAAAAAAA8BFE555555555555

23FFC71C71C71C728BFFAAAAAAAAAAAA8BFD555555555554F4000E38E38E38E3EBFFAA

AAAAAAAAAA83CB80000000000004001C71C71C71C76BFFAAAAAAAAAAAA83FD55555555

5555B4000E38E38E38E3DBFFAAAAAAAAAAAA83FE55555555555583FFC71C71C71C724B

FFAAAAAAAAAAAA83FF00000000000013FF38E38E38E38EABFFAAAAAAAAAAAA83FF5555

5555555563FDC71C71C71C740BFFAAAAAAAAAAAA83FFAAAAAAAAAAAABBFE1C71C71C71

C60BFFAAAAAAAAAAAA84000000000000000BFFC71C71C71C714BFFAAAAAAAAAAAA8400

2AAAAAAAAAAABC009C71C71C71C70BFFAAAAAAAAAAAA84005555555555556C0138E38E

38E38E4BFFAAAAAAAAAAAA84008000000000001C01B1C71C71C71C8BFFAAAAAAAAAAAA

8400AAAAAAAAAAAACC021C71C71C71C72BFFAAAAAAAAAAAA8400D555555555557C0267

1C71C71C71EBFFAAAAAAAAAAAA84010000000000001C02B8E38E38E38E6BFF55555555

55553C010000000000000C0298E38E38E38E2BFF5555555555553C00D555555555555C

02471C71C71C71BBFF5555555555553C00AAAAAAAAAAAAAC01F8E38E38E38E0BFF5555

555555553C007FFFFFFFFFFFFC0171C71C71C71C4BFF5555555555553C005555555555

554C00F1C71C71C71BCBFF5555555555553C002AAAAAAAAAAA9C001C71C71C71C68BFF

5555555555553BFFFFFFFFFFFFFFDBFE8E38E38E38E10BFF5555555555553BFFAAAAAA

AAAAAA83FDC71C71C71C760BFF5555555555553BFF55555555555533FF71C71C71C71D

4BFF5555555555553BFEFFFFFFFFFFFFC4001C71C71C71C77BFF5555555555553BFE55

55555555552400638E38E38E392BFF5555555555553BFD555555555554F4008E38E38E

38E3CBFF55555555555533CB80000000000004009C71C71C71C75BFF55555555555533

FD555555555555B4008E38E38E38E3CBFF55555555555533FE5555555555558400638E

38E38E390BFF55555555555533FF00000000000014001C71C71C71C74BFF5555555555

5533FF55555555555563FF71C71C71C71CCBFF55555555555533FFAAAAAAAAAAAAB3FD

C71C71C71C730BFF55555555555534000000000000000BFE8E38E38E38E30BFF555555

55555534002AAAAAAAAAAABC001C71C71C71C70BFF5555555555553400555555555555

6C00F1C71C71C71C8BFF55555555555534008000000000001C0171C71C71C71CABFF55

55555555553400AAAAAAAAAAAACC01F8E38E38E38E6BFF5555555555553400D5555555

55557C02471C71C71C71FBFF55555555555534010000000000001C0298E38E38E38E6B

FEFFFFFFFFFFFFCC010000000000000C028000000000000BFEFFFFFFFFFFFFCC00D555

555555555C022E38E38E38E38BFEFFFFFFFFFFFFCC00AAAAAAAAAAAAAC01C71C71C71C

718BFEFFFFFFFFFFFFCC007FFFFFFFFFFFFC013FFFFFFFFFFFCBFEFFFFFFFFFFFFCC00

5555555555554C008E38E38E38E30BFEFFFFFFFFFFFFCC002AAAAAAAAAAA9BFF71C71C

71C71B4BFEFFFFFFFFFFFFCBFFFFFFFFFFFFFFD3CF0000000000000BFEFFFFFFFFFFFF

CBFFAAAAAAAAAAAA83FF38E38E38E38F0BFEFFFFFFFFFFFFCBFF55555555555534001C

71C71C71C77BFEFFFFFFFFFFFFCBFEFFFFFFFFFFFFC4008000000000004BFEFFFFFFFF

FFFFCBFE5555555555552400C71C71C71C720BFEFFFFFFFFFFFFCBFD555555555554F4

00F1C71C71C71CABFEFFFFFFFFFFFFC3CB80000000000004010000000000001BFEFFFF

FFFFFFFFC3FD555555555555B400F1C71C71C71C8BFEFFFFFFFFFFFFC3FE5555555555

558400C71C71C71C71EBFEFFFFFFFFFFFFC3FF00000000000014008000000000001BFE

FFFFFFFFFFFFC3FF55555555555564001C71C71C71C73BFEFFFFFFFFFFFFC3FFAAAAAA

AAAAAAB3FF38E38E38E38E6BFEFFFFFFFFFFFFC40000000000000003CD000000000000

0BFEFFFFFFFFFFFFC4002AAAAAAAAAAABBFF71C71C71C71C8BFEFFFFFFFFFFFFC40055

55555555556C008E38E38E38E38BFEFFFFFFFFFFFFC4008000000000001C0140000000

00004BFEFFFFFFFFFFFFC400AAAAAAAAAAAACC01C71C71C71C720BFEFFFFFFFFFFFFC4

00D555555555557C022E38E38E38E3CBFEFFFFFFFFFFFFC4010000000000001C028000

000000004BFE5555555555552C010000000000000C026E38E38E38E38BFE5555555555

552C00D555555555555C021C71C71C71C71BFE5555555555552C00AAAAAAAAAAAAAC01

A38E38E38E38CBFE5555555555552C007FFFFFFFFFFFFC011C71C71C71C70BFE555555

5555552C005555555555554C00471C71C71C714BFE5555555555552C002AAAAAAAAAAA

9BFEC71C71C71C6F8BFE5555555555552BFFFFFFFFFFFFFFD3FE1C71C71C71C90BFE55

55555555552BFFAAAAAAAAAAAA83FFC71C71C71C728BFE5555555555552BFF55555555

55553400638E38E38E392BFE5555555555552BFEFFFFFFFFFFFFC400C71C71C71C720B

FE5555555555552BFE5555555555552401071C71C71C71EBFE5555555555552BFD5555

55555554F4011C71C71C71C72BFE55555555555523CB8000000000000401238E38E38E

38FBFE55555555555523FD555555555555B4011C71C71C71C72BFE55555555555523FE

5555555555558401071C71C71C71CBFE55555555555523FF0000000000001400C71C71

C71C71CBFE55555555555523FF5555555555556400638E38E38E38EBFE555555555555

23FFAAAAAAAAAAAAB3FFC71C71C71C71CBFE555555555555240000000000000003FE1C

71C71C71C78BFE55555555555524002AAAAAAAAAAABBFEC71C71C71C720BFE55555555

555524005555555555556C00471C71C71C71EBFE55555555555524008000000000001C

011C71C71C71C76BFE5555555555552400AAAAAAAAAAAACC01A38E38E38E392BFE5555

555555552400D555555555557C021C71C71C71C75BFE55555555555524010000000000

001C026E38E38E38E3CBFD555555555554FC010000000000000C02638E38E38E38EBFD

555555555554FC00D555555555555C0211C71C71C71C6BFD555555555554FC00AAAAAA

AAAAAAAC018E38E38E38E36BFD555555555554FC007FFFFFFFFFFFFC01071C71C71C71

ABFD555555555554FC005555555555554C001C71C71C71C6ABFD555555555554FC002A

AAAAAAAAAA9BFE1C71C71C71C50BFD555555555554FBFFFFFFFFFFFFFFD3FEC71C71C7

1C738BFD555555555554FBFFAAAAAAAAAAAA84000E38E38E38E3EBFD555555555554FB

FF55555555555534008E38E38E38E3CBFD555555555554FBFEFFFFFFFFFFFFC400F1C7

1C71C71CABFD555555555554FBFE55555555555524011C71C71C71C72BFD5555555555

54FBFD555555555554F40131C71C71C71C8BFD555555555554F3CB8000000000000401

38E38E38E38E4BFD555555555554F3FD555555555555B40131C71C71C71C7BFD555555

555554F3FE55555555555584011C71C71C71C72BFD555555555554F3FF000000000000

1400F1C71C71C71C6BFD555555555554F3FF55555555555564008E38E38E38E38BFD55

5555555554F3FFAAAAAAAAAAAAB4000E38E38E38E39BFD555555555554F40000000000

000003FEC71C71C71C720BFD555555555554F4002AAAAAAAAAAABBFE1C71C71C71C78B

FD555555555554F4005555555555556C001C71C71C71C74BFD555555555554F4008000

000000001C01071C71C71C720BFD555555555554F400AAAAAAAAAAAACC018E38E38E38

E3CBFD555555555554F400D555555555557C0211C71C71C71CABFD555555555554F401

0000000000001C02638E38E38E3923CB8000000000000C010000000000000C02600000

00000003CB8000000000000C00D555555555555C020E38E38E38E383CB800000000000

0C00AAAAAAAAAAAAAC01871C71C71C71A3CB8000000000000C007FFFFFFFFFFFFC00FF

FFFFFFFFFFC3CB8000000000000C005555555555554C000E38E38E38E323CB80000000

00000C002AAAAAAAAAAA9BFDC71C71C71C6E03CB8000000000000BFFFFFFFFFFFFFFD3

FF000000000000C3CB8000000000000BFFAAAAAAAAAAAA84001C71C71C71C763CB8000

000000000BFF55555555555534009C71C71C71C753CB8000000000000BFEFFFFFFFFFF

FFC40100000000000013CB8000000000000BFE5555555555552401238E38E38E38F3CB

8000000000000BFD555555555554F40138E38E38E38E43CB80000000000003CB800000

000000040140000000000003CB80000000000003FD555555555555B40138E38E38E38E

33CB80000000000003FE5555555555558401238E38E38E38E3CB80000000000003FF00

00000000001400FFFFFFFFFFFFF3CB80000000000003FF55555555555564009C71C71C

71C713CB80000000000003FFAAAAAAAAAAAAB4001C71C71C71C713CB80000000000004

0000000000000003FF00000000000003CB80000000000004002AAAAAAAAAAABBFDC71C

71C71C7303CB80000000000004005555555555556C000E38E38E38E3C3CB8000000000

0004008000000000001C0100000000000043CB8000000000000400AAAAAAAAAAAACC01

871C71C71C7203CB8000000000000400D555555555557C020E38E38E38E3C3CB800000

00000004010000000000001C0260000000000043FD555555555555BC01000000000000

0C02638E38E38E38E3FD555555555555BC00D555555555555C0211C71C71C71C63FD55

5555555555BC00AAAAAAAAAAAAAC018E38E38E38E363FD555555555555BC007FFFFFFF

FFFFFC01071C71C71C71A3FD555555555555BC005555555555554C001C71C71C71C6C3

FD555555555555BC002AAAAAAAAAAA9BFE1C71C71C71C583FD555555555555BBFFFFFF

FFFFFFFFD3FEC71C71C71C7303FD555555555555BBFFAAAAAAAAAAAA84000E38E38E38

E3D3FD555555555555BBFF55555555555534008E38E38E38E3C3FD555555555555BBFE

FFFFFFFFFFFFC400F1C71C71C71C83FD555555555555BBFE55555555555524011C71C7

1C71C723FD555555555555BBFD555555555554F40131C71C71C71C73FD555555555555

B3CB800000000000040138E38E38E38E33FD555555555555B3FD555555555555B40131

C71C71C71C73FD555555555555B3FE55555555555584011C71C71C71C713FD55555555

5555B3FF0000000000001400F1C71C71C71C63FD555555555555B3FF55555555555564

008E38E38E38E383FD555555555555B3FFAAAAAAAAAAAAB4000E38E38E38E383FD5555

55555555B40000000000000003FEC71C71C71C7183FD555555555555B4002AAAAAAAAA

AABBFE1C71C71C71C803FD555555555555B4005555555555556C001C71C71C71C763FD

555555555555B4008000000000001C01071C71C71C7203FD555555555555B400AAAAAA

AAAAAACC018E38E38E38E3C3FD555555555555B400D555555555557C0211C71C71C71C

A3FD555555555555B4010000000000001C02638E38E38E3923FE5555555555558C0100

00000000000C026E38E38E38E3A3FE5555555555558C00D555555555555C021C71C71C

71C713FE5555555555558C00AAAAAAAAAAAAAC01A38E38E38E38C3FE5555555555558C

007FFFFFFFFFFFFC011C71C71C71C703FE5555555555558C005555555555554C00471C

71C71C7163FE5555555555558C002AAAAAAAAAAA9BFEC71C71C71C7003FE5555555555

558BFFFFFFFFFFFFFFD3FE1C71C71C71C883FE5555555555558BFFAAAAAAAAAAAA83FF

C71C71C71C7243FE5555555555558BFF5555555555553400638E38E38E3903FE555555

5555558BFEFFFFFFFFFFFFC400C71C71C71C71E3FE5555555555558BFE555555555555

2401071C71C71C71C3FE5555555555558BFD555555555554F4011C71C71C71C723FE55

555555555583CB8000000000000401238E38E38E38E3FE55555555555583FD55555555

5555B4011C71C71C71C713FE55555555555583FE5555555555558401071C71C71C71C3

FE55555555555583FF0000000000001400C71C71C71C71A3FE55555555555583FF5555

555555556400638E38E38E38C3FE55555555555583FFAAAAAAAAAAAAB3FFC71C71C71C

7183FE555555555555840000000000000003FE1C71C71C71C703FE5555555555558400

2AAAAAAAAAAABBFEC71C71C71C7283FE55555555555584005555555555556C00471C71

C71C7203FE55555555555584008000000000001C011C71C71C71C763FE555555555555

8400AAAAAAAAAAAACC01A38E38E38E3923FE5555555555558400D555555555557C021C

71C71C71C753FE55555555555584010000000000001C026E38E38E38E3E3FF00000000

00001C010000000000000C0280000000000003FF0000000000001C00D555555555555C

022E38E38E38E383FF0000000000001C00AAAAAAAAAAAAAC01C71C71C71C71A3FF0000

000000001C007FFFFFFFFFFFFC013FFFFFFFFFFFE3FF0000000000001C005555555555

554C008E38E38E38E343FF0000000000001C002AAAAAAAAAAA9BFF71C71C71C71B83FF

0000000000001BFFFFFFFFFFFFFFD3CE00000000000003FF0000000000001BFFAAAAAA

AAAAAA83FF38E38E38E38EA3FF0000000000001BFF55555555555534001C71C71C71C7

43FF0000000000001BFEFFFFFFFFFFFFC40080000000000013FF0000000000001BFE55

55555555552400C71C71C71C71C3FF0000000000001BFD555555555554F400F1C71C71

C71C63FF00000000000013CB8000000000000400FFFFFFFFFFFFF3FF00000000000013

FD555555555555B400F1C71C71C71C63FF00000000000013FE5555555555558400C71C

71C71C71A3FF00000000000013FF00000000000014007FFFFFFFFFFFE3FF0000000000

0013FF55555555555564001C71C71C71C703FF00000000000013FFAAAAAAAAAAAAB3FF

38E38E38E38E03FF0000000000001400000000000000000000000000000003FF000000

00000014002AAAAAAAAAAABBFF71C71C71C71D03FF0000000000001400555555555555

6C008E38E38E38E3C3FF00000000000014008000000000001C0140000000000043FF00

00000000001400AAAAAAAAAAAACC01C71C71C71C7203FF0000000000001400D5555555

55557C022E38E38E38E3C3FF00000000000014010000000000001C0280000000000043

FF5555555555556C010000000000000C0298E38E38E38E43FF5555555555556C00D555

555555555C02471C71C71C71C3FF5555555555556C00AAAAAAAAAAAAAC01F8E38E38E3

8E23FF5555555555556C007FFFFFFFFFFFFC0171C71C71C71C63FF5555555555556C00

5555555555554C00F1C71C71C71C03FF5555555555556C002AAAAAAAAAAA9C001C71C7

1C71C6C3FF5555555555556BFFFFFFFFFFFFFFDBFE8E38E38E38E203FF555555555555

6BFFAAAAAAAAAAAA83FDC71C71C71C7403FF5555555555556BFF55555555555533FF71

C71C71C71CC3FF5555555555556BFEFFFFFFFFFFFFC4001C71C71C71C733FF55555555

55556BFE5555555555552400638E38E38E38E3FF5555555555556BFD555555555554F4

008E38E38E38E383FF55555555555563CB80000000000004009C71C71C71C713FF5555

5555555563FD555555555555B4008E38E38E38E383FF55555555555563FE5555555555

558400638E38E38E38C3FF55555555555563FF00000000000014001C71C71C71C703FF

55555555555563FF55555555555563FF71C71C71C71C43FF55555555555563FFAAAAAA

AAAAAAB3FDC71C71C71C7103FF55555555555564000000000000000BFE8E38E38E38E4

03FF55555555555564002AAAAAAAAAAABC001C71C71C71C743FF555555555555640055

55555555556C00F1C71C71C71CC3FF55555555555564008000000000001C0171C71C71

C71CC3FF5555555555556400AAAAAAAAAAAACC01F8E38E38E38E83FF55555555555564

00D555555555557C02471C71C71C7203FF55555555555564010000000000001C0298E3

8E38E38E83FFAAAAAAAAAAAABC010000000000000C02B8E38E38E38E43FFAAAAAAAAAA

AABC00D555555555555C02671C71C71C71C3FFAAAAAAAAAAAABC00AAAAAAAAAAAAAC02

1C71C71C71C713FFAAAAAAAAAAAABC007FFFFFFFFFFFFC01B1C71C71C71C63FFAAAAAA

AAAAAABC005555555555554C0138E38E38E38E03FFAAAAAAAAAAAABC002AAAAAAAAAAA

9C009C71C71C71C6C3FFAAAAAAAAAAAABBFFFFFFFFFFFFFFDBFFC71C71C71C7103FFAA

AAAAAAAAAABBFFAAAAAAAAAAAA8BFE1C71C71C71C603FFAAAAAAAAAAAABBFF55555555

555533FDC71C71C71C7303FFAAAAAAAAAAAABBFEFFFFFFFFFFFFC3FF38E38E38E38E63

FFAAAAAAAAAAAABBFE55555555555523FFC71C71C71C71C3FFAAAAAAAAAAAABBFD5555

55555554F4000E38E38E38E393FFAAAAAAAAAAAAB3CB80000000000004001C71C71C71

C713FFAAAAAAAAAAAAB3FD555555555555B4000E38E38E38E383FFAAAAAAAAAAAAB3FE

55555555555583FFC71C71C71C7183FFAAAAAAAAAAAAB3FF00000000000013FF38E38E

38E38E03FFAAAAAAAAAAAAB3FF55555555555563FDC71C71C71C7103FFAAAAAAAAAAAA

B3FFAAAAAAAAAAAABBFE1C71C71C71C783FFAAAAAAAAAAAAB4000000000000000BFFC7

1C71C71C7203FFAAAAAAAAAAAAB4002AAAAAAAAAAABC009C71C71C71C743FFAAAAAAAA

AAAAB4005555555555556C0138E38E38E38E63FFAAAAAAAAAAAAB4008000000000001C

01B1C71C71C71CC3FFAAAAAAAAAAAAB400AAAAAAAAAAAACC021C71C71C71C743FFAAAA

AAAAAAAAB400D555555555557C02671C71C71C7203FFAAAAAAAAAAAAB4010000000000

001C02B8E38E38E38E84000000000000000C010000000000000C02E000000000000400

0000000000000C00D555555555555C028E38E38E38E384000000000000000C00AAAAAA

AAAAAAAC02438E38E38E38D4000000000000000C007FFFFFFFFFFFFC01FFFFFFFFFFFF

E4000000000000000C005555555555554C01871C71C71C7184000000000000000C002A

AAAAAAAAAA9C011C71C71C71C6E4000000000000000BFFFFFFFFFFFFFFDC007FFFFFFF

FFFFA4000000000000000BFFAAAAAAAAAAAA8BFFC71C71C71C7144000000000000000B

FF5555555555553BFE8E38E38E38E304000000000000000BFEFFFFFFFFFFFFC3CD0000

0000000004000000000000000BFE55555555555523FE1C71C71C71C784000000000000

000BFD555555555554F3FEC71C71C71C72040000000000000003CB80000000000003FF

000000000000040000000000000003FD555555555555B3FEC71C71C71C718400000000

00000003FE55555555555583FE1C71C71C71C7040000000000000003FF000000000000

1000000000000000040000000000000003FF5555555555556BFE8E38E38E38E4040000

000000000003FFAAAAAAAAAAAABBFFC71C71C71C720400000000000000040000000000

00000C00800000000000040000000000000004002AAAAAAAAAAABC011C71C71C71C744

0000000000000004005555555555556C01871C71C71C71E40000000000000004008000

000000001C0200000000000024000000000000000400AAAAAAAAAAAACC02438E38E38E

3904000000000000000400D555555555557C028E38E38E38E3C4000000000000000401

0000000000001C02E0000000000044002AAAAAAAAAAABC010000000000000C03071C71

C71C71D4002AAAAAAAAAAABC00D555555555555C02BC71C71C71C724002AAAAAAAAAAA

BC00AAAAAAAAAAAAAC0271C71C71C71C64002AAAAAAAAAAABC007FFFFFFFFFFFFC022E

38E38E38E384002AAAAAAAAAAABC005555555555554C01E38E38E38E38C4002AAAAAAA

AAAABC002AAAAAAAAAAA9C0178E38E38E38E04002AAAAAAAAAAABBFFFFFFFFFFFFFFDC

011C71C71C71C704002AAAAAAAAAAABBFFAAAAAAAAAAAA8C009C71C71C71C704002AAA

AAAAAAAABBFF5555555555553C001C71C71C71C704002AAAAAAAAAAABBFEFFFFFFFFFF

FFCBFF71C71C71C71C84002AAAAAAAAAAABBFE5555555555552BFEC71C71C71C720400

2AAAAAAAAAAABBFD555555555554FBFE1C71C71C71C784002AAAAAAAAAAAB3CB800000

0000000BFDC71C71C71C7304002AAAAAAAAAAAB3FD555555555555BBFE1C71C71C71C8

04002AAAAAAAAAAAB3FE5555555555558BFEC71C71C71C7284002AAAAAAAAAAAB3FF00

00000000001BFF71C71C71C71D04002AAAAAAAAAAAB3FF5555555555556C001C71C71C

71C744002AAAAAAAAAAAB3FFAAAAAAAAAAAABC009C71C71C71C744002AAAAAAAAAAAB4

000000000000000C011C71C71C71C744002AAAAAAAAAAAB4002AAAAAAAAAAABC0178E3

8E38E38E64002AAAAAAAAAAAB4005555555555556C01E38E38E38E3904002AAAAAAAAA

AAB4008000000000001C022E38E38E38E3C4002AAAAAAAAAAAB400AAAAAAAAAAAACC02

71C71C71C71CA4002AAAAAAAAAAAB400D555555555557C02BC71C71C71C764002AAAAA

AAAAAAB4010000000000001C03071C71C71C71F4005555555555556C01000000000000

0C0321C71C71C71C84005555555555556C00D555555555555C02F1C71C71C71C840055

55555555556C00AAAAAAAAAAAAAC02A71C71C71C71C4005555555555556C007FFFFFFF

FFFFFC02638E38E38E38E4005555555555556C005555555555554C02271C71C71C71C4

005555555555556C002AAAAAAAAAAA9C01E38E38E38E38C4005555555555556BFFFFFF

FFFFFFFFDC01871C71C71C71C4005555555555556BFFAAAAAAAAAAAA8C0138E38E38E3

8E44005555555555556BFF5555555555553C00F1C71C71C71C84005555555555556BFE

FFFFFFFFFFFFCC008E38E38E38E384005555555555556BFE5555555555552C00471C71

C71C71E4005555555555556BFD555555555554FC001C71C71C71C74400555555555555

63CB8000000000000C000E38E38E38E3C40055555555555563FD555555555555BC001C

71C71C71C7640055555555555563FE5555555555558C00471C71C71C72040055555555

555563FF0000000000001C008E38E38E38E3C40055555555555563FF5555555555556C

00F1C71C71C71CC40055555555555563FFAAAAAAAAAAAABC0138E38E38E38E64005555

5555555564000000000000000C01871C71C71C71E40055555555555564002AAAAAAAAA

AABC01E38E38E38E39040055555555555564005555555555556C02271C71C71C71E400

55555555555564008000000000001C02638E38E38E3904005555555555556400AAAAAA

AAAAAACC02A71C71C71C7204005555555555556400D555555555557C02F1C71C71C71C

C40055555555555564010000000000001C0321C71C71C71CA4008000000000001C0100

00000000000C0340000000000014008000000000001C00D555555555555C03171C71C7

1C71D4008000000000001C00AAAAAAAAAAAAAC02E38E38E38E3904008000000000001C

007FFFFFFFFFFFFC02A0000000000004008000000000001C005555555555554C02638E

38E38E38E4008000000000001C002AAAAAAAAAAA9C022E38E38E38E394008000000000

001BFFFFFFFFFFFFFFDC0200000000000004008000000000001BFFAAAAAAAAAAAA8C01

B1C71C71C71C84008000000000001BFF5555555555553C0171C71C71C71CA400800000

0000001BFEFFFFFFFFFFFFCC0140000000000044008000000000001BFE555555555555

2C011C71C71C71C764008000000000001BFD555555555554FC01071C71C71C72040080

000000000013CB8000000000000C01000000000000440080000000000013FD55555555

5555BC01071C71C71C72040080000000000013FE5555555555558C011C71C71C71C764

0080000000000013FF0000000000001C01400000000000440080000000000013FF5555

555555556C0171C71C71C71CC40080000000000013FFAAAAAAAAAAAABC01B1C71C71C7

1CC40080000000000014000000000000000C0200000000000024008000000000001400

2AAAAAAAAAAABC022E38E38E38E3C40080000000000014005555555555556C02638E38

E38E39040080000000000014008000000000001C02A000000000004400800000000000

1400AAAAAAAAAAAACC02E38E38E38E3924008000000000001400D555555555557C0317

1C71C71C71F40080000000000014010000000000001C034000000000003400AAAAAAAA

AAAACC010000000000000C0361C71C71C71C8400AAAAAAAAAAAACC00D555555555555C

0338E38E38E38E4400AAAAAAAAAAAACC00AAAAAAAAAAAAAC03138E38E38E38E400AAAA

AAAAAAAACC007FFFFFFFFFFFFC02E38E38E38E390400AAAAAAAAAAAACC005555555555

554C02A71C71C71C71C400AAAAAAAAAAAACC002AAAAAAAAAAA9C0271C71C71C71C8400

AAAAAAAAAAAACBFFFFFFFFFFFFFFDC02438E38E38E38E400AAAAAAAAAAAACBFFAAAAAA

AAAAAA8C021C71C71C71C72400AAAAAAAAAAAACBFF5555555555553C01F8E38E38E38E

6400AAAAAAAAAAAACBFEFFFFFFFFFFFFCC01C71C71C71C720400AAAAAAAAAAAACBFE55

55555555552C01A38E38E38E392400AAAAAAAAAAAACBFD555555555554FC018E38E38E

38E3C400AAAAAAAAAAAAC3CB8000000000000C01871C71C71C720400AAAAAAAAAAAAC3

FD555555555555BC018E38E38E38E3C400AAAAAAAAAAAAC3FE5555555555558C01A38E

38E38E392400AAAAAAAAAAAAC3FF0000000000001C01C71C71C71C720400AAAAAAAAAA

AAC3FF5555555555556C01F8E38E38E38E8400AAAAAAAAAAAAC3FFAAAAAAAAAAAABC02

1C71C71C71C74400AAAAAAAAAAAAC4000000000000000C02438E38E38E390400AAAAAA

AAAAAAC4002AAAAAAAAAAABC0271C71C71C71CA400AAAAAAAAAAAAC400555555555555

6C02A71C71C71C720400AAAAAAAAAAAAC4008000000000001C02E38E38E38E392400AA

AAAAAAAAAAC400AAAAAAAAAAAACC03138E38E38E390400AAAAAAAAAAAAC400D5555555

55557C0338E38E38E38E6400AAAAAAAAAAAAC4010000000000001C0361C71C71C71CA4

00D555555555557C010000000000000C03871C71C71C71E400D555555555557C00D555

555555555C035E38E38E38E3A400D555555555557C00AAAAAAAAAAAAAC0338E38E38E3

8E4400D555555555557C007FFFFFFFFFFFFC03171C71C71C71E400D555555555557C00

5555555555554C02F1C71C71C71C8400D555555555557C002AAAAAAAAAAA9C02BC71C7

1C71C74400D555555555557BFFFFFFFFFFFFFFDC028E38E38E38E3A400D55555555555

7BFFAAAAAAAAAAAA8C02671C71C71C71E400D555555555557BFF5555555555553C0247

1C71C71C71F400D555555555557BFEFFFFFFFFFFFFCC022E38E38E38E3C400D5555555

55557BFE5555555555552C021C71C71C71C75400D555555555557BFD555555555554FC

0211C71C71C71CA400D5555555555573CB8000000000000C020E38E38E38E3C400D555

5555555573FD555555555555BC0211C71C71C71CA400D5555555555573FE5555555555

558C021C71C71C71C75400D5555555555573FF0000000000001C022E38E38E38E3C400

D5555555555573FF5555555555556C02471C71C71C720400D5555555555573FFAAAAAA

AAAAAABC02671C71C71C720400D5555555555574000000000000000C028E38E38E38E3

C400D5555555555574002AAAAAAAAAAABC02BC71C71C71C76400D55555555555740055

55555555556C02F1C71C71C71CC400D5555555555574008000000000001C03171C71C7

1C71F400D555555555557400AAAAAAAAAAAACC0338E38E38E38E6400D5555555555574

00D555555555557C035E38E38E38E3C400D5555555555574010000000000001C03871C

71C71C7204010000000000001C010000000000000C03B0000000000024010000000000

001C00D555555555555C03871C71C71C71E4010000000000001C00AAAAAAAAAAAAAC03

61C71C71C71C84010000000000001C007FFFFFFFFFFFFC034000000000002401000000

0000001C005555555555554C0321C71C71C71C84010000000000001C002AAAAAAAAAAA

9C03071C71C71C71E4010000000000001BFFFFFFFFFFFFFFDC02E00000000000240100

00000000001BFFAAAAAAAAAAAA8C02B8E38E38E38E64010000000000001BFF55555555

55553C0298E38E38E38E64010000000000001BFEFFFFFFFFFFFFCC0280000000000044

010000000000001BFE5555555555552C026E38E38E38E3C4010000000000001BFD5555

55555554FC02638E38E38E39240100000000000013CB8000000000000C026000000000

00440100000000000013FD555555555555BC02638E38E38E39240100000000000013FE

5555555555558C026E38E38E38E3E40100000000000013FF0000000000001C02800000

000000440100000000000013FF5555555555556C0298E38E38E38E8401000000000000

13FFAAAAAAAAAAAABC02B8E38E38E38E840100000000000014000000000000000C02E0

0000000000440100000000000014002AAAAAAAAAAABC03071C71C71C71F40100000000

000014005555555555556C0321C71C71C71CA40100000000000014008000000000001C

0340000000000034010000000000001400AAAAAAAAAAAACC0361C71C71C71CA4010000

000000001400D555555555557C03871C71C71C72040100000000000014010000000000

001C03B000000000004-%&COLORG6^bm%$HUEG$\"3>C1])4#*3W%!#L$\"3Ic66666')z

!#>$\"3!Hyxxxxx_\"!#=$\"3M.++++](=#F6$\"3M#yxxxxxx#F6$\"3Q96666h)H$F6$

\"3)Q++++++v$F6$\"34[WWWW%>8%F6$\"3`ZWWWWWWWF6$\"3A-++++](o%F6$\"3#Q66

6666'[F6$\"37!yxxxx_'\\F6$\"3A-++++++]F6FG$\"3s766666h[F6FC$\"3UYWWWWW

WWF6$\"3(pWWWWW>8%F6$\"3y-+++++]PF6$\"3E86666h)H$F6$\"37!yxxxxxx#F6$\"

3A-++++](=#F6$\"3o!yxxxxx_\"F6$\"35M66666')zF3$\"357.D\\gW?AF0F1$\"3#o

AAAAAsf\"F6$\"3&R*))))))))QEBF6$\"3#\\66666h)HF6$\"3Q$*))))))))QwNF6$

\"3)fAAAAAs4%F6$\"3%\\66666'[XF6$\"39fbbbbbI\\F6$\"3-ebbbb0V_F6$\"3#Q6

6666h[&F6$\"3UDAAAAsfcF6$\"3s\"*)))))))))Qw&F6$\"3#Q66666')z&F6F]pF[pF

ioFgo$\"3.ebbbbbI\\F6$\"3#Q66666'[XF6$\"3)[AAAAAs4%F6$\"3;\"*))))))))Q

wNF6$\"3#Q66666h)HF6$\"3t\"*))))))))QEBF6$\"3gCAAAAA(f\"F6FenF4F[o$\"3

CgbbbbbbIF6$\"3z\"yxxxx_r$F6$\"3pfbbbbb0VF6$\"3%G*))))))))QE[F6$\"3A\"

yxxxxxF&F6F[p$\"3UDAAAAAsfF6$\"3B\"yxxxx_@'F6$\"3i!*)))))))))))Q'F6$\"

3#pbbbbbI\\'F6$\"37!yxxxxx_'F6F_rF]rF[rFiqF[pFgq$\"3t\"*))))))))QE[F6$

\"3eebbbbb0VF6$\"3dzxxxxF:PF6$\"39fbbbbbbIF6F[qFYF7F]oFaq$\"3K.+++++vV

F6$\"3C\"yxxxx_'\\F6$\"3#\\66666h[&F6$\"3L.++++]PfF6$\"3UYWWWWW>jF6$\"

3UYWWWW%>j'F6$\"3A-+++++voF6$\"3s76666h[qF6$\"37!yxxxxF:(F6$\"37,++++]

(=(F6F[tFis$\"35,+++++voF6$\"3JXWWWW%>j'F6$\"3JXWWWWW>jF6$\"3A-++++]Pf

F6FioFG$\"3A-+++++vVF6Fgr$\"3q766666')HF6$\"37,++++](=#F6F9F_oFcqF]s$

\"3CgbbbbbbbF6$\"3%G*))))))))QwgF6Far$\"3KCAAAAs4pF6$\"3KCAAAAAAsF6$\"

37!yxxxx_Y(F6$\"3s\"*))))))))))QwF6$\"3-ebbbb0VxF6$\"37!yxxxxxx(F6$\"3

\"pbbbbbIu(F6$\"3h!*))))))))))QwF6FeuFcuFauFar$\"3s\"*))))))))QwgF6$\"

3-ebbbbbbbF6FGFerFgpFUF;FaoFeqF_sF_u$\"3UDAAAAA(f'F6$\"3#Q66666'[qF6$

\"3.ebbbbbIuF6Fiu$\"3#Q66666h)zF6$\"3KCAAAAsf\")F6$\"3s\"*)))))))))QE)

F6$\"3s76666h)H)F6$\"3i!*)))))))))QE)F6F]w$\"3q766666')zF6F]v$\"3\"pbb

bbb0V(F6Fis$\"3KCAAAAA(f'F6FavFio$\"3i!*))))))))QE[F6$\"3wBAAAAA(4%F6$

\"3;76666h)H$F6F=FcoFgqFasFarFgv$\"3K.++++++vF6$\"3_ZWWWW%>)yF6$\"3_ZW

WWWW%>)F6$\"3A-++++]P%)F6$\"3s7666666')F6$\"37!yxxxx_r)F6$\"37,+++++](

)F6F[yFix$\"36,++++]P%)F6$\"3UYWWWWW%>)F6$\"3UYWWWW%>)yF6$\"3A-++++++v

F6Fis$\"3,zxxxxxFlF6Fet$\"37!yxxxxxF&F6$\"3s76666h[XF6$\"3m,+++++]PF6F

?FeoF[pFcsFauFivFcxF_w$\"3s\"*))))))))Qw&)F6$\"3JXWWWWW>))F6$\"3!ebbbb

bI**)F6$\"3?BAAAAA(4*F6$\"3JXWWWW%>8*F6FezFczFaz$\"3i!*))))))))Qw&)F6F

cwFcyFgw$\"3@BAAAAs4pF6Fct$\"3KCAAAAsfcF6$\"3\"pbbbbb0$\\F6$\"3'eWWWWW

>8%F6FAFgoFiqFesFcuFiuFexF_z$\"3_*)))))))))))))))F6Fgz$\"3!ebbbbbbI*F6

$\"3@BAAAAs4%*F6$\"3JXWWWWWW%*F6Fg[lFe[l$\"3?WWWWW%>8*F6Fc[lFiz$\"3IXW

WWWW%>)F6F]v$\"3@BAAAAAAsF6Fat$\"3?BAAAAAsfF6$\"3!ebbbbbIC&F6$\"3JXWWW

WWWWF6FCFioF[rFgsFeuF[wFgxFazFgz$\"3+++++++v$*F6$\"3g66666h[&*F6$\"3!z

xxxxxFl*F6$\"3++++++](o*F6F[]lFi\\lFg\\lF[\\l$\"3?WWWWWW>))F6F_yFew$\"

3-zxxxxFluF6$\"3+++++++voF6$\"3,zxxxxF:iF6$\"3g666666'[&F6$\"3++++++](

o%F6FEF[pF]rFisFguF]wFixFczFe[lFi\\l$\"3@BAAAAAA(*F6$\"3S))))))))))QE)

*F6$\"3g666666h)*F6F]^l$\"35AAAAAAA(*F6Fi\\lFe[lFczFix$\"3?BAAAAsf\")F
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i]lFMFgoFiqFatFcuF]vFayFizFc[lF[\\lFe[lFc_lFf`lFc_lFe[lF[\\l$\"3S)))))

)))))))))))F6$\"3]*)))))))))Qw&)F6F]\\lF]v$\"35AAAAAAAsF6$\"3?WWWWW%>j

'F6Fa\\lFc\\l$\"3?WWWWWWWWF6FOFapF[pFctFauFgwFcyFcwFizF_]lFczFe_lF[\\l

Fe_lFczF_]lFbblFi_l$\"3IXWWWW%>)yF6Fgw$\"35AAAAAs4pF6$\"3?WWWWWW>jF6F[

_l$\"3!ebbbbb0$\\F6$\"3vWWWWW%>8%F6FQFcpFgqFetFarFisFeyFcyF]\\lF_yFixF

g_lFh`lFg_lFixF_yF]\\lFjbl$\"35,++++++vF6$\"3g66666h[qF6F`al$\"36,++++

]PfF6$\"3+zxxxxxx_F6$\"3g66666h[XF6$\"3c++++++]PF6FSFepFcrFioFavFiwFis

FgwF]vFewFc^lFi_lFj`lFi_lFc^lF\\blF]vFgwFfcl$\"35AAAAAA(f'F6$\"3i!*)))

)))))QwgF6Fg]l$\"3^*)))))))))QE[F6$\"3mAAAAAA(4%F6$\"3/66666h)H$F6FUFg

pFerFGFcvFavFgyF[[lF_\\lFa]lFe^lF]vF\\alFfalFe^lF^blFdblF\\clF`alFbdl$

\"3#pbbbbbbb&F6$\"3-zxxxxFl\\F6$\"3Ocbbbbb0VF6$\"3%*))))))))))QwNF6$\"

3!zxxxxxxx#F6FWFipFgrFgtFGFioFetFctFatFc]lFg^lF[`lF^alF[`lFg^lFc]lFfbl

F^clFhclFg]lF\\el$\"3+++++++vVF6$\"3YyxxxxF:PF6$\"3g666666')HF6$\"3+++

+++](=#F6FYF[qFirFgrFerF[xFiyF][lFa\\lFe]lFi^lF]`lF`alF]`lFi^lFe]lFa\\

lF[_lFjclFddlF^elFfel$\"3#pbbbbbb0$F6$\"3^*)))))))))QEBF6$\"3YyxxxxxF:

F6FenF]qF[qFitFgpF]xF[zF_[lFc\\lFg]lF[_lF_`lFbalF_`lF[_lFg]lFc\\lF`clF

\\dlFfdlF`elFhelF^fl$\"3QAAAAAA(f\"F6$\"3)=66666h)zF3FgnFenFYF[uFUF_xF

]zFa[lFe\\lFi]lF]_lFa`lFdalFa`lFjalFi]lFhblFbclF^dlFhdlFbelFjelF`flFdf

l$Fe`lFe`l-%+AXESLABELSG6%%\"xG%\"yG%\"zG-%&STYLEG6#%%LINEG-%*AXESSTYL

EG6#%$BOXG-%&TITLEG6#%@la~fonction~z=f(x,y)=-x^2-y^2+5G-%+PROJECTIONG6

%$!#IFe`l$\"#vFe`lFd`l" 1 6 0 1 10 0 2 1 1 2 2 1.000000 75.000000 

-30.000000 1 0 "Curve 1" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "

" }}}}{MARK "0 0 0" 133 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 1 1 1 1 }

{PAGENUMBERS 0 1 2 33 1 1 }




{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "Hyperlink" -1 17 "" 0 1 0 128 128 1 2 0 1 0 0 0 

0 0 0 1 }{CSTYLE "" -1 35 "" 0 1 104 64 92 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 

2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" -1 7 1 

{CSTYLE "" -1 -1 "Courier" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 1 }1 1 0 

0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Plot" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "

Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }

}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 671 "#plot3d([cos(y) * (

10.0 + 6.0 * cos(x)), sin(y) * (10.0 + 6.0 * cos(x)),\n#        -6.0*s

in(x)], x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi, axes=boxed,orientation=[52,71]);\nrestart

;S:=plot3d([x, y,-(x-1)-2*(x-1)^2-(y-2)-(y-2)^2+5], x=-1..4, y=-4..4):

\nP:=plot3d([x, y,-(x-1)-(y-2)+5], x=-1..4, \ny=-4..4,\naxes=boxed,\nl

abels=[x,y,z],\n#style=wireframe,\norientation=[-150,60],\ncolor=green

,\ntitle=`la fonction z=f(x,y)=-(x-1)-2*(x-1)^2-(y-2)-(y-2)^2+5,\nla d

iff\351rentielle z-z0=a(x-x_0)+b(y-y_0)\nz-5=-(x-1)-(y-2)`):with(plots

):\n###########################\nwith(plottools):\nc := sphere([1,2,5]

, 0.1, colour=red,\nlabels=[x,y,z]):\nplots[display](\nS,\nP,\nc,\n#sc

aling=constrained, \nstyle=patch, \naxes=boxed);" }}{PARA 7 "" 1 "" 

{TEXT -1 50 "Warning, the name changecoords has been redefined\n" }}

{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 58 "Warning, the assigned name arrow now has \+

a global binding\n" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT3D 495 495 495 

{PLOTDATA 3 "6*-%%MESHG6#X.%)anythingG6\"6\"[gl'!%\"!!$^`r\":\":\"$BFF
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8BFF71C71C71C71C5BFF00000000000003FF0000000000001BFEFFFFFFFFFFFFEBFF00

000000000003FF5555555555556BFE8E38E38E38E38BFF00000000000003FFAAAAAAAA

AAAABBFE8E38E38E38E39BFF00000000000004000000000000000BFF0000000000000B
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0000005BFE9555555555555C010000000000000C03DA0E38E38E38EBFE955555555555

5C00D555555555555C03A12AAAAAAAAAABFE9555555555555C00AAAAAAAAAAAAAC036B
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55555C005555555555554C030BD5555555554BFE9555555555555C002AAAAAAAAAAA9C

02C255555555550BFE9555555555555BFFFFFFFFFFFFFFDC02741C71C71C718BFE9555

555555555BFFAAAAAAAAAAAA8C022CFFFFFFFFFFDBFE9555555555555BFF5555555555

553C01D9FFFFFFFFFFDBFE9555555555555BFEFFFFFFFFFFFFCC016838E38E38E36BFE

9555555555555BFE5555555555552C0104AAAAAAAAAA7BFE9555555555555BFD555555

555554FC005EAAAAAAAAAA6BFE95555555555553CB8000000000000BFFA0E38E38E38D

ABFE95555555555553FD555555555555BBFE7AAAAAAAAAA98BFE95555555555553FE55

55555555558BFB2AAAAAAAAAA50BFE95555555555553FF00000000000013FD7C71C71C

71C84BFE95555555555553FF55555555555563FE3000000000008BFE95555555555553

FFAAAAAAAAAAAAB3FE3000000000007BFE955555555555540000000000000003FD7C71

C71C71C80BFE95555555555554002AAAAAAAAAAABBFB2AAAAAAAAAA84BFE9555555555

5554005555555555556BFE7AAAAAAAAAAAABFE95555555555554008000000000001BFF

A0E38E38E38E6BFE9555555555555400AAAAAAAAAAAACC005EAAAAAAAAAAEBFE955555

5555555400D555555555557C0104AAAAAAAAAAEBFE9555555555555401000000000000

1C016838E38E38E3DBFE2AAAAAAAAAAAAC010000000000000C03C6E38E38E38E3BFE2A

AAAAAAAAAAAC00D555555555555C038DFFFFFFFFFFEBFE2AAAAAAAAAAAAC00AAAAAAAA

AAAAAC0358AAAAAAAAAAABFE2AAAAAAAAAAAAC007FFFFFFFFFFFFC0326E38E38E38E4B

FE2AAAAAAAAAAAAC005555555555554C02F155555555552BFE2AAAAAAAAAAAAC002AAA

AAAAAAAA9C029BFFFFFFFFFFABFE2AAAAAAAAAAAABFFFFFFFFFFFFFFDC024DC71C71C7

1C3BFE2AAAAAAAAAAAABFFAAAAAAAAAAAA8C0206AAAAAAAAAA8BFE2AAAAAAAAAAAABFF

5555555555553C018D55555555552BFE2AAAAAAAAAAAABFEFFFFFFFFFFFFCC011B8E38

E38E38CBFE2AAAAAAAAAAAABFE5555555555552C006FFFFFFFFFFF8BFE2AAAAAAAAAAA

ABFD555555555554FBFF8AAAAAAAAAAA0BFE2AAAAAAAAAAAA3CB8000000000000BFDB8

E38E38E38B8BFE2AAAAAAAAAAAA3FD555555555555B3FDD555555555580BFE2AAAAAAA

AAAAA3FE55555555555583FF2000000000007BFE2AAAAAAAAAAAA3FF00000000000013

FF91C71C71C71CEBFE2AAAAAAAAAAAA3FF55555555555563FFCAAAAAAAAAAB0BFE2AAA

AAAAAAAAA3FFAAAAAAAAAAAAB3FFCAAAAAAAAAAAFBFE2AAAAAAAAAAAA4000000000000

0003FF91C71C71C71CCBFE2AAAAAAAAAAAA4002AAAAAAAAAAAB3FF2000000000004BFE

2AAAAAAAAAAAA40055555555555563FDD55555555555CBFE2AAAAAAAAAAAA400800000

0000001BFDB8E38E38E38E8BFE2AAAAAAAAAAAA400AAAAAAAAAAAACBFF8AAAAAAAAAAB

0BFE2AAAAAAAAAAAA400D555555555557C007000000000005BFE2AAAAAAAAAAAA40100

00000000001C011B8E38E38E392BFD7FFFFFFFFFFFEC010000000000000C03B6800000

00000BFD7FFFFFFFFFFFEC00D555555555555C037D9C71C71C71CBFD7FFFFFFFFFFFEC

00AAAAAAAAAAAAAC0348471C71C71C7BFD7FFFFFFFFFFFEC007FFFFFFFFFFFFC031680

000000000BFD7FFFFFFFFFFFEC005555555555554C02D08E38E38E38BBFD7FFFFFFFFF

FFEC002AAAAAAAAAAA9C027B38E38E38E34BFD7FFFFFFFFFFFEBFFFFFFFFFFFFFFDC02

2CFFFFFFFFFFCBFD7FFFFFFFFFFFEBFFAAAAAAAAAAAA8C01CBC71C71C71C2BFD7FFFFF

FFFFFFEBFF5555555555553C014BC71C71C71C5BFD7FFFFFFFFFFFEBFEFFFFFFFFFFFF

CC00B3FFFFFFFFFFCBFD7FFFFFFFFFFFEBFE5555555555552BFFD9C71C71C71BCBFD7F

FFFFFFFFFFEBFD555555555554FBFE08E38E38E38D8BFD7FFFFFFFFFFFE3CB80000000

000003FE3000000000010BFD7FFFFFFFFFFFE3FD555555555555B3FF7B8E38E38E392B

FD7FFFFFFFFFFFE3FE5555555555558400131C71C71C71EBFD7FFFFFFFFFFFE3FF0000

0000000014004C00000000001BFD7FFFFFFFFFFFE3FF55555555555564006871C71C71

C72BFD7FFFFFFFFFFFE3FFAAAAAAAAAAAAB4006871C71C71C71BFD7FFFFFFFFFFFE400

00000000000004004C00000000000BFD7FFFFFFFFFFFE4002AAAAAAAAAAAB400131C71

C71C71CBFD7FFFFFFFFFFFE40055555555555563FF7B8E38E38E38BBFD7FFFFFFFFFFF

E40080000000000013FE2FFFFFFFFFFF4BFD7FFFFFFFFFFFE400AAAAAAAAAAAACBFE08

E38E38E38F8BFD7FFFFFFFFFFFE400D555555555557BFFD9C71C71C71D6BFD7FFFFFFF

FFFFE4010000000000001C00B40000000000ABFC5555555555551C010000000000000C

03A8E38E38E38E4BFC5555555555551C00D555555555555C036FFFFFFFFFFFFBFC5555

555555551C00AAAAAAAAAAAAAC033AAAAAAAAAAAABFC5555555555551C007FFFFFFFFF

FFFC0308E38E38E38E4BFC5555555555551C005555555555554C02B555555555552BFC

5555555555551C002AAAAAAAAAAA9C025FFFFFFFFFFFBBFC5555555555551BFFFFFFFF

FFFFFFDC0211C71C71C71C4BFC5555555555551BFFAAAAAAAAAAAA8C01955555555555

0BFC5555555555551BFF5555555555553C011555555555553BFC5555555555551BFEFF

FFFFFFFFFFCC00471C71C71C718BFC5555555555551BFE5555555555552BFEFFFFFFFF

FFFE8BFC5555555555551BFD555555555554F3FD5555555555570BFC55555555555513

CB80000000000003FF71C71C71C71D0BFC55555555555513FD555555555555B4002AAA

AAAAAAAADBFC55555555555513FE55555555555584008000000000002BFC5555555555

5513FF0000000000001400B8E38E38E38E5BFC55555555555513FF5555555555556400

D555555555555BFC55555555555513FFAAAAAAAAAAAAB400D555555555555BFC555555

55555514000000000000000400B8E38E38E38E4BFC55555555555514002AAAAAAAAAAA

B4008000000000000BFC555555555555140055555555555564002AAAAAAAAAAAABFC55

5555555555140080000000000013FF71C71C71C71C2BFC5555555555551400AAAAAAAA

AAAAC3FD5555555555530BFC5555555555551400D555555555557BFF000000000000EB

FC55555555555514010000000000001C00471C71C71C7263FA5555555555568C010000
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5AEC034E6F596CB772FBD40BF1B89C374CE4025A3B882594D24C032BD89F4AED5F6BD4

0BF1B89C374CE402E9A5923B01B0DC02E9A5923B01B6EBD40BF1B89C374CE4032BD89F

4AED5D5C025A3B882594D98BD40BF1B89C374CE4034E6F596CB771DC016672413CDA6B

2BD40BF1B89C374CE4035A3B882594D5BBD43AE36C483BA8CBD40BF1B89C374CE-%(SC

ALINGG6#%,CONSTRAINEDG" 1 2 0 1 10 0 2 1 1 1 1 1.000000 45.000000 

45.000000 0 0 "Curve 1" }}}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT3D 495 495 495 

{PLOTDATA 3 "6%-%%GRIDG6%;$!0z*e`EfTJ!#9$\"0z*e`EfTJF)F&X,%)anythingG6

\"6\"[gl'!%\"!!#\\bm\":\":BFDB8A0E1D9C6FB23FD7993EC1BA44AF3FEDD39568CC

5DE33FECCA1D47E440613FD2B3CA08FED7D7BFE0106DD393033ABFEF3636E4B5480FBF

EA68E682AE86B1BFC2E8E82D2ACD833FE3F9FC975300763FEFE97F3DD30D9B3FE77350

E8489E533CD2D97C7F3321CDBFE77350E8489E46BFEFE97F3DD30D9DBFE3F9FC975300

823FC2E8E82D2ACD343FEA68E682AE86A83FEF3636E4B548143FE0106DD3930348BFD2

B3CA08FED7C8BFECCA1D47E4405ABFEDD39568CC5DE9BFD7993EC1BA44CD3FDB8A0E1D

9C6F953FD7993EC1BA44AF3FECF66B2157C0883FEE6DAF096761EB3FDECE0EC4245BDE

BFCFE2CFCC0B8896BFEB066599828C0ABFEF6E65F3E67305BFE2CD57D6D9CC0A3FC011

F5156DD3AA3FE8A8E46ACCDAF63FEFEFC77BBE62DB3FE5E77C96E231543CD1475CC9EE

DEFCBFE5E77C96E23148BFEFEFC77BBE62DABFE8A8E46ACCDB00BFC011F5156DD3E93F

E2CD57D6D9CBFD3FEF6E65F3E673023FEB066599828C133FCFE2CFCC0B88B5BFDECE0E

C4245BD0BFEE6DAF096761E9BFECF66B2157C088BFD7993EC1BA44CD3FEDD39568CC5D

E33FEE6DAF096761EB3FE14989C89FBF3FBFBD4B5F3D52DBE2BFE6F4FD979F40BDBFEF

E230C4CC60D6BFEA68E682AE86B1BFD20409E5D659E73FD8ECC5811F88543FEC4DD6BA

CA1C793FEF5CAD1C2507033FE4415373AA933F3CCF6A7A29553856BFE4415373AA9333

BFEF5CAD1C250701BFEC4DD6BACA1C80BFD8ECC5811F88713FD20409E5D659C83FEA68

E682AE86A83FEFE230C4CC60D83FE6F4FD979F40C83FBD4B5F3D52DC21BFE14989C89F

BF38BFEE6DAF096761E9BFEDD39568CC5DE93FECCA1D47E440613FDECE0EC4245BDEBF

BD4B5F3D52DBE2BFE56058C4A8716ABFEF3636E4B5480FBFED8AF614E46ABCBFE0FC11

A3316C473FAD57B7CE7195AE3FE3F9FC975300763FEEC1858E827A053FEE32F2A09581

743FE282D0FA811AEF3CCC463ABECCB2B4BFE282D0FA811AE4BFEE32F2A095816FBFEE

C1858E827A09BFE3F9FC97530082BFAD57B7CE71966E3FE0FC11A3316C393FED8AF614

E46AB93FEF3636E4B548133FE56058C4A871703FBD4B5F3D52DC21BFDECE0EC4245BD0

BFECCA1D47E4405D3FD2B3CA08FED7D7BFCFE2CFCC0B8896BFE6F4FD979F40BDBFEF36

36E4B5480FBFEE50CD635DC02EBFE48803DEB183E7BFC2E8E82D2ACD733FD8ECC5811F

88543FE9FF9D72942E973FEFE97F3DD30D9B3FEC782DF707B2973FE0AE0DEC6DEEB93C

C921FB54442D12BFE0AE0DEC6DEEAEBFEC782DF707B291BFEFE97F3DD30D9CBFE9FF9D

72942E9EBFD8ECC5811F88713FC2E8E82D2ACD443FE48803DEB183DE3FEE50CD635DC0

2C3FEF3636E4B548113FE6F4FD979F40C83FCFE2CFCC0B88B5BFD2B3CA08FED7C8BFE0

106DD393033ABFEB066599828C0ABFEFE230C4CC60D6BFED8AF614E46ABCBFE48803DE

B183E7BFCB890AD9BF08CE3FD0A2D3291EFE5D3FE5A44398BE0A483FEE141FB661695F

3FEFB94BA50864C53FEA34ADA6332D0F3FDD8A7B94CA4E6D3CC5FDBBE9BBA770BFDD8A

7B94CA4E5ABFEA34ADA6332D08BFEFB94BA50864C4BFEE141FB6616963BFE5A44398BE

0A51BFD0A2D3291EFE743FCB890AD9BF089F3FE48803DEB183E43FED8AF614E46AB93F

EFE230C4CC60D73FEB066599828C0A3FE0106DD3930341BFEF3636E4B5480FBFEF6E65

F3E67305BFEA68E682AE86B1BFE0FC11A3316C47BFC2E8E82D2ACD733FD0A2D3291EFE

5D3FE3F9FC975300793FEC4DD6BACA1C7B3FEFE97F3DD30D9C3FEE32F2A09581733FE7

7350E8489E503FD995585FC3F8B93CC2D97C7F3321CEBFD995585FC3F8A7BFE77350E8

489E4ABFEE32F2A0958170BFEFE97F3DD30D9CBFEC4DD6BACA1C7EBFE3F9FC9753007F

BFD0A2D3291EFE6C3FC2E8E82D2ACD643FE0FC11A3316C403FEA68E682AE86AC3FEF6E

65F3E673053FEF3636E4B54811BFEA68E682AE86B1BFE2CD57D6D9CC0ABFD20409E5D6

59E73FAD57B7CE7195AE3FD8ECC5811F88543FE5A44398BE0A483FEC4DD6BACA1C7B3F

EFACC2B67A9DEA3FEF5CAD1C2507033FEB66E6264B9A913FE4415373AA933D3FD58174

211094973CBF6A7A29553857BFD5817421109489BFE4415373AA9337BFEB66E6264B9A

8DBFEF5CAD1C250701BFEFACC2B67A9DEBBFEC4DD6BACA1C7EBFE5A44398BE0A4EBFD8

ECC5811F8862BFAD57B7CE7195EE3FD20409E5D659DF3FE2CD57D6D9CC073FEA68E682

AE86B1BFC2E8E82D2ACD833FC011F5156DD3AA3FD8ECC5811F88543FE3F9FC97530076

3FE9FF9D72942E973FEE141FB661695F3FEFE97F3DD30D9C3FEF5CAD1C2507033FEC78

2DF707B2963FE77350E8489E503FE0AE0DEC6DEEB83FD153B5B83B20313CB921FB5444

2D13BFD153B5B83B2025BFE0AE0DEC6DEEB3BFE77350E8489E4CBFEC782DF707B294BF

EF5CAD1C250702BFEFE97F3DD30D9CBFEE141FB6616961BFE9FF9D72942E99BFE3F9FC

97530079BFD8ECC5811F885BBFC011F5156DD3BA3FC2E8E82D2ACD733FE3F9FC975300

763FE8A8E46ACCDAF63FEC4DD6BACA1C793FEEC1858E827A053FEFE97F3DD30D9B3FEF

B94BA50864C53FEE32F2A09581733FEB66E6264B9A913FE77350E8489E503FE282D0FA

811AED3FD995585FC3F8B63FCA224631258B843CB2D97C7F3321CFBFCA224631258B71

BFD995585FC3F8AEBFE282D0FA811AE9BFE77350E8489E4CBFEB66E6264B9A8FBFEE32

F2A0958172BFEFB94BA50864C4BFEFE97F3DD30D9CBFEEC1858E827A05BFEC4DD6BACA

1C7BBFE8A8E46ACCDAF8BFE3F9FC975300793FEFE97F3DD30D9B3FEFEFC77BBE62DB3F

EF5CAD1C2507033FEE32F2A09581743FEC782DF707B2973FEA34ADA6332D0F3FE77350

E8489E503FE4415373AA933D3FE0AE0DEC6DEEB83FD995585FC3F8B63FD153B5B83B20

303FC17DB67EA0172C3CA921FB54442D16BFC17DB67EA0171FBFD153B5B83B202BBFD9

95585FC3F8B0BFE0AE0DEC6DEEB5BFE4415373AA933ABFE77350E8489E4EBFEA34ADA6

332D0DBFEC782DF707B296BFEE32F2A0958173BFEF5CAD1C250703BFEFEFC77BBE62DB

BFEFE97F3DD30D9B3FE77350E8489E533FE5E77C96E231543FE4415373AA933F3FE282

D0FA811AEF3FE0AE0DEC6DEEB93FDD8A7B94CA4E6D3FD995585FC3F8B93FD581742110

94973FD153B5B83B20313FCA224631258B843FC17DB67EA0172C3FB188402E825EEE3C

9921FB54442D1ABFB188402E825EE2BFC17DB67EA01726BFCA224631258B7EBFD153B5

B83B202EBFD5817421109494BFD995585FC3F8B6BFDD8A7B94CA4E6ABFE0AE0DEC6DEE

B9BFE282D0FA811AEFBFE4415373AA933EBFE5E77C96E23154BFE77350E8489E523CD2

D97C7F3321CD3CD1475CC9EEDEFC3CCF6A7A295538563CCC463ABECCB2B43CC921FB54

442D123CC5FDBBE9BBA7703CC2D97C7F3321CE3CBF6A7A295538573CB921FB54442D13

3CB2D97C7F3321CF3CA921FB54442D163C9921FB54442D1A3982000000000000BC9921

FB54442D08BCA921FB54442D0DBCB2D97C7F3321CABCB921FB54442D0EBCBF6A7A2955

3852BCC2D97C7F3321CBBCC5FDBBE9BBA76DBCC921FB54442D10BCCC463ABECCB2B2BC

CF6A7A29553854BCD1475CC9EEDEFBBCD2D97C7F3321CCBFE77350E8489E46BFE5E77C

96E23148BFE4415373AA9333BFE282D0FA811AE4BFE0AE0DEC6DEEAEBFDD8A7B94CA4E

5ABFD995585FC3F8A7BFD5817421109489BFD153B5B83B2025BFCA224631258B71BFC1

7DB67EA0171FBFB188402E825EE2BC9921FB54442D083FB188402E825ED53FC17DB67E

A017193FCA224631258B6B3FD153B5B83B20223FD58174211094863FD995585FC3F8A4

3FDD8A7B94CA4E573FE0AE0DEC6DEEAE3FE282D0FA811AE23FE4415373AA93333FE5E7

7C96E231483FE77350E8489E45BFEFE97F3DD30D9DBFEFEFC77BBE62DABFEF5CAD1C25

0701BFEE32F2A095816FBFEC782DF707B291BFEA34ADA6332D08BFE77350E8489E4ABF

E4415373AA9337BFE0AE0DEC6DEEB3BFD995585FC3F8AEBFD153B5B83B202BBFC17DB6

7EA01726BCA921FB54442D0D3FC17DB67EA017193FD153B5B83B20243FD995585FC3F8

A83FE0AE0DEC6DEEAF3FE4415373AA93353FE77350E8489E483FEA34ADA6332D073FEC

782DF707B2903FEE32F2A095816F3FEF5CAD1C2507003FEFEFC77BBE62DA3FEFE97F3D

D30D9DBFE3F9FC97530082BFE8A8E46ACCDB00BFEC4DD6BACA1C80BFEEC1858E827A09

BFEFE97F3DD30D9CBFEFB94BA50864C4BFEE32F2A0958170BFEB66E6264B9A8DBFE773

50E8489E4CBFE282D0FA811AE9BFD995585FC3F8B0BFCA224631258B7EBCB2D97C7F33

21CA3FCA224631258B6B3FD995585FC3F8A83FE282D0FA811AE53FE77350E8489E483F

EB66E6264B9A8A3FEE32F2A095816F3FEFB94BA50864C33FEFE97F3DD30D9D3FEEC185

8E827A093FEC4DD6BACA1C823FE8A8E46ACCDB023FE3F9FC975300853FC2E8E82D2ACD

34BFC011F5156DD3E9BFD8ECC5811F8871BFE3F9FC97530082BFE9FF9D72942E9EBFEE

141FB6616963BFEFE97F3DD30D9CBFEF5CAD1C250701BFEC782DF707B294BFE77350E8

489E4CBFE0AE0DEC6DEEB5BFD153B5B83B202EBCB921FB54442D0E3FD153B5B83B2022

3FE0AE0DEC6DEEAF3FE77350E8489E483FEC782DF707B2903FEF5CAD1C2507003FEFE9

7F3DD30D9D3FEE141FB66169653FE9FF9D72942EA23FE3F9FC975300853FD8ECC5811F

88783FC011F5156DD3F9BFC2E8E82D2ACD243FEA68E682AE86A83FE2CD57D6D9CBFD3F

D20409E5D659C8BFAD57B7CE71966EBFD8ECC5811F8871BFE5A44398BE0A51BFEC4DD6

BACA1C7EBFEFACC2B67A9DEBBFEF5CAD1C250702BFEB66E6264B9A8FBFE4415373AA93

3ABFD5817421109494BCBF6A7A295538523FD58174211094863FE4415373AA93353FEB

66E6264B9A8A3FEF5CAD1C2507003FEFACC2B67A9DEC3FEC4DD6BACA1C823FE5A44398

BE0A573FD8ECC5811F88783FAD57B7CE7196AEBFD20409E5D659C0BFE2CD57D6D9CBF6

BFEA68E682AE86A33FEF3636E4B548143FEF6E65F3E673023FEA68E682AE86A83FE0FC

11A3316C393FC2E8E82D2ACD44BFD0A2D3291EFE74BFE3F9FC9753007FBFEC4DD6BACA

1C7EBFEFE97F3DD30D9CBFEE32F2A0958172BFE77350E8489E4EBFD995585FC3F8B6BC

C2D97C7F3321CB3FD995585FC3F8A43FE77350E8489E483FEE32F2A095816F3FEFE97F

3DD30D9D3FEC4DD6BACA1C823FE3F9FC975300853FD0A2D3291EFE84BFC2E8E82D2ACD

34BFE0FC11A3316C36BFEA68E682AE86A3BFEF6E65F3E67302BFEF3636E4B548143FE0

106DD39303483FEB066599828C133FEFE230C4CC60D83FED8AF614E46AB93FE48803DE

B183DE3FCB890AD9BF089FBFD0A2D3291EFE6CBFE5A44398BE0A4EBFEE141FB6616961

BFEFB94BA50864C4BFEA34ADA6332D0DBFDD8A7B94CA4E6ABCC5FDBBE9BBA76D3FDD8A

7B94CA4E573FEA34ADA6332D073FEFB94BA50864C33FEE141FB66169653FE5A44398BE

0A573FD0A2D3291EFE84BFCB890AD9BF0880BFE48803DEB183D8BFED8AF614E46AB6BF

EFE230C4CC60D8BFEB066599828C17BFE0106DD393034EBFD2B3CA08FED7C83FCFE2CF

CC0B88B53FE6F4FD979F40C83FEF3636E4B548133FEE50CD635DC02C3FE48803DEB183

E43FC2E8E82D2ACD64BFD8ECC5811F8862BFE9FF9D72942E99BFEFE97F3DD30D9CBFEC

782DF707B296BFE0AE0DEC6DEEB9BCC921FB54442D103FE0AE0DEC6DEEAE3FEC782DF7

07B2903FEFE97F3DD30D9D3FE9FF9D72942EA23FD8ECC5811F8878BFC2E8E82D2ACD34

BFE48803DEB183D8BFEE50CD635DC029BFEF3636E4B54814BFE6F4FD979F40CEBFCFE2

CFCC0B88D43FD2B3CA08FED7B9BFECCA1D47E4405ABFDECE0EC4245BD03FBD4B5F3D52

DC213FE56058C4A871703FEF3636E4B548113FED8AF614E46AB93FE0FC11A3316C40BF

AD57B7CE7195EEBFE3F9FC97530079BFEEC1858E827A05BFEE32F2A0958173BFE282D0

FA811AEFBCCC463ABECCB2B23FE282D0FA811AE23FEE32F2A095816F3FEEC1858E827A

093FE3F9FC975300853FAD57B7CE7196AEBFE0FC11A3316C36BFED8AF614E46AB6BFEF

3636E4B54814BFE56058C4A87176BFBD4B5F3D52DC613FDECE0EC4245BC23FECCA1D47

E44056BFEDD39568CC5DE9BFEE6DAF096761E9BFE14989C89FBF383FBD4B5F3D52DC21

3FE6F4FD979F40C83FEFE230C4CC60D73FEA68E682AE86AC3FD20409E5D659DFBFD8EC

C5811F885BBFEC4DD6BACA1C7BBFEF5CAD1C250703BFE4415373AA933EBCCF6A7A2955

38543FE4415373AA93333FEF5CAD1C2507003FEC4DD6BACA1C823FD8ECC5811F8878BF

D20409E5D659C0BFEA68E682AE86A3BFEFE230C4CC60D8BFE6F4FD979F40CEBFBD4B5F

3D52DC613FE14989C89FBF2B3FEE6DAF096761E63FEDD39568CC5DEFBFD7993EC1BA44

CDBFECF66B2157C088BFEE6DAF096761E9BFDECE0EC4245BD03FCFE2CFCC0B88B53FEB

066599828C0A3FEF6E65F3E673053FE2CD57D6D9CC07BFC011F5156DD3BABFE8A8E46A

CCDAF8BFEFEFC77BBE62DBBFE5E77C96E23154BCD1475CC9EEDEFB3FE5E77C96E23148

3FEFEFC77BBE62DA3FE8A8E46ACCDB023FC011F5156DD3F9BFE2CD57D6D9CBF6BFEF6E

65F3E67302BFEB066599828C17BFCFE2CFCC0B88D43FDECE0EC4245BC23FEE6DAF0967

61E63FECF66B2157C08F3FD7993EC1BA44EB3FDB8A0E1D9C6F95BFD7993EC1BA44CDBF

EDD39568CC5DE9BFECCA1D47E4405DBFD2B3CA08FED7C83FE0106DD39303413FEF3636

E4B548113FEA68E682AE86B13FC2E8E82D2ACD73BFE3F9FC97530079BFEFE97F3DD30D

9BBFE77350E8489E52BCD2D97C7F3321CC3FE77350E8489E453FEFE97F3DD30D9D3FE3

F9FC97530085BFC2E8E82D2ACD24BFEA68E682AE86A3BFEF3636E4B54814BFE0106DD3

93034E3FD2B3CA08FED7B93FECCA1D47E440563FEDD39568CC5DEF3FD7993EC1BA44EB

BFDB8A0E1D9C6F78-%+AXESLABELSG6%%\"xG%\"yGQ!F/-%&STYLEG6#%(CONTOURG" 

1 7 0 1 10 0 2 1 1 1 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve 1" }}}}

{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 148 "In some cases, you can provide variable \+

range endpoints. You can also specify the color using an expression or

 procedure. For more information, see " }{HYPERLNK 17 "plot3d/colorfun

c" 2 "plot3d/colorfunc" "" }{TEXT -1 1 "." }}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 378 "plot3d(sin(x*y), x=-Pi..Pi, y=-x..x);\np:= proc(x,y)

 if x^2 < y then cos(x*y) else x*sin(x*y) end if end proc:\nh:= proc(x

) x^2  end proc:\nplot3d(p, -2..2, -1..h);\nplot3d([x*sin(x)*cos(y), x

*cos(x)*cos(y), x*sin(y)], x=0..2*Pi, y=0..Pi);\nplot3d(x*exp(-x^2-y^2

), x=-2..2, y=-2..2, grid=[49,49]);\nplot3d(x*exp(-x^2-y^2), x=-2..2, \+

y=-2..2, color=x);\nplot3d(p, -2..2, -1..h, color=h);" }}{PARA 13 "" 

1 "" {GLPLOT3D 495 495 495 {PLOTDATA 3 "6$-%%MESHG6#X.%)anythingG6\"6

\"[gl'!%\"!!$^`r\":\":\"$C00921FB54442D11400921FB54442D113FDB8A0E1D9C6

FB2C00921FB54442D11400709D10D3E7EA5BFD7993EC1BA44AFC00921FB54442D11400

4F1A6C638D039BFEDD39568CC5DE3C00921FB54442D114002D97C7F3321CDBFECCA1D4

7E44061C00921FB54442D114000C152382D7361BFD2B3CA08FED7D7C00921FB54442D1

13FFD524FE24F89EA3FE0106DD393033AC00921FB54442D113FF921FB54442D123FEF3

636E4B5480FC00921FB54442D113FF4F1A6C638D03A3FEA68E682AE86B1C00921FB544

42D113FF0C152382D73623FC2E8E82D2ACD83C00921FB54442D113FE921FB54442D10B

FE3F9FC9753007FC00921FB54442D113FE0C152382D735EBFEFE97F3DD30D9DC00921F

B54442D113FD0C152382D7360BFE77350E8489E4CC00921FB54442D110000000000000

0000000000000000000C00921FB54442D11BFD0C152382D73603FE77350E8489E4CC00

921FB54442D11BFE0C152382D735C3FEFE97F3DD30D9DC00921FB54442D11BFE921FB5

4442D0C3FE3F9FC97530088C00921FB54442D11BFF0C152382D735DBFC2E8E82D2ACD0

5C00921FB54442D11BFF4F1A6C638D033BFEA68E682AE869AC00921FB54442D11BFF92

1FB54442D0ABFEF3636E4B5481CC00921FB54442D11BFFD524FE24F89E2BFE0106DD39

30363C00921FB54442D11C000C152382D735D3FD2B3CA08FED77CC00921FB54442D11C

002D97C7F3321C83FECCA1D47E44045C00921FB54442D11C004F1A6C638D0333FEDD39

568CC5DFFC00921FB54442D11C00709D10D3E7E9F3FD7993EC1BA4544C00921FB54442

D11C00921FB54442D0BBFDB8A0E1D9C6F21C00709D10D3E7EA5400709D10D3E7EA5BFE

CF66B2157C088C00709D10D3E7EA540051E54F6CE9EC2BFEEFD852F9D6BEEC00709D10

D3E7EA5400332D8E05EBEDFBFE2CBD91F3290ECC00709D10D3E7EA54001475CC9EEDEF
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BFFA8B517DBDEB643FFAAAAAAAAAAAACBFEAF684BDA12F68BFFA4C49A5CAD9383FFAAA

AAAAAAAAACBFE5ED097B425ED0BFF8408E9BA46C793FFAAAAAAAAAAAACBFE0E38E38E3

8E38BFF48BF7513115713FFAAAAAAAAAAAACBFD7B425ED097B41BFEEDEDB394963AA3F

FAAAAAAAAAAAACBFCB425ED097B424BFE288FA13C359C03FFAAAAAAAAAAAACBFAC71C7

1C71C710BFC3B9914D1AB8643FFAAAAAAAAAAAAC3FBA12F684BDA1383FD20529222681

013FFAAAAAAAAAAAAC3FD097B425ED097E3FE655B5C36086733FFAAAAAAAAAAAAC3FDA

AAAAAAAAAAB03FF110C8CACE9EF03FFAAAAAAAAAAAAC3FE25ED097B425F23FF5CBC067

9453C03FFAAAAAAAAAAAAC3FE7684BDA12F6893FF908E37568EBA23FFAAAAAAAAAAAAC

3FEC71C71C71C7203FFA8F74C438D8773FFAAAAAAAAAAAAC3FF0BDA12F684BDC3FFA44

BA312107223FFAAAAAAAAAAAAC3FF3425ED097B4273FF82DD0DE01650D3FFAAAAAAAAA

AAAC3FF5C71C71C71C723FF46F539B8738273FFAAAAAAAAAAAAC3FF84BDA12F684BD3F

EE95B34E2D167F3FFAAAAAAAAAAAAC3FFAD097B425ED083FE234F33CD5A3093FFAAAAA

AAAAAAAC3FFD5555555555553FC254FA53C27FED3FFAAAAAAAAAAAAC3FFFDA12F684BD

A0BFD2B57EFAD376923FFAAAAAAAAAAAAC40012F684BDA12F5BFE6A6DD4E4AB0743FFA

AAAAAAAAAAAC400271C71C71C71BBFF1331405F9EBEB3FFAAAAAAAAAAAAC4003B425ED

097B40BFF5E56A5200B81C3FFAAAAAAAAAAAAC4004F684BDA12F67BFF9182A78653D3D

3FFAAAAAAAAAAAAC400638E38E38E38CBFFA934D3CEFA8343FFD555555555557BFF000

0000000000BFFC5405FF4966F23FFD555555555557BFEA2F684BDA12F6BFFD429FEB0E

863F3FFD555555555557BFE45ED097B425ECBFFAF98EB9877C1D3FFD555555555557BF

DD1C71C71C71C4BFF5B927E74DAB223FFD555555555557BFD17B425ED097B2BFEC2A80

03BC08EB3FFD555555555557BFB7684BDA12F678BFD393A5159396F83FFD5555555555

573FB71C71C71C71D83FD354CA585DFF373FFD5555555555573FD1684BDA12F68A3FEC

0E87502A9AF83FFD5555555555573FDD097B425ED09C3FF5AE6F94F7F75F3FFD555555

5555573FE455555555555A3FFAF348329352D03FFD5555555555573FEA25ED097B4266

3FFD417BD6CD12983FFD5555555555573FEFF684BDA12F6F3FFC58247BADFD3E3FFD55

55555555573FF2E38E38E38E3C3FF850EA9FC4B6FD3FFD5555555555573FF5CBDA12F6

84C03FF19D3300C2470F3FFD5555555555573FF8B425ED097B453FE1F34D381B986E3F

FD5555555555573FFB9C71C71C71CABFA4D181996030CF3FFD5555555555573FFE84BD

A12F684EBFE468DCE81894483FFD5555555555574000B684BDA12F68BFF2A30D992820

2F3FFD55555555555740022AAAAAAAAAAABFF9050CDA58422F3FFD5555555555574003

9ED097B425EDBFFCA6BFA105EB483FFD555555555557400512F684BDA12FBFFD21EB29

A602D03FFD5555555555574006871C71C71C71BFFA69043FD7622E3FFD555555555557

4007FB425ED097B4BFF4C8AC7F48A4273FFD55555555555740096F684BDA12F6BFE9BE

8A5A6BC9EC3FFD555555555557400AE38E38E38E38BFCC5C26EDB01C4D400000000000

0001BFF0000000000000BFFD18F6EAD1B4464000000000000001BFE9555555555555BF

FFFF5B30CC5F8F4000000000000001BFE2AAAAAAAAAAA9BFFD6C17E08BB88B40000000

00000001BFD7FFFFFFFFFFFCBFF5CFFC16BF8F0C4000000000000001BFC55555555555

4CBFE4F0C2068A80C040000000000000013FA55555555555703FC54F03B8E675444000

0000000000013FD00000000000043FEEAEE8744B05FB40000000000000013FDD555555

55555A3FF964FD46F924B640000000000000013FE555555555555A3FFF1A1D83832550

40000000000000013FEC0000000000063FFF7CD018B1824540000000000000013FF155

55555555593FFA7C319012757A40000000000000013FF4AAAAAAAAAAB03FF0F363A1C2

ABAD40000000000000013FF80000000000043FD210386DB6D4FD40000000000000013F

FB555555555558BFE162312B6BF08840000000000000013FFEAAAAAAAAAAADBFF46980

9C8610F340000000000000014001000000000001BFFCA3C0B8FB837940000000000000

014002AAAAAAAAAAACBFFFF7704D63A5D840000000000000014004555555555556BFFD

D2D31FB5FA6D40000000000000014006000000000000BFF693C94E0AB0524000000000

0000014007AAAAAAAAAAABBFE6EF7E282F184140000000000000014009555555555555

3FB9AA3F582E2FCA4000000000000001400AFFFFFFFFFFFF3FECCD85A8A95E17400000

0000000001400CAAAAAAAAAAAA3FF8BC069449664E4000000000000001400E55555555

55553FFED5CAFE7C15C84000000000000001400FFFFFFFFFFFFF3FFFA8D2A028CF7C-%

&COLORG6^bm%$HUEG$\"2c***************!#<F.F.F.F.F.F.F.F.F.F.F.F.F.F.F.

F.F.F.F.F.F.F.F.F.$\"3Ytxxxxx-%)!#=F1F1F1F1F1F1F1F1F1F1F1F1F1F1F1F1F1F

1F1F1F1F1F1F1$\"3wRWWWWWWpF3F4F4F4F4F4F4F4F4F4F4F4F4F4F4F4F4F4F4F4F4F4

F4F4F4$\"3n'**********\\i&F3F6F6F6F6F6F6F6F6F6F6F6F6F6F6F6F6F6F6F6F6F6

F6F6F6$\"3KSWWWWWWWF3F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8F8$

\"3-uxxxxx-MF3F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:F:$\"3A(**

**********\\#F3F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<F<$\"3646

6666O<F3F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>F>$\"3m46666666F

3F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@F@$\"3o\"***********\\i

!#>FBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFBFB$\"3YtxxxxxxFFDFEFE

FEFEFEFEFEFEFEFEFEFEFEFEFEFEFEFEFEFEFEFEFEFE$\"3sEWWWWWWp!#?FGFGFGFGFG

FGFGFGFGFGFGFGFGFGFGFGFGFGFGFGFGFGFGFG$\"\"!FKFJFJFJFJFJFJFJFJFJFJFJFJ

FJFJFJFJFJFJFJFJFJFJFJFJ$\"3ZaWWWWWWpFIFLFLFLFLFLFLFLFLFLFLFLFLFLFLFLF

LFLFLFLFLFLFLFLFL$\"3-zxxxxxxFFDFNFNFNFNFNFNFNFNFNFNFNFNFNFNFNFNFNFNFN

FNFNFNFNFN$\"3+++++++]iFDFPFPFPFPFPFPFPFPFPFPFPFPFPFPFPFPFPFPFPFPFPFPF

PFP$\"3x56666666F3FRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFRFR$\"3

\\566666O<F3FTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFTFT$\"3)))***

*********\\#F3FVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFVFV$\"3zwxx

xxx-MF3FXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFXFX$\"34VWWWWWWWF3

FZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZFZ$\"3+++++++DcF3FfnFfnF

fnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfnFfn$\"34

VWWWWWWpF3FhnFhnFhnFhnFhnFhnFhnFhnFhnFhnFhnFhnFhnFhnFhnFhnFhnFhnFhnFhn

FhnFhnFhnFhn$\"3!zxxxxxFS)F3FjnFjnFjnFjnFjnFjnFjnFjnFjnFjnFjnFjnFjnFjn

FjnFjnFjnFjnFjnFjnFjnFjnFjnFjn$\"\"\"FKF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\

oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\oF\\o" 1 

2 0 1 10 0 2 1 1 1 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve 1" }}}}

{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 66 "Use sets or lists to combine plots. In th

e following example, the " }{TEXT 35 8 "plotlist" }{TEXT -1 92 " optio

n must be provided so that the first argument is not interpreted as a \+

parametric plot." }}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 521 "plot3d(

\{sin(x*y), x + 2*y\}, x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi);\nplot3d([sin(x*y), x + 2

*y], x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi, color=[blue,green]);\nc1:= [cos(x)-2*cos(0.

4*y), sin(x)-2*sin(0.4*y), y]:\nc2:= [cos(x)+2*cos(0.4*y), sin(x)+2*si

n(0.4*y), y]:\nc3:= [cos(x)+2*sin(0.4*y), sin(x)-2*cos(0.4*y), y]:\nc4

:= [cos(x)-2*sin(0.4*y), sin(x)+2*cos(0.4*y), y]:\nplot3d(\{c1, c2, c3

, c4\}, x=0..2*Pi, y=0..10, grid=[25,15], style=patch, color=sin(x));

\nplot3d([c1, c2, c3],x=0..2*Pi, y=0..10, grid=[25,15], style=patch, c

olor=[blue,green,yellow], plotlist);" }}}}{MARK "0 3" 1 }{VIEWOPTS 1 

1 0 1 1 1803 1 1 1 1 }{PAGENUMBERS 0 1 2 33 1 1 }




{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{CSTYLE "" -1 256 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

257 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 258 "" 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 259 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 }{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 

1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" 

-1 7 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Courier" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 1 }

1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "

" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 

2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 12 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 

0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }1 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Map

le Plot" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 

1 1 1 }3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 20 "restart;#Digits:=3;

\n" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 21 "%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  " }}

{PARA 0 "" 0 "" {TEXT 256 18 "Exp\351rience de T.CA" }{TEXT -1 0 "" }

{TEXT 259 38 "RLSON   (voir [Bertrandias], p.96) :  " }}{PARA 0 "" 0 "

" {TEXT -1 61 "l'\351tude de la croissance en milieu f\351rm\351 d'une

 population de " }{TEXT 257 15 "saccharomyces (" }{TEXT -1 8 "levures)

" }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 69 "a donn\351 les r\351sultats suivants,

 o\371 le temps t est exprim\351 en heures, " }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT 

-1 88 "et o\371 N est un nombre proportionnel au nombre total de levur

es vivantes \340 l'instant t : " }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 

1 0 202 "Ns:=665;\nt:=[0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 18];\nN:=[9.6, 18

.3, 47.2, 119.1, 257.3, 441.0, 559.7, 629.4, 651.1, 661.8];\nfor n fro

m 1 to 10 do a[n]:=ln((Ns-N[n])/N[n]);od;\n#calcul des valeures lin

\351aris\351es" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#>%#NsG\"$l'" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"t

G7,\"\"!\"\"\"\"\"$\"\"&\"\"(\"\"*\"#6\"#8\"#:\"#=" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#>%\"NG7,$\"#'*!\"\"$\"$$=F($\"$s%F($\"%\">\"F($\"%tDF

($\"%5WF($\"%(f&F($\"%%H'F($\"%6lF($\"%=mF(" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"\"$\"+QE[BU!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"#$\"+[9)\\c$!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"$$\"+))3xrD!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"%$\"+KBZA:!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"&$\"+0*))Gg%!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"'$!+P#))Rx'!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"($!+2veq;!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\")$!+Z8UsG!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"*$!++WxYQ!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"#5$!+'e7=L&!\"*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 266 " wit

h(plots):\npointsN:=[seq([t[n],N[n]],n=1..10)];\npoints:=[seq([t[n],a[

n]],n=1..10)];\nplot(pointsN, style=point,\nlegend=\"donnees experimen

telles N[n]\");\nplot(points, style=point,\ncolor=green,\ntitle=\"la f

onction lin\351aris\351e a[n]\", \nlegend=\"a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])\")

;\n" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 50 "Warning, the name changecoords has

 been redefined\n" }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%(pointsNG7,7$\"

\"!$\"#'*!\"\"7$\"\"\"$\"$$=F*7$\"\"$$\"$s%F*7$\"\"&$\"%\">\"F*7$\"\"(

$\"%tDF*7$\"\"*$\"%5WF*7$\"#6$\"%(f&F*7$\"#8$\"%%H'F*7$\"#:$\"%6lF*7$

\"#=$\"%=mF*" }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'pointsG7,7$\"\"!$\"

+QE[BU!\"*7$\"\"\"$\"+[9)\\c$F*7$\"\"$$\"+))3xrDF*7$\"\"&$\"+KBZA:F*7$

\"\"($\"+0*))Gg%!#57$\"\"*$!+P#))Rx'F;7$\"#6$!+2veq;F*7$\"#8$!+Z8UsGF*

7$\"#:$!++WxYQF*7$\"#=$!+'e7=L&F*" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 

378 378 {PLOTDATA 2 "6&-%'CURVESG6%7,7$$\"\"!F)$\"3k*************f*!#<

7$$\"\"\"F)$\"32++++++I=!#;7$$\"\"$F)$\"3H++++++?ZF27$$\"\"&F)$\"3%***

*********4>\"!#:7$$\"\"(F)$\"37++++++tDF=7$$\"\"*F)$\"$T%F)7$$\"#6F)$

\"3W++++++(f&F=7$$\"#8F)$\"3w***********RH'F=7$$\"#:F)$\"3B++++++6lF=7

$$\"#=F)$\"3b***********zh'F=-%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5!\"\"F(F(-%'LEGEND

G6#Q=donnees~experimentelles~N[n]6\"-%+AXESLABELSG6$Q!FaoFeo-%&STYLEG6

#%&POINTG-%%VIEWG6$%(DEFAULTGF]p" 1 5 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 

45.000000 45.000000 0 1 "donnees experimentelles N[n]" }}}{PARA 13 "" 

1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6(-%'CURVESG6$7,7$$\"\"!F)$\"3

7+++QE[BU!#<7$$\"\"\"F)$\"3;+++[9)\\c$F,7$$\"\"$F)$\"33+++))3xrDF,7$$

\"\"&F)$\"3)******>LsC_\"F,7$$\"\"(F)$\"3#******\\!*))Gg%!#=7$$\"\"*F)

$!3U+++P#))Rx'FA7$$\"#6F)$!3-+++2veq;F,7$$\"#8F)$!3'******pM@C(GF,7$$

\"#:F)$!39++++WxYQF,7$$\"#=F)$!3&)*****fe7=L&F,-%'LEGENDG6#Q8a[n]=ln((

Ns-N[n])/N[n])6\"-%+AXESLABELSG6$Q!FinF]o-%&TITLEG6#Q<la~fonction~lin|

dyaris|dye~a[n]Fin-%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-%&STYLEG6#%&POI

NTG-%%VIEWG6$%(DEFAULTGF`p" 1 5 0 1 10 0 2 6 1 4 2 1.000000 45.000000 

45.000000 0 1 "a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])" }}}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" 

{TEXT 258 80 "Pour trouver l'\351quation de la droite, on utilise la m

\351thode de moindres carr\351es:" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 66 "v:=(1/10)*(add([a[n],N[n], t[n]*1.],n=1..10));#calcul

 des moyennes" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"vG7%$!+q%)*f0#!#5

$\"+++]%R$!\"($\"+++++#)!\"*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 5 "v[1];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$!+q%)*f0#!#5" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 115 "yb:=[a[1]-v[1],a[2]-v[1], a

[3]-v[1], a[4]-v[1], a[5]-v[1], a[6]-v[1], a[7]-v[1], a[8]-v[1], a[9]-

v[1], a[10]-v[1]];" }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#ybG7,$\"+&[#3

HW!\"*$\"+&H\"eqPF($\"+N2PxFF($\"+z@2G<F($\"+vt))em!#5$!+n(*)zr%F1$!+g

w)\\Y\"F($!++:#om#F($!+`X<TOF($!+RF@E^F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 115 "xb:=[t[1]-v[3],t[2]-v[3], t[3]-v[3], t[4]-v[3], t[5]

-v[3], t[6]-v[3], t[7]-v[3], t[8]-v[3], t[9]-v[3], t[10]-v[3]];" }}

{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#xbG7,$!+++++#)!\"*$!+++++sF($!+++++

_F($!+++++KF($!+++++7F($\"*++++)F($\"+++++GF($\"+++++[F($\"+++++oF($\"

+++++)*F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 45 "with(Student[L

inearAlgebra]):evalm(xb.xb)*1.;" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 65 "Warnin

g, the protected name . has been redefined and unprotected\n" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"++++;L!\"(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 13 "evalm(xb.yb);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$!+m

!\\^w\"!\"(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 35 "lambda:=-eva

lm(xb.yb)/evalm(xb.xb);" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'lambdaG$\"+hu7B`!#5" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 20 "b:=v[1]+lambda*v[3];" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"bG$\"+rYOfT!\"*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 254 "l:=-lambda*x+b;\nL:=plot(l(x), x=0..18, \ncolor=gr

een,title=\"la fonction linearisee a[n]\", legend=\"l:=-lambda*x+b\"):

\npointsplot(points):\nL2:=plot(points, style=point, title=\"la droite

 des moindres carr\351es\", legend=\"a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])\"):\ndisp

lay(L,L2);" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"lG,&*&$\"+hu7B`!#5\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"+rYOfT!\"*F*

" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6%

7S7$$\"\"!F)$\"+rYOfT!\"*7$$\"+]x[BR!#5$\"+<C^]RF,7$$\"+iMHPtF0$\"+)=

\"zoPF,7$$\"+-vk<6F,$\"+gmUkNF,7$$\"+=06/:F,$\"+ruqeLF,7$$\"+Tnt))=F,$

\"+Ig'R:$F,7$$\"+'[M`C#F,$\"+0X9kHF,7$$\"+'zqXh#F,$\"+6`fnFF,7$$\"+;bV

'*HF,$\"+`QKkDF,7$$\"+\"fvqP$F,$\"+*G/<O#F,7$$\"+&p5'oPF,$\"+j^G`@F,7$

$\"+G]Z8TF,$\"+$[4(p>F,7$$\"+&e5<]%F,$\"+Zn/j<F,7$$\"+v-a\"*[F,$\"+Na`

b:F,7$$\"+:M@n_F,$\"+M)fbN\"F,7$$\"+;1O3cF,$\"+IG'R<\"F,7$$\"+Nw,9gF,$

\"*Hk-e*F,7$$\"+SBmdjF,$\"*s**4v(F,7$$\"+EGSdnF,$\"*;IJi&F,7$$\"+!*3C6

rF,$\"*00'RPF,7$$\"+EtX*\\(F,$\"*[zIn\"F,7$$\"+z68pyF,$!)cTZHF,7$$\"+i

q%[D)F,$!*PczM#F,7$$\"+^Y04')F,$!*_[MB%F,7$$\"+)Q:6**)F,$!*_1sE'F,7$$

\"+;\"pzQ*F,$!*\\4(z$)F,7$$\"+a9VL(*F,$!+b\\'=-\"F,7$$\"+CSl55!\")$!+=

bZ?7F,7$$\"+8)*>\\5F]t$!+m'fcU\"F,7$$\"+Z$4p3\"F]t$!+ABRE;F,7$$\"+h_RB

6F]t$!+#\\61#=F,7$$\"+Zm!R;\"F]t$!+k(ei.#F,7$$\"+HzI+7F]t$!+Gu-IAF,7$$

\"+oS<R7F]t$!+Ro\"pV#F,7$$\"+mDRu7F]t$!+$R*QCEF,7$$\"+'o&*GJ\"F]t$!+4k

MHGF,7$$\"+BT7\\8F]t$!+'*\\>AIF,7$$\"+xK*pQ\"F]t$!+ItxBKF,7$$\"+)H<SU

\"F]t$!+84'3U$F,7$$\"+;!yFY\"F]t$!+b\"*=FOF,7$$\"+%>4,]\"F]t$!+ux!f#QF

,7$$\"+;dGQ:F]t$!+ni7HSF,7$$\"+<h9w:F]t$!+2?mIUF,7$$\"+$*e$4h\"F]t$!+>

C&eT%F,7$$\"+.*33l\"F]t$!+L:5GYF,7$$\"+)zrko\"F]t$!+p'Rz\"[F,7$$\"+$)e

\\C<F]t$!+?nM?]F,7$$\"+$y*)3w\"F]t$!+*3wS@&F,7$$\"#=F)$!+fZEAaF,-%'LEG

ENDG6#Q/l:=-lambda*x+b6\"-%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"F]tF(-F$6&7,7$F

($\"37+++QE[BU!#<7$$\"\"\"F)$\"3;+++[9)\\c$Fj[l7$$\"\"$F)$\"33+++))3xr

DFj[l7$$\"\"&F)$\"3)******>LsC_\"Fj[l7$$\"\"(F)$\"3#******\\!*))Gg%!#=

7$$\"\"*F)$!3U+++P#))Rx'F_]l7$$\"#6F)$!3-+++2veq;Fj[l7$$\"#8F)$!3'****

**pM@C(GFj[l7$$\"#:F)$!39++++WxYQFj[l7$Fez$!3&)*****fe7=L&Fj[l-F_[l6&F

a[l$\"#5!\"\"F(F(-Fjz6#Q8a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])F][l-%&STYLEG6#%&POINT

G-%+AXESLABELSG6%Q\"xF][lQ!F][l-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%&TITLEG6#Q<la~fon

ction~linearisee~a[n]F][l-%%VIEWG6$;F(FezF[`l" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "l:=-lambda*x+b" "a[n]=ln((Ns-N[n])/N

[n])" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 99 "for n from 1 to 10

 do y[n]:=evalf(Ns/(1+exp(b-lambda*t[n]))): \nprint('[y[n],N[n]]'=[y[n

],N[n]]);od;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"\"$\"+:>f

A5!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$

\"+:>fA5!\")$\"#'*!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"

\"#$\"+)e<Fs\"!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG

&%\"NGF'7$$\"+)e<Fs\"!\")$\"$$=!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "

6#>&%\"yG6#\"\"$$\"+Q*R6w%!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&

%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+Q*R6w%!\")$\"$s%!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"%$\"+OBJ:7!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+OBJ:7!\"($\"%\">\"!\"\"" 

}}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"&$\"+B$**eh#!\"(" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+B$**eh#!

\"($\"%tD!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"'$\"+94

CTV!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$

\"+94CTV!\"($\"%5W!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"

\"($\"+aGR>c!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%

\"NGF'7$$\"+aGR>c!\"($\"%(f&!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>

&%\"yG6#\"\")$\"+fQUai!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"y

G6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+fQUai!\"($\"%%H'!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"*$\"+m303l!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+m303l!\"($\"%6l!\"\"" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"#5$\"+]_v?m!\"(" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+]_v?m!\"($\"%=

m!\"\"" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 56 "L'equation th\351orique

 de la mod\350le: Ns/(1+exp(b-lambda*T)" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 377 "with(plots):\npointsy:=[seq([t[n],y[n]],n=1..10)]:\n

P1:=plot(pointsy,color=blue, \nstyle=point,\nlegend=\"valeurs theoriqu

es y[n]\"):\npointsN:=[seq([t[n],N[n]],n=1..10)]:\nP2:=plot(pointsN, \+

\nstyle=point,\nsymbol=circle,color=red, legend=\"donnees experimental

les N[n]\"):\nc:=Ns/(1+exp(b-lambda*T));\nC:=plot(c(T), T=0..18, color

=green, legend=\"la courbe logistique\"):\ndisplay(P2, P1, C);\n" }}

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%\"cG,$*&\"$l'\"\"\",&F(F(-%$expG6#,&$\"+rYOfT!\"*F(*&$\"+hu7B`!#5F(%

\"TGF(!\"\"F(F6F(" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 

2 "6'-%'CURVESG6'7,7$$\"\"!F)$\"3k*************f*!#<7$$\"\"\"F)$\"32++

++++I=!#;7$$\"\"$F)$\"3H++++++?ZF27$$\"\"&F)$\"3%************4>\"!#:7$

$\"\"(F)$\"37++++++tDF=7$$\"\"*F)$\"$T%F)7$$\"#6F)$\"3W++++++(f&F=7$$

\"#8F)$\"3w***********RH'F=7$$\"#:F)$\"3B++++++6lF=7$$\"#=F)$\"3b*****

******zh'F=-%'LEGENDG6#Q=donnees~experimentalles~N[n]6\"-%'COLOURG6&%$

RGBG$\"*++++\"!\")F(F(-%'SYMBOLG6#%'CIRCLEG-%&STYLEG6#%&POINTG-F$6&7,7

$F($\"3$******\\\">fA5F27$F.$\"33+++)e<Fs\"F27$F4$\"3=+++Q*R6w%F27$F9$

\"3$******fL7`@\"F=7$F?$\"3()*****HK**eh#F=7$FD$\"3(******R\"4CTVF=7$F

I$\"3<+++aGR>cF=7$FN$\"3w******eQUaiF=7$FS$\"3\")*****f'303lF=7$FX$\"3

q******\\_v?mF=-Fgn6#Q8valeurs~theoriques~y[n]Fjn-F\\o6&F^oF(F(F_oFfo-

F$6%7S7$F($\"+:>fA5Fao7$$\"+]x[BR!#5$\"+hvhb7Fao7$$\"+iMHPtFir$\"+U?>+

:Fao7$$\"+-vk<6!\"*$\"+$e()4$=Fao7$$\"+=06/:Fds$\"+_N9NAFao7$$\"+Tnt))

=Fds$\"+kn>AFFao7$$\"+'[M`C#Fds$\"+_UIjKFao7$$\"+'zqXh#Fds$\"+/$*=IRFa

o7$$\"+;bV'*HFds$\"+j'fFv%Fao7$$\"+\"fvqP$Fds$\"+5fIGdFao7$$\"+&p5'oPF

ds$\"+\"GQw\"pFao7$$\"+G]Z8TFds$\"+\"HO49)Fao7$$\"+&e5<]%Fds$\"+#f4it*

Fao7$$\"+v-a\"*[Fds$\"+Tm,f6!\"(7$$\"+:M@n_Fds$\"+SK+j8Fiv7$$\"+;1O3cF

ds$\"+<sKq:Fiv7$$\"+Nw,9gFds$\"+X)oQ%=Fiv7$$\"+SBmdjFds$\"+xkD(4#Fiv7$

$\"+EGSdnFds$\"+PF.9CFiv7$$\"+!*3C6rFds$\"+sgV5FFiv7$$\"+EtX*\\(Fds$\"

+av\\ZIFiv7$$\"+z68pyFds$\"+Ps*RP$Fiv7$$\"+iq%[D)Fds$\"+(GkNr$Fiv7$$\"

+^Y04')Fds$\"+$Q%[=SFiv7$$\"+)Q:6**)Fds$\"+Kw5MVFiv7$$\"+;\"pzQ*Fds$\"

+A2&>k%Fiv7$$\"+a9VL(*Fds$\"+vC)**)[Fiv7$$\"+CSl55Fao$\"+?!zZ8&Fiv7$$

\"+8)*>\\5Fao$\"+O0Rh`Fiv7$$\"+Z$4p3\"Fao$\"+uvBdbFiv7$$\"+h_RB6Fao$\"

+vDDBdFiv7$$\"+Zm!R;\"Fao$\"+@#pA)eFiv7$$\"+HzI+7Fao$\"+ElP/gFiv7$$\"+

oS<R7Fao$\"+whL:hFiv7$$\"+mDRu7Fao$\"+&oe0?'Fiv7$$\"+'o&*GJ\"Fao$\"+\"

)R?ziFiv7$$\"+BT7\\8Fao$\"+#H>7M'Fiv7$$\"+xK*pQ\"Fao$\"+![LaR'Fiv7$$\"

+)H<SU\"Fao$\"+='G&RkFiv7$$\"+;!yFY\"Fao$\"+p7vxkFiv7$$\"+%>4,]\"Fao$

\"+&fJ\"3lFiv7$$\"+;dGQ:Fao$\"+'=lP`'Fiv7$$\"+<h9w:Fao$\"+2pnalFiv7$$

\"+$*e$4h\"Fao$\"+V#*fqlFiv7$$\"+.*33l\"Fao$\"+Cmj&e'Fiv7$$\"+)zrko\"F

ao$\"+iin'f'Fiv7$$\"+$)e\\C<Fao$\"+$4$Q1mFiv7$$\"+$y*)3w\"Fao$\"+/L-9m

Fiv7$FX$\"+]_v?mFiv-Fgn6#Q5la~courbe~logistiqueFjn-F\\o6&F^oF(F_oF(-%+

AXESLABELSG6%Q!FjnF_bl-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$;F(FXFcbl" 1 2 0 

1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 28.000000 47.000000 0 1 "donnees experimenta

lles N[n]" "valeurs theoriques y[n]" "la courbe logistique" }}}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 17 "exp(4.159364671);" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+.H3.k!\")" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 25 "665/(1+exp(4.159364671));" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#$\"+:>fA5!\")" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 20 "ga:=.5323127461/665;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#gaG$

\"+\\Hq/!)!#8" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }{MPLTEXT 1 0 

87 "##################################################################

#####\nExemple  y'=y-1" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" 

}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 73 "restart;with(DEtools):\no

de := diff(y(t),t)=y(t)-1;\ndsolve(\{ode, y(0)=2\});" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#>%$odeG/-%%diffG6$-%\"yG6#%\"tGF,,&F)\"\"\"F.!\"\"" 

}}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/-%\"yG6#%\"tG,&\"\"\"F)-%$expGF&F)

" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 188 "DEplot(ode,y(t),t=-2..

2,\ny=-4..4,[[y(0)=2],[y(1)=2],[y(2)=2],\n[y(0)=-2],[y(1)=-2],[y(2)=-2

]],\nlinecolor=[ yellow, green, blue,\nyellow, green, blue],title=`cha

mp de direction`, \ncolor=y-1);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 

378 {PLOTDATA 2 "6,-%'CURVESG6^dl7%7$$!3:&p0av$4R?!#<$!3CC:(HAJX!QF*7$

$!3%[I%fWi!4'>F*$!3Iv%Gqxoa>%F*7$$!3!*y57S2S`>F*$!3)*f*[gV\"G\"4%F*7%7

$$!3[@ihRucG=F*F+7$$!3=J[!)G*z.v\"F*F07$$!3A0;LCW(Gu\"F*F57%7$$!3\"yuE

Q7T!=;F*F+7$$!3]d`,8O&)R:F*F07$$!3bJ@a3\"[B`\"F*F57%7$$!38us.3[^29F*F+

7$$!3$Q)eA(HF$H8F*F07$$!3)yl_Fz@=K\"F*F57%7$$!3W+yC#\\))p>\"F*F+7$$!3;

5kV\")4!)=6F*F07$$!3?%=jpZ&H66F*F57%7$$!3!zE$ek<ik)*!#=F+7$$!3'[OpklYF

3*F]oF07$$!3U1rt6;p2!*F]oF57%7$$!3;J&)o1'e$fxF]oF+7$$!39GYd)\\$[xpF]oF

07$$!3ppB%QXGC!pF]oF57%7$$!3W%z$z[a4acF]oF+7$$!3S\"*)z1M?A([F]oF07$$!3

'HjZfHlrz%F]oF57%7$$!3sd!**3HK)[NF]oF+7$$!3oa^y#=dpw#F]oF07$$!3C'*G0Q@

!>p#F]oF57%7$$!3r?V+L\"pNW\"F]oF+7$$!3J#=/*[-%ph'!#>F07$$!3c'f\"e,)*Qm

eFiqF57%7$$\"36gT!*[-%ph'FiqF+7$$\"3\\=V+L\"pNW\"F]oF07$$\"3$pdOx<C'=:

F]oF57%7$$\"3Y_^y#=dpw#F]oF+7$$\"3]b!**3HK)[NF]oF07$$\"3$RJJcL()Qi$F]o

F57%7$$\"3=*))z1M?A([F]oF+7$$\"3A#z$z[a4acF]oF07$$\"3m]g_$\\]\"HdF]oF5

7%7$$\"3#fiu&)\\$[xpF]oF+7$$\"3%*G&)o1'e$fxF]oF07$$\"3Q(y?9l8W$yF]oF57

%7$$\"3ki$pklYF3*F]oF+7$$\"3olKek<ik)*F]oF07$$\"36CbJ4onR**F]oF57%7$$

\"3%*4kV\")4!)=6F*F+7$$\"3A+yC#\\))p>\"F*F07$$\"3>E5s'*R\\/7F*F57%7$$

\"3h$)eA(HF$H8F*F+7$$\"3\"RFP!3[^29F*F07$$\"3()*\\5DJ?]T\"F*F57%7$$\"3

Gd`,8O&)R:F*F+7$$\"3fZn#Q7T!=;F*F07$$\"3at**HGmaD;F*F57%7$$\"3'4$[!)G*

z.v\"F*F+7$$\"3E@ihRucG=F*F07$$\"3@Z%*3WH2O=F*F57%7$$\"3i/VfWi!4'>F*F+

7$$\"3r%p0av$4R?F*F07$$\"3m?*y)f#*fY?F*F57%7$$!3geC_$GL@/#F*$!3Q_Hr!G@

gQ$F*7$$!3STvZ;n'y&>F*$!3#H:HhXt=x$F*7$$!3cz;X-_*>&>F*$!3eVR'yOnsm$F*7

%7$$!3#\\)HtnpgJ=F*Fex7$$!3un!)o+/MZ<F*Fjx7$$!3!f?im))o9u\"F*F_y7%7$$!

3D6N%>l!3@;F*Fex7$$!31%f)*[39o`\"F*Fjx7$$!3AKF(3dU4`\"F*F_y7%7$$!3ePS:

OVb59F*Fex7$$!3R?\"4\"pxGE8F*Fjx7$$!3beK3biT?8F*F_y7%7$$!3\"Rck.-G+?\"

F*Fex7$$!3rY'>LXhd6\"F*Fjx7$$!3)[y$HR**))46F*F_y7%7$$!3Y.4vXq,&*)*F]oF

ex7$$!3IH<Iv8N_!*F]oFjx7$$!3%46V]BOO**)F]oF_y7%7$$!3umh&y)Qv*y(F]oFex7

$$!3c#*pS<#)3ZpF]oFjx7$$!3?u$[r2t$))oF]oF_y7%7$$!3-I9'*H2\\%o&F]oFex7$

$!3%eD7&f]#=%[F]oFjx7$$!3/QOD>*4Jy%F]oF_y7%7$$!3G$pm?dF#zNF]oFex7$$!36

>vh,>cOFF]oFjx7$$!3K,*e8wYyn#F]oF_y7%7$$!3cc><9W'RZ\"F]oFex7$$!3CDyAPu

)HJ'FiqFjx7$$!3JZ;kMg$es&FiqF_y7%7$$\"3..yAPu)HJ'FiqFex7$$\"3Ma><9W'RZ

\"F]oFjx7$$\"38s0Va&zE`\"F]oF_y7%7$$\"3*o^<;!>cOFF]oFex7$$\"31\"pm?dF#

zNF]oFjx7$$\"3')3`K7F%zj$F]oF_y7%7$$\"3i`A^f]#=%[F]oFex7$$\"3!yUh*H2\\

%o&F]oFjx7$$\"39Y+Aqe?VdF]oF_y7%7$$\"3M!*pS<#)3ZpF]oFex7$$\"3_kh&y)Qv*

y(F]oFjx7$$\"3'Gy9\"G!p%[yF]oF_y7%7$$\"33F<Iv8N_!*F]oFex7$$\"3C,4vXq,&

*)*F]oFjx7$$\"3g>&4g=KP&**F]oF_y7%7$$\"3\\Y'>LXhd6\"F*Fex7$$\"3pjXO?!G

+?\"F*Fjx7$$\"3_D/RM&**e?\"F*F_y7%7$$\"3;?\"4\"pxGE8F*Fex7$$\"3OPS:OVb

59F*Fjx7$$\"3>**)z,&eU;9F*F_y7%7$$\"3%Qf)*[39o`\"F*Fex7$$\"3.6N%>l!3@;

F*Fjx7$$\"3(GPpf;_pi\"F*F_y7%7$$\"3_n!)o+/MZ<F*Fex7$$\"3q%)HtnpgJ=F*Fj

x7$$\"3aY)e<[yu$=F*F_y7%7$$\"3=TvZ;n'y&>F*Fex7$$\"3geC_$GL@/#F*Fjx7$$

\"3W?$[vz/![?F*F_y7%7$$!3+(R%y&pGc/#F*$!3%=>\"zAa<oHF*7$$!3C.c@/8Pa>F*

$!3y=I*309wM$F*7$$!3%*eY![>9/&>F*$!31'\\A-$)[EC$F*7%7$$!34B\\**zB5N=F*

Fcel7$$!3cHhU))\\%Qu\"F*Fhel7$$!3F&=:!zy))R<F*F]fl7%7$$!3U\\a?kgdC;F*F

cel7$$!3*elOEn=L`\"F*Fhel7$$!3g6dAj:OH:F*F]fl7%7$$!3vvfT[(\\ST\"F*Fcel

7$$!3A#=ZoN#zA8F*Fhel7$$!3#zBOuCN)=8F*F]fl7%7$$!33-liKM_.7F*Fcel7$$!3a

3x0TgE76F*Fhel7$$!3DknkJ*3$36F*F]fl7%7$$!3:&Gq$o6(*H**F]oFcel7$$!3gZBo

_sR<!*F]oFhel7$$!3c.Hdeh#y(*)F]oF]fl7%7$$!3U[bZ5!3Z#yF]oFcel7$$!3(3h(y

%4M@\"pF]oFhel7$$!3%o;y1+jD(oF]oF]fl7%7$$!3q63e_[W>dF]oFcel7$$!3:uG*o$

4(o![F]oFhel7$$!3mIMyU)*HnZF]oF]fl7%7$$!3)\\2'o%p\"=9OF]oFcel7$$!3UP\"

)**yxg,FF]oFhel7$$!3%Rp))[oO?m#F]oF]fl7%7$$!3(zL\"zO&=*3:F]oFcel7$$!3/

4S.6iWjfFiqFhel7$$!3_t&R*p_tnbFiqF]fl7%7$$\"3%o)R.6iWjfFiqFcel7$$\"3vN

8zO&=*3:F]oFhel7$$\"3Cz2!4j*[[:F]oF]fl7%7$$\"3?N\")**yxg,FF]oFcel7$$\"

3wsgo%p\"=9OF]oFhel7$$\"3C;bz)y_Pl$F]oF]fl7%7$$\"3$>(G*o$4(o![F]oFcel7

$$\"3[43e_[W>dF]oFhel7$$\"3_`-pYf,fdF]oF]fl7%7$$\"3l3wy%4M@\"pF]oFcel7

$$\"3?YbZ5!3Z#yF]oFhel7$$\"3C!*\\e/\"zU'yF]oF]fl7%7$$\"3QXBo_sR<!*F]oF

cel7$$\"3$HGq$o6(*H**F]oFhel7$$\"3)pszCEU&p**F]oF]fl7%7$$\"3K3x0TgE76F

*Fcel7$$\"3&=]EEVBN?\"F*Fhel7$$\"3:Yu.U0[27F*F]fl7%7$$\"3+#=ZoN#zA8F*F

cel7$$\"3`vfT[(\\ST\"F*Fhel7$$\"3#)>p#y&o+=9F*F]fl7%7$$\"3nbmjs'=L`\"F

*Fcel7$$\"3?\\a?kgdC;F*Fhel7$$\"3\\$R;O<L&G;F*F]fl7%7$$\"3MHhU))\\%Qu

\"F*Fcel7$$\"3(G#\\**zB5N=F*Fhel7$$\"3;neS*[f!R=F*F]fl7%7$$\"3-.c@/8Pa
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c[l$!3%***********>c9F*7$F]b\\l7$Fa][l$!\"#Fb][l7$Fab\\l7$F`d[l$!37+++
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{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }{MPLTEXT 1 0 89 "###############

########################################################\nExemple  y'=

y-y^2" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 

0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 80 "restart;with(DEtools):\node := diff(y(t),

t)=3*y(t)-y(t)^2;\ndsolve(\{ode, y(0)=2\});" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%$odeG/-%%diffG6$-%\"yG6#%\"tGF,,&*&\"\"$\"\"\"F)F0F0*

$)F)\"\"#F0!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/-%\"yG6#%\"tG,$*&

\"\"'\"\"\",&\"\"#F+-%$expG6#,$*&\"\"$F+F'F+!\"\"F+F4F+" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 188 "DEplot(ode,y(t),t=-2..2,\ny=-4..4,

[[y(0)=2],[y(1)=2],[y(1)=4],\n[y(0)=-2],[y(1)=-2],[y(1)=-4]],\nlinecol

or=[ yellow, green, blue,\nyellow, green, blue],title=`champ de direct

ion`, \ncolor=y-1);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 

{PLOTDATA 2 "6,-%'CURVESG6^dl7%7$$!3v6CZ*o*\\2?!#<$!3qwCx%p3+z$F*7$$!3
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]oF07$$!3W7eG#zs'o\"*F]oF57%7$$!3&\\pbt%zTVuF]oF+7$$!3Mku!z:CMH(F]oF07

$$!3sv5RM'4M1(F]oF57%7$$!3Be4Y*ya\"Q`F]oF+7$$!3iFF,+5;)=&F]oF07$$!3+Rj

\\wk9e\\F]oF57%7$$!3]@icJ;*GB$F]oF+7$$!3!4*z6Uy*G3$F]oF07$$!3G-;g=L)G&

GF]oF57%7$$!3\"\\[rOZGw7\"F]oF+7$$!3KSDBUoMw(*!#>F07$$!3%oloqg,iZ(FiqF

57%7$$\"35=DBUoMw(*FiqF+7$$\"3p#[rOZGw7\"F]oF07$$\"3=ry=(*Hkd8F]oF57%7

$$\"3o))z6Uy*G3$F]oF+7$$\"3G>icJ;*GB$F]oF07$$\"3!zg#3bh!HY$F]oF57%7$$
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7iu!z:CMH(F]oF+7$$\"3t#pbt%zTVuF]oF07$$\"3O\"3s3ZKMn(F]oF57%7$$\"3%))>

-eJ(o)R*F]oF+7$$\"3YH/D06o[&*F]oF07$$\"33=owGcpy(*F]oF57%7$$\"3c$ppt/&

R]6F*F+7$$\"3i;XJEWRl6F*F07$$\"3[bhmyeR)=\"F*F57%7$$\"3An\"fJO@4O\"F*F

+7$$\"3G!*R5U2#fP\"F*F07$$\"39HcX%>A*)R\"F*F57%7$$\"3!4k[*ywWr:F*F+7$$

\"3'RY$*y0Zke\"F*F07$$\"3$G5X-^[%4;F*F57%7$$\"3e9\"QZ*R(>y\"F*F+7$$\"3

kPHotL(pz\"F*F07$$\"3]wX.E[(*>=F*F57%7$$\"3C)eF0J+D*>F*F+7$$\"3J6CZ*o*

\\2?F*F07$$\"3&*\\S#=9,0.#F*F57%7$$!3jz(fY44*3?F*$!3=O(G:Ww\"pLF*7$$!3

Q?-M044\"*>F*$!37pLJ&H=()y$F*7$$!3UD(G1HF(o>F*$!31-9:s-V$p$F*7%7$$!3%f

Iq)yFQ)z\"F*Fex7$$!3qY2b*ek0y\"F*Fjx7$$!3w^#R[(4?e<F*F_y7%7$$!3GK33jk&
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zsF]oFjx7$$!35O)=*eRpbqF]oF_y7%7$$!33QYLT)[AN&F]oFex7$$!3yZ!R\"[p1u^F]

oFjx7$$!3Q*4C5!3V]\\F]oF_y7%7$$!3!>!*RMo&)pC$F]oFex7$$!3]5VC!z.)oIF]oF

jx7$$!35i$HJkn^%GF]oF_y7%7$$!3/l^aDDsT6F]oFex7$$!31Rd\\BjSN'*FiqFjx7$$

!3w`iM_[/*R(FiqF_y7%7$$\"3'or&\\BjSN'*FiqFex7$$\"3#G;Xb_A<9\"F]oFjx7$$

\"3M6,ms'e`O\"F]oF_y7%7$$\"3E3VC!z.)oIF]oFex7$$\"3o**)RMo&)pC$F]oFjx7$

$\"33[[bI=iqMF]oF_y7%7$$\"3aX!R\"[p1u^F]oFex7$$\"3'ejM8%)[AN&F]oFjx7$$

\"3C%e\\%))\\)ed&F]oF_y7%7$$\"3G#yLg5I$zsF]oFex7$$\"3es$H#**>^duF]oFjx

7$$\"3'4KWj9[6o(F]oF_y7%7$$\"3+>&GRE$f%Q*F]oFex7$$\"3I4T7d^xi&*F]oFjx7

$$\"3qd!RUI6ky*F]oF_y7%7$$\"3YDB=Uc)*[6F*Fex7$$\"3q%)=]JQ!o;\"F*Fjx7$$

\"3mzL@Yu;*=\"F*F_y7%7$$\"39*zrz&>^f8F*Fex7$$\"3Qe8HZ,Lx8F*Fjx7$$\"3K`

G+iPp*R\"F*F_y7%7$$\"3!GFhPFQ+d\"F*Fex7$$\"31K33jk&ye\"F*Fjx7$$\"3,FBz

x+A5;F*F_y7%7$$\"3[Y2b*ek0y\"F*Fex7$$\"3s0.()yFQ)z\"F*Fjx7$$\"3o+=e$RY

2#=F*F_y7%7$$\"3;?-M044\"*>F*Fex7$$\"3=z(fY44*3?F*Fjx7$$\"38u7P4FFJ?F*

F_y7%7$$!3L60u,%p2,#F*$!3C\\*)eHJZ[HF*7$$!3o)[f#)fI#*)>F*$!3Oh_4WjJnLF

*7$$!3'eE)4&=;x'>F*$!3Q0PBF%\\7F$F*7%7$$!3mP5&f3V-!=F*Fcel7$$!3+:+Z#G/

(y<F*Fhel7$$!3=#z3$p)*=d<F*F]fl7%7$$!3)Rch,x;(*e\"F*Fcel7$$!3KT0omz<o:

F*Fhel7$$!3]=$>Nbjma\"F*F]fl7%7$$!3I!4sVX!>z8F*Fcel7$$!3kn5*3l^wN\"F*F

hel7$$!3$[%)HxBPhL\"F*F]fl7%7$$!3k;EeQTmo6F*Fcel7$$!3)Rf,^LDr9\"F*Fhel

7$$!3;r.%>#4hD6F*F]fl7%7$$!3oH9$zAy8e*F]oFcel7$$!31.77$>!*fO*F]oFhel7$

$!3ut*3:1Y3:*F]oF]fl7%7$$!3'HpO+2:hZ(F]oFcel7$$!3MmkANqsgsF]oFhel7$$!3

+PUh.HeXqF]oF]fl7%7$$!3Cc>97>&3P&F]oFcel7$$!3iH<LxQYb^F]oFhel7$$!3G+&>

du>.%\\F]oF]fl7%7$$!3'*=sCa()elKF]oFcel7$$!3W$*pV>2?]IF]oFhel7$$!36kZ#

yec]$GF]oF]fl7%7$$!3O#[_jfD.;\"F]oFcel7$$!3#ecAahv$\\%*FiqFhel7$$!3#QF

+$*HMzH(FiqF]fl7%7$$\"3iVDU:cP\\%*FiqFcel7$$\"39![_jfD.;\"F]oFhel7$$\"

3M4Z'zspaP\"F]oF]fl7%7$$\"3A\"*pV>2?]IF]oFcel7$$\"3u;sCa()elKF]oFhel7$

$\"31Y%fe)Gt![$F]oF]fl7%7$$\"3SF<LxQYb^F]oFcel7$$\"3-a>97>&3P&F]oFhel7

$$\"3O$=aP/'*fe&F]oF]fl7%7$$\"37kkANqsgsF]oFcel7$$\"3u!pO+2:hZ(F]oFhel
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el7$$\"3ARQu^&y,>\"F*F]fl7%7$$\"3Un5*3l^wN\"F*Fcel7$$\"33!4sVX!>z8F*Fh

el7$$\"3\"HJLv'[q+9F*F]fl7%7$$\"35T0omz<o:F*Fcel7$$\"3wj:;qnr*e\"F*Fhe

l7$$\"3f'yAL=J7h\"F*F]fl7%7$$\"3y9+Z#G/(y<F*Fcel7$$\"3WP5&f3V-!=F*Fhel
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3-F)e,o-i>*FiqFfbm7$$!3Ur2x/MnhrFiqF[cm7%7$$\"3#[!)e,o-i>*FiqFabm7$$\"
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3#fxlYLfH,(F]oFi_n7%7$$!38k?h%ph>V&F]oF__n7$$!3s@;'[4aV4&F]oFd_n7$$!3k
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bYe@N<F*$!3I0$*)*H0\\xHF*7$$!3y0<H02E\"y\"F*$!3O#)=?C*y%GIF*7%7$$!3v*Q
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FialFi]w7$$\"3m!*e#yT37,\"F*F^^w7%7$F`blFf]w7$FcblFi]w7$$\"3Lk`hLZt@7F

*F^^w7%7$FjblFf]w7$F]clFi]w7$$\"3+Q[S\\5EK9F*F^^w7%7$FdclFf]w7$FgclFi]

w7$$\"3o6V>ltyU;F*F^^w7%7$F^dlFf]w7$FadlFi]w7$$\"3M&y$)4o8L&=F*F^^w7%7

$FhdlFf]w7$F[elFi]w7$$\"3CfKx'**RQ1#F*F^^w7%7$F($\"3C'**p%Qv]uSF*7$F.$

\"3U-+`hC\\DRF*7$$!3(>gd)3k'[$>F*$\"3,R7&>R!)p+%F*7%7$F9Fdew7$F<Fgew7$

$!3IG\"oI4SVs\"F*F\\fw7%7$FCFdew7$FFFgew7$$!3ja'ysx8Q^\"F*F\\fw7%7$FMF

dew7$FPFgew7$$!3&4=*[huG.8F*F\\fw7%7$FWFdew7$FZFgew7$$!3G2(*pX6w#4\"F*

F\\fw7%7$F[oFdew7$F^oFgew7$$!3)\\L-\"*H[B#))F`oF\\fw7%7$FfoFdew7$FioFg

ew7$$!3D)f279&3<nF`oF\\fw7%7$F`pFdew7$FcpFgew7$$!33iGJ$)>#=h%F`oF\\fw7

%7$FjpFdew7$F]qFgew7$$!3OD\"=a#)el]#F`oF\\fw7%7$FdqFdew7$FgqFgew7$$!3L

')QBvm&H,%F]rF\\fw7%7$F`rFdew7$FcrFgew7$$\"34[8P!\\nRq\"F`oF\\fw7%7$Fj

rFdew7$F]sFgew7$$\"3#[3m#[1B4QF`oF\\fw7%7$FdsFdew7$FgsFgew7$$\"35A3;1Q

\\9fF`oF\\fw7%7$F^tFdew7$FatFgew7$$\"3#)eb0kpv>!)F`oF\\fw7%7$FhtFdew7$

F[uFgew7$$\"3WH]>7?]75F*F\\fw7%7$FbuFdew7$FeuFgew7$$\"37.X)zKGIA\"F*F

\\fw7%7$F\\vFdew7$F_vFgew7$$\"3zwRxVYbL9F*F\\fw7%7$FfvFdew7$FivFgew7$$

\"3Y]Mcf43W;F*F\\fw7%7$F`wFdew7$FcwFgew7$$\"39CHNvsga=F*F\\fw7%7$FjwFd

ew7$F]xFgew7$$\"3-)RU6fL^1#F*F\\fw-%&COLORG6]dl%$HUEG$\"\"!Fe]xFd]xFd]

xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]x$

\"3EOot%*y:j_F]rFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf

]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]x$\"3Oot%*y:j_5F`oFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]

xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]x$\"3a_5Uot%*y:F`oFj]xFj]x

Fj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]x$

\"3sOZ*y:j_5#F`oF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^

xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^x$\"3!4Uot%*y:j#F`oF^^xF^^xF^^

xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^x$\"33

0@%ot%*y:$F`oF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF

`^xF`^xF`^xF`^xF`^x$\"3E*y:j_5Uo$F`oFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb

^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^x$\"3Xt%*y:j_5UF`oFd^xFd^xFd^

xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^x$\"3j

dJE0@%ot%F`oFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf

^xFf^xFf^xFf^xFf^x$\"3!=%ot%*y:j_F`oFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh

^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^x$\"3cE0@%ot%*y&F`oFj^xFj^xFj

^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^x$\"3

<5Uot%*y:jF`oF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF

\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_x$\"3!Q*y:j_5UoF`oF^_xF^_xF^_xF^

_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_x$\"3ay:j

_5UotF`oF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`

_xF`_xF`_xF`_x$\"3Ej_5Uot%*yF`oFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_

xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_x$\"3!p%*y:j_5U)F`oFd_xFd_xFd_xFd_

xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_x$\"3_IE0@

%ot%*)F`oFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xF

f_xFf_xFf_xFf_x$\"3E:j_5Uot%*F`oFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh

_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_x$\"\"\"Fe]xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xF

j_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_x-%*THICKNESSG6#

F[`x-F$697$7$$!+++++?!\"*$\"3'H@?r\"GT!p#F`o7$$!+++++=Fe`x$\"3StimGeSw

KF`o7$Fh`x7$$!+++++;Fe`x$\"3s07G&fBW)RF`o7$F^ax7$$!+++++9Fe`x$\"3g*Gqg

#p^N[F`o7$Fdax7$$!+++++7Fe`x$\"3o![R_$z3^eF`o7$Fjax7$$!+++++5Fe`x$\"3W

ZECD#3.0(F`o7$F`bx7$$!+++++!)!#5$\"3+(z\"[Vc%fW)F`o7$Ffbx7$$!+++++gFib

x$\"3\"eNpD&G'Q+\"F*7$F]cx7$$!+++++SFibx$\"3A;uyKk0\"=\"F*7$Fccx7$$Fd`

xFibx$\"3Gv-&Q.<@P\"F*7$Ficx7$Fd]x$\"/\\zEjzq:!#87$F^dx7$$\"+++++?Fibx

$\"3sC&R(>cZp<F*7$Fcdx7$$\"+++++SFibx$\"3K$Q-3AO0'>F*7$Fidx7$$\"+++++g

Fibx$\"33V/-,)Hx8#F*7$F_ex7$$\"+++++!)Fibx$\"3S=;C*3)*pH#F*7$Feex7$$\"

+++++5Fe`x$\"3fKb1J=cOCF*7$F[fx7$$\"+++++7Fe`x$\"3Q[e1gQ[cDF*7$Fafx7$$

\"+++++9Fe`x$\"3KnF)4'4/eEF*7$Fgfx7$$\"+++++;Fe`x$\"3*\\nhSH]Ju#F*7$F]

gx7$$\"+++++=Fe`x$\"3ynJsq?&R\"GF*7$Fcgx7$$FedxFe`x$\"3atx(=P^D(GF*-%'

COLOURG6&%$RGBG$\")+++!)!\")$\")AR!)\\Fchx$\")Vyg>Fchx-%&STYLEG6#%%LIN

EG-F]`x6#\"\"$-%%VIEWG6$;$!+++++AFe`x$\"+++++AFe`x;$!+++++WFe`x$\"++++

+WFe`x-%&TITLEG6#%3champ~de~directionG-%+AXESLABELSG6$Q\"t6\"Q%y(t)Fdj

x" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve 1" "

Curve 2" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}{MARK "38

" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 1 1 1 1 }{PAGENUMBERS 0 1 2 33 1 1 }




{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{CSTYLE "" -1 256 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

257 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 258 "" 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 259 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 }{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 

1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" 

-1 7 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Courier" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 1 }

1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "

" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 

2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 12 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 

0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }1 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Map

le Plot" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 

1 1 1 }3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 20 "restart;#Digits:=3;

\n" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 21 "%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  " }}

{PARA 0 "" 0 "" {TEXT 256 18 "Exp\351rience de T.CA" }{TEXT -1 0 "" }

{TEXT 259 38 "RLSON   (voir [Bertrandias], p.96) :  " }}{PARA 0 "" 0 "

" {TEXT -1 61 "l'\351tude de la croissance en milieu f\351rm\351 d'une

 population de " }{TEXT 257 15 "saccharomyces (" }{TEXT -1 8 "levures)

" }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 69 "a donn\351 les r\351sultats suivants,

 o\371 le temps t est exprim\351 en heures, " }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT 

-1 88 "et o\371 N est un nombre proportionnel au nombre total de levur

es vivantes \340 l'instant t : " }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 

1 0 202 "Ns:=665;\nt:=[0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 18];\nN:=[9.6, 18

.3, 47.2, 119.1, 257.3, 441.0, 559.7, 629.4, 651.1, 661.8];\nfor n fro

m 1 to 10 do a[n]:=ln((Ns-N[n])/N[n]);od;\n#calcul des valeures lin

\351aris\351es" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#>%#NsG\"$l'" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"t

G7,\"\"!\"\"\"\"\"$\"\"&\"\"(\"\"*\"#6\"#8\"#:\"#=" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#>%\"NG7,$\"#'*!\"\"$\"$$=F($\"$s%F($\"%\">\"F($\"%tDF

($\"%5WF($\"%(f&F($\"%%H'F($\"%6lF($\"%=mF(" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"\"$\"+QE[BU!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"#$\"+[9)\\c$!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"$$\"+))3xrD!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"%$\"+KBZA:!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"&$\"+0*))Gg%!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"'$!+P#))Rx'!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"($!+2veq;!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\")$!+Z8UsG!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"*$!++WxYQ!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"#5$!+'e7=L&!\"*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 266 " wit

h(plots):\npointsN:=[seq([t[n],N[n]],n=1..10)];\npoints:=[seq([t[n],a[

n]],n=1..10)];\nplot(pointsN, style=point,\nlegend=\"donnees experimen

telles N[n]\");\nplot(points, style=point,\ncolor=green,\ntitle=\"la f

onction lin\351aris\351e a[n]\", \nlegend=\"a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])\")

;\n" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 50 "Warning, the name changecoords has

 been redefined\n" }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%(pointsNG7,7$\"

\"!$\"#'*!\"\"7$\"\"\"$\"$$=F*7$\"\"$$\"$s%F*7$\"\"&$\"%\">\"F*7$\"\"(

$\"%tDF*7$\"\"*$\"%5WF*7$\"#6$\"%(f&F*7$\"#8$\"%%H'F*7$\"#:$\"%6lF*7$

\"#=$\"%=mF*" }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'pointsG7,7$\"\"!$\"

+QE[BU!\"*7$\"\"\"$\"+[9)\\c$F*7$\"\"$$\"+))3xrDF*7$\"\"&$\"+KBZA:F*7$

\"\"($\"+0*))Gg%!#57$\"\"*$!+P#))Rx'F;7$\"#6$!+2veq;F*7$\"#8$!+Z8UsGF*

7$\"#:$!++WxYQF*7$\"#=$!+'e7=L&F*" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 

378 378 {PLOTDATA 2 "6&-%'CURVESG6%7,7$$\"\"!F)$\"3k*************f*!#<

7$$\"\"\"F)$\"32++++++I=!#;7$$\"\"$F)$\"3H++++++?ZF27$$\"\"&F)$\"3%***

*********4>\"!#:7$$\"\"(F)$\"37++++++tDF=7$$\"\"*F)$\"$T%F)7$$\"#6F)$

\"3W++++++(f&F=7$$\"#8F)$\"3w***********RH'F=7$$\"#:F)$\"3B++++++6lF=7

$$\"#=F)$\"3b***********zh'F=-%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5!\"\"F(F(-%'LEGEND

G6#Q=donnees~experimentelles~N[n]6\"-%+AXESLABELSG6$Q!FaoFeo-%&STYLEG6

#%&POINTG-%%VIEWG6$%(DEFAULTGF]p" 1 5 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 

45.000000 45.000000 0 1 "donnees experimentelles N[n]" }}}{PARA 13 "" 

1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6(-%'CURVESG6$7,7$$\"\"!F)$\"3

7+++QE[BU!#<7$$\"\"\"F)$\"3;+++[9)\\c$F,7$$\"\"$F)$\"33+++))3xrDF,7$$

\"\"&F)$\"3)******>LsC_\"F,7$$\"\"(F)$\"3#******\\!*))Gg%!#=7$$\"\"*F)

$!3U+++P#))Rx'FA7$$\"#6F)$!3-+++2veq;F,7$$\"#8F)$!3'******pM@C(GF,7$$

\"#:F)$!39++++WxYQF,7$$\"#=F)$!3&)*****fe7=L&F,-%'LEGENDG6#Q8a[n]=ln((

Ns-N[n])/N[n])6\"-%+AXESLABELSG6$Q!FinF]o-%&TITLEG6#Q<la~fonction~lin|

dyaris|dye~a[n]Fin-%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-%&STYLEG6#%&POI

NTG-%%VIEWG6$%(DEFAULTGF`p" 1 5 0 1 10 0 2 6 1 4 2 1.000000 45.000000 

45.000000 0 1 "a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])" }}}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" 

{TEXT 258 80 "Pour trouver l'\351quation de la droite, on utilise la m

\351thode de moindres carr\351es:" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 66 "v:=(1/10)*(add([a[n],N[n], t[n]*1.],n=1..10));#calcul

 des moyennes" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"vG7%$!+q%)*f0#!#5

$\"+++]%R$!\"($\"+++++#)!\"*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 5 "v[1];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$!+q%)*f0#!#5" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 115 "yb:=[a[1]-v[1],a[2]-v[1], a

[3]-v[1], a[4]-v[1], a[5]-v[1], a[6]-v[1], a[7]-v[1], a[8]-v[1], a[9]-

v[1], a[10]-v[1]];" }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#ybG7,$\"+&[#3

HW!\"*$\"+&H\"eqPF($\"+N2PxFF($\"+z@2G<F($\"+vt))em!#5$!+n(*)zr%F1$!+g

w)\\Y\"F($!++:#om#F($!+`X<TOF($!+RF@E^F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 115 "xb:=[t[1]-v[3],t[2]-v[3], t[3]-v[3], t[4]-v[3], t[5]

-v[3], t[6]-v[3], t[7]-v[3], t[8]-v[3], t[9]-v[3], t[10]-v[3]];" }}

{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#xbG7,$!+++++#)!\"*$!+++++sF($!+++++

_F($!+++++KF($!+++++7F($\"*++++)F($\"+++++GF($\"+++++[F($\"+++++oF($\"

+++++)*F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 45 "with(Student[L

inearAlgebra]):evalm(xb.xb)*1.;" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 65 "Warnin

g, the protected name . has been redefined and unprotected\n" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"++++;L!\"(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 13 "evalm(xb.yb);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$!+m

!\\^w\"!\"(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 35 "lambda:=-eva

lm(xb.yb)/evalm(xb.xb);" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'lambdaG$\"+hu7B`!#5" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 20 "b:=v[1]+lambda*v[3];" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"bG$\"+rYOfT!\"*" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 254 "l:=-lambda*x+b;\nL:=plot(l(x), x=0..18, \ncolor=gr

een,title=\"la fonction linearisee a[n]\", legend=\"l:=-lambda*x+b\"):

\npointsplot(points):\nL2:=plot(points, style=point, title=\"la droite

 des moindres carr\351es\", legend=\"a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])\"):\ndisp

lay(L,L2);" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"lG,&*&$\"+hu7B`!#5\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"+rYOfT!\"*F*

" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6%

7S7$$\"\"!F)$\"+rYOfT!\"*7$$\"+]x[BR!#5$\"+<C^]RF,7$$\"+iMHPtF0$\"+)=

\"zoPF,7$$\"+-vk<6F,$\"+gmUkNF,7$$\"+=06/:F,$\"+ruqeLF,7$$\"+Tnt))=F,$

\"+Ig'R:$F,7$$\"+'[M`C#F,$\"+0X9kHF,7$$\"+'zqXh#F,$\"+6`fnFF,7$$\"+;bV

'*HF,$\"+`QKkDF,7$$\"+\"fvqP$F,$\"+*G/<O#F,7$$\"+&p5'oPF,$\"+j^G`@F,7$

$\"+G]Z8TF,$\"+$[4(p>F,7$$\"+&e5<]%F,$\"+Zn/j<F,7$$\"+v-a\"*[F,$\"+Na`

b:F,7$$\"+:M@n_F,$\"+M)fbN\"F,7$$\"+;1O3cF,$\"+IG'R<\"F,7$$\"+Nw,9gF,$

\"*Hk-e*F,7$$\"+SBmdjF,$\"*s**4v(F,7$$\"+EGSdnF,$\"*;IJi&F,7$$\"+!*3C6

rF,$\"*00'RPF,7$$\"+EtX*\\(F,$\"*[zIn\"F,7$$\"+z68pyF,$!)cTZHF,7$$\"+i

q%[D)F,$!*PczM#F,7$$\"+^Y04')F,$!*_[MB%F,7$$\"+)Q:6**)F,$!*_1sE'F,7$$

\"+;\"pzQ*F,$!*\\4(z$)F,7$$\"+a9VL(*F,$!+b\\'=-\"F,7$$\"+CSl55!\")$!+=

bZ?7F,7$$\"+8)*>\\5F]t$!+m'fcU\"F,7$$\"+Z$4p3\"F]t$!+ABRE;F,7$$\"+h_RB

6F]t$!+#\\61#=F,7$$\"+Zm!R;\"F]t$!+k(ei.#F,7$$\"+HzI+7F]t$!+Gu-IAF,7$$

\"+oS<R7F]t$!+Ro\"pV#F,7$$\"+mDRu7F]t$!+$R*QCEF,7$$\"+'o&*GJ\"F]t$!+4k

MHGF,7$$\"+BT7\\8F]t$!+'*\\>AIF,7$$\"+xK*pQ\"F]t$!+ItxBKF,7$$\"+)H<SU

\"F]t$!+84'3U$F,7$$\"+;!yFY\"F]t$!+b\"*=FOF,7$$\"+%>4,]\"F]t$!+ux!f#QF

,7$$\"+;dGQ:F]t$!+ni7HSF,7$$\"+<h9w:F]t$!+2?mIUF,7$$\"+$*e$4h\"F]t$!+>

C&eT%F,7$$\"+.*33l\"F]t$!+L:5GYF,7$$\"+)zrko\"F]t$!+p'Rz\"[F,7$$\"+$)e

\\C<F]t$!+?nM?]F,7$$\"+$y*)3w\"F]t$!+*3wS@&F,7$$\"#=F)$!+fZEAaF,-%'LEG

ENDG6#Q/l:=-lambda*x+b6\"-%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"F]tF(-F$6&7,7$F

($\"37+++QE[BU!#<7$$\"\"\"F)$\"3;+++[9)\\c$Fj[l7$$\"\"$F)$\"33+++))3xr

DFj[l7$$\"\"&F)$\"3)******>LsC_\"Fj[l7$$\"\"(F)$\"3#******\\!*))Gg%!#=

7$$\"\"*F)$!3U+++P#))Rx'F_]l7$$\"#6F)$!3-+++2veq;Fj[l7$$\"#8F)$!3'****

**pM@C(GFj[l7$$\"#:F)$!39++++WxYQFj[l7$Fez$!3&)*****fe7=L&Fj[l-F_[l6&F

a[l$\"#5!\"\"F(F(-Fjz6#Q8a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])F][l-%&STYLEG6#%&POINT

G-%+AXESLABELSG6%Q\"xF][lQ!F][l-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%&TITLEG6#Q<la~fon

ction~linearisee~a[n]F][l-%%VIEWG6$;F(FezF[`l" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "l:=-lambda*x+b" "a[n]=ln((Ns-N[n])/N

[n])" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 99 "for n from 1 to 10

 do y[n]:=evalf(Ns/(1+exp(b-lambda*t[n]))): \nprint('[y[n],N[n]]'=[y[n

],N[n]]);od;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"\"$\"+:>f

A5!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$

\"+:>fA5!\")$\"#'*!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"

\"#$\"+)e<Fs\"!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG

&%\"NGF'7$$\"+)e<Fs\"!\")$\"$$=!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "

6#>&%\"yG6#\"\"$$\"+Q*R6w%!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&

%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+Q*R6w%!\")$\"$s%!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"%$\"+OBJ:7!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+OBJ:7!\"($\"%\">\"!\"\"" 

}}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"&$\"+B$**eh#!\"(" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+B$**eh#!

\"($\"%tD!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"'$\"+94

CTV!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$

\"+94CTV!\"($\"%5W!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"

\"($\"+aGR>c!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%

\"NGF'7$$\"+aGR>c!\"($\"%(f&!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>

&%\"yG6#\"\")$\"+fQUai!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"y

G6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+fQUai!\"($\"%%H'!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"*$\"+m303l!\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+m303l!\"($\"%6l!\"\"" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"#5$\"+]_v?m!\"(" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"+]_v?m!\"($\"%=

m!\"\"" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 56 "L'equation th\351orique

 de la mod\350le: Ns/(1+exp(b-lambda*T)" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 377 "with(plots):\npointsy:=[seq([t[n],y[n]],n=1..10)]:\n

P1:=plot(pointsy,color=blue, \nstyle=point,\nlegend=\"valeurs theoriqu

es y[n]\"):\npointsN:=[seq([t[n],N[n]],n=1..10)]:\nP2:=plot(pointsN, \+

\nstyle=point,\nsymbol=circle,color=red, legend=\"donnees experimental

les N[n]\"):\nc:=Ns/(1+exp(b-lambda*T));\nC:=plot(c(T), T=0..18, color

=green, legend=\"la courbe logistique\"):\ndisplay(P2, P1, C);\n" }}

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%\"cG,$*&\"$l'\"\"\",&F(F(-%$expG6#,&$\"+rYOfT!\"*F(*&$\"+hu7B`!#5F(%

\"TGF(!\"\"F(F6F(" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 

2 "6'-%'CURVESG6'7,7$$\"\"!F)$\"3k*************f*!#<7$$\"\"\"F)$\"32++

++++I=!#;7$$\"\"$F)$\"3H++++++?ZF27$$\"\"&F)$\"3%************4>\"!#:7$

$\"\"(F)$\"37++++++tDF=7$$\"\"*F)$\"$T%F)7$$\"#6F)$\"3W++++++(f&F=7$$

\"#8F)$\"3w***********RH'F=7$$\"#:F)$\"3B++++++6lF=7$$\"#=F)$\"3b*****

******zh'F=-%'LEGENDG6#Q=donnees~experimentalles~N[n]6\"-%'COLOURG6&%$

RGBG$\"*++++\"!\")F(F(-%'SYMBOLG6#%'CIRCLEG-%&STYLEG6#%&POINTG-F$6&7,7

$F($\"3$******\\\">fA5F27$F.$\"33+++)e<Fs\"F27$F4$\"3=+++Q*R6w%F27$F9$

\"3$******fL7`@\"F=7$F?$\"3()*****HK**eh#F=7$FD$\"3(******R\"4CTVF=7$F

I$\"3<+++aGR>cF=7$FN$\"3w******eQUaiF=7$FS$\"3\")*****f'303lF=7$FX$\"3

q******\\_v?mF=-Fgn6#Q8valeurs~theoriques~y[n]Fjn-F\\o6&F^oF(F(F_oFfo-

F$6%7S7$F($\"+:>fA5Fao7$$\"+]x[BR!#5$\"+hvhb7Fao7$$\"+iMHPtFir$\"+U?>+

:Fao7$$\"+-vk<6!\"*$\"+$e()4$=Fao7$$\"+=06/:Fds$\"+_N9NAFao7$$\"+Tnt))

=Fds$\"+kn>AFFao7$$\"+'[M`C#Fds$\"+_UIjKFao7$$\"+'zqXh#Fds$\"+/$*=IRFa

o7$$\"+;bV'*HFds$\"+j'fFv%Fao7$$\"+\"fvqP$Fds$\"+5fIGdFao7$$\"+&p5'oPF

ds$\"+\"GQw\"pFao7$$\"+G]Z8TFds$\"+\"HO49)Fao7$$\"+&e5<]%Fds$\"+#f4it*

Fao7$$\"+v-a\"*[Fds$\"+Tm,f6!\"(7$$\"+:M@n_Fds$\"+SK+j8Fiv7$$\"+;1O3cF

ds$\"+<sKq:Fiv7$$\"+Nw,9gFds$\"+X)oQ%=Fiv7$$\"+SBmdjFds$\"+xkD(4#Fiv7$

$\"+EGSdnFds$\"+PF.9CFiv7$$\"+!*3C6rFds$\"+sgV5FFiv7$$\"+EtX*\\(Fds$\"

+av\\ZIFiv7$$\"+z68pyFds$\"+Ps*RP$Fiv7$$\"+iq%[D)Fds$\"+(GkNr$Fiv7$$\"

+^Y04')Fds$\"+$Q%[=SFiv7$$\"+)Q:6**)Fds$\"+Kw5MVFiv7$$\"+;\"pzQ*Fds$\"

+A2&>k%Fiv7$$\"+a9VL(*Fds$\"+vC)**)[Fiv7$$\"+CSl55Fao$\"+?!zZ8&Fiv7$$

\"+8)*>\\5Fao$\"+O0Rh`Fiv7$$\"+Z$4p3\"Fao$\"+uvBdbFiv7$$\"+h_RB6Fao$\"

+vDDBdFiv7$$\"+Zm!R;\"Fao$\"+@#pA)eFiv7$$\"+HzI+7Fao$\"+ElP/gFiv7$$\"+

oS<R7Fao$\"+whL:hFiv7$$\"+mDRu7Fao$\"+&oe0?'Fiv7$$\"+'o&*GJ\"Fao$\"+\"

)R?ziFiv7$$\"+BT7\\8Fao$\"+#H>7M'Fiv7$$\"+xK*pQ\"Fao$\"+![LaR'Fiv7$$\"

+)H<SU\"Fao$\"+='G&RkFiv7$$\"+;!yFY\"Fao$\"+p7vxkFiv7$$\"+%>4,]\"Fao$

\"+&fJ\"3lFiv7$$\"+;dGQ:Fao$\"+'=lP`'Fiv7$$\"+<h9w:Fao$\"+2pnalFiv7$$

\"+$*e$4h\"Fao$\"+V#*fqlFiv7$$\"+.*33l\"Fao$\"+Cmj&e'Fiv7$$\"+)zrko\"F

ao$\"+iin'f'Fiv7$$\"+$)e\\C<Fao$\"+$4$Q1mFiv7$$\"+$y*)3w\"Fao$\"+/L-9m

Fiv7$FX$\"+]_v?mFiv-Fgn6#Q5la~courbe~logistiqueFjn-F\\o6&F^oF(F_oF(-%+

AXESLABELSG6%Q!FjnF_bl-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$;F(FXFcbl" 1 2 0 

1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 28.000000 47.000000 0 1 "donnees experimenta

lles N[n]" "valeurs theoriques y[n]" "la courbe logistique" }}}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 17 "exp(4.159364671);" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+.H3.k!\")" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 25 "665/(1+exp(4.159364671));" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#$\"+:>fA5!\")" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 20 "ga:=.5323127461/665;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#gaG$

\"+\\Hq/!)!#8" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }{MPLTEXT 1 0 

87 "##################################################################

#####\nExemple  y'=y-1" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" 

}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 73 "restart;with(DEtools):\no

de := diff(y(t),t)=y(t)-1;\ndsolve(\{ode, y(0)=2\});" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#>%$odeG/-%%diffG6$-%\"yG6#%\"tGF,,&F)\"\"\"F.!\"\"" 

}}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/-%\"yG6#%\"tG,&\"\"\"F)-%$expGF&F)

" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 188 "DEplot(ode,y(t),t=-2..

2,\ny=-4..4,[[y(0)=2],[y(1)=2],[y(2)=2],\n[y(0)=-2],[y(1)=-2],[y(2)=-2

]],\nlinecolor=[ yellow, green, blue,\nyellow, green, blue],title=`cha

mp de direction`, \ncolor=y-1);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 

378 {PLOTDATA 2 "6,-%'CURVESG6^dl7%7$$!3:&p0av$4R?!#<$!3CC:(HAJX!QF*7$

$!3%[I%fWi!4'>F*$!3Iv%Gqxoa>%F*7$$!3!*y57S2S`>F*$!3)*f*[gV\"G\"4%F*7%7

$$!3[@ihRucG=F*F+7$$!3=J[!)G*z.v\"F*F07$$!3A0;LCW(Gu\"F*F57%7$$!3\"yuE

Q7T!=;F*F+7$$!3]d`,8O&)R:F*F07$$!3bJ@a3\"[B`\"F*F57%7$$!38us.3[^29F*F+

7$$!3$Q)eA(HF$H8F*F07$$!3)yl_Fz@=K\"F*F57%7$$!3W+yC#\\))p>\"F*F+7$$!3;

5kV\")4!)=6F*F07$$!3?%=jpZ&H66F*F57%7$$!3!zE$ek<ik)*!#=F+7$$!3'[OpklYF

3*F]oF07$$!3U1rt6;p2!*F]oF57%7$$!3;J&)o1'e$fxF]oF+7$$!39GYd)\\$[xpF]oF

07$$!3ppB%QXGC!pF]oF57%7$$!3W%z$z[a4acF]oF+7$$!3S\"*)z1M?A([F]oF07$$!3

'HjZfHlrz%F]oF57%7$$!3sd!**3HK)[NF]oF+7$$!3oa^y#=dpw#F]oF07$$!3C'*G0Q@

!>p#F]oF57%7$$!3r?V+L\"pNW\"F]oF+7$$!3J#=/*[-%ph'!#>F07$$!3c'f\"e,)*Qm

eFiqF57%7$$\"36gT!*[-%ph'FiqF+7$$\"3\\=V+L\"pNW\"F]oF07$$\"3$pdOx<C'=:

F]oF57%7$$\"3Y_^y#=dpw#F]oF+7$$\"3]b!**3HK)[NF]oF07$$\"3$RJJcL()Qi$F]o

F57%7$$\"3=*))z1M?A([F]oF+7$$\"3A#z$z[a4acF]oF07$$\"3m]g_$\\]\"HdF]oF5

7%7$$\"3#fiu&)\\$[xpF]oF+7$$\"3%*G&)o1'e$fxF]oF07$$\"3Q(y?9l8W$yF]oF57

%7$$\"3ki$pklYF3*F]oF+7$$\"3olKek<ik)*F]oF07$$\"36CbJ4onR**F]oF57%7$$

\"3%*4kV\")4!)=6F*F+7$$\"3A+yC#\\))p>\"F*F07$$\"3>E5s'*R\\/7F*F57%7$$

\"3h$)eA(HF$H8F*F+7$$\"3\"RFP!3[^29F*F07$$\"3()*\\5DJ?]T\"F*F57%7$$\"3

Gd`,8O&)R:F*F+7$$\"3fZn#Q7T!=;F*F07$$\"3at**HGmaD;F*F57%7$$\"3'4$[!)G*

z.v\"F*F+7$$\"3E@ihRucG=F*F07$$\"3@Z%*3WH2O=F*F57%7$$\"3i/VfWi!4'>F*F+

7$$\"3r%p0av$4R?F*F07$$\"3m?*y)f#*fY?F*F57%7$$!3geC_$GL@/#F*$!3Q_Hr!G@

gQ$F*7$$!3STvZ;n'y&>F*$!3#H:HhXt=x$F*7$$!3cz;X-_*>&>F*$!3eVR'yOnsm$F*7

%7$$!3#\\)HtnpgJ=F*Fex7$$!3un!)o+/MZ<F*Fjx7$$!3!f?im))o9u\"F*F_y7%7$$!

3D6N%>l!3@;F*Fex7$$!31%f)*[39o`\"F*Fjx7$$!3AKF(3dU4`\"F*F_y7%7$$!3ePS:

OVb59F*Fex7$$!3R?\"4\"pxGE8F*Fjx7$$!3beK3biT?8F*F_y7%7$$!3\"Rck.-G+?\"

F*Fex7$$!3rY'>LXhd6\"F*Fjx7$$!3)[y$HR**))46F*F_y7%7$$!3Y.4vXq,&*)*F]oF

ex7$$!3IH<Iv8N_!*F]oFjx7$$!3%46V]BOO**)F]oF_y7%7$$!3umh&y)Qv*y(F]oFex7

$$!3c#*pS<#)3ZpF]oFjx7$$!3?u$[r2t$))oF]oF_y7%7$$!3-I9'*H2\\%o&F]oFex7$

$!3%eD7&f]#=%[F]oFjx7$$!3/QOD>*4Jy%F]oF_y7%7$$!3G$pm?dF#zNF]oFex7$$!36

>vh,>cOFF]oFjx7$$!3K,*e8wYyn#F]oF_y7%7$$!3cc><9W'RZ\"F]oFex7$$!3CDyAPu

)HJ'FiqFjx7$$!3JZ;kMg$es&FiqF_y7%7$$\"3..yAPu)HJ'FiqFex7$$\"3Ma><9W'RZ

\"F]oFjx7$$\"38s0Va&zE`\"F]oF_y7%7$$\"3*o^<;!>cOFF]oFex7$$\"31\"pm?dF#

zNF]oFjx7$$\"3')3`K7F%zj$F]oF_y7%7$$\"3i`A^f]#=%[F]oFex7$$\"3!yUh*H2\\

%o&F]oFjx7$$\"39Y+Aqe?VdF]oF_y7%7$$\"3M!*pS<#)3ZpF]oFex7$$\"3_kh&y)Qv*

y(F]oFjx7$$\"3'Gy9\"G!p%[yF]oF_y7%7$$\"33F<Iv8N_!*F]oFex7$$\"3C,4vXq,&

*)*F]oFjx7$$\"3g>&4g=KP&**F]oF_y7%7$$\"3\\Y'>LXhd6\"F*Fex7$$\"3pjXO?!G

+?\"F*Fjx7$$\"3_D/RM&**e?\"F*F_y7%7$$\"3;?\"4\"pxGE8F*Fex7$$\"3OPS:OVb

59F*Fjx7$$\"3>**)z,&eU;9F*F_y7%7$$\"3%Qf)*[39o`\"F*Fex7$$\"3.6N%>l!3@;

F*Fjx7$$\"3(GPpf;_pi\"F*F_y7%7$$\"3_n!)o+/MZ<F*Fex7$$\"3q%)HtnpgJ=F*Fj

x7$$\"3aY)e<[yu$=F*F_y7%7$$\"3=TvZ;n'y&>F*Fex7$$\"3geC_$GL@/#F*Fjx7$$

\"3W?$[vz/![?F*F_y7%7$$!3+(R%y&pGc/#F*$!3%=>\"zAa<oHF*7$$!3C.c@/8Pa>F*

$!3y=I*309wM$F*7$$!3%*eY![>9/&>F*$!31'\\A-$)[EC$F*7%7$$!34B\\**zB5N=F*

Fcel7$$!3cHhU))\\%Qu\"F*Fhel7$$!3F&=:!zy))R<F*F]fl7%7$$!3U\\a?kgdC;F*F

cel7$$!3*elOEn=L`\"F*Fhel7$$!3g6dAj:OH:F*F]fl7%7$$!3vvfT[(\\ST\"F*Fcel

7$$!3A#=ZoN#zA8F*Fhel7$$!3#zBOuCN)=8F*F]fl7%7$$!33-liKM_.7F*Fcel7$$!3a

3x0TgE76F*Fhel7$$!3DknkJ*3$36F*F]fl7%7$$!3:&Gq$o6(*H**F]oFcel7$$!3gZBo

_sR<!*F]oFhel7$$!3c.Hdeh#y(*)F]oF]fl7%7$$!3U[bZ5!3Z#yF]oFcel7$$!3(3h(y

%4M@\"pF]oFhel7$$!3%o;y1+jD(oF]oF]fl7%7$$!3q63e_[W>dF]oFcel7$$!3:uG*o$

4(o![F]oFhel7$$!3mIMyU)*HnZF]oF]fl7%7$$!3)\\2'o%p\"=9OF]oFcel7$$!3UP\"

)**yxg,FF]oFhel7$$!3%Rp))[oO?m#F]oF]fl7%7$$!3(zL\"zO&=*3:F]oFcel7$$!3/

4S.6iWjfFiqFhel7$$!3_t&R*p_tnbFiqF]fl7%7$$\"3%o)R.6iWjfFiqFcel7$$\"3vN

8zO&=*3:F]oFhel7$$\"3Cz2!4j*[[:F]oF]fl7%7$$\"3?N\")**yxg,FF]oFcel7$$\"

3wsgo%p\"=9OF]oFhel7$$\"3C;bz)y_Pl$F]oF]fl7%7$$\"3$>(G*o$4(o![F]oFcel7

$$\"3[43e_[W>dF]oFhel7$$\"3_`-pYf,fdF]oF]fl7%7$$\"3l3wy%4M@\"pF]oFcel7

$$\"3?YbZ5!3Z#yF]oFhel7$$\"3C!*\\e/\"zU'yF]oF]fl7%7$$\"3QXBo_sR<!*F]oF

cel7$$\"3$HGq$o6(*H**F]oFhel7$$\"3)pszCEU&p**F]oF]fl7%7$$\"3K3x0TgE76F

*Fcel7$$\"3&=]EEVBN?\"F*Fhel7$$\"3:Yu.U0[27F*F]fl7%7$$\"3+#=ZoN#zA8F*F

cel7$$\"3`vfT[(\\ST\"F*Fhel7$$\"3#)>p#y&o+=9F*F]fl7%7$$\"3nbmjs'=L`\"F

*Fcel7$$\"3?\\a?kgdC;F*Fhel7$$\"3\\$R;O<L&G;F*F]fl7%7$$\"3MHhU))\\%Qu

\"F*Fcel7$$\"3(G#\\**zB5N=F*Fhel7$$\"3;neS*[f!R=F*F]fl7%7$$\"3-.c@/8Pa

>F*Fcel7$$\"3a'R%y&pGc/#F*Fhel7$$\"31T`>0ee\\?F*F]fl7%7$$!3y*=3*R7n\\?

F*$!3%fg`X_G7b#F*7$$!3+5=4g(G.&>F*$!3**4F(fobC#HF*7$$!3'z4-.MN'[>F*$!3

X#oFz-Zs\"GF*7%7$$!3L;(=T#\\9R=F*Fabm7$$!3LOBIWC!)R<F*Ffbm7$$!3GCE^C!4

\"Q<F*F[cm7%7$$!3mU#H$3'='G;F*Fabm7$$!3liG^GhFH:F*Ffbm7$$!3h]Js3FeF:F*

F[cm7%7$$!3)*o(RDH#4=9F*Fabm7$$!3)*)QBF\")\\(=8F*Ffbm7$$!3$pnLHRcqJ\"F
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$\"3:Hh$*RtJ1&)F]o7$Ff`[l$\"3Ks&z(Gwhv\")F]o7$Fgc\\l7$F\\a[l$\"3C>[Si8

qrxF]o7$F[d\\l7$Fba[l$\"3MTVPv%e$ysF]o7$F_d\\l7$Fha[l$\"3K5)\\9,!zvmF]

o7$Fcd\\l7$F^b[l$\"3*op%3ZN\")RfF]o7$Fgd\\l7$Fdb[l$\"3>1^a'p#*3/&F]o7$

F[e\\l7$F[c[l$\"3F&HB0v^H%RF]o7$F_e\\l7$Fac[l$\"3(HeLq(y#>g#F]o7$Fce\\

l7$Fgc[l$\"3yMLm6y-S'*Fiq7$Fge\\l7$Fa][l$!3se!fP9dl.\"F]o7$F[f\\l7$F`d

[l$!3?s#>K&)Q+[$F]o7$F_f\\l7$Ffd[l$!3556.ZZ]kkF]o7$Fcf\\l7$F\\e[lFja\\

l7$Fgf\\l7$Fbe[l$!3;+++++?c9F*7$Fif\\l7$Fhe[lFbb\\l7$F]g\\l7$F^f[l$!3o

**********>kEF*7$F_g\\l7$Fcj[l$!3))******zQXvMF*7$Fcg\\l7$Fgj[l$!3y,?.

p$>jY%F*7$Fgg\\lFcf[lFef[lFf[\\lF]g[lFag[l-F$697$7$F``[l$\"3eo(=*)>'\\

]%*F]o7$Ff`[l$\"3Hq>$plO)G$*F]o7$Fah\\l7$F\\a[l$\"3)4,%4D=C!=*F]o7$Feh

\\l7$Fba[l$\"3!3Q@'f#[()**)F]o7$Fih\\l7$Fha[l$\"3u1Py;A2x()F]o7$F]i\\l

7$F^b[lFec\\l7$Fai\\l7$Fdb[lFhc\\l7$Fci\\l7$F[c[lF\\d\\l7$Fei\\l7$Fac[

l$\"3WUVPv%e$ysF]o7$Fgi\\l7$Fgc[l$\"3W6)\\9,!zvmF]o7$F[j\\l7$Fa][lF[`

\\l7$F_j\\l7$F`d[lF^`\\l7$Faj\\l7$Ffd[l$\"3%pHB0v^H%RF]o7$Fcj\\l7$F\\e

[l$\"3k%eLq(y#>g#F]o7$Fgj\\l7$Fbe[l$\"36VLm6y-S'*Fiq7$F[[]l7$Fhe[l$!30

d!fP9dl.\"F]o7$F_[]l7$F^f[l$!3aq#>K&)Q+[$F]o7$Fc[]l7$Fcj[l$!3)y5Jqu/XY

'F]o7$Fg[]l7$Fgj[lFja\\l7$F[\\]l7$F][\\lFjf\\l7$F]\\]l7$F\\d[lFbb\\lFe

_\\lF]g[lFag[l-%%VIEWG6$;$!+++++AFb`[l$\"+++++AFb`[l;$!+++++WFb`[l$\"+

++++WFb`[l-%+AXESLABELSG6$Q\"t6\"Q%y(t)Fa]]l-%&TITLEG6#%3champ~de~dire
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 1" "Curve 2" "Curve 3" "Curve 4" "Curve 5" "Curve 6" "Curve 7" }}}}

{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }{MPLTEXT 1 0 89 "###############

########################################################\nExemple  y'=

y-y^2" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 

0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 80 "restart;with(DEtools):\node := diff(y(t),

t)=3*y(t)-y(t)^2;\ndsolve(\{ode, y(0)=2\});" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%$odeG/-%%diffG6$-%\"yG6#%\"tGF,,&*&\"\"$\"\"\"F)F0F0*

$)F)\"\"#F0!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/-%\"yG6#%\"tG,$*&

\"\"'\"\"\",&\"\"#F+-%$expG6#,$*&\"\"$F+F'F+!\"\"F+F4F+" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 188 "DEplot(ode,y(t),t=-2..2,\ny=-4..4,

[[y(0)=2],[y(1)=2],[y(1)=4],\n[y(0)=-2],[y(1)=-2],[y(1)=-4]],\nlinecol

or=[ yellow, green, blue,\nyellow, green, blue],title=`champ de direct

ion`, \ncolor=y-1);" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 

{PLOTDATA 2 "6,-%'CURVESG6^dl7%7$$!3v6CZ*o*\\2?!#<$!3qwCx%p3+z$F*7$$!3

Y)eF0J+D*>F*$!3&G_F_I\"**4UF*7$$!3i\\f<e))\\p>F*$!3Pt3/eDJ:TF*7%7$$!3'

y$HotL(pz\"F*F+7$$!3![6QZ*R(>y\"F*F07$$!3%fZ'QUD(*e<F*F57%7$$!3=kM*y0Z

ke\"F*F+7$$!37T'[*ywWr:F*F07$$!3E-qfEiW[:F*F57%7$$!3]!*R5U2#fP\"F*F+7$

$!3Wn\"fJO@4O\"F*F07$$!3fGv!3\"*>zL\"F*F57%7$$!3%o^9jU%Rl6F*F+7$$!3y$p

pt/&R]6F*F07$$!3#\\0=]f$RF6F*F57%7$$!3oJ/D06o[&*!#=F+7$$!31,A!eJ(o)R*F

]oF07$$!3W7eG#zs'o\"*F]oF57%7$$!3&\\pbt%zTVuF]oF+7$$!3Mku!z:CMH(F]oF07

$$!3sv5RM'4M1(F]oF57%7$$!3Be4Y*ya\"Q`F]oF+7$$!3iFF,+5;)=&F]oF07$$!3+Rj

\\wk9e\\F]oF57%7$$!3]@icJ;*GB$F]oF+7$$!3!4*z6Uy*G3$F]oF07$$!3G-;g=L)G&

GF]oF57%7$$!3\"\\[rOZGw7\"F]oF+7$$!3KSDBUoMw(*!#>F07$$!3%oloqg,iZ(FiqF

57%7$$\"35=DBUoMw(*FiqF+7$$\"3p#[rOZGw7\"F]oF07$$\"3=ry=(*Hkd8F]oF57%7

$$\"3o))z6Uy*G3$F]oF+7$$\"3G>icJ;*GB$F]oF07$$\"3!zg#3bh!HY$F]oF57%7$$

\"3SDF,+5;)=&F]oF+7$$\"3+c4Y*ya\"Q`F]oF07$$\"3iWt(HJp\"obF]oF57%7$$\"3

7iu!z:CMH(F]oF+7$$\"3t#pbt%zTVuF]oF07$$\"3O\"3s3ZKMn(F]oF57%7$$\"3%))>

-eJ(o)R*F]oF+7$$\"3YH/D06o[&*F]oF07$$\"33=owGcpy(*F]oF57%7$$\"3c$ppt/&

R]6F*F+7$$\"3i;XJEWRl6F*F07$$\"3[bhmyeR)=\"F*F57%7$$\"3An\"fJO@4O\"F*F

+7$$\"3G!*R5U2#fP\"F*F07$$\"39HcX%>A*)R\"F*F57%7$$\"3!4k[*ywWr:F*F+7$$

\"3'RY$*y0Zke\"F*F07$$\"3$G5X-^[%4;F*F57%7$$\"3e9\"QZ*R(>y\"F*F+7$$\"3

kPHotL(pz\"F*F07$$\"3]wX.E[(*>=F*F57%7$$\"3C)eF0J+D*>F*F+7$$\"3J6CZ*o*

\\2?F*F07$$\"3&*\\S#=9,0.#F*F57%7$$!3jz(fY44*3?F*$!3=O(G:Ww\"pLF*7$$!3

Q?-M044\"*>F*$!37pLJ&H=()y$F*7$$!3UD(G1HF(o>F*$!31-9:s-V$p$F*7%7$$!3%f

Iq)yFQ)z\"F*Fex7$$!3qY2b*ek0y\"F*Fjx7$$!3w^#R[(4?e<F*F_y7%7$$!3GK33jk&

ye\"F*Fex7$$!3-t7wt#Q+d\"F*Fjx7$$!33y(\\!fYnZ:F*F_y7%7$$!3ge8HZ,Lx8F*F

ex7$$!3O*zrz&>^f8F*Fjx7$$!3S/.EV$[rL\"F*F_y7%7$$!3%\\)=]JQ!o;\"F*Fex7$

$!3oDB=Uc)*[6F*Fjx7$$!3uI3ZF?iE6F*F_y7%7$$!3_6T7d^xi&*F]oFex7$$!3A@&GR

E$f%Q*F]oFjx7$$!3%Gd8o6d4;*F]oF_y7%7$$!3![PH#**>^duF]oFex7$$!3]%yLg5I$

zsF]oFjx7$$!35O)=*eRpbqF]oF_y7%7$$!33QYLT)[AN&F]oFex7$$!3yZ!R\"[p1u^F]

oFjx7$$!3Q*4C5!3V]\\F]oF_y7%7$$!3!>!*RMo&)pC$F]oFex7$$!3]5VC!z.)oIF]oF

jx7$$!35i$HJkn^%GF]oF_y7%7$$!3/l^aDDsT6F]oFex7$$!31Rd\\BjSN'*FiqFjx7$$

!3w`iM_[/*R(FiqF_y7%7$$\"3'or&\\BjSN'*FiqFex7$$\"3#G;Xb_A<9\"F]oFjx7$$

\"3M6,ms'e`O\"F]oF_y7%7$$\"3E3VC!z.)oIF]oFex7$$\"3o**)RMo&)pC$F]oFjx7$

$\"33[[bI=iqMF]oF_y7%7$$\"3aX!R\"[p1u^F]oFex7$$\"3'ejM8%)[AN&F]oFjx7$$

\"3C%e\\%))\\)ed&F]oF_y7%7$$\"3G#yLg5I$zsF]oFex7$$\"3es$H#**>^duF]oFjx

7$$\"3'4KWj9[6o(F]oF_y7%7$$\"3+>&GRE$f%Q*F]oFex7$$\"3I4T7d^xi&*F]oFjx7

$$\"3qd!RUI6ky*F]oF_y7%7$$\"3YDB=Uc)*[6F*Fex7$$\"3q%)=]JQ!o;\"F*Fjx7$$

\"3mzL@Yu;*=\"F*F_y7%7$$\"39*zrz&>^f8F*Fex7$$\"3Qe8HZ,Lx8F*Fjx7$$\"3K`

G+iPp*R\"F*F_y7%7$$\"3!GFhPFQ+d\"F*Fex7$$\"31K33jk&ye\"F*Fjx7$$\"3,FBz

x+A5;F*F_y7%7$$\"3[Y2b*ek0y\"F*Fex7$$\"3s0.()yFQ)z\"F*Fjx7$$\"3o+=e$RY

2#=F*F_y7%7$$\"3;?-M044\"*>F*Fex7$$\"3=z(fY44*3?F*Fjx7$$\"38u7P4FFJ?F*

F_y7%7$$!3L60u,%p2,#F*$!3C\\*)eHJZ[HF*7$$!3o)[f#)fI#*)>F*$!3Oh_4WjJnLF

*7$$!3'eE)4&=;x'>F*$!3Q0PBF%\\7F$F*7%7$$!3mP5&f3V-!=F*Fcel7$$!3+:+Z#G/

(y<F*Fhel7$$!3=#z3$p)*=d<F*F]fl7%7$$!3)Rch,x;(*e\"F*Fcel7$$!3KT0omz<o:

F*Fhel7$$!3]=$>Nbjma\"F*F]fl7%7$$!3I!4sVX!>z8F*Fcel7$$!3kn5*3l^wN\"F*F

hel7$$!3$[%)HxBPhL\"F*F]fl7%7$$!3k;EeQTmo6F*Fcel7$$!3)Rf,^LDr9\"F*Fhel

7$$!3;r.%>#4hD6F*F]fl7%7$$!3oH9$zAy8e*F]oFcel7$$!31.77$>!*fO*F]oFhel7$

$!3ut*3:1Y3:*F]oF]fl7%7$$!3'HpO+2:hZ(F]oFcel7$$!3MmkANqsgsF]oFhel7$$!3

+PUh.HeXqF]oF]fl7%7$$!3Cc>97>&3P&F]oFcel7$$!3iH<LxQYb^F]oFhel7$$!3G+&>

du>.%\\F]oF]fl7%7$$!3'*=sCa()elKF]oFcel7$$!3W$*pV>2?]IF]oFhel7$$!36kZ#

yec]$GF]oF]fl7%7$$!3O#[_jfD.;\"F]oFcel7$$!3#ecAahv$\\%*FiqFhel7$$!3#QF

+$*HMzH(FiqF]fl7%7$$\"3iVDU:cP\\%*FiqFcel7$$\"39![_jfD.;\"F]oFhel7$$\"

3M4Z'zspaP\"F]oF]fl7%7$$\"3A\"*pV>2?]IF]oFcel7$$\"3u;sCa()elKF]oFhel7$

$\"31Y%fe)Gt![$F]oF]fl7%7$$\"3SF<LxQYb^F]oFcel7$$\"3-a>97>&3P&F]oFhel7

$$\"3O$=aP/'*fe&F]oF]fl7%7$$\"37kkANqsgsF]oFcel7$$\"3u!pO+2:hZ(F]oFhel

7$$\"31?*[;?f7p(F]oF]fl7%7$$\"3%3?@J>!*fO*F]oFcel7$$\"3YF9$zAy8e*F]oFh

el7$$\"3!olV&fB_'z*F]oF]fl7%7$$\"3w$f,^LDr9\"F*Fcel7$$\"3U;EeQTmo6F*Fh

el7$$\"3ARQu^&y,>\"F*F]fl7%7$$\"3Un5*3l^wN\"F*Fcel7$$\"33!4sVX!>z8F*Fh

el7$$\"3\"HJLv'[q+9F*F]fl7%7$$\"35T0omz<o:F*Fcel7$$\"3wj:;qnr*e\"F*Fhe

l7$$\"3f'yAL=J7h\"F*F]fl7%7$$\"3y9+Z#G/(y<F*Fcel7$$\"3WP5&f3V-!=F*Fhel

7$$\"3EgA6*\\d<#=F*F]fl7%7$$\"3Y)[f#)fI#*)>F*Fcel7$$\"3*3^S<Sp2,#F*Fhe

l7$$\"3rL<!\\\"QGK?F*F]fl7%7$$!3d[J4J6I8?F*$!3Iy\"HNH.!GDF*7$$!3A^o!*o

))p')>F*$!3kPr*p\"4oXHF*7$$!3oqH:wNNm>F*$!3?s;K$\\+'[GF*7%7$$!37vOI:[x

-=F*Fabm7$$!3axt6`D<w<F*Ffbm7$$!3-(\\j.EFev\"F*F[cm7%7$$!3W,U^*\\[Af\"

F*Fabm7$$!3'Q!zKPikl:F*Ffbm7$$!3MBSdW4IX:F*F[cm7%7$$!3wFZs$=A<Q\"F*Fab

m7$$!3?I%Q:#*>^N\"F*Ffbm7$$!3m\\XyGYxM8F*F[cm7%7$$!35a_$z'e>r6F*Fabm7$

$!3_c*[dg$fW6F*Ffbm7$$!3+w]*HJ[U7\"F*F[cm7%7$$!39.yX@bp1'*F]oFabm7$$!3

gH[f**GnS$*F]oFfbm7$$!3KCg0s*>s8*F]oF[cm7%7$$!3UmIcjBV,vF]oFabm7$$!3)G

4+<u4aB(F]oFfbm7$$!3g(GhT\"o&>.(F]oF[cm7%7$$!3oH$oc?phR&F]oFabm7$$!3:c

`!QeY,8&F]oFfbm7$$!3K]lEcOpE\\F]oF[cm7%7$$!3'Hftx/14H$F]oFabm7$$!3V>1

\"fU$)[-$F]oFfbm7$$!3f8=P)\\I9#GF]oF[cm7%7$$!3Cc)y)*)Gk&=\"F]oFabm7$$!

3-F)e,o-i>*FiqFfbm7$$!3Ur2x/MnhrFiqF[cm7%7$$\"3#[!)e,o-i>*FiqFabm7$$\"

3-a)y)*)Gk&=\"F]oFfbm7$$\"3gfwT<e4*Q\"F]oF[cm7%7$$\"3@<1\"fU$)[-$F]oFa

bm7$$\"3u!ftx/14H$F]oFfbm7$$\"3e'R7`(*eV\\$F]oF[cm7%7$$\"3$RN0QeY,8&F]

oFabm7$$\"3YF$oc?phR&F]oFfbm7$$\"3wKr?L@i*f&F]oF[cm7%7$$\"3m!4+<u4aB(F

]oFabm7$$\"3?kIcjBV,vF]oFfbm7$$\"3[p=5\"H&)[q(F]oF[cm7%7$$\"3QF[f**GnS

$*F]oFabm7$$\"3#4!yX@bp1'*F]oFfbm7$$\"3@1m**[%[,\")*F]oF[cm7%7$$\"3Ic*

[dg$fW6F*Fabm7$$\"3)QDNz'e>r6F*Ffbm7$$\"3SM\"*og6a\">\"F*F[cm7%7$$\"3)

*H%Q:#*>^N\"F*Fabm7$$\"3aFZs$=A<Q\"F*Ffbm7$$\"333'ykZn?S\"F*F[cm7%7$$

\"3k.zKPikl:F*Fabm7$$\"3A,U^*\\[Af\"F*Ffbm7$$\"3v\"3oAz$f7;F*F[cm7%7$$

\"3Kxt6`D<w<F*Fabm7$$\"3*[n.`\"[x-=F*Ffbm7$$\"3Ubv03,7B=F*F[cm7%7$$\"3

+^o!*o))p')>F*Fabm7$$\"3d[J4J6I8?F*Ffbm7$$\"34Hq%QUYO.#F*F[cm7%7$$!3MA

v)*z.)o,#F*$!3oHGj(y()z5#F*7$$!3)yZ7+i>J)>F*$!3c\"fN(f6fBDF*7$$!3k>M?G

QXk>F*$!3]jp?+-<DCF*7%7$$!3X[!)>kSN1=F*F__n7$$!3?/IA/Lfs<F*Fd_n7$$!3'f

%RT7v#Rv\"F*Fi_n7%7$$!3wu&3%[x#ef\"F*F__n7$$!3aINV))p1i:F*Fd_n7$$!3GsW

i'>,Ma\"F*Fi_n7%7$$!35,\">EV,`Q\"F*F__n7$$!3'o0WEnS:N\"F*Fd_n7$$!3h)*

\\$3)[(GL\"F*Fi_n7%7$$!3UF'Ho6vZ<\"F*F__n7$$!3>$eaoN959\"F*Fd_n7$$!3%

\\_X]c[B7\"F*Fi_n7%7$$!3eP:S5!)[U'*F]oF__n7$$!3<&4^1T!)[I*F]oFd_n7$$!3

l70c#\\A#=\"*F]oFi_n7%7$$!3&3!o]_[APvF]oF__n7$$!3Wejv_sh*>(F]oFd_n7$$!

3#fxlYLfH,(F]oFi_n7%7$$!38k?h%ph>V&F]oF__n7$$!3s@;'[4aV4&F]oFd_n7$$!3k

Q5xwhp2\\F]oFi_n7%7$$!3'zK<n`)pELF]oF__n7$$!3U%)o'p$44*)HF]oFd_n7$$!3O

,j()=IV-GF]oFi_n7%7$$!35\"fA)y`V@7F]oF__n7$$!3_y9s!zx#Q))FiqFd_n7$$!3;

\\c\")4')prpFiqFi_n7%7$$\"3Jc9s!zx#Q))FiqF__n7$$\"3())eA)y`V@7F]oFd_n7

$$\"3\"=<8pH$439F]oFi_n7%7$$\"3?#)o'p$44*)HF]oF__n7$$\"3uDtrO&)pELF]oF
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7%7$$!3q?L-UZ3!=\"F*F]\\o7$$!3#**)3mJZqN6F*Fb\\o7$$!3]$Qq9'))e>6F*Fg\\

o7%7$$!3Qr%QBE%e&p*F]oF]\\o7$$!3QhTreTy^#*F]oFb\\o7$$!3G)44oXD14*F]oFg

\\o7%7$$!3kMPW/6K!f(F]oF]\\o7$$!3mC%>3+@l9(F]oFb\\o7$$!3chV\"*)Hi`)pF]
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'\\B*)Hfx\"F*$!3GL:gClL^MF*7%7$$\"3_N\"*)py;6)>F*$!3Y_*)>9&egy$F*7$$\"
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$!3IG\"oI4SVs\"F*F\\fw7%7$FCFdew7$FFFgew7$$!3ja'ysx8Q^\"F*F\\fw7%7$FMF

dew7$FPFgew7$$!3&4=*[huG.8F*F\\fw7%7$FWFdew7$FZFgew7$$!3G2(*pX6w#4\"F*

F\\fw7%7$F[oFdew7$F^oFgew7$$!3)\\L-\"*H[B#))F`oF\\fw7%7$FfoFdew7$FioFg

ew7$$!3D)f279&3<nF`oF\\fw7%7$F`pFdew7$FcpFgew7$$!33iGJ$)>#=h%F`oF\\fw7

%7$FjpFdew7$F]qFgew7$$!3OD\"=a#)el]#F`oF\\fw7%7$FdqFdew7$FgqFgew7$$!3L

')QBvm&H,%F]rF\\fw7%7$F`rFdew7$FcrFgew7$$\"34[8P!\\nRq\"F`oF\\fw7%7$Fj

rFdew7$F]sFgew7$$\"3#[3m#[1B4QF`oF\\fw7%7$FdsFdew7$FgsFgew7$$\"35A3;1Q

\\9fF`oF\\fw7%7$F^tFdew7$FatFgew7$$\"3#)eb0kpv>!)F`oF\\fw7%7$FhtFdew7$

F[uFgew7$$\"3WH]>7?]75F*F\\fw7%7$FbuFdew7$FeuFgew7$$\"37.X)zKGIA\"F*F

\\fw7%7$F\\vFdew7$F_vFgew7$$\"3zwRxVYbL9F*F\\fw7%7$FfvFdew7$FivFgew7$$

\"3Y]Mcf43W;F*F\\fw7%7$F`wFdew7$FcwFgew7$$\"39CHNvsga=F*F\\fw7%7$FjwFd

ew7$F]xFgew7$$\"3-)RU6fL^1#F*F\\fw-%&COLORG6]dl%$HUEG$\"\"!Fe]xFd]xFd]

xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]xFd]x$

\"3EOot%*y:j_F]rFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf

]xFf]xFf]xFf]xFf]xFf]x$\"3Oot%*y:j_5F`oFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]

xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]xFh]x$\"3a_5Uot%*y:F`oFj]xFj]x

Fj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]xFj]x$

\"3sOZ*y:j_5#F`oF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^

xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^xF\\^x$\"3!4Uot%*y:j#F`oF^^xF^^xF^^

xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^xF^^x$\"33

0@%ot%*y:$F`oF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF`^xF

`^xF`^xF`^xF`^xF`^x$\"3E*y:j_5Uo$F`oFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb

^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^xFb^x$\"3Xt%*y:j_5UF`oFd^xFd^xFd^

xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^xFd^x$\"3j

dJE0@%ot%F`oFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf^xFf

^xFf^xFf^xFf^xFf^x$\"3!=%ot%*y:j_F`oFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh

^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^xFh^x$\"3cE0@%ot%*y&F`oFj^xFj^xFj

^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^xFj^x$\"3

<5Uot%*y:jF`oF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF

\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_xF\\_x$\"3!Q*y:j_5UoF`oF^_xF^_xF^_xF^

_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_xF^_x$\"3ay:j

_5UotF`oF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`_xF`

_xF`_xF`_xF`_x$\"3Ej_5Uot%*yF`oFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_

xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_xFb_x$\"3!p%*y:j_5U)F`oFd_xFd_xFd_xFd_

xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_xFd_x$\"3_IE0@

%ot%*)F`oFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xFf_xF

f_xFf_xFf_xFf_x$\"3E:j_5Uot%*F`oFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh

_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_xFh_x$\"\"\"Fe]xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xF

j_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_xFj_x-%*THICKNESSG6#

F[`x-F$697$7$$!+++++?!\"*$\"3'H@?r\"GT!p#F`o7$$!+++++=Fe`x$\"3StimGeSw

KF`o7$Fh`x7$$!+++++;Fe`x$\"3s07G&fBW)RF`o7$F^ax7$$!+++++9Fe`x$\"3g*Gqg

#p^N[F`o7$Fdax7$$!+++++7Fe`x$\"3o![R_$z3^eF`o7$Fjax7$$!+++++5Fe`x$\"3W

ZECD#3.0(F`o7$F`bx7$$!+++++!)!#5$\"3+(z\"[Vc%fW)F`o7$Ffbx7$$!+++++gFib

x$\"3\"eNpD&G'Q+\"F*7$F]cx7$$!+++++SFibx$\"3A;uyKk0\"=\"F*7$Fccx7$$Fd`

xFibx$\"3Gv-&Q.<@P\"F*7$Ficx7$Fd]x$\"/\\zEjzq:!#87$F^dx7$$\"+++++?Fibx

$\"3sC&R(>cZp<F*7$Fcdx7$$\"+++++SFibx$\"3K$Q-3AO0'>F*7$Fidx7$$\"+++++g

Fibx$\"33V/-,)Hx8#F*7$F_ex7$$\"+++++!)Fibx$\"3S=;C*3)*pH#F*7$Feex7$$\"

+++++5Fe`x$\"3fKb1J=cOCF*7$F[fx7$$\"+++++7Fe`x$\"3Q[e1gQ[cDF*7$Fafx7$$

\"+++++9Fe`x$\"3KnF)4'4/eEF*7$Fgfx7$$\"+++++;Fe`x$\"3*\\nhSH]Ju#F*7$F]

gx7$$\"+++++=Fe`x$\"3ynJsq?&R\"GF*7$Fcgx7$$FedxFe`x$\"3atx(=P^D(GF*-%'

COLOURG6&%$RGBG$\")+++!)!\")$\")AR!)\\Fchx$\")Vyg>Fchx-%&STYLEG6#%%LIN

EG-F]`x6#\"\"$-%%VIEWG6$;$!+++++AFe`x$\"+++++AFe`x;$!+++++WFe`x$\"++++

+WFe`x-%&TITLEG6#%3champ~de~directionG-%+AXESLABELSG6$Q\"t6\"Q%y(t)Fdj

x" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 "Curve 1" "

Curve 2" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}{MARK "38

" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 1 1 1 1 }{PAGENUMBERS 0 1 2 33 1 1 }




{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 

2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" -1 7 1 

{CSTYLE "" -1 -1 "Courier" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 1 }1 1 0 

0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "" -1 

-1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 

0 1 }{PSTYLE "Maple Plot" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 

1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 1040 "restart;S:=plot3d(

[x, y,-(x-1)-2*(x-1)^2-(y-2)-(y-2)^2+5], x=-1..4, y=-4..4):\nP:=plot3d

([x, y,-(x-1)-(y-2)+5], x=-1..4, \ny=-4..4,\naxes=boxed,\nlabels=[x,y,

z],\n#style=wireframe,\norientation=[-150,60],\ncolor=green\n#title=`l

a fonction z=f(x,y)=-(x-1)-2*(x-1)^2-(y-2)-(y-2)^2+5,\n#la diff\351ren

tielle z-z0=a(x-x_0)+b(y-y_0)\n#z-5=-(x-1)-(y-2)`\n):with(plots):\n###

########################\nP1:=plot3d([x, y,43/8], x=-1..4, \ny=-4..4,

\naxes=BOXED,\nlabels=[x,y,z],\nstyle=wireframe,\norientation=[-150,60

],\ncolor=yellow,\ntitle=`le maximum de la fonction  z=f(x,y)=-(x-1)-2

*(x-1)^2-(y-2)-(y-2)^2+5,\n=3*x+2-2*x^2+3*y-y^2 est  43/8=f(3/4,3/2) >

 5`):with(plots):\n###########################\nwith(plottools):\nc :=

 sphere([1,2,5], 0.1, colour=red,\nlabels=[x,y,z]):\n#################

############\nwith(plottools):\nc1 := sphere([3/4,3/2,43/8], 0.1, colo

ur=black,\nlabels=[x,y,z]):\n####################################\nplo

ts[display](\nS,\nP,\n c, \n#scaling=constrained, \nstyle=patch, \naxe

s=BOXED);\nplots[display](\nS,\nP, P1,\nc,  c1, \n#scaling=constrained

, \nstyle=patch \n);" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 50 "Warning, the name

 changecoords has been redefined\n" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 58 "War

ning, the assigned name arrow now has a global binding\n" }}{PARA 13 "

" 1 "" {GLPLOT3D 486 486 486 {PLOTDATA 3 "6)-%%MESHG6#X.%)anythingG6\"

6\"[gl'!%\"!!$^`r\":\":\"$BFF0000000000000C010000000000000C03F00000000

0000BFF0000000000000C00D555555555555C03B71C71C71C71CBFF0000000000000C0

0AAAAAAAAAAAAAC0381C71C71C71C7BFF0000000000000C007FFFFFFFFFFFFC0350000

00000000BFF0000000000000C005555555555554C0321C71C71C71C6BFF00000000000

00C002AAAAAAAAAAA9C02EE38E38E38E34BFF0000000000000BFFFFFFFFFFFFFFDC029

FFFFFFFFFFFCBFF0000000000000BFFAAAAAAAAAAAA8C0258E38E38E38E1BFF0000000

000000BFF5555555555553C0218E38E38E38E2BFF0000000000000BFEFFFFFFFFFFFFC

C01BFFFFFFFFFFFEBFF0000000000000BFE5555555555552C015C71C71C71C6FBFF000

0000000000BFD555555555554FC01071C71C71C71BBFF00000000000003CB800000000

0000C007FFFFFFFFFFFDBFF00000000000003FD555555555555BC000E38E38E38E36BF

F00000000000003FE5555555555558BFF71C71C71C71C5BFF00000000000003FF00000

00000001BFEFFFFFFFFFFFFEBFF00000000000003FF5555555555556BFE8E38E38E38E

38BFF00000000000003FFAAAAAAAAAAAABBFE8E38E38E38E39BFF00000000000004000

000000000000BFF0000000000000BFF00000000000004002AAAAAAAAAAABBFF71C71C7

1C71C8BFF00000000000004005555555555556C000E38E38E38E3ABFF0000000000000

4008000000000001C008000000000003BFF0000000000000400AAAAAAAAAAAACC01071

C71C71C71FBFF0000000000000400D555555555557C015C71C71C71C76BFF000000000

00004010000000000001C01C000000000005BFE9555555555555C010000000000000C0

3DA0E38E38E38EBFE9555555555555C00D555555555555C03A12AAAAAAAAAABFE95555

55555555C00AAAAAAAAAAAAAC036BD5555555555BFE9555555555555C007FFFFFFFFFF

FFC033A0E38E38E38EBFE9555555555555C005555555555554C030BD5555555554BFE9

555555555555C002AAAAAAAAAAA9C02C255555555550BFE9555555555555BFFFFFFFFF

FFFFFDC02741C71C71C718BFE9555555555555BFFAAAAAAAAAAAA8C022CFFFFFFFFFFD

BFE9555555555555BFF5555555555553C01D9FFFFFFFFFFDBFE9555555555555BFEFFF

FFFFFFFFFCC016838E38E38E36BFE9555555555555BFE5555555555552C0104AAAAAAA

AAA7BFE9555555555555BFD555555555554FC005EAAAAAAAAAA6BFE95555555555553C

B8000000000000BFFA0E38E38E38DABFE95555555555553FD555555555555BBFE7AAAA

AAAAAA98BFE95555555555553FE5555555555558BFB2AAAAAAAAAA50BFE95555555555

553FF00000000000013FD7C71C71C71C84BFE95555555555553FF55555555555563FE3

000000000008BFE95555555555553FFAAAAAAAAAAAAB3FE3000000000007BFE9555555

55555540000000000000003FD7C71C71C71C80BFE95555555555554002AAAAAAAAAAAB

BFB2AAAAAAAAAA84BFE95555555555554005555555555556BFE7AAAAAAAAAAAABFE955

55555555554008000000000001BFFA0E38E38E38E6BFE9555555555555400AAAAAAAAA

AAACC005EAAAAAAAAAAEBFE9555555555555400D555555555557C0104AAAAAAAAAAEBF

E95555555555554010000000000001C016838E38E38E3DBFE2AAAAAAAAAAAAC0100000

00000000C03C6E38E38E38E3BFE2AAAAAAAAAAAAC00D555555555555C038DFFFFFFFFF

FEBFE2AAAAAAAAAAAAC00AAAAAAAAAAAAAC0358AAAAAAAAAAABFE2AAAAAAAAAAAAC007

FFFFFFFFFFFFC0326E38E38E38E4BFE2AAAAAAAAAAAAC005555555555554C02F155555

555552BFE2AAAAAAAAAAAAC002AAAAAAAAAAA9C029BFFFFFFFFFFABFE2AAAAAAAAAAAA

BFFFFFFFFFFFFFFDC024DC71C71C71C3BFE2AAAAAAAAAAAABFFAAAAAAAAAAAA8C0206A

AAAAAAAAA8BFE2AAAAAAAAAAAABFF5555555555553C018D55555555552BFE2AAAAAAAA

AAAABFEFFFFFFFFFFFFCC011B8E38E38E38CBFE2AAAAAAAAAAAABFE5555555555552C0

06FFFFFFFFFFF8BFE2AAAAAAAAAAAABFD555555555554FBFF8AAAAAAAAAAA0BFE2AAAA

AAAAAAAA3CB8000000000000BFDB8E38E38E38B8BFE2AAAAAAAAAAAA3FD55555555555

5B3FDD555555555580BFE2AAAAAAAAAAAA3FE55555555555583FF2000000000007BFE2

AAAAAAAAAAAA3FF00000000000013FF91C71C71C71CEBFE2AAAAAAAAAAAA3FF5555555

5555563FFCAAAAAAAAAAB0BFE2AAAAAAAAAAAA3FFAAAAAAAAAAAAB3FFCAAAAAAAAAAAF

BFE2AAAAAAAAAAAA40000000000000003FF91C71C71C71CCBFE2AAAAAAAAAAAA4002AA

AAAAAAAAAB3FF2000000000004BFE2AAAAAAAAAAAA40055555555555563FDD55555555

555CBFE2AAAAAAAAAAAA4008000000000001BFDB8E38E38E38E8BFE2AAAAAAAAAAAA40

0AAAAAAAAAAAACBFF8AAAAAAAAAAB0BFE2AAAAAAAAAAAA400D555555555557C0070000

00000005BFE2AAAAAAAAAAAA4010000000000001C011B8E38E38E392BFD7FFFFFFFFFF

FEC010000000000000C03B680000000000BFD7FFFFFFFFFFFEC00D555555555555C037

D9C71C71C71CBFD7FFFFFFFFFFFEC00AAAAAAAAAAAAAC0348471C71C71C7BFD7FFFFFF

FFFFFEC007FFFFFFFFFFFFC031680000000000BFD7FFFFFFFFFFFEC005555555555554

C02D08E38E38E38BBFD7FFFFFFFFFFFEC002AAAAAAAAAAA9C027B38E38E38E34BFD7FF

FFFFFFFFFEBFFFFFFFFFFFFFFDC022CFFFFFFFFFFCBFD7FFFFFFFFFFFEBFFAAAAAAAAA

AAA8C01CBC71C71C71C2BFD7FFFFFFFFFFFEBFF5555555555553C014BC71C71C71C5BF

D7FFFFFFFFFFFEBFEFFFFFFFFFFFFCC00B3FFFFFFFFFFCBFD7FFFFFFFFFFFEBFE55555

55555552BFFD9C71C71C71BCBFD7FFFFFFFFFFFEBFD555555555554FBFE08E38E38E38

D8BFD7FFFFFFFFFFFE3CB80000000000003FE3000000000010BFD7FFFFFFFFFFFE3FD5

55555555555B3FF7B8E38E38E392BFD7FFFFFFFFFFFE3FE5555555555558400131C71C

71C71EBFD7FFFFFFFFFFFE3FF00000000000014004C00000000001BFD7FFFFFFFFFFFE

3FF55555555555564006871C71C71C72BFD7FFFFFFFFFFFE3FFAAAAAAAAAAAAB400687

1C71C71C71BFD7FFFFFFFFFFFE40000000000000004004C00000000000BFD7FFFFFFFF

FFFE4002AAAAAAAAAAAB400131C71C71C71CBFD7FFFFFFFFFFFE40055555555555563F

F7B8E38E38E38BBFD7FFFFFFFFFFFE40080000000000013FE2FFFFFFFFFFF4BFD7FFFF

FFFFFFFE400AAAAAAAAAAAACBFE08E38E38E38F8BFD7FFFFFFFFFFFE400D5555555555

57BFFD9C71C71C71D6BFD7FFFFFFFFFFFE4010000000000001C00B40000000000ABFC5

555555555551C010000000000000C03A8E38E38E38E4BFC5555555555551C00D555555

555555C036FFFFFFFFFFFFBFC5555555555551C00AAAAAAAAAAAAAC033AAAAAAAAAAAA

BFC5555555555551C007FFFFFFFFFFFFC0308E38E38E38E4BFC5555555555551C00555

5555555554C02B555555555552BFC5555555555551C002AAAAAAAAAAA9C025FFFFFFFF

FFFBBFC5555555555551BFFFFFFFFFFFFFFDC0211C71C71C71C4BFC5555555555551BF

FAAAAAAAAAAAA8C019555555555550BFC5555555555551BFF5555555555553C0115555

55555553BFC5555555555551BFEFFFFFFFFFFFFCC00471C71C71C718BFC55555555555

51BFE5555555555552BFEFFFFFFFFFFFE8BFC5555555555551BFD555555555554F3FD5

555555555570BFC55555555555513CB80000000000003FF71C71C71C71D0BFC5555555

5555513FD555555555555B4002AAAAAAAAAAADBFC55555555555513FE5555555555558

4008000000000002BFC55555555555513FF0000000000001400B8E38E38E38E5BFC555

55555555513FF5555555555556400D555555555555BFC55555555555513FFAAAAAAAAA

AAAB400D555555555555BFC55555555555514000000000000000400B8E38E38E38E4BF

C55555555555514002AAAAAAAAAAAB4008000000000000BFC555555555555140055555

555555564002AAAAAAAAAAAABFC555555555555140080000000000013FF71C71C71C71

C2BFC5555555555551400AAAAAAAAAAAAC3FD5555555555530BFC5555555555551400D

555555555557BFF000000000000EBFC55555555555514010000000000001C00471C71C

71C7263FA5555555555568C010000000000000C039E0E38E38E38E3FA5555555555568

C00D555555555555C03652AAAAAAAAAA3FA5555555555568C00AAAAAAAAAAAAAC032FD

55555555553FA5555555555568C007FFFFFFFFFFFFC02FC1C71C71C71D3FA555555555

5568C005555555555554C029FAAAAAAAAAA83FA5555555555568C002AAAAAAAAAAA9C0

24A555555555503FA5555555555568BFFFFFFFFFFFFFFDC01F838E38E38E323FA55555

55555568BFFAAAAAAAAAAAA8C0169FFFFFFFFFFB3FA5555555555568BFF55555555555

53C00D3FFFFFFFFFFC3FA5555555555568BFEFFFFFFFFFFFFCBFFE0E38E38E38E03FA5

555555555568BFE5555555555552BFD4AAAAAAAAAA803FA5555555555568BFD5555555

55554F3FF02AAAAAAAAAB03FA55555555555683CB80000000000004000F8E38E38E392

3FA55555555555683FD555555555555B40081555555555573FA55555555555683FE555

5555555558400D6AAAAAAAAAAC3FA55555555555683FF000000000000140107C71C71C

71C83FA55555555555683FF555555555555640116000000000003FA55555555555683F

FAAAAAAAAAAAAB40116000000000003FA5555555555568400000000000000040107C71

C71C71C73FA55555555555684002AAAAAAAAAAAB400D6AAAAAAAAAAA3FA55555555555

68400555555555555640081555555555543FA555555555556840080000000000014000

F8E38E38E38B3FA5555555555568400AAAAAAAAAAAAC3FF02AAAAAAAAAA03FA5555555

555568400D555555555557BFD4AAAAAAAAAAE83FA55555555555684010000000000001

BFFE0E38E38E38F83FD0000000000002C010000000000000C0396000000000003FD000

0000000002C00D555555555555C035D1C71C71C71C3FD0000000000002C00AAAAAAAAA

AAAAC0327C71C71C71C73FD0000000000002C007FFFFFFFFFFFFC02EC000000000003F

D0000000000002C005555555555554C028F8E38E38E38B3FD0000000000002C002AAAA

AAAAAAA9C023A38E38E38E343FD0000000000002BFFFFFFFFFFFFFFDC01D7FFFFFFFFF

F83FD0000000000002BFFAAAAAAAAAAAA8C0149C71C71C71C23FD0000000000002BFF5

555555555553C00938E38E38E38A3FD0000000000002BFEFFFFFFFFFFFFCBFF5FFFFFF

FFFFF83FD0000000000002BFE55555555555523FC71C71C71C72203FD0000000000002

BFD555555555554F3FF838E38E38E3943FD00000000000023CB8000000000000400500

00000000043FD00000000000023FD555555555555B400C1C71C71C71C93FD000000000

00023FE55555555555584010B8E38E38E38F3FD00000000000023FF000000000000140

128000000000003FD00000000000023FF55555555555564013638E38E38E383FD00000

000000023FFAAAAAAAAAAAAB4013638E38E38E393FD000000000000240000000000000

0040128000000000003FD00000000000024002AAAAAAAAAAAB4010B8E38E38E38D3FD0

0000000000024005555555555556400C1C71C71C71C63FD00000000000024008000000

0000014004FFFFFFFFFFFD3FD0000000000002400AAAAAAAAAAAAC3FF838E38E38E384

3FD0000000000002400D5555555555573FC71C71C71C71503FD0000000000002401000

0000000001BFF60000000000143FDD555555555558C010000000000000C0390B8E38E3

8E393FDD555555555558C00D555555555555C0357D55555555543FDD555555555558C0

0AAAAAAAAAAAAAC0322800000000003FDD555555555558C007FFFFFFFFFFFFC02E171C

71C71C723FDD555555555558C005555555555554C0284FFFFFFFFFFD3FDD5555555555

58C002AAAAAAAAAAA9C022FAAAAAAAAAA63FDD555555555558BFFFFFFFFFFFFFFDC01C

2E38E38E38DC3FDD555555555558BFFAAAAAAAAAAAA8C0134AAAAAAAAAA63FDD555555

555558BFF5555555555553C0069555555555543FDD555555555558BFEFFFFFFFFFFFFC

BFF0B8E38E38E3883FDD555555555558BFE55555555555523FE05555555555683FDD55

5555555558BFD555555555554F3FFD8000000000043FDD5555555555583CB800000000

00004007A38E38E38E3C3FDD5555555555583FD555555555555B400EC000000000013F

DD5555555555583FE555555555555840120AAAAAAAAAAB3FDD5555555555583FF00000

000000014013D1C71C71C71C3FDD5555555555583FF55555555555564014B555555555

543FDD5555555555583FFAAAAAAAAAAAAB4014B555555555553FDD5555555555584000

0000000000004013D1C71C71C71C3FDD5555555555584002AAAAAAAAAAAB40120AAAAA

AAAAA93FDD5555555555584005555555555556400EBFFFFFFFFFFE3FDD555555555558

40080000000000014007A38E38E38E353FDD555555555558400AAAAAAAAAAAAC3FFD7F

FFFFFFFFF43FDD555555555558400D5555555555573FE05555555555343FDD55555555
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FFFFFFFFFD40154CCCCCCCCCCDX,F)F(F)[gl'!%\"!!#-\"%\"$3FEA73C50D89FB423F

F7ABE511CCCDFE401541A9AF34895A3FEA2F8625379D6F3FF7B509BA30FE1340153797

9EB802743FEA43430A3FEC633FF7FFFFFFFFFFFE401537979EB802743FEA89EA412250

763FF7FFFFFFFFFFFE401541A9AF34895AX,F)F(F)[gl'!%\"!!#-\"%\"$3FEA2F8625

379D6F3FF7B509BA30FE13401537979EB802743FE9E1B464BBEC773FF7BF76BC68DCF5

40152EC2B7DBB5F23FE9F2B2865BB5333FF7FFFFFFFFFFFE40152EC2B7DBB5F23FEA43

430A3FEC633FF7FFFFFFFFFFFE401537979EB80274X,F)F(F)[gl'!%\"!!#-\"%\"$3F

E9E1B464BBEC773FF7BF76BC68DCF540152EC2B7DBB5F23FE98BA4A9F6D65C3FF7CAFE

6D948FE940152751A9E54BD83FE999999999999C3FF7FFFFFFFFFFFF40152751A9E54B

D83FE9F2B2865BB5333FF7FFFFFFFFFFFE40152EC2B7DBB5F2X,F)F(F)[gl'!%\"!!#-

\"%\"$3FE98BA4A9F6D65C3FF7CAFE6D948FE940152751A9E54BD83FE92ECFECF8D30A

3FF7D76E4C9C44B2401521650D68F7D63FE9397E8855887A3FF7FFFFFFFFFFFF401521

650D68F7D63FE999999999999C3FF7FFFFFFFFFFFF40152751A9E54BD8X,F)F(F)[gl'

!%\"!!#-\"%\"$3FE92ECFECF8D30A3FF7D76E4C9C44B2401521650D68F7D63FE8CCCC

CCCCCCCF3FF7E48FDF689B8340151D16D5824A693FE8D40649ADC0573FF7FFFFFFFFFF

FF40151D16D5824A693FE9397E8855887A3FF7FFFFFFFFFFFF401521650D68F7D6X,F)

F(F)[gl'!%\"!!#-\"%\"$3FE8CCCCCCCCCCCF3FF7E48FDF689B8340151D16D5824A69

3FE867489A5FCBCF3FF7F229A181C0EA40151A79DE29D84B3FE86AED5395F0E23FF800

000000000040151A79DE29D84B3FE8D40649ADC0573FF7FFFFFFFFFFFF40151D16D582

4A69X,F)F(F)[gl'!%\"!!#-\"%\"$3FE867489A5FCBCF3FF7F229A181C0EA40151A79

DE29D84B3FE80000000000033FF8000000000000401519999999999A3FE80000000000

033FF8000000000000401519999999999A3FE86AED5395F0E23FF80000000000004015

1A79DE29D84B-F.6&F0F1F1F1-%+PROJECTIONG6%$!$]\"F2$\"#gF2\"\"\"-F<6#%&P

ATCHG-%+AXESLABELSG6&%\"xG%\"yG%\"zG-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%*AXESSTYLEG6

#%$BOXG-%&TITLEG6#%^rle~maximum~de~la~fonction~~z=f(x,y)=-(x-1)-2*(x-1

)^2-(y-2)-(y-2)^2+5,|+=3*x+2-2*x^2+3*y-y^2~est~~43/8=f(3/4,3/2)~>~5G" 

1 2 0 1 10 0 2 1 1 2 2 1.000000 64.000000 -140.000000 1 0 "Curve 1" "C

urve 2" "Curve 3" "Curve 4" "Curve 5" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 44 "f:=expand(-(x-1)-2*(x-1)^2-(y-2)-(y-2)^2+5);" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"fG,,*&\"\"$\"\"\"%\"xGF(F(\"\"#F(*

&F*F()F)F*F(!\"\"*&F'F(%\"yGF(F(*$)F/F*F(F-" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 

"" {MPLTEXT 1 0 14 "fx:=diff(f,x);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%#fxG,&\"\"$\"\"\"*&\"\"%F'%\"xGF'!\"\"" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 14 "fy:=diff(f,y);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#

fyG,&\"\"$\"\"\"*&\"\"#F'%\"yGF'!\"\"" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 15 "solve(\{fx,fy\});" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

<$/%\"xG#\"\"$\"\"%/%\"yG#F'\"\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 23 "subs(\{x=3/4,y=3/2\}, f);" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6##\"#V\"\")" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 

20 "3*x+2-2*x^2+3*y-y^2;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,,*&\"\"$

\"\"\"%\"xGF&F&\"\"#F&*&F(F&)F'F(F&!\"\"*&F%F&%\"yGF&F&*$)F-F(F&F+" }}

}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}{MARK "0 4" 1 }

{VIEWOPTS 1 1 0 3 2 1804 1 1 1 1 }{PAGENUMBERS 0 1 2 33 1 1 }




{VERSION 6 0 "IBM INTEL NT" "6.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{CSTYLE "" -1 256 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

257 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 258 "" 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 259 "" 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 }{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 

1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" 

-1 7 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Courier" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 1 }

1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "

" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 

2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Plot" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 

0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 }3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 19 "restart;Digits:=3;\n

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'DigitsG\"\"$" }}}{EXCHG {PARA 

0 "" 0 "" {TEXT -1 21 "%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  " }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT 

256 18 "Exp\351rience de T.CA" }{TEXT -1 0 "" }{TEXT 259 38 "RLSON   (

voir [Bertrandias], p.96) :  " }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 61 "l'\351tu

de de la croissance en milieu f\351rm\351 d'une population de " }

{TEXT 257 15 "saccharomyces (" }{TEXT -1 8 "levures)" }}{PARA 0 "" 0 "

" {TEXT -1 69 "a donn\351 les r\351sultats suivants, o\371 le temps t \+

est exprim\351 en heures, " }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 88 "et o\371 N \+

est un nombre proportionnel au nombre total de levures vivantes \340 l

'instant t : " }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 202 "Ns:=665;

\nt:=[0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 18];\nN:=[9.6, 18.3, 47.2, 119.1, \+

257.3, 441.0, 559.7, 629.4, 651.1, 661.8];\nfor n from 1 to 10 do a[n]

:=ln((Ns-N[n])/N[n]);od;\n#calcul des valeures lin\351aris\351es" }}

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%#NsG\"$l'" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"tG7,\"\"!\"\"\"\"\"

$\"\"&\"\"(\"\"*\"#6\"#8\"#:\"#=" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%

\"NG7,$\"#'*!\"\"$\"$$=F($\"$s%F($\"%\">\"F($\"%tDF($\"%5WF($\"%(f&F($

\"%%H'F($\"%6lF($\"%=mF(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#

\"\"\"$\"$A%!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"#$\"$

d$!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"$$\"$d#!\"#" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"%$\"$_\"!\"#" }}{PARA 11 

"" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"&$\"$k%!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"'$!$x'!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>&%\"aG6#\"\"($!$n\"!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%

\"aG6#\"\")$!$'G!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"\"*

$!$%Q!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"aG6#\"#5$!$S&!\"#" }

}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 215 "#########################

########################################\n# t=[0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 1

3, 15, 18]\n# y=[9.6, 18.3, 47.2, 119.1, 257.3, 441.0, 559.7, 629.4, 6

51.1, 661.8]\n# a(t)=ln(N*-y(t)/y(t))=exp(lambda*t-b)" }}{PARA 0 "> " 

0 "" {MPLTEXT 1 0 459 "# a=[4.22,3.57, 2.57, 1.52, .464, -.677, -1.67,

 -2.86, -3.84, -5.40]\n# moyenne(a)=-.210, moyenne(t)=8.20\n# les vale

urs centr\351es:\n# X=[-8.20,-7.20,-5.20,-3.20,-1.20,0.80,2.80,4.80,6.

80,9.80]   # Y=[4.43,3.78,2.78,1.73,0.674,-0.467,-1.46,-2.65,-3.63,-5.

19] \n# X[1]^2+...+X[10]^2=331, X[1]Y[1]+...+X[10]Y[10]= -178\n# lambd

a = -alpha= (X[1]Y[1]+...+X[10]Y[10])/(X[1]^2+...+X[10]^2)=178/331=0.5

38;\n# b=beta=4.= moyenne(a)+lambda*moyenne(t)= -0.210 +8.20*0.538=4.2

0" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 103 "# R\351ponse : a(t)=-lambda*t

+b=-0.538*t+4.20, \n# y(t)=665/(1+exp(-lambda*t+b))= 665/(1+exp(-.538*

t+4.20))" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"$?%!\"#" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 266 " with(plots):\npointsN:=[seq([t[n]

,N[n]],n=1..10)];\npoints:=[seq([t[n],a[n]],n=1..10)];\nplot(pointsN, \+

style=point,\nlegend=\"donnees experimentelles N[n]\");\nplot(points, \+

style=point,\ncolor=green,\ntitle=\"la fonction lin\351aris\351e a[n]

\", \nlegend=\"a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])\");\n" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT 

-1 50 "Warning, the name changecoords has been redefined\n" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%(pointsNG7,7$\"\"!$\"#'*!\"\"7$\"\"\"$\"$$

=F*7$\"\"$$\"$s%F*7$\"\"&$\"%\">\"F*7$\"\"($\"%tDF*7$\"\"*$\"%5WF*7$\"

#6$\"%(f&F*7$\"#8$\"%%H'F*7$\"#:$\"%6lF*7$\"#=$\"%=mF*" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'pointsG7,7$\"\"!$\"$A%!\"#7$\"\"\"$\"$d$F*7$\"

\"$$\"$d#F*7$\"\"&$\"$_\"F*7$\"\"($\"$k%!\"$7$\"\"*$!$x'F;7$\"#6$!$n\"

F*7$\"#8$!$'GF*7$\"#:$!$%QF*7$\"#=$!$S&F*" }}{PARA 13 "" 1 "" 

{GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6&-%'CURVESG6%7,7$$\"\"!F)$\"3k****

*********f*!#<7$$\"\"\"F)$\"32++++++I=!#;7$$\"\"$F)$\"3H++++++?ZF27$$

\"\"&F)$\"3%************4>\"!#:7$$\"\"(F)$\"37++++++tDF=7$$\"\"*F)$\"$

T%F)7$$\"#6F)$\"3W++++++(f&F=7$$\"#8F)$\"3w***********RH'F=7$$\"#:F)$

\"3B++++++6lF=7$$\"#=F)$\"3b***********zh'F=-%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5!\"

\"F(F(-%'LEGENDG6#Q=donnees~experimentelles~N[n]6\"-%&STYLEG6#%&POINTG

-%+AXESLABELSG6$Q!FaoFio-%%VIEWG6$%(DEFAULTGF]p" 1 5 0 1 10 0 2 9 1 4 

2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "donnees experimentelles N[n]" }}}

{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6(-%'CURVESG6$7,7$

$\"\"!F)$\"3v************>U!#<7$$\"\"\"F)$\"3%)************pNF,7$$\"\"

$F)$\"3%)************pDF,7$$\"\"&F)$\"3-++++++?:F,7$$\"\"(F)$\"3B+++++

+SY!#=7$$\"\"*F)$!3Y++++++qnFA7$$\"#6F)$!3#*************p;F,7$$\"#8F)$

!3))************fGF,7$$\"#:F)$!3&)************RQF,7$$\"#=F)$!3M+++++++

aF,-%'LEGENDG6#Q8a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])6\"-%&TITLEG6#Q<la~fonction~li

n|dyaris|dye~a[n]Fin-%&STYLEG6#%&POINTG-%+AXESLABELSG6$Q!FinFeo-%'COLO

URG6&%$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-%%VIEWG6$%(DEFAULTGF`p" 1 5 0 1 10 0 2 

6 1 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])" }}}

}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT 258 80 "Pour trouver l'\351quation de la

 droite, on utilise la m\351thode de moindres carr\351es:" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 66 "v:=(1/10)*(add([a[n],N[n], t[n]*1.]

,n=1..10));#calcul des moyennes" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%

\"vG7%$!$5#!\"$$\"$R$\"\"!$\"$?)!\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 5 "v[1];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$!$5#!\"$" }}

}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 115 "yb:=[a[1]-v[1],a[2]-v[1], \+

a[3]-v[1], a[4]-v[1], a[5]-v[1], a[6]-v[1], a[7]-v[1], a[8]-v[1], a[9]

-v[1], a[10]-v[1]];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#ybG7,$\"$V%!

\"#$\"$y$F($\"$y#F($\"$t\"F($\"$u'!\"$$!$n%F1$!$Y\"F($!$l#F($!$j$F($!$

>&F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 115 "xb:=[t[1]-v[3],t[2

]-v[3], t[3]-v[3], t[4]-v[3], t[5]-v[3], t[6]-v[3], t[7]-v[3], t[8]-v[

3], t[9]-v[3], t[10]-v[3]];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#xbG7

,$!$?)!\"#$!$?(F($!$?&F($!$?$F($!$?\"F($\"#!)F($\"$!GF($\"$![F($\"$!oF

($\"$!)*F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 45 "with(Student[

LinearAlgebra]):evalm(xb.xb)*1.;" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 65 "Warni

ng, the protected name . has been redefined and unprotected\n" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"$J$\"\"!" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 

"" {MPLTEXT 1 0 13 "evalm(xb.yb);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$

!$y\"\"\"!" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 35 "lambda:=-eval

m(xb.yb)/evalm(xb.xb);" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'lambdaG$\"$Q&!\"$" }}}{EXCHG {PARA 0 "> \+

" 0 "" {MPLTEXT 1 0 20 "b:=v[1]+lambda*v[3];" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"bG$\"$?%!\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 

1 0 254 "l:=-lambda*x+b;\nL:=plot(l(x), x=0..18, \ncolor=green,title=

\"la fonction linearisee a[n]\", legend=\"l:=-lambda*x+b\"):\npointspl

ot(points):\nL2:=plot(points, style=point, title=\"la droite des moind

res carr\351es\", legend=\"a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])\"):\ndisplay(L,L2);

" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>%\"lG,&*&$\"$Q&!\"$\"\"\"%\"xGF*!\"\"$\"$?%!\"#F*" }}{PARA 13 "

" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'-%'CURVESG6%7S7$$\"\"!F)$

\"$?%!\"#7$$\"$%R!\"$$\"$*RF,7$$\"$N(F0$\"$!QF,7$$\"$7\"F,$\"$g$F,7$$

\"$]\"F,$\"$R$F,7$$\"$*=F,$\"$=$F,7$$\"$D#F,$\"$*HF,7$$\"$h#F,$\"$!GF,

7$$\"$+$F,$\"$f#F,7$$\"$Q$F,$\"$Q#F,7$$\"$v$F,$\"$=#F,7$$\"$7%F,$\"$)>

F,7$$\"$]%F,$\"$y\"F,7$$\"$)[F,$\"$d\"F,7$$\"$D&F,$\"$Q\"F,7$$\"$i&F,$

\"$=\"F,7$$\"$+'F,$\"#(*F,7$$\"$Q'F,$\"#xF,7$$\"$v'F,$\"#dF,7$$\"$7(F,

$\"#PF,7$$\"$](F,$\"#;F,7$$\"$)yF,$!\"%F,7$$\"$D)F,$!#CF,7$$\"$i)F,$!#

WF,7$$\"$+*F,$!#kF,7$$\"$Q*F,$!#&)F,7$$\"$v*F,$!$0\"F,7$$\"$,\"!\"\"$!

$B\"F,7$$\"$0\"F]t$!$X\"F,7$$\"$4\"F]t$!$m\"F,7$$F:F]t$!$$=F,7$$\"$;\"

F]t$!$/#F,7$$\"$?\"F]t$!$E#F,7$$\"$C\"F]t$!$Z#F,7$$\"$G\"F]t$!$p#F,7$$

\"$J\"F]t$!$&GF,7$$\"$N\"F]t$!$1$F,7$$\"$R\"F]t$!$G$F,7$$\"$U\"F]t$!$W

$F,7$$\"$Y\"F]t$!$l$F,7$$F?F]t$!$(QF,7$$\"$a\"F]t$!$4%F,7$$\"$e\"F]t$!

$I%F,7$$\"$h\"F]t$!$Y%F,7$$\"$l\"F]t$!$o%F,7$$\"$p\"F]t$!$*[F,7$$\"$s

\"F]t$!$0&F,7$$\"$w\"F]t$!$F&F,7$$\"#=F)$!$[&F,-%'LEGENDG6#Q/l:=-lambd

a*x+b6\"-%'COLOURG6&%$RGBGF($\"*++++\"!\")F(-F$6&7,7$F($\"3v**********

**>U!#<7$$\"\"\"F)$\"3%)************pNFi[l7$$\"\"$F)$\"3%)************

pDFi[l7$$\"\"&F)$\"3-++++++?:Fi[l7$$\"\"(F)$\"3B++++++SY!#=7$$\"\"*F)$

!3Y++++++qnF^]l7$$\"#6F)$!3#*************p;Fi[l7$$\"#8F)$!3))*********

***fGFi[l7$$\"#:F)$!3&)************RQFi[l7$Fcz$!3M+++++++aFi[l-F][l6&F

_[l$\"#5F]tF(F(-Fhz6#Q8a[n]=ln((Ns-N[n])/N[n])F[[l-%&STYLEG6#%&POINTG-

%&TITLEG6#Q<la~fonction~linearisee~a[n]F[[l-%+AXESLABELSG6%Q\"xF[[lQ!F

[[l-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$;F(FczF]`l" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "l:=-lambda*x+b" "a[n]=ln((Ns-N[n])/N

[n])" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 99 "for n from 1 to 10

 do y[n]:=evalf(Ns/(1+exp(b-lambda*t[n]))): \nprint('[y[n],N[n]]'=[y[n

],N[n]]);od;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"\"$\"$#)*

!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$

#)*!\"#$\"#'*!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"#$

\"$n\"!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF

'7$$\"$n\"!\"\"$\"$$=F." }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"

\"$$\"$l%!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"

NGF'7$$\"$l%!\"\"$\"$s%F." }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#

\"\"%$\"$?\"\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&

%\"NGF'7$$\"$?\"\"\"!$\"%\">\"!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6

#>&%\"yG6#\"\"&$\"$i#\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"y

G6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$i#\"\"!$\"%tD!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>&%\"yG6#\"\"'$\"$N%\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$

&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$N%\"\"!$\"%5W!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"($\"$k&\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$k&\"\"!$\"%(f&!\"\"" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\")$\"$F'\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$F'\"\"!$\"%%H'!\"\"" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"\"*$\"$_'\"\"!" }}{PARA 11 

"" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$_'\"\"!$\"%6l!\"

\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"yG6#\"#5$\"$l'\"\"!" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/7$&%\"yG6#%\"nG&%\"NGF'7$$\"$l'\"\"!$

\"%=m!\"\"" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 56 "L'equation th\351or

ique de la mod\350le: Ns/(1+exp(b-lambda*T)" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 

"" {MPLTEXT 1 0 377 "with(plots):\npointsy:=[seq([t[n],y[n]],n=1..10)]

:\nP1:=plot(pointsy,color=blue, \nstyle=point,\nlegend=\"valeurs theor

iques y[n]\"):\npointsN:=[seq([t[n],N[n]],n=1..10)]:\nP2:=plot(pointsN

, \nstyle=point,\nsymbol=circle,color=red, legend=\"donnees experiment

alles N[n]\"):\nc:=Ns/(1+exp(b-lambda*T));\nC:=plot(c(T), T=0..18, col

or=green, legend=\"la courbe logistique\"):\ndisplay(P2, P1, C);\n" }}

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%\"cG,$*&\"$l'\"\"\",&F(F(-%$expG6#,&$\"$?%!\"#F(*&$\"$Q&!\"$F(%\"TGF

(!\"\"F(F6F(" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6'

-%'CURVESG6'7,7$$\"\"!F)$\"3k*************f*!#<7$$\"\"\"F)$\"32++++++I

=!#;7$$\"\"$F)$\"3H++++++?ZF27$$\"\"&F)$\"3%************4>\"!#:7$$\"\"

(F)$\"37++++++tDF=7$$\"\"*F)$\"$T%F)7$$\"#6F)$\"3W++++++(f&F=7$$\"#8F)

$\"3w***********RH'F=7$$\"#:F)$\"3B++++++6lF=7$$\"#=F)$\"3b***********

zh'F=-%'LEGENDG6#Q=donnees~experimentalles~N[n]6\"-%'COLOURG6&%$RGBG$

\"*++++\"!\")F(F(-%'SYMBOLG6#%'CIRCLEG-%&STYLEG6#%&POINTG-F$6&7,7$F($

\"3G++++++?)*F,7$F.$\"3%*************p;F27$F4$\"3+++++++]YF27$F9$\"$?

\"F)7$F?$\"$i#F)7$FD$\"$N%F)7$FI$\"$k&F)7$FN$\"$F'F)7$FS$\"$_'F)7$FX$

\"$l'F)-Fgn6#Q8valeurs~theoriques~y[n]Fjn-F\\o6&F^oF(F(F_oFfo-F$6%7eo7

$F($\"$%)*!\"#7$$\"$%R!\"$$Fhp!\"\"7$$\"$N(Fjr$\"$Y\"F\\s7$$\"$7\"Ffr$

\"$x\"F\\s7$$\"$]\"Ffr$\"$<#F\\s7$$\"$*=Ffr$\"$m#F\\s7$$\"$D#Ffr$\"$=$

F\\s7$$\"$h#Ffr$\"$#QF\\s7$$\"$+$Ffr$\"$l%F\\s7$$\"$Q$Ffr$\"$j&F\\s7$$

\"$v$Ffr$\"$y'F\\s7$$\"$7%Ffr$\"$0)F\\s7$$\"$]%Ffr$\"$e*F\\s7$$\"$)[Ff

r$\"$9\"F)7$$\"$D&Ffr$\"$M\"F)7$$\"$i&Ffr$\"$c\"F)7$$\"$+'Ffr$\"$$=F)7

$$\"$Q'Ffr$\"$5#F)7$$\"$v'Ffr$\"$S#F)7$$\"$7(Ffr$\"$r#F)7$$\"$](Ffr$\"

$2$F)7$$\"$)yFfr$\"$R$F)7$$\"$D)Ffr$\"$s$F)7$$\"$i)Ffr$\"$1%F)7$$\"$+*

FfrF]q7$$\"$Q*Ffr$F_uF)7$$\"$v*Ffr$\"$$\\F)7$$\"$,\"F\\s$\"$:&F)7$$\"$

0\"F\\s$\"$O&F)7$$\"$4\"F\\s$\"$f&F)7$$FdsF\\s$\"$t&F)7$$\"$;\"F\\s$\"

$*eF)7$F[s$\"$/'F)7$$\"$C\"F\\s$\"$;'F)7$$\"$G\"F\\s$\"$A'F)7$$\"$J\"F

\\sFcq7$$\"$N\"F\\s$\"$L'F)7$$\"$R\"F\\s$\"$S'F)7$$\"$S\"F\\sFg]lFi]lF

i]l7$$\"$T\"F\\s$\"$Y'F)7$$\"$U\"F\\sF_^lFa^l7$$\"$W\"F\\sF_^l7$F`sF_^

lFg^l7$$\"$Z\"F\\sFfq7$$\"$[\"F\\sFfqF[_l7$$\"$\\\"F\\sFfq7$$FisF\\sFf

q7$$\"$_\"F\\sFfq7$$\"$a\"F\\sFfq7$$\"$b\"F\\sFfq7$$FbwF\\sFfqF\\`l7$$

\"$d\"F\\s$\"$e'F)7$$\"$e\"F\\sFa`lFc`l7$$\"$g\"F\\sFa`l7$$\"$h\"F\\sF

a`l7$$\"$l\"F\\sFa`l7$$\"$p\"F\\sFa`l7$$\"$s\"F\\sFa`l7$$\"$u\"F\\sFa`

l7$$\"$w\"F\\sFa`lFhal7$FesFiq7$$\"$y\"F\\sFiqF\\bl7$$\"$z\"F\\sFiqFhq

-Fgn6#Q5la~courbe~logistiqueFjn-F\\o6&F^oF(F_oF(-%+AXESLABELSG6%Q!FjnF

jbl-%%FONTG6#%(DEFAULTG-%%VIEWG6$;F(FXF^cl" 1 2 0 1 10 0 2 9 1 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 1 "donnees experimentalles N[n]" "valeu

rs theoriques y[n]" "la courbe logistique" }}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 17 "exp(4.159364671);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "

6#$\"$T'!\"\"" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 25 "665/(1+exp

(4.159364671));" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"$-\"!\"\"" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 20 "ga:=.5323127461/665;" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#gaG$\"$+)!\"'" }}}{EXCHG {PARA 0 "

" 0 "" {TEXT -1 0 "" }{MPLTEXT 1 0 87 "###############################

########################################\nExemple  y'=y-1" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 73 "restart;with(DEtools):\node := diff(y(t),t)=y(t)-1;\n

dsolve(\{ode, y(0)=2\});" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%$odeG/-%

%diffG6$-%\"yG6#%\"tGF,,&F)\"\"\"F.!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#/-%\"yG6#%\"tG,&\"\"\"F)-%$expGF&F)" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 183 "DEplot(ode,y(t),t=-2..2,\ny=-4..4,[[y(0)=2],[y(1)=

2],[y(2)=2],\n[y(0)=1],[y(1)=-2],[y(2)=-2]],\nlinecolor=[yellow, green

, blue,\nblue, red, black],title=`champ de direction`, \ncolor=y-1);" 

}}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 378 378 378 {PLOTDATA 2 "6,-%'CURVESG6^dl

7%7$$!3:&p0av$4R?!#<$!3CC:(HAJX!QF*7$$!3%[I%fWi!4'>F*$!3Iv%Gqxoa>%F*7$

$!3!*y57S2S`>F*$!3)*f*[gV\"G\"4%F*7%7$$!3[@ihRucG=F*F+7$$!3=J[!)G*z.v

\"F*F07$$!3A0;LCW(Gu\"F*F57%7$$!3\"yuEQ7T!=;F*F+7$$!3]d`,8O&)R:F*F07$$

!3bJ@a3\"[B`\"F*F57%7$$!38us.3[^29F*F+7$$!3$Q)eA(HF$H8F*F07$$!3)yl_Fz@

=K\"F*F57%7$$!3W+yC#\\))p>\"F*F+7$$!3;5kV\")4!)=6F*F07$$!3?%=jpZ&H66F*

F57%7$$!3!zE$ek<ik)*!#=F+7$$!3'[OpklYF3*F]oF07$$!3U1rt6;p2!*F]oF57%7$$

!3;J&)o1'e$fxF]oF+7$$!39GYd)\\$[xpF]oF07$$!3ppB%QXGC!pF]oF57%7$$!3W%z$

z[a4acF]oF+7$$!3S\"*)z1M?A([F]oF07$$!3'HjZfHlrz%F]oF57%7$$!3sd!**3HK)[

NF]oF+7$$!3oa^y#=dpw#F]oF07$$!3C'*G0Q@!>p#F]oF57%7$$!3r?V+L\"pNW\"F]oF

+7$$!3J#=/*[-%ph'!#>F07$$!3c'f\"e,)*QmeFiqF57%7$$\"36gT!*[-%ph'FiqF+7$

$\"3\\=V+L\"pNW\"F]oF07$$\"3$pdOx<C'=:F]oF57%7$$\"3Y_^y#=dpw#F]oF+7$$

\"3]b!**3HK)[NF]oF07$$\"3$RJJcL()Qi$F]oF57%7$$\"3=*))z1M?A([F]oF+7$$\"

3A#z$z[a4acF]oF07$$\"3m]g_$\\]\"HdF]oF57%7$$\"3#fiu&)\\$[xpF]oF+7$$\"3

%*G&)o1'e$fxF]oF07$$\"3Q(y?9l8W$yF]oF57%7$$\"3ki$pklYF3*F]oF+7$$\"3olK

ek<ik)*F]oF07$$\"36CbJ4onR**F]oF57%7$$\"3%*4kV\")4!)=6F*F+7$$\"3A+yC#

\\))p>\"F*F07$$\"3>E5s'*R\\/7F*F57%7$$\"3h$)eA(HF$H8F*F+7$$\"3\"RFP!3[

^29F*F07$$\"3()*\\5DJ?]T\"F*F57%7$$\"3Gd`,8O&)R:F*F+7$$\"3fZn#Q7T!=;F*

F07$$\"3at**HGmaD;F*F57%7$$\"3'4$[!)G*z.v\"F*F+7$$\"3E@ihRucG=F*F07$$

\"3@Z%*3WH2O=F*F57%7$$\"3i/VfWi!4'>F*F+7$$\"3r%p0av$4R?F*F07$$\"3m?*y)

f#*fY?F*F57%7$$!3geC_$GL@/#F*$!3Q_Hr!G@gQ$F*7$$!3STvZ;n'y&>F*$!3#H:HhX

t=x$F*7$$!3cz;X-_*>&>F*$!3eVR'yOnsm$F*7%7$$!3#\\)HtnpgJ=F*Fex7$$!3un!)

o+/MZ<F*Fjx7$$!3!f?im))o9u\"F*F_y7%7$$!3D6N%>l!3@;F*Fex7$$!31%f)*[39o`

\"F*Fjx7$$!3AKF(3dU4`\"F*F_y7%7$$!3ePS:OVb59F*Fex7$$!3R?\"4\"pxGE8F*Fj

x7$$!3beK3biT?8F*F_y7%7$$!3\"Rck.-G+?\"F*Fex7$$!3rY'>LXhd6\"F*Fjx7$$!3

)[y$HR**))46F*F_y7%7$$!3Y.4vXq,&*)*F]oFex7$$!3IH<Iv8N_!*F]oFjx7$$!3%46

V]BOO**)F]oF_y7%7$$!3umh&y)Qv*y(F]oFex7$$!3c#*pS<#)3ZpF]oFjx7$$!3?u$[r

2t$))oF]oF_y7%7$$!3-I9'*H2\\%o&F]oFex7$$!3%eD7&f]#=%[F]oFjx7$$!3/QOD>*

4Jy%F]oF_y7%7$$!3G$pm?dF#zNF]oFex7$$!36>vh,>cOFF]oFjx7$$!3K,*e8wYyn#F]

oF_y7%7$$!3cc><9W'RZ\"F]oFex7$$!3CDyAPu)HJ'FiqFjx7$$!3JZ;kMg$es&FiqF_y

7%7$$\"3..yAPu)HJ'FiqFex7$$\"3Ma><9W'RZ\"F]oFjx7$$\"38s0Va&zE`\"F]oF_y

7%7$$\"3*o^<;!>cOFF]oFex7$$\"31\"pm?dF#zNF]oFjx7$$\"3')3`K7F%zj$F]oF_y

7%7$$\"3i`A^f]#=%[F]oFex7$$\"3!yUh*H2\\%o&F]oFjx7$$\"39Y+Aqe?VdF]oF_y7

%7$$\"3M!*pS<#)3ZpF]oFex7$$\"3_kh&y)Qv*y(F]oFjx7$$\"3'Gy9\"G!p%[yF]oF_

y7%7$$\"33F<Iv8N_!*F]oFex7$$\"3C,4vXq,&*)*F]oFjx7$$\"3g>&4g=KP&**F]oF_

y7%7$$\"3\\Y'>LXhd6\"F*Fex7$$\"3pjXO?!G+?\"F*Fjx7$$\"3_D/RM&**e?\"F*F_

y7%7$$\"3;?\"4\"pxGE8F*Fex7$$\"3OPS:OVb59F*Fjx7$$\"3>**)z,&eU;9F*F_y7%

7$$\"3%Qf)*[39o`\"F*Fex7$$\"3.6N%>l!3@;F*Fjx7$$\"3(GPpf;_pi\"F*F_y7%7$

$\"3_n!)o+/MZ<F*Fex7$$\"3q%)HtnpgJ=F*Fjx7$$\"3aY)e<[yu$=F*F_y7%7$$\"3=

TvZ;n'y&>F*Fex7$$\"3geC_$GL@/#F*Fjx7$$\"3W?$[vz/![?F*F_y7%7$$!3+(R%y&p

Gc/#F*$!3%=>\"zAa<oHF*7$$!3C.c@/8Pa>F*$!3y=I*309wM$F*7$$!3%*eY![>9/&>F

*$!31'\\A-$)[EC$F*7%7$$!34B\\**zB5N=F*Fcel7$$!3cHhU))\\%Qu\"F*Fhel7$$!

3F&=:!zy))R<F*F]fl7%7$$!3U\\a?kgdC;F*Fcel7$$!3*elOEn=L`\"F*Fhel7$$!3g6

dAj:OH:F*F]fl7%7$$!3vvfT[(\\ST\"F*Fcel7$$!3A#=ZoN#zA8F*Fhel7$$!3#zBOuC

N)=8F*F]fl7%7$$!33-liKM_.7F*Fcel7$$!3a3x0TgE76F*Fhel7$$!3DknkJ*3$36F*F

]fl7%7$$!3:&Gq$o6(*H**F]oFcel7$$!3gZBo_sR<!*F]oFhel7$$!3c.Hdeh#y(*)F]o

F]fl7%7$$!3U[bZ5!3Z#yF]oFcel7$$!3(3h(y%4M@\"pF]oFhel7$$!3%o;y1+jD(oF]o

F]fl7%7$$!3q63e_[W>dF]oFcel7$$!3:uG*o$4(o![F]oFhel7$$!3mIMyU)*HnZF]oF]

fl7%7$$!3)\\2'o%p\"=9OF]oFcel7$$!3UP\")**yxg,FF]oFhel7$$!3%Rp))[oO?m#F

]oF]fl7%7$$!3(zL\"zO&=*3:F]oFcel7$$!3/4S.6iWjfFiqFhel7$$!3_t&R*p_tnbFi

qF]fl7%7$$\"3%o)R.6iWjfFiqFcel7$$\"3vN8zO&=*3:F]oFhel7$$\"3Cz2!4j*[[:F

]oF]fl7%7$$\"3?N\")**yxg,FF]oFcel7$$\"3wsgo%p\"=9OF]oFhel7$$\"3C;bz)y_

Pl$F]oF]fl7%7$$\"3$>(G*o$4(o![F]oFcel7$$\"3[43e_[W>dF]oFhel7$$\"3_`-pY

f,fdF]oF]fl7%7$$\"3l3wy%4M@\"pF]oFcel7$$\"3?YbZ5!3Z#yF]oFhel7$$\"3C!*

\\e/\"zU'yF]oF]fl7%7$$\"3QXBo_sR<!*F]oFcel7$$\"3$HGq$o6(*H**F]oFhel7$$

\"3)pszCEU&p**F]oF]fl7%7$$\"3K3x0TgE76F*Fcel7$$\"3&=]EEVBN?\"F*Fhel7$$

\"3:Yu.U0[27F*F]fl7%7$$\"3+#=ZoN#zA8F*Fcel7$$\"3`vfT[(\\ST\"F*Fhel7$$

\"3#)>p#y&o+=9F*F]fl7%7$$\"3nbmjs'=L`\"F*Fcel7$$\"3?\\a?kgdC;F*Fhel7$$

\"3\\$R;O<L&G;F*F]fl7%7$$\"3MHhU))\\%Qu\"F*Fcel7$$\"3(G#\\**zB5N=F*Fhe

l7$$\"3;neS*[f!R=F*F]fl7%7$$\"3-.c@/8Pa>F*Fcel7$$\"3a'R%y&pGc/#F*Fhel7

$$\"31T`>0ee\\?F*F]fl7%7$$!3y*=3*R7n\\?F*$!3%fg`X_G7b#F*7$$!3+5=4g(G.&

>F*$!3**4F(fobC#HF*7$$!3'z4-.MN'[>F*$!3X#oFz-Zs\"GF*7%7$$!3L;(=T#\\9R=

F*Fabm7$$!3LOBIWC!)R<F*Ffbm7$$!3GCE^C!4\"Q<F*F[cm7%7$$!3mU#H$3'='G;F*F

abm7$$!3liG^GhFH:F*Ffbm7$$!3h]Js3FeF:F*F[cm7%7$$!3)*o(RDH#4=9F*Fabm7$$

!3)*)QBF\")\\(=8F*Ffbm7$$!3$pnLHRcqJ\"F*F[cm7%7$$!3J&H]n(fc27F*Fabm7$$

!3J:R$p\\B#36F*Ffbm7$$!3E.U9x+`16F*F[cm7%7$$!3Q;#3'4mRq**F]oFabm7$$!3O

;WW6=(p(*)F]oFfbm7$$!3)eHZNhP+'*)F]oF[cm7%7$$!3mzMr^M8lyF]oFabm7$$!3kz

'\\Nl3<(oF]oFfbm7$$!3;fDlbWxaoF]oF[cm7%7$$!3%Hu=QHq)fdF]oFabm7$$!3YV\\

l&\\Xkw%F]oFfbm7$$!3+Byv(H6&\\ZF]oF[cm7%7$$!3m0S#f82Yl$F]oFabm7$$!3u1-

wPB=hEF]oFfbm7$$!3E'3j)R\"[Uk#F]oF[cm7%7$$!3%*o#H!yRM\\:F]oFabm7$$!3;+

Zl)z\">fbFiqFfbm7$$!3](\\$o>)\\)*Q&FiqF[cm7%7$$\"3'zna')z\">fbFiqFabm7

$$\"3sm#H!yRM\\:F]oFfbm7$$\"3#pQEf<yic\"F]oF[cm7%7$$\"3_/-wPB=hEF]oFab

m7$$\"3W.S#f82Yl$F]oFfbm7$$\"3#R7@QLT:n$F]oF[cm7%7$$\"3CT\\l&\\Xkw%F]o

Fabm7$$\"3sS(=QHq)fdF]oFfbm7$$\"3?her\"\\/ox&F]oF[cm7%7$$\"3Ux'\\Nl3<(

oF]oFabm7$$\"3WxMr^M8lyF]oFfbm7$$\"3!zf5'\\w1#)yF]oF[cm7%7$$\"399WW6=(

p(*)F]oFabm7$$\"3;9#3'4mRq**F]oFfbm7$$\"3kM`]23L()**F]oF[cm7%7$$\"34:R

$p\\B#36F*Fabm7$$\"34&H]n(fc27F*Ffbm7$$\"392+a'Rf#47F*F[cm7%7$$\"3w)QB

F\")\\(=8F*Fabm7$$\"3wo(RDH#4=9F*Ffbm7$$\"3\"3[HBr&y>9F*F[cm7%7$$\"3Vi

G^GhFH:F*Fabm7$$\"3WU#H$3'='G;F*Ffbm7$$\"3[a*=\"G?JI;F*F[cm7%7$$\"36OB

IWC!)R<F*Fabm7$$\"35;(=T#\\9R=F*Ffbm7$$\"3:G%3RMQ3%=F*F[cm7%7$$\"3y4=4

g(G.&>F*Fabm7$$\"3y*=3*R7n\\?F*Ffbm7$$\"3g,zpfYO^?F*F[cm7%7$$!3%)z,8-x

Oa?F*$!3BiDD>w^N@F*7$$!3S?)pyHKc%>F*$!3-fe6G81'\\#F*7$$!3)[#4m@-kY>F*$

!3Y+#)Guu\"3R#F*7%7$$!3$fqSjQTQ%=F*F__n7$$!3sY.3#)f5N<F*Fd_n7$$!3?^9(e

!R6O<F*Fi_n7%7$$!3EK7bq]JL;F*F__n7$$!30t3Hm'zX_\"F*Fd_n7$$!3`x>3!f(eD:

F*Fi_n7%7$$!3fe<wa()yA9F*F__n7$$!3Q*R,0N`SJ\"F*Fd_n7$$!3'Q]#Hu71:8F*Fi

_n7%7$$!3#\\Gs*QCE77F*F__n7$$!3qD>rMq_.6F*Fd_n7$$!3=II]e\\`/6F*Fi_n7%7

$$!3C6G=Bht,5F*F__n7$$!3I?XA*=2+$*)F]oFd_n7$$!3+kb8Fk3S*)F]oFi_n7%7$$!

3svL$R2)47zF]oF__n7$$!3e$yH8.WZ#oF]oFd_n7$$!3GF3CpK#[$oF]oFi_n7%7$$!3*

*Q'Qg\"\\$o!eF]oF__n7$$!3IY]Vt3[>ZF]oFd_n7$$!3c!4Y86g&HZF]oFi_n7%7$$!3
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6#%\"tGF,*$-%$absG6#F)#\"\"\"\"\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 183 "DEplot(ode,y(t),t=-2..2,\ny=-4..4,[[y(0)=2],[y(1)=2]

,[y(2)=2],\n[y(0)=0],[y(1)=-2],[y(2)=-2]],\nlinecolor=[yellow, green, \+

blue,\nblue, red, black],title=`champ de direction`, \ncolor=y-1);" }}

{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT2D 486 486 486 {PLOTDATA 2 "6,-%'CURVESG6^dl7%

7$$!3!*ykv#HKW2#!#<$!3ydH^&ek)[TF*7$$!3L@NC2xcD>F*$!3mUq[9a8^QF*7$$!3g

cri3fSw>F*$!3IMy\\C&z$yQF*7%7$$!3+0q'p(f!R'=F*F+7$$!3mZSX\"RT]r\"F*F07

$$!3#HoPGfzew\"F*F57%7$$!3KJv<h'zLl\"F*F+7$$!3*Rdkc2:X]\"F*F07$$!3C4#[

qF``b\"F*F57%7$$!3ld!)QXL&GW\"F*F+7$$!3I+^()f())RH\"F*F07$$!3dN(e7'p#[

M\"F*F57%7$$!3)Re)fHqKK7F*F+7$$!3kEc3WCY$3\"F*F07$$!3!>Epak+V8\"F*F57%

7$$!3J5\"4Qr+=-\"F*F+7$$!3pH:'HGh$H()!#=F07$$!3?\")yz'HVxB*F`oF57%7$$!

3Lmj>!)Ru7\")F`oF+7$$!3(Hzm]7)4CmF`oF07$$!3ZWJ!*Q,[KrF`oF57%7$$!3hH;IA

3[2gF`oF+7$$!3Cc?<n\\$)=XF`oF07$$!3v2%35)p@F]F`oF57%7$$!3)G*oSkw@-RF`o

F+7$$!3^>tF4=d8CF`oF07$$!3-rO6BQ&>#HF`oF57%7$$!3;c@^1X&pz\"F`oF+7$$!3]

Ee#Q^'3$3$!#>F07$$!3)HM*=_m!p;)FiqF57%7$$\"3I/e#Q^'3$3$FiqF+7$$\"3#R:7

l]apz\"F`oF07$$\"3U-en#\\s&)G\"F`oF57%7$$\"3H<tF4=d8CF`oF+7$$\"3m!*oSk

w@-RF`oF07$$\"39R0d]c$QR$F`oF57%7$$\"3-a?<n\\$)=XF`oF+7$$\"3RF;IA3[2gF

`oF07$$\"3'eFl%3))4*\\&F`oF57%7$$\"3v!zm]7)4CmF`oF+7$$\"36kj>!)Ru7\")F

`oF07$$\"3g7+Om>O/wF`oF57%7$$\"3ZF:'HGh$H()F`oF+7$$\"335\"4Qr+=-\"F*F0

7$$\"3L\\ZDC^i4(*F`oF57%7$$\"3UEc3WCY$3\"F*F+7$$\"3w$e)fHqKK7F*F07$$\"

3[[\\@G))[\"=\"F*F57%7$$\"33+^()f())RH\"F*F+7$$\"3Vd!)QXL&GW\"F*F07$$

\"3;AW+W^,#R\"F*F57%7$$\"3wtXmv]^/:F*F+7$$\"35Jv<h'zLl\"F*F07$$\"3%e*Q

zf9a-;F*F57%7$$\"3WZSX\"RT]r\"F*F+7$$\"3y/q'p(f!R'=F*F07$$\"3^pLevx18=

F*F57%7$$\"36@NC2xcD>F*F+7$$\"3Wykv#HKW2#F*F07$$\"3>VGP\"4%fB?F*F57%7$

$!3/(=!H6>Zw?F*$!3VU(\\7u<Os$F*7$$!3t7)4()3GN#>F*$!3)GO#f&*pFMMF*7$$!3

-D+C%>DZ(>F*$!3!\\dp*[^oeMF*7%7$$!3g82]&fXf'=F*Fex7$$!31R.#Hx,Ir\"F*Fj

x7$$!3M^0Xy))>k<F*F_y7%7$$!3#*R7rz#>al\"F*Fex7$$!3Rl38daZ-:F*Fjx7$$!3o

x5miDn`:F*F_y7%7$$!3Dm<#R'H*[W\"F*Fex7$$!3s\"RT89\\>H\"F*Fjx7$$!3+/;(o

CYJM\"F*F_y7%7$$!3e#HK\"[mOM7F*Fex7$$!3/=>bDGU\"3\"F*Fjx7$$!3LI@3J*>E8

\"F*F_y7%7$$!3!*=GMK.%Q-\"F*Fex7$$!3rVWi(4l*3()F`oFjx7$$!3aml#H:O4A*F`

oF_y7%7$$!3K_M`l,9L\")F`oFex7$$!3)pqH(R>q.mF`oFjx7$$!3#)H=.&*Hn:rF`oF_

y7%7$$!3f:(Qw+xy-'F`oFex7$$!3Cq\\$=yQ%)\\%F`oFjx7$$!34$4Pr$)4/,&F`oF_y

7%7$$!3()yRu\\QhARF`oFex7$$!3_L-%RivJR#F`oFjx7$$!3#pNU#zm90HF`oF_y7%7$

$!39U#\\=p]t\"=F`oFex7$$!3Yp\\XgY7zGFiqFjx7$$!3)>?wM@N))*zFiqF_y7%7$$

\"3EZ\\XgY7zGFiqFex7$$\"3#*R#\\=p]t\"=F`oFjx7$$\"3\"o6Zljz`I\"F`oF_y7%

7$$\"3IJ-%RivJR#F`oFex7$$\"3lwRu\\QhARF`oFjx7$$\"3D`=W%zU1T$F`oF_y7%7$

$\"3-o\\$=yQ%)\\%F`oFex7$$\"3P8(Qw+xy-'F`oFjx7$$\"3`!fOB&f!f^&F`oF_y7%

7$$\"3w/(H(R>q.mF`oFex7$$\"35]M`l,9L\")F`oFjx7$$\"3EF8B5\"p6i(F`oF_y7%

7$$\"3\\TWi(4l*3()F`oFex7$$\"3o=GMK.%Q-\"F*Fjx7$$\"3*R1E\"oAVE(*F`oF_y

7%7$$\"3#y\">bDGU\"3\"F*Fex7$$\"3O#HK\"[mOM7F*Fjx7$$\"31!3-EapJ=\"F*F_

y7%7$$\"3[\"RT89\\>H\"F*Fex7$$\"3-m<#R'H*[W\"F*Fjx7$$\"3u`:Reep$R\"F*F

_y7%7$$\"3<l38daZ-:F*Fex7$$\"3qR7rz#>al\"F*Fjx7$$\"3UF5=u@A/;F*F_y7%7$

$\"3%)Q.#Hx,Ir\"F*Fex7$$\"3O82]&fXf'=F*Fjx7$$\"34,0(**[[Z\"=F*F_y7%7$$

\"3^7)4()3GN#>F*Fex7$$\"3/(=!H6>Zw?F*Fjx7$$\"3wu*fd![FD?F*F_y7%7$$!3;j

k`Z*)oy?F*$!3%*4z8m'GxH$F*7$$!3iONY_5J@>F*$!3o+ja231=IF*7$$!3OJtS2O'G(

>F*$!3m]'=8?m#RIF*7%7$$!3q*)puJE;o=F*Fcel7$$!3%H1umt%y5<F*Fhel7$$!3ody

h\"HPBw\"F*F]fl7%7$$!3/;v&fJOwl\"F*Fcel7$$!3F*e%)3Ue-]\"F*Fhel7$$!3-%Q

Ge(4\"=b\"F*F]fl7%7$$!3OU!o,+5rW\"F*Fcel7$$!3g:^40@t*G\"F*Fhel7$$!3L5*

Q+m%GT8F*F]fl7%7$$!3qo&yVo$eO7F*Fcel7$$!3#>k0$*y0#z5F*Fhel7$$!3nO%\\UM

e28\"F*F]fl7%7$$!3-&4*eot0E5F*Fcel7$$!3a#oh^t%z'o)F`oFhel7$$!3\")G'*f%

G?B?*F`oF]fl7%7$$!3[8i*z_5`:)F`oFcel7$$!3#e%pEx:`\"e'F`oFhel7$$!31#*[q

Er0(4(F`oF]fl7%7$$!3uw95qt/]gF`oFcel7$$!354AP>%oiZ%F`oFhel7$$!3Ob,\")o

Rz\"*\\F`oF]fl7%7$$!3-Sn?7UyWRF`oFcel7$$!3msuZh_+rBF`oFhel7$$!3=>a\"4

\"3`')GF`oF]fl7%7$$!3-.?Ja5_R=F`oFcel7$$!3Cft#e.@ul#FiqFhel7$$!3iCo?Il

n7yFiqF]fl7%7$$\"3-Pt#e.@ul#FiqFcel7$$\"3!3+7V0@&R=F`oFhel7$$\"3EaS([]

&*RK\"F`oF]fl7%7$$\"3WquZh_+rBF`oFcel7$$\"3!yt1A@%yWRF`oFhel7$$\"3a\"z

oFme#HMF`oF]fl7%7$$\"3)o?s$>%oiZ%F`oFcel7$$\"3_u95qt/]gF`oFhel7$$\"3FG

Nm?=_MbF`oF]fl7%7$$\"3gVpEx:`\"e'F`oFcel7$$\"3E6i*z_5`:)F`oFhel7$$\"3*

\\Ee&y\\yRwF`oF]fl7%7$$\"3K!oh^t%z'o)F`oFcel7$$\"3![4*eot0E5F*Fhel7$$

\"3s,IXO\"[]u*F`oF]fl7%7$$\"3qTcI*y0#z5F*Fcel7$$\"3Zo&yVo$eO7F*Fhel7$$

\"3stZVH6.&=\"F*F]fl7%7$$\"3Q:^40@t*G\"F*Fcel7$$\"39U!o,+5rW\"F*Fhel7$

$\"3SZUAXub&R\"F*F]fl7%7$$\"30*e%)3Ue-]\"F*Fcel7$$\"3#e^dfJOwl\"F*Fhel

7$$\"33@P,hP31;F*F]fl7%7$$\"3siSnOZy5<F*Fcel7$$\"3[*)puJE;o=F*Fhel7$$

\"3v%>.o25m\"=F*F]fl7%7$$\"3RONY_5J@>F*Fcel7$$\"3;jk`Z*)oy?F*Fhel7$$\"

3loEf#ROr-#F*F]fl7%7$$!3W\"Ql0r563#F*$!39t]IHo-rGF*7$$!3y=YV*G*))=>F*$

!3zU7A\"QdEg#F*7$$!3yrT(yM%yq>F*$!3&Qg[er0-i#F*7%7$$!3a2fx%R%eq=F*Fabm

7$$!36X^ktHO3<F*Ffbm7$$!37)p%3K!e-w\"F*F[cm7%7$$!3)QV')*y!e+m\"F*Fabm7

$$!3Wrc&ylOy\\\"F*Ffbm7$$!3WC_H;<t\\:F*F[cm7%7$$!3?gp>j<`\\9F*Fabm7$$!

3w(>m?M5tG\"F*Ffbm7$$!3w]d]+a?R8F*F[cm7%7$$!3`'[2uW0!R7F*Fabm7$$!35CnF

ESyw5F*Ffbm7$$!34xir%3z'G6F*F[cm7%7$$!3&G,=;8z%G5F*Fabm7$$!3A/D([5xDm)

F`oFfbm7$$!3?M!o#*oF:=*F`oF[cm7%7$$!3#=R&Ge\"G&z\")F`oFabm7$$!3[nx(p%R

JdlF`oFfbm7$$!3[(Ht8`ki2(F`oF[cm7%7$$!33b1R+]EugF`oFabm7$$!3?II3*y]?X%

F`oFfbm7$$!3kf&yMP,5(\\F`oF[cm7%7$$!3#*=f\\U=+pRF`oFabm7$$!3[$H)=JwyYB

F`oFfbm7$$!3#H#Qe:#Qd'GF`oF[cm7%7$$!3?#=,YoQP'=F`oFabm7$$!3_nb$HtW_T#F

iqFfbm7$$!3(='3*od]Zg(FiqF[cm7%7$$\"3JXb$HtW_T#FiqFabm7$$\"3)*z6g%oQP'

=F`oFfbm7$$\"3a]c?+\")yW8F`oF[cm7%7$$\"3E\"H)=JwyYBF`oFabm7$$\"3q;f\\U

=+pRF`oFfbm7$$\"3E(Q+\"e70]MF`oF[cm7%7$$\"3)z-$3*y]?X%F`oFabm7$$\"3'Gl

!R+]EugF`oFfbm7$$\"3)G7&*fT9`b&F`oF[cm7%7$$\"3Elx(p%RJdlF`oFabm7$$\"3g

*Q&Ge\"G&z\")F`oFfbm7$$\"3gf)*)Qdx0m(F`oF[cm7%7$$\"3+-D([5xDm)F`oFabm7

$$\"3j7!=;8z%G5F*Ffbm7$$\"3K'f%yJ2%ew*F`oF[cm7%7$$\"3)Qswi-%yw5F*Fabm7

$$\"3J'[2uW0!R7F*Ffbm7$$\"3ILz'*)Q5r=\"F*F[cm7%7$$\"3a(>m?M5tG\"F*Fabm

7$$\"3)*fp>j<`\\9F*Ffbm7$$\"3'pSdZqOwR\"F*F[cm7%7$$\"3Arc&ylOy\\\"F*Fa

bm7$$\"3mLk)*y!e+m\"F*Ffbm7$$\"3l!)oa?I;3;F*F[cm7%7$$\"3*[9XO(HO3<F*Fa

bm7$$\"3K2fx%R%eq=F*Ffbm7$$\"3KajLO$*o==F*F[cm7%7$$\"3c=YV*G*))=>F*Fab

m7$$\"3+\"Ql0r563#F*Ffbm7$$\"3AGe7_c@H?F*F[cm7%7$$!3GR$e;yqP3#F*$!3%)y

Nf)[pKW#F*7$$!3$4mT$=#Hi\">F*$!3SU[xe%4$)=#F*7$$!3iK3rK!Q%o>F*$!3qQ)QO

`C;?#F*7%7$$!3Sl)oeYWK(=F*F__n7$$!3E(=_D!Hq0<F*Fd_n7$$!3'*e8#pr6zv\"F*

Fi_n7%7$$!3s\"Rz+:=Fm\"F*F__n7$$!3e8Fw'ew^\\\"F*Fd_n7$$!3G&)=8,aQZ:F*F

i_n7%7$$!3/=**GM=>_9F*F__n7$$!3#*RK(4F]YG\"F*Fd_n7$$!3g6CM&3foL\"F*Fi_

n7%7$$!3QW/]=bmT7F*F__n7$$!3CmP=bR7u5F*Fd_n7$$!3$z$HbpFLE6F*Fi_n7%7$$!

3qq4r-#R6.\"F*F__n7$$!3rDH%RRwfj)F`oFd_n7$$!3YTYjPX1e\"*F`oFi_n7%7$$!3

Jq\\@p)Gh?)F`oF__n7$$!3)*)=[gB82`'F`oFd_n7$$!3u/*R(z8!G0(F`oFi_n7%7$$!

3fL-K6d'35'F`oF__n7$$!3E_M:y+XDWF`oFd_n7$$!3+o^%=AQv%\\F`oFi_n7%7$$!3'

o\\DMb-c*RF`oF__n7$$!3E:(e-#p=?BF`oFd_n7$$!3GJ/&R1vA%GF`oFi_n7%7$$!3Sg

2`&RR.*=F`oF__n7$$!3K&yROiP#\\@FiqFd_n7$$!3;Wpbg!>,P(FiqFi_n7%7$$\"37j

(ROiP#\\@FiqF__n7$$\"3=e2`&RR.*=F`oFd_n7$$\"3;U!R=D^#o8F`oFi_n7%7$$\"3

/8(e-#p=?BF`oF__n7$$\"3k%\\DMb-c*RF`oFd_n7$$\"3!*yPt4W^tMF`oFi_n7%7$$

\"3/]M:y+XDWF`oF__n7$$\"3PJ-K6d'35'F`oFd_n7$$\"3i:&Gwcx(ybF`oFi_n7%7$$

\"3w'=[gB82`'F`oF__n7$$\"34o\\@p)Gh?)F`oFd_n7$$\"3M_K_D2/%o(F`oFi_n7%7

$$\"3\\BH%RRwfj)F`oF__n7$$\"3[q4r-#R6.\"F*Fd_n7$$\"33*)zT$)QI*y*F`oFi_

n7%7$$\"3-mP=bR7u5F*F__n7$$\"3;W/]=bmT7F*Fd_n7$$\"3Ys78/nX*=\"F*Fi_n7%

7$$\"3qRK(4F]YG\"F*F__n7$$\"3#y\"**GM=>_9F*Fd_n7$$\"39Y2#*>I)**R\"F*Fi

_n7%7$$\"3O8Fw'ew^\\\"F*F__n7$$\"3]\"Rz+:=Fm\"F*Fd_n7$$\"3\")>-rN$40h

\"F*Fi_n7%7$$\"3/(=_D!Hq0<F*F__n7$$\"3;l)oeYWK(=F*Fd_n7$$\"3\\$p*\\^c.

@=F*Fi_n7%7$$\"3rg;M=#Hi\">F*F__n7$$\"3%)Q$e;yqP3#F*Fd_n7$$\"3Qn\"*Gn>

cJ?F*Fi_n7%7$$!3!=T_p*4r'3#F*$!3;x\"3T/%49?F*7$$!3)zeZI+*G8>F*$!3S\\B5

S'z`x\"F*7$$!3=%3sjhbd'>F*$!3e?d:Etq$y\"F*7%7$$!3MQH;\"o%=w=F*F]\\o7$$

!3I9\"esoiFq\"F*Fb\\o7$$!3_5Ee+$H_v\"F*Fg\\o7%7$$!3okMPl$ecm\"F*F]\\o7

$$!3kS'o9POA\\\"F*Fb\\o7$$!3$o8$z%)HqW:F*Fg\\o7%7$$!3+\"*Re\\?8b9F*F]

\\o7$$!3'p;zc05<G\"F*Fb\\o7$$!3;jO+pm<M8F*Fg\\o7%7$$!3L<XzLdgW7F*F]\\o

7$$!3G$p*))RP=r5F*Fb\\o7$$!3\\*=9KN]O7\"F*Fg\\o7%7$$!3mV]+=%zS.\"F*F]

\\o7$$!3:'>-5Culg)F`oFb\\o7$$!3=erCu.CJ\"*F`oFg\\o7%7$$!3()*pb@-JbB)F`

oF]\\o7$$!3Ufu5$368]'F`oFb\\o7$$!3X@CN;s(f-(F`oFg\\o7%7$$!3:j4EkyEIhF`

oF]\\o7$$!3oAF@Dz/'R%F`oFb\\o7$$!3<%od%eSr?\\F`oFg\\o7%7$$!3VEiO1Z+DSF

`oF]\\o7$$!3C')zJnZy!H#F`oFb\\o7$$!3+[Hc+4X:GF`oFg\\o7%7$$!3U*[r%[:u>>

F`oF]\\o7$$!3A&\\KU4;_&=FiqFb\\o7$$!3(*4@oEu(=5(FiqFg\\o7%7$$\"3-tCB%4

;_&=FiqF]\\o7$$\"3?([r%[:u>>F`oFb\\o7$$\"3sDlA:a2&R\"F`oFg\\o7%7$$\"3-

%)zJnZy!H#F`oF]\\o7$$\"3@CiO1Z+DSF`oFb\\o7$$\"3ti77t&Q.]$F`oFg\\o7%7$$

\"3Y?F@Dz/'R%F`oF]\\o7$$\"3$4'4EkyEIhF`oFb\\o7$$\"3!*)*f,J<g0cF`oFg\\o

7%7$$\"3?du5$368]'F`oF]\\o7$$\"3l(pb@-JbB)F`oFb\\o7$$\"3jN2\"*))['3r(F

`oFg\\o7%7$$\"3$R>-5Culg)F`oF]\\o7$$\"3WV]+=%zS.\"F*Fb\\o7$$\"3Nsa!o/G

h\")*F`oFg\\o7%7$$\"31$p*))RP=r5F*F]\\o7$$\"36<XzLdgW7F*Fb\\o7$$\"3!4-

q/7R@>\"F*Fg\\o7%7$$\"3um\"zc05<G\"F*F]\\o7$$\"3y!*Re\\?8b9F*Fb\\o7$$

\"3e%\\fiVlES\"F*Fg\\o7%7$$\"3SS'o9POA\\\"F*F]\\o7$$\"3YkMPl$ecm\"F*Fb

\\o7$$\"3Do*[?v\">8;F*Fg\\o7%7$$\"339\"esoiFq\"F*F]\\o7$$\"37QH;\"o%=w

=F*Fb\\o7$$\"3$>WQy1=P#=F*Fg\\o7%7$$\"3w(eZI+*G8>F*F]\\o7$$\"3!=T_p*4r

'3#F*Fb\\o7$$\"3#e\"zi$QWU.#F*Fg\\o7%7$$!3YpJ8aU)**3#F*$!3i/!H>&4#He\"

F*7$$!3aIo'eu:+\">F*$!3CFO7puWk8F*7$$!3OE@bjYji>F*$!3KAxfQivm8F*7%7$$!

3y&pV$QzXz=F*F[io7$$!3'oNx+V*[*p\"F*F`io7$$!3o_EwZ$3@v\"F*Feio7%7$$!37

AUbA;$*o;F*F[io7$$!3?$)yG9J'*)[\"F*F`io7$$!3+zJ(>.#eT:F*Feio7%7$$!3W[Z

w1`Se9F*F[io7$$!3_4%)\\)zO%y7F*F`io7$$!3L0P=;d0J8F*Feio7%7$$!3yu_(4**y

yC\"F*F[io7$$!3%e$*3F[5z1\"F*F`io7$$!3mJUR+%H07\"F*Feio7%7$$!35,e=vENP

5F*F[io7$$!3w@Y>p;%Qd)F`oF`io7$$!3&4eZg%3.+\"*F`oFeio7%7$$!3EuK'Rfj#o#

)F`oF[io7$$!3/&))*H6&y&okF`oF`io7$$!3?WG:)onZ*pF`oFeio7%7$$!3aP&ogV+I;

'F`oF[io7$$!3wZ^S``JjVF`oF`io7$$!3%p5e-`/&*)[F`oFeio7%7$$!3O,Q<ystdSF`

oF[io7$$!3-6/^&>_!eAF`oF`io7$$!3?qLOs8C%y#F`oFeio7%7$$!3kk!z-7uC&>F`oF

[io7$$!3XWn:w.*y_\"FiqF`io7$$!3!\\L'oW@y*y'FiqFeio7%7$$\"3DAn:w.*y_\"F

iqF[io7$$\"3Ui!z-7uC&>F`oF`io7$$\"3C.hUV\\GE9F`oFeio7%7$$\"3!)3/^&>_!e

AF`oF[io7$$\"39*zt\"ystdSF`oF`io7$$\"3'*R3K,\"[:`$F`oFeio7%7$$\"3aX^S`

`JjVF`oF[io7$$\"3KN&ogV+I;'F`oF`io7$$\"38wb@f7\"oj&F`oFeio7%7$$\"3#G))
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