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Systémes dynamiques et modélisation

Résumé

Le présent cours est inspiré par le cours "Mathématiques en DEUG SV
2éme année" de Prof. Yves Colin de Verdiére, voir [YCV].

Nous utilisons comme prérequis le cours MAT110c (“Apprentissage du
raisonnement et analyse élémentaire” de Prof. Hervé Pajot, voir [Pajot]) :
fondements (raisonnements, ensembles, nombres, dénombrements);
analyse : étude des fonctions (fonctions continues, dérivables, théoréme
des accroissements finis, fonctions usuelles, fonctions réciproques) ; calcul
intégral (Intégrale d'une fonction, primitives).

En particulier, on développe plus en détail la géométrie en dimension 2 et
3, I'algébre linéaire en dimension 2, les fonctions de plusieurs variables, les
équations différentielles a coefficients constants, les systémes 2x2, déja
VUS au premier semestre.

On discute les applications de systémes dynamiques.

On donne des exemples numériques avec des logiciels (Maple)
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Programme

Champ de vecteurs dans le plan et introduction aux systémes
dynamiques avec des exemples liés aux sciences de la vie
(dynamique des populations, cinétique chimique,...).
Modélisation a |'aide d'équations différentielles.

Etude d’exemples empruntés a la biologie ou a la chimie.

Activité Heures | %
Cours Magistral (CM) 24 20
Travaux Dirigé (TD) 36 30
Travail personnel estimé | 60 50
TOTAL 120 100

Systémes dynamiques et modélisation

Planning du cours

Premiére partie. Modélisation

» 1. Modéles déterministes. Schéma d'une modélisation (voir [Bert], p.78)

» 2. Exemples de loi exponentielle. Solution analytique. Temps de doublement
et de demi-vie (voir [Bert], p.80)

» 3. Adaptation d'un modele. Exemple : Malthus modifié, loi logistique.
Implications pour la phase de prévision.

» 4. Identification d'un modéle. Choix des paramétres. La méthode des
moindres carrés : ajustement linéaire. Exemples numériques

» 5. Mise en équation des variables. Notion d'équation différentielle. Champs
de directions, isoclines, courbes intégrales, espace de phase

» 6. Solution d'une équation différentielle. Probléme de Cauchy.

» 7. Premiéres méthodes de solution. Equations différentielles a variables
séparées ([Bert], p.102)
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Deuxiéme partie. Systémes dynamiques et équations différentielles

» 8. Systémes dynamiques : un langage pour la modélisation. Exemples provenants
d’'équations différentielles et de suites de récurrence

» 9.Equations différentielles linéaires. Méthode de variation de la constante ([Bert],
p.104)

» 10. Solution numérique. Méthode d'Euler

» 11. Exemple : systémes écologiques (modéle de Lotka-Volterra)

Troisiéme partie. Méthodes d'algébre linéaire

» 12. Vecteurs et matrices. Opérations

» 13. Bases et déterminants.

» 14. Vecteurs propres, polyndmes caractéristiques. Utilisation des nombres
complexes.

» 15. Application aux équations differentielles et aux suites de récurrence.

Systémes dynamiques et modélisation

Quatriéme partie. Méthodes géométriques. Exemples d'une étude
qualitative

» 16. Champs de vecteurs, points singuliers
» 17. Classification des points singuliers

» 18. Applications a I'étude qualitative de comportements autours des
points singuliers

» 19. Notion de comportement chaotique de population
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I—Partie |I. Exemples de modélisation

Partie |. Exemples de modélisation

Introduction
Qu'est ce que la modélisation ?
Qu'est ce qu'une équation différentielle ?
Schéma d'une modélisation

Exemples de modélisation en biologie
Croissance d'une population selon Malthus
Désintégration radioactive
Calcul des primitives et des intégrales
Adaptation d'un modéle. Equation logistique.
Identification d'un modéle. Méthode des moindres carrées
Fonctions de deux variables

'Equations différentielles
Equations différentielles autonomes sur la droite
La notion générale d'équation différentielle
Les méthodes de résolution.
Equations différentielles linéaires.
Méthode de variation de la constante
Types de méthodes de résolution

Méthodes numériques

Systémes dynamiques et modélisation
I—Introduction

I—Qu'est ce que la modélisation ?

Cours N°1, (disponible sur :
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish/6mat127)

|. Modélisation.
Comment les sciences peuvent-elles utiliser des mathématiques ?

Les physiciens ne se posent guére la question car leur science est
trés mathématisée : les lois fondamentales de la physique ont des
expressions mathématiques. Pour ce qui est des sciences du vivant,
la situation est moins claire. Certaines branches (I'hérédité, la
dynamique des populations, le code génétique, la cinétique
biochimique) se prétent bien a un traitement mathématique. C'est
moins clair pour d'autres !
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I—Introduction

I—Qu’est ce que la modélisation ?

Systémes déterministes

De nombreux systémes que |'on étudie dans les sciences comme la
physique, la chimie, la biologie, I'économie, etc..., sont (en premiére
approximation) des systémes déterministes; cela signifie que
I'évolution du systéme au cours du temps est complétement
déterminée par son état d un instant donné.

Citons par exemple |'évolution des concentrations des réactifs dans
une réaction chimique, I'évolution de populations (de bactéries, de
lapins, etc...) dans un systéme fermé, la radioactivité, etc... La
description de ces systémes se fait au moyen de quantités
numériques, souvent appelées variables ou observables, dont il
s'agit d'étudier |'évolution au cours du temps.
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I—Qu'est ce que la modélisation ?

Modélisation
de point de vue mathématique, une modélisation est la donnée de :

> Le temps T (on considére soit le temps discret
T ={lh |l €Z,h> 0 une constante fixée } (mesuré en heures,
minutes, journées, années, ...), avec la notation t; = /h, donc
tiem = tj + tm); soit le temps continue T = R);

> L'espace M (dit |'espace des phases) dont les points sont des vecteurs
e=(x,y,---) € M, ol x,y--- sont des quantités numériques,
souvent appelées variables ou observables, qui caractérisent un état de
systéme dynamique en question.

» Un processus dynamique est une fonction mathématique f : T — M,
fot— (x(t),y(t),---) € M, telle que f = fq, satisfait une /o
dynamique avec la propriété f(ty) = eg, ou ey est |'état initial du
processus.

(Exemples de lois utilisées :
y(ti11) = 2y(t)) (loi de doublement discréte) ;
Ay(t) = ky(t)At (loi exponentielle continue)= y' = ky
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I—Introduction

I—Qu'est ce que la modélisation ?

Loi physique, loi biologique, [Bert], p.28

L'étude de certains phénomeénes biologiques, physiques, chimiques, mécaniques,
économiques, ...se raméne a |'étude des relations qui existent entre pluisieurs
variables caractérisant le phénoméne étudié.

Dans les sciences expérimentales ou biologiques, on cherche a établir une relation
entre deux variables x et y donnée par une fonction y = f(x).

La représentation graphique de la fonction est donnée par son graphe, ou par une
table des valeurs.

Rappels sur les fonctions usuelles ([Bert], p.26-27)

» Fonctions puissances f(t) = t“, variable t > 0, paramétre « réel quelconque

» Fonctions exponentielles f(t) = a* variable t réel quelconque, paramétre a > 0

» Fonctions logaritmiques f(t) = log,(t) variable t > 0, paramétre a >0, a# 1:
base du logarithme

Systémes dynamiques et modélisation
I—Introduction

I—Qu'est ce que la modélisation ?

Croissance comparée (on suppose « > 0)
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Fig.: 1. Croissance comparée
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I—Introduction

I—Qu'est ce que la modélisation ?

Exemple d'une loi physique : Deuxiéme loi de Newton ou

Principe Fondamental de la Dynamique (voir
http ://fr.wikipedia.org/wiki/Lois_du_mouvement_de_Newton, et

[Brousse], Chapitre 9)

Si la masse d'un corps est constante, |'accélération subie par un corps de masse
m est proportionnelle a la résultante des forces qu'il subit, et inversement
proportionnelle 3 sa masse m.

Ceci est souvent récapitulé dans I'équation :

5:%21?,- ou S F; = m3,

ol F; sont les forces exercées sur I'objet, m est sa masse, et a son accélération.

Exemple (2.1)

Considérons 'équation de Newton suivante : mv'(t) = —\v(t), ot v(t) est la
vitesse d'un mouvement rectiligne d’un point de masse m, soumis a la force
—Av(t). Vérifier que v(t) = Cexp(—tA/m) est une solution et que

v(t) = sin(t) ne l'est pas.

Systémes dynamiques et modélisation
I—Introduction

I—Qu'est ce qu'une équation différentielle ?

Qu'est ce qu'une équation différentielle 7

Une équation différentielle du premier ordre est une équation qui met en jeu une
relation entre une fonction et sa dérivée, et dont la solution est une fonction
dérivable.

Ici la variable pour la fonction y est t, car une équation différentielle modélise
parfois I'évolution d'un systéme (par exemple, I'évolution de la taille d'une
population).

Considérons plus généralement |'équation différentielle du ler ordre

y'=G(y1) (2.1)

Une solution de I'équation (2.1) sur un intervalle / est une fonction y(t)
dérivable / telle que pour tout t € / on ait :

y'(t) = G(y(t),t)| On choisit en général une solution maximale,

c'est a dire qui ne peut pas étre prolongée sur un intervalle J
contenant strictement /.
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I—Introduction

I—Qu'est ce qu'une équation différentielle ?

Exemples (voir [Pajot], Ch.VII, p.1)

Exemple (2.2, une équation différentielle facile )
Considérons I'équation y' + 5y = t. Nous pouvons encore I'écrire y' = —by + t.

Donc, y' = G(t,y), ot G(t,y) = —5y + t. Une solution sur R est
y(t) = (1/5)t — 1/25. En effet, y'(t) = 1/5 = —5y(t) + t.

Exemple (2.3, une équation moins facile)

Considérons I'équation y' + 5ty = t>. Nous pouvons encore |'écrire

y' = =5yt + t2. Donc, y' = G(t,y), ot G(t,y) = —5yt + t>. Dans ce cas, les
solutions sont plus difficiles a écrire.

Les équations données dans les exemples 2.2 et 2.3 sont des équations linéaires
du premier ordre.

Rappelons qu'une fonction linéaire f : R — R est une fonction de la forme

f(x) = kx.
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I—Introduction

I—Qu'est ce qu'une équation différentielle ?

Equations différentelles ordinaires et processus d'évolution

On étudie dans ce cours des processus d'évolution déterministes a
I'aide de la théorie des équations différentelles ordinaires. On utilise
de telles équations pour trouver les fonctions de la relation

y = f(x). La théorie des équations différentelles constitue I'un des
principaux instruments des mathématiques.

Dans I'exemple précédent mv/(t) = —Av(t), ona x:=t, y := v,
et y = f(x) se transforme en v(t) = C exp(—t\/m) (une solution
de I'équation différentielle de Newton).
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I—Qu’est ce qu'une équation différentielle ?

Modéles déterministes et semi-déterministes

Exemples des processus d'évolution (voir [ArnED], p.11).

En mécanique classique, on étudie le mouvement des systémes dont
I'avenir et le passé sont univoquement définis par les positions et
les vitesses initiales de tous les points du systéme.

On dit d'un processus qu'il est déterministe si toute son évolution
et son passé sont univoquement définis par son état présent.

La propagation de la chaleur, elle, est un processus
semi-déterministe en ce sens que son avenir est déterminé par son
présent, tandis que son passé ne |'est pas.
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I—Introduction

I—Schéma d’une modélisation

Schéma d'une modélisation (voir [Bert], p.78)

La modélisation d'un phénoméne peut ce schématiser de la maniére suivante

(voir [Bert], p.78) :

Phase mathématique

Si I'on exprime certaines

variables x, y . ..

en fonction de |'une d’elles

(par exemple le temps t)

ces relations donnent lieu

a des équations dont les inconnues
sont les fonctions x,y . ..
(équations fonctionnelles)

On cherche des solutions

Phase de mise
en équation

On part de lois élémentaires
(connues ou conjecturales)
et on en déduit des relations
entres les variables

de ces équations

Phase de prévision

Si le modéle est valide, il peut alors permettre
dans des circonstanses un peu

différentes de prévoir |'évolution

des variables dans des situations nouvelles

Phase de vérification

on regarde si les fonctions obtenues

“mathématiquement” sont proches

des fonctions données expérimentalement
> on dit alors que le modéle est valide

Si le modéle n'est pas valide,
il faut modifier ou affiner

la phase de mise en équation
et construire un autre modéle

La vérification peut amener

a une extension du modéle mathématique
(en le modifiant éventuellement)

et a la construction d'un autre modéle
Le modéle permet alors d’expliquer

et de décrire davantage de phénomeénes

Deux notions interviennent toujours dans |'utilisation pratique des modeéles
mathématiques : -l'identification, - la validation. On s'arréte a la validation qui
est le domaine de la statistique et de la probabilité (voir partie IV de [Bert]).
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I—Schéma d’une modélisation

Rappels sur les nombres complexes (voir [YCV], p.26)

Dans la théorie d'équations différentielles on utilise beaucoup |'ensemble C des
nombres complexes : z = x + iy est |'écriture du nombre complexe z. Les quantités x
et y sont des nombres réels appelés respectivement partie réelle et partie imaginaire
de z. On représente géométriquement z comme le point des coordonnées
cartésiennes (x, y) du plan cartésien R2.
Opérations :

» Le complexe conjugué de z = x + iy est noté z = x — iy.

» Le module de z est donné par |z| = \/x% + y2.

> (x+iy)+ (i) =+ x)+ily +y)

> (x+iy)(X +iy) = 0" = yy') +i(xy" + yx').

| 2 % = #

> e?th — e?(cos b + isin b)

> ez+z’ — ezez’

> enz — (ez)n
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I—Introduction

I—Schéma d’une modélisation

Equations du second degré. Dérivées

Un nombre complexe non nul admet exactement 2 racines carrées
opposées. Si a est un réel négatif, on a +/a = +i,/|a| L'équation
2 b=0 ad luti = 1(—a£+a% —4b

z° + az + b = 0 admet comme solutions z = 5(—a £ va* — 4b)

Dérivées : t — z(t) = x(t) + iy(t) est une fonction dérivable ssi x et y le
sont. On a alors zy = xg + iyg. On a les mémes formules que dans le cas
réel : (z") = nz""1Z"; (%) = Z'e? et en particulier, si a € C,

(e?t) = ae?t,
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I—Introduction

I—Schéma d’une modélisation

Exemples des problémes (pour TD)

1. Voir http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ “pajot/cours7.pdf
2. Utilisation des nombres complexes (voir [YCV], p.36)

Exercice (2.4)

a) Calculer (14 i)?, (1 +i)3.

b) Montrer que 1 + i = /2e/™/*

c) En déduire la valeur de (1 + i)" pour tout n € N,

Exercice (2.5)
Résoudre dans C les équations : z> +z+2=0,z°+iz4+1=0

Exercice (2.6)

Tracer les courbes représentatives des fonctions
t— eit7 t— e(1+i)t, t— e(l—i)t) t— el=it
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I—Croissance d’'une population selon Malthus

Cours N°2,

Exemples de loi exponentielle (voir [Bert], p.80, [Jean87],
p.108)

Cas discret. Lorsqu'une population colonise un milieu vierge dont les
composantes (espace, nourriture) sont illlimitées, |'effectif de la population croit de
plus en plus rapidement vers l'infini. Supposons qu’on introduise un organisme se
reproduisant par fission binaire (bactérie, levure) dans un milieu de culture
quelconque. Aprés une certaine période de temps, I'organisme se divise et donne
deux individus qui, a leur tour, se divisent en deux. Ce type de croissance est appelé
progression géométrique.

Pour le temps discret T = {/h | | € Z, h > 0 une constante fixée } (mesuré en
heures, minutes, journées, années, ...), avec la notation t; = /h, et la loi dynamique

de doublement discréte y(t;11) = 2y(t;), on a|y(ts) = 2"y(to) |
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g

I—Croissance d’'une population selon Malthus

Croissance d'une population selon Malthus (cas continu)

Dans I'exemple suivant, on considére une population formée de N individus et
évoluant en fonction du temps : N est une fonction du temps t (population
humaine dans le cas de Malthus, population bactérienne ou autres). On
considére N comme un nombre réel, en effet les populations concernées sont
nombreuses et si on compte, par exemple, N en milliards d'individus, N prendra
a priori toutes les valeurs décimales avec 9 chiffres aprés la virgule et on peut
donc assimiler N a un nombre réel. L'hypothése de base est que :

pendant un petit intervalle de temps At, la variation AN

du nombre d’individus de la population est proportionnelle

a N et a At :si N(t) est la population a l'instant t,

la population a l'instant t + At, vaut

N(t + At) = N(t) + kN(t)At, ou AN(t) = N(t + At) — N(t).
k est une constante positive, si la population croit, et
négative, si la population décroit.

Systémes dynamiques et modélisation
I—Exemples de modélisation en biologie

I—Croissance d’'une population selon Malthus

Mis en équation : relation différentielle de croissance

La population a l'instant t + At, ot At est petit, vaut

N(t 4+ At) = N(t) + kN(t)At.

Divisant par At et en passant a la limite quand At tend vers 0, on obtient
en désignant par N'(t) la dérivée de N(t) par rapport a la variable ¢t :

N'(t) = kN(t). (3.1)

On notera aussi pour des raisons pratiques (calcul de dérivées) comme
Leibniz : ¥ = kN. Si N(0) = Np, on va déduire de I'équation (3.1)

N(t) = Ngekt.

La population a donc une croissance exponentielle, si kK > 0, ce
contre quoi Malthus mettait ses contemporains en garde...
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I—Exemples de modélisation en biologie

I—Croissance d’'une population selon Malthus

Résolution mathématique

On a donc a résoudre une équation dont I'inconnue est une fonction; une telle
équation s'appelle une équation différentielle.

Il s'agit de chercher des fonctions (si possible, toutes les fonctions) vérifiant la
relation N'(t) = kN(t). Dans ce cas nous pouvons raisonner directement :

» Variation de la constante On vérifie bien qu'on a N'(t) = kN(t) pour toutes les
fonctions N(t) = Cekt, oui C est une constante positive quelconque. Pour
montrer qu'il n'y a pas d'autres solutions, on fait "varier" la constante C : on
cherche les solutions sous la forme N(t) = C(t)ekt. On a
N'(t) = C'(t)ekt + C(t)kekt et kN(t) = kC(t)et, on doit donc avoir
C'(t)ekt = 0.

Comme une exponentielle est toujours strictement positive, il en résulte que
C’(t) = 0 partout sur R. D'apres le théoréme des accroissements finis, la
fonction C(t) ne peut &tre que constante (les résultats du cours 110c). Les
solutions sont bien toutes de la forme N(t) = Ce*t, ot C est une constante
positive quelconque.
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I—Exemples de modélisation en biologie

I—Croissance d’'une population selon Malthus

Utilisation de primitives pour I'équation N'(t) = kN(t)

» Utilisation de primitives (séparation des variables)
On se raméne a la recherche d'une primitive, en remarquant que la
fonction N'/N est la dérivée de la fonction In(N) (voir les rappels sur les
primitives plus bas).
On a donc (In(N)) = k. Il en résulte que In(N) = kt + K, ot K est une
constante quelconque. En prenant les exponentielles des deux membres, on
retrouve bien

N(t) — ekt+K — ekteK — Cekt7

ot C = eK est une constante positive quelconque.
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I—Croissance d’'une population selon Malthus

Représentation graphique

Les graphes des fonctions exponentielles

101
Si Ny est la valeur a&
de la fonction N pour t = 0,
I'évolution de la population
est décrite par la fonction /
N(t) = Noekt (loi exponentielle)

[ap)

K<\

. 1 . 1 2 3 4
Courbes exponentielles : . )
croissant trés rapidement si k > 0 r
décroissant trés rapidement si k < 0 T
— §= (x)=8exp(-Efé(deErolssance
_— oublement NO=3, T=In(2

demi-vie : MO=8, T=In(2)
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I—Croissance d’'une population selon Malthus

Temps de doublement et de demi-vie

Le coefficient k introduit lors de la mise en équation caractérise la
rapidité de croissance ou de décroissance de la population. On
utilise souvent T défini comme

» temps de doublement de la population si kK > 0

> temps de division par deux (ou temps de demi-vie si k < 0).
Il existe une relation simple entre T et la constante k :

N(t) = Ngekt

N(t+ T) = Noek(t+T) = okT Ngekt = kT N(t).
k

On a un doublement, si eXT = 2 avec k > 0, c'est-a-dire si

T _ 2 . 069

kK 7k
On a une division par deux, si ekT — % avec k < 0, c'est-a-dire
.— _ In2 . 0,69
siT = 2 ~ =
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I—Croissance d’'une population selon Malthus

Applications concrétes

Les lois exponentielles se rencontrent assez souvent dans la nature. Pour ne
citer que quelque cas :

e en radioactivité, le nombre d'atomes radioactifs suit une loi exponentielle
décroissante de désintégration radioactive,

e en biologie, le début de développement d'un organisme ou d'un organe est en
général bien décrit par une loi exponentielle (phase exponentielle du développement).
Les cellules se divisent en deux au bout du temps T ; donc, aux temps T, 2T, 3T,
..., le nombre de cellules serait environ de 2Ny, 4Ny,8Ng,16Ny, ..., ce qui correspond
a la fonction N(t) = No2t/T = Nye"2(t/T) Méme dans le cas oii on part d'une seule
cellule, Ng = 1, c’est cette fonction qui décrit correctement le phénoméne au bout de
quelques cycles de reproduction.

e en démographie, si on suppose les taux 7, de natalité et taux 7,,, de mortalité
constants, et si on admet |'hypothése de base, la population suit une loi exponentielle
(loi de Malthus), de coefficient k = 7, — 7,

e en médecine, |'élimination d'un médicament vers |'extérieur suit une loi exponentielle.
Une élimination peut étre considérée comme "I'émigration" d'une population de
molécules a travers une membrane; cela améne a un autre type de modéle.
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L Désintégration radioactive

Datation isotopique : la méthode du carbone 14

La datation des fossiles est importante pour les paléontologues. La
méthode du carbone 14 est basée sur les 2 observations suivantes :

(1) Le taux 7 de I'isotope Ci4 dans un organisme vivant est toujours le
méme.

(2) Lorsque I'organisme meurt, le taux de Ci4 décroit par désintégration
naturelle du Ci4 en (3. Cette désintégration se fait proportionnellement 3
la population de Ci4, ce qui conduit & I'équation différentielle

7(t) = —k7(t); 7(0) = 10
La solution de cette équation différentielle est
kt

7(t) = o€~

si t = 0 représente l'instant de la mort de |'organisme.
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L Désintégration radioactive

On définit k au moyen de la demi-durée de vie T

par
1
T(T) = 57(0),
2
soit no
n
T = —
k|

Connaissant le temps de demi-vie du carbone 14 (environ 5700 ans), on en
déduit, par mesure du taux de carbone 14 présent dans I'échantillon,
I'ancienneté du fossile.

Exemple (3.1, pour les TD)
La désintégration de 50 % du carbone 14 s'est produite dans 5700 ans.

.....

Dans combien de temps restera-t-il 5 % de toute la quantité initiale 7

Réponse : t ~ 5700 - 12 = 5700 - 555 = 24600.
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I—Calcul des primitives et des intégrales

Rappels sur le calcul des primitives et des intégrales (voir
([Bert], p.63-73)

On part de la notion d'aire d'une surface du plan limitée par une
courbe simple. On ne cherche pas a définir rigoureusement cette
notion, mais plutdt, en admettant des propriétés évidentes
(“additivité des aires de surfaces disjointes, aire d'un rectangle, d'un
trapéze, ..."), a calculer de telles aires.

On s'intéressera surtout au cas d'une surface limité par la courbe
définie par une équation du type y = f(x). Dans ce cas, |'aire peut
se calculer numériquement, si on connait une fonction F dont la
dérivée est la fonction f (i.e. si on connait une primitive F de f).
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Définition de I'intégrale de f sur l'intervalle [a, b]

On suppose d'abord a < b. On considére la surface limitée par la courbe
représentative de la fonction f, I'axe Ox et les paralleles x = a, x = b a I'axe Oy.
Si f >0, I'intégrale de f sur I'intervalle [a, b] est I'aire de cette surface.

Sur les intervalles ot f < 0, I'aire est affectée du signe moins : I'intégrale de f est
I'aire algébrique de la surface.

Notation

Lintégrale de la fanction y=f(x)

L'intégrale de la fonction f
sur l'intervalle [a, b] se note

[P F(x)dx ou [PF(t)dt ou [P fdt
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I—Calcul des primitives et des intégrales

Calcul numérique des intégrales

Méthode des rectangles.

On subdivise I'intervalle [a, b] en n intervalles égaux. Le pas h de la méthode est égal
(b—a)

a ~—=*. On approche l'intégrale | = fab f(x)dx par la somme R, des aires des

rectangles| R, = h[f(a) +f(a+ h)+f(a+2h)+---f(a+ (n—1)h)]
Erreur de la méthode.

n— oo

On suppose que la fonction

est dérivable et que

sa dérivée f’ est majorée

en valeur absolue sur [a, b] par M';
on en déduit la majoration

I — Ra| < 2hM'h < 222 ppy .
On vérifie que R, est d'autant plus 2
proche de | que n est grand : :
la suite (R,) tend vers l'intégrale /.

!
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Propriétés de l'intégrale

Propriétés algébriques

» Linéarité sur l'intervalle fixé : f (f(t) + g(t) f f(t dt—l—f g(t

fab k- f(t)dt =k- fab f(t)dt | pour toute constante k € R.
» Propriétés relatives a l'intervalle d'intégration : Pour a < b on pose :

[ZF(t)dt = — [P F(t)dt | alors | [€ F(t)dt = [P F(t)dt + [S F(t)dt
pour tous a, b, c € R (I'égalité de Chasle).

Relations entre I'intégrale et la primitive

» Primitive d’une fonction. Si F est une fonction dérivable telle que F' = f, on dit que
F est une primitive de f. On suppose f continue sur un intervalle.

La fonction F définie par F(x) = f f(t)dt est une primitive de f.

Indication : On veut montrer F’(x) = f(x). L'identité de Chasle donne :

x+Ax
F(X+Ax)—F(x):/ f(t)dx = Ax - f(x) + E(x), avec
AR ey
|E(x)| < AxAf(x) = A|>I<T>0 Al T f(x), puisque 3> — 0.

b
» Formule fondamentale du calcul intégral : / F'(t)dt = F(b) — F(a)
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I—Calcul des primitives et des intégrales

Tableau des primitives usuelles
(toute autre primitive est de la forme F+ constante).

a+1 x1 (pour a # —1)

> Fonctions exponentielles f(x) = e, F(x) = e (pour A # 0)

» Fonctions puissances f(x) = x*, F(x) =

> Fonctions trigonométriques f(x) = cos(wx), F(x) = L sin(wx) (pour w # 0)

f(x) = sin(wx) F(x) = —1 cos(wx) (pour w ;é 0
f(x) = coszx, F(x) =tgx (pour -3 <x <3 ou3 <x<3Zou...)
> f(x) = X+a, F(x) =In|x + a| (pour x < —a ou pour x > —a)
> f(x) =3 xz' F(x) = 2In|{=] (pour x < —1 ou pour =1 < x < 1 ou x > 1)
> f(x) = 1+X2, F(x) = arctgx
> f(x) = \/11_7 F(x) = arcsin x (pour —1 < x < 1)
> f(x) = ﬁ F(x) = arcsinhx
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Cours N°3,

Méthodes de calcul des primitives

Intégration par parties. (uv) = uv’' + v’ impliquie
fab(uv)’dx = fab uv'dx + fab vu'dx = fab udv + fab vdu, d'ou

fab udv = [uv]5 — fab vdu | ou encore

[P u(x)V/ (x)dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) — [? v(x)u/(x)dx.

a a

Exercice (3.2. Application : recherche d'une primitive de f(x) = In(x))
Montrer que F, définie par F(x) = xIn(x) — x (pour x > 0)), est une primitive de

In(x).

Utilisation de la notation différentielle.
Exercice (3.3. Application : recherche d'une primitive de f(x) = ﬁ(x))

Montrer que si f(x) = —+—, F(x) = In|In(x)| (pour x > 1),

x In(x)
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I—Calcul des primitives et des intégrales

Changement de variables
Regle pratique du changement de variables :

» On choisit la nouvelle variable u = u(x)

» On transforme les différentielles suivant les régles habituelles : du = v'(x)dx,
d'ou dx = ity

» On transforme I'élément différentiel a intégrer de maniére a obtenir un élément
différentiel en u et du.

» On transforme les bornes : fab devient fu”(g[;).

Exercice (3.4. Application : recherche d’'une primitive de f(x) = =2—)

sin(x)
Montrer que si f(x) = -, F = In|tg(%)| (pour sin(x) # 0),

sin(x)

Exercice (3.5. Fonctions logarithmiques)
Soit f(x) = tg(x). Pour quel x >0 on a F = —In|cos(x)| 7
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Généralisations, voir [Bert], p.73-75

Intégrale sur un intervalle infini. Soit f une fonction de la variable x définie et
coninue pour x > 0. On considére l'intégralle I4 = faA f(x)dx, ot A est un nombre
réel > a.

Si I5 a une limite quand A tend vers +00, on appelle cette limite |'intégrale de f sur

[a, +o<], et on la note |/ = [ f(x)dx | Dans le cas ou la fonction f > 0, cette

limite mesure la surface infinie comprise entre la courbe représentative de f, I'axe des
x et la droite x = a.
Définitions analogues pour [?__ f(x)dx et pour [*2° f(x)dx.

Exemples (3.6.)
a) [[° Hdx=1.

_ A _ 1\ |A _ 1
En effet lim —zdx = lim —— ‘ = lim ——4+1) =1
A—+oo J1 X A—-+o00 X 1 A——~+o00 A
b) |7° Ldx n'existe pas.
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Généralisations (suite) voir [Bert|, p.73-75

Intégrale d'une fonction non-bornée. Soit f une fonction de la variable x
définie sur un intervalle ]a, b]. On considére 'intégralle /, = fabJru f(x)dx,
oll u est un nombre réel strictement positif.

Si I, a une limite quand v tend vers 0, on appelle cette limite |'intégrale de

f sur [a, b], et on la note || = fab f(x)dx |. Dans le cas ou la fonction

f > 0, cette limite mesure la surface infinie comprise entre la courbe
représentative de f, |'axe des x et les droites x = a et x = a.

Exemples 3.7.)

a)/ —dx—2

En effet ul—lmo de = ul—lmo (2v/x)

b) / —5 dx n'existe pas.

"= im (2—2Vu) =

u——+0
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Exemples de problémes (pour TD, voir [Ayr], p.49-50)

1. Si la population d'un pays double en 50 ans, en combien de temps
triplera-t-elle, compte tenu de ce que le taux instantané d’'accroissement
est proportionnel au nombre d’habitants ?

Réponse : 79 ans = 50 - In(3)/In(2).

2. Dans une culture le taux instantané d'accroisement du nombre des
bactéries est proportionnel a ce nombre.

(a) Si I'on constate que ce nombre double en 4 heures, quel sera-t-il au
bout de 12 heures?

(b) S'il y a 10* bactéries au bout de 3 heures et 4 - 10* au bout de 5
heures, quel était le nombre initial ?

Réponse : (a) 8 fois (b) Il y avait 10*/8 bactéries initialement.
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Calcul des primives et d'intégrales avec Maple (optionnel)

> with(Student [Calculusl]):
ApproximateIntTutor();
ApproximateIntTutor (cos(x));
ApproximateIntTutor(cos(x), 0..Pi/2);
ApproximateIntTutor(cos(x), x=0..Pi/2);

07702704 06 08 1 12 14 18 18 2
X

Fig.: 2
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(% cos(x) sin(x) + §>' = cos(x)?,

X

2
1 1 1
/ cos(x)? dx = —3 cos(1)sin(1) + 5 cos(2) sin(2) + 5 = 0.08347501947
1

0.3 0.3
0.25] 0.25]
024 | 0.2
0.15] 7 0.15
0.1 0.1

0.05 0.05 \\7\\\ /
oy 12 1.4 16 18 2 0 12 1.4 16 18 2
H i

Fig.: 3
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L Calcul des primitives et des intégrales

Cours N°4,

Remarques sur |'intégration

Soit f une fonction exprimée en fonctions usuelles, alors f’ s'exprime de
nouveau en fonctions usuelles.
Par contre, une primitive F de f ne s'exprime pas en général en fonctions

usuelles.

Exemple
f(t) =te " F(x)= [XtePdt =1 [FePdt? = -1e ™+ C
f(t) = et F(x) = fax et dt = 4erf(x) ("error function”)
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Fonction de Gauss et |'intégrale de Poisson

_¢2 . . .- , .
Jo e tdt = 4 Indication : en utilisant les coordonnés polaires on

00 ) 00 ) /2 00 )
montre que/ e~ dx-/ e Y dy :/ (/ e " rdr) dp = —.
0 0 0 0 4

9

Exemple
t2 2
f(t) = #e_? 2 fonction de Gauss ¢(t) N ﬁ [ye= dt
_(t=m) X _ (t—m) m
fo,m(t) = o_\}%e 202 F(t) — ﬁ fO e Tdt — ¢(tT)

04

02

4 2 g 3 I

=

2 4

2

x
(s Piexpl 022
— R
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I—Adaptation d'un modéle. Equation logistique.

Adaptation d'un modéle. Exemple : Malthus modifié.
Implications pour |la phase de prévision.

Le raisonnement de Malthus a un défaut majeur, il ne tient pas compte du fait
que le taux d'accroissement de la population humaine va diminuer a cause de
différents facteurs comme la diminution de |'espace disponible ou des ressources
ainsi que ... du niveau d'éducation.

On peut donc dans un modéle un peu amélioré imaginer que k dépend de N de
facon décroissante, le plus simple étant une décroissance linéaire du type

k(N) = ko(N* — N) (pour la population humaine dans le cas de Malthus, et
pour population bactérienne ou autres on imagine un milieu ne pouvant nourrir
plus de N* individus). On obtient ainsi |'équation différentielle

N'(t) = ko(N* — N(t))N(t) dont on verra plus bas qu’elle prédit une population
tendant vers un équilibre N(t) = N* ("charge biotique", voir [Jean87], p.119).
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I—Adaptation d’un modéle. Equation logistique.

Loi logistique. Résolution mathématique

On obtient ainsi |'équation différentielle N'(t) = ~(N* — N(t))N(t), ou v = ko.
En utilisant la séparation des variables on trouve la solution générale :

N*
14+ K-leNt

N(t) = , ol K est une constante positive

Une telle fonction est appelée fonction logistique.
En effet ([Bert], p. 102), gy =7 et mowi—wy = ¢ (& + sy ) d'ou

N(NNT/_N) = 7 (NWI - ((//Vvi_—llvv))) i (ln ‘(N*N ) )/ = (vt)’

N*yt oN*C

et

%M ‘ﬁ‘ =~t+ C. Il vient ‘ﬁ’ =e
On pose K = eN"C, alors N = £K(N* — N)eV™ 7t et

N(t) = W avec +1 = sgn(N* — N). Il reste a remarquer
que N* — N > 0 pour ce modéle. 1
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I—Adaptation d'un modéle. Equation logistique.

Loi logistique. Implications pour la phase de prévision

Exemple typique : développement d’une population de bactéries en

milieu fermé
On suppose que le nombre de bactéries — -
omparalson e la tonction f avec la fonction E}prnEﬂtIE B

a l'instant initial t = 0 est trés inférieur R erpganma ey
au nombre maximum N*
pouvant vivre dans le milieu.
Les constantes v et K = e"V"C ’
sont alors positives,

la constante K étant grande.
On voit que la fonction N

est croissante et tend vers N* — R
quand le temps t tend vers +o0.

07030 0E 08 1 12 14




Systémes dynamiques et modélisation
I—Exemples de modélisation en biologie

I—Adaptation d’un modéle. Equation logistique.

Loi logistique. Exemples numériques
Exemple (loi logistique) y’ = y(5 — y) (visualisation avec Maple)

Exemple (loi logistique) y’=y(5-y)
> restart;with(DEtools):

ode := diff(y(x),x)=y(x)*(5-y(x));
dsolve(ode) ;

d
ode = L y(x) = ¥(x) (5 — ()
5
Y(X) - 149 e(—5X)
> dsolve( {ode, y(0)=0.5}, y(x));
5
y(x) = 11 9e(-5x)
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I—Adaptation d’un modéle. Equation logistique.

Exemple (loi logistique) y' = y(5 — y) (avec Maple)

> r:=diff (f (x),x$2);
> xi:=evalf (solve(r,x));
#point d’inflexion de y(x)

¢ :=0.4394449156

> DEplot (ode,y(x),x=0..2,[[y(0)=0.5], [y(0)=0.2]1, [y(0)=0.3]11,
linecolor=[green,yellow,magental) ;

Loi logistique

. - _—
{5727 : 7
Montrer que tous Y o
. 1. . ,""f.f'-' AN
les points d'inflexion Rery g
. 11077 SR,

i P
des solutions y(x) | s
se trouvent sur la droite T
I A o 1240 LA
y(5—=y)l, =0, ie.y =5/2. " harss s
Al A s

U i3 i 15 3
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I—Identification d'un modéle. Méthode des moindres carrées

|dentification d'un modéle. Ajustement linéaire par la
méthode des moindres carrés.

Dépendance fonctionnelle. Dans le plan rapporté aux axes Ox,
Oy, on associe a la fonction f I'ensemble des points de coordonnées
(x, f(x)), cet ensemble s'appelle la courbe représentative ou graphe
de la fonction f.

On peut aussi représenter une fonction par une table de valeurs.

On parlera de dépendance fonctionnelle approchée s'il existe une
fonction f telle que f(x) soit une approximation de y.
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I—Identification d'un modéle. Méthode des moindres carrées

Nuage des points

On parlera de dépendance fonctionnelle approchée s'il existe une fonction f telle que
f(x) soit une approximation de y.

Dans le plan euclidien rapporté a deux axes rectangulaires on

associe a chaque observation du couple (x, y) le point M ayant

pour coordonnées les valeurs correspondantes de x et de y.

Ia fanction y=ft)=exp(-0.00010194084041+2. 703090171
154

On obtient un nuage des points qui 1]

dans le cas d'une dépendance fonctionnelle stricte, 1]

sont situés sur la courbe représentative de la fonction f|. 1]

Dans le cas de deux variables x, y 1]

telles que y soit "proche" de la valeur f(x) o]

- situation fréquente dans les sciences expérimentales - o]

le nuage des points {(x1,y1),---, (XN, ¥n), - - -} o

est “applati’ le long du graphe de la fonction f. 1000 2007 2000400800 g0

°°°°°°
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L

Identification d'un modéle. Méthode des moindres carrées

|dentification d'un modéle : choix des paramétres.

Dans les sciences expérimentales ou biologiques, la relation qu'on cherche a
établir en premiére approximation entre deux variables x et y est souvent
donnée par une fonction linéaire y = ax + b (loi linéaire). La représentation
graphique (coordonnées habituelles) est simple : le nuage de points est sur la
droite d'équation y = ax + b (dépendance stricte) ou ne s'en écarte pas trop
(dépendance approchée).

D’autres lois qui interviennent fréquemment dans les sciences expérimentales ou
biologiques sont

> les lois exponentielles y = Ce#* (développements de populations,
désintégration radioactive, évoluation de concentration dans une réaction
chimique, ...)

> les lois puissances y = Cx® (développements des organismes, rapports
entre dimensions, ...
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Identification d'un modéle. Méthode des moindres carrées

Cours N°5,

Probleme de I'ajustement

Le probléme de I'ajustement consiste & chercher parmi les fonctions de certain
type, la fonction f telle que les approximations y; = f(x1), ..., yn = f(xn),
...soient les meilleurs possibles, c'est-a-dire la fonction approchée dont le
graphe approche le "mieux possible" les points du "nuage des points"
{(Xl,yl), NN (XN,yN), .. }

La famille des fonctions parmi lesquelles on cherche la "meilleure fonction" est
donnée en général par le probléme expérimental lui méme: il s'agit de lois
linéaires, exponentielles ou puissances.
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Ajustement linéaire ([Bert],p.29)

Pour traiter ces situations, on se raméne par un changement de variable approprié
(logarithmique ou semi-logarithmique) a une loi linéaire. On dispose d'une série de N
observations de deux variables donnée par un nuage de points
{(x1,y1),---,(xn,¥n), ...} ; on suppose que ce nuage de points a une forme presque
rectiligne.

Si, par exemple, |'equation théorique donnée par le modéle est

y(t) = N*/(1 4 exp(b — Ax)), on obtient une loi semi-logarithmique

b— Ax =1n (%) Sachant les valeurs expérimentalles y; proches de y(x;), on

trouve le nuage des points linéarisé

{(Xi7ai)|i == 1," . ,N}, ol aj = In (%) )

1

On suppose que la loi y = f(x) est déja linéaire. On cherche une fonction
y = ax + (3 telle que les approximations y; = ax; + 3, ..., yvn = axy + (3, ...sont
les "meilleures possibles".
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I—Identification d'un modéle. Méthode des moindres carrées

Méthode des moindres carrés ([Bert],p.29)

Ecart entre un nuage de points et une droite.
On pose E(a, 3) = Z,’:’Zl(yn — axp — 3)?. On va chercher a rendre I'écart
E(a, ) minimum par un bon choix des paramétres.

On suppose d'abord « fixé : E(a, 3) = Z,/y:l(}/n — ax, — )

= E(a,B) = NB? -2 Z,Iyzl(yn — axp) + Z,’Yzl(yn — axp)?.| On obtient un

trinéme E(a, 3) du second degré de la forme A% +2B3+ C, ot A, B, C ne
dépendent pas de 3 et A est positif; par suite E(«, 3) est minimum pour la

2

valeur de B égalea b= -8 =1 Z,’)’Zl(yn — axp).
On voit que b=y — aX, ol (X,y) = % Z,’)’Zl(xn,yn) est le centre de gravité
du nuage {(x1,¥1),---,(xn,¥n), - ..}, C'est-a-dire que la droite cherchée

y = ax + (3 passe par (X,¥).
On suppose maintenant 3 = b (autrement dit : on considére toutes les droites
passant par le centre de gravité).
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Méthode des moindres carrés (suite)

On considére toutes les droites passant par le centre de gravité.

Sil'on pose X, =x, — X, Yp=y,—y,onaY,—aX,=y,— ax, — b, donc
E(a, B) = o? Z,’:’Zl X2 — 2qa ZnNzl XnYn + Z,’)’:l Y2.| C'est un trindme du

second degré de la forme A'a? +2B'a + C’, ou A', B', C' ne dépendent pas de
a et A’ est positif ; par suite il est minimum lorsque « prend la valeur

_ i XeYn _ S = X)(n — ¥)
ley:]. X3 ZnNzl(Xn — X)?

Pour obtenir b, il reste a substituer a dans |'équation utilisée b = y — ax.
La droite trouvée y = ax + b rend minimum ['écart E(«, 3).

a
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I—Identification d'un modéle. Méthode des moindres carrées

Exemples numériques : loi linéaire.

On considére le nuage des points donné par les valeurs
x=10,1,2,3],y =[2,09=1-0.1,01 =0+ 0.1, —1]

(c'est-a-dire, un nuage “applati” le long du graphe de la fonction f = 2 — x).
Pour retrouver une équation linéaire y = ax + b a partir du nuage
{[0,2],[1,0.9],[2,0.1],[3,—1]}, on cacule le centre de gravité

1
[, y] =310 +1+2+3,2+09+0.1-1] = [15,05].

On calcule les points centrés
X=k-X,x2x=Xx3=Xx—X,Y=[1-YV,y2=Y,y3 =Y, ya — Y,
X =[-1.5,-0.5,0.5,1.5], Y = [-1.5, —0.4,0.4, 1.5]

X -X=225+0.25+0.25 4 2.25 = 5.0,

XY =-225-0.20—0.20 — 2.25 = —4.9,
a=45%="75=-098 b=y—ax=05+0.9815=1097,
y = —0.98x + 1.97.
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Exemples numériques

» Loi exponentielle.
y =[7.39, 2.46, 1.11, 0.368],

nre e el yxeh
=y = e 0:98x+197
» Loi logistique.
y =[0.119, 0.289, 0.474, 0.730],
n= 1—|—e2’y2 ~ 1_|_eo.9’y3 =~ 1_|_e0-1’y4 T4l
1
=y

T 14 e 098107
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Exemples numériques. Datation au moyen du carbone 14
([Bert], p.34).

la fonction des donnees experimentalles

Un étalonnage de la méthoode a été réalisé par
I'analyse de troncs de trés vieux arbres

Séquoia gigantea et Pinus aristaca

(ouvrage de A.G.Marshall) :

> N ::7 : fobo " "Z006 " 300 T4obo " Ts0bo” Eobn
t :=[500, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6300] : i
yt :=[14.5, 13.5, 12.0, 10.8, 9.9, 8.9, 8.0] : Q o g nsri

> for n from 1 to N do It[n] :=In((yt[n])) ;od :
It := [2.674148649, 2.602689685, 2.484906650,
2.379546134, 2.292534757, 2.186051277, ”
2.079441542) s

1000 2000 3000 4000 5000 6000
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Identification d'un modéle. Méthode des moindres carrées

la droite des maindres carrees
2.7
-

Pour trouver |'équation de la droite,

on utilise la méthode de moindres carrés : e
> moyenne :=(1/N)*(add([t[n],It[n],yt[n]].n=1..N)) : 253 %
> xb :=moyenne[1] :yb :=moyenne[2] :'[xb,yb]'=[xb,yb] ; 247

(le centre de gravité du nuage linéarisé)
> with(linalg) : for n from 1 to N do o
X[n] :=t[n]-xb;Y[n] :=It[n]-yb;od :
X :=[seq(X]i],i=1..N)] :Y :=[seq(Y[i],i=1..N)] : 21 e

> with(Student[LinearAlgebra]) :evalm(X.X) : evalm(X.Y) : ™" Tob” 20 3060 4on0E0h0 " B

> lambda :=-evalm(X.Y)/evalm(X.X) : s

b :=yb+lambda*xb : | :=-lambda*x+b; 12 e, nuae des oirks reanee o
> L :=plot(I(x), x=0..t[N]) :
pointsplot(points) :

L2 :=plot(pointslt, style=point,

(la droite des moindres carrés)

legend="nuage des points linéarisé, It[n]=In(yt[n])") :
L3 —pomtplot([xb yb]) : 12
dlsplay(L L2, L3) 12

| = 10.0001010400404 x + 2.703000171 .
f(x) := -0.0001019409404 x + 2.703090171 ;

la valeur initiale | Ny = e? =~ 14.93 |, la demi
-vie : | T =1In(2)/0.0001019409404 ~ 6790. " SO mgrerman, .

=eitp(l(t)], I(=lambda t+b
galsﬁrps( ¢ ?I[é])prg?hesadt:f(l[n])

269

Ia fanction y=iit)=exp(0 0001019409404 +2 7030901 71)
15
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Cours N°6, Exemples numériques (R.Pearl, 1925)

Expérience de T.CARLSON (voir [Bert], p.96)

1’étude de la croissance en milieu fermé d’une population
de saccharomyces (levures) a donné les résultats suivants,
ou le temps t est exprimé en heures, et ou N est un nombre
proportionnel au nombre total de levures vivantes d 1l’instant t :
> Ns:=665;
t:=[0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 18];
N:=[9.6,18.3, 47.2,119.1,257.3,441.0,5569.7,629.4,651.1,661.8];
for n from 1 to 10 do al[n]:=1n((Ns-N[n])/N[n]);od;
> al1] := 4.223482638 a[2] := 3.564981448

a[3] := 2.571770888 a[4] := 1.522472332

a[b] := 0.4602888905 al[6] := -0.6773988237
al7] := -1.6705687507 al8] := -2.872421347
al9] := -3.846774400 al[10] := -5.331812586
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" P la fonction linéarisée a[n]
&
00 41
12 &

400 E:

2_

& &
400
2 4 B g 10 12 14 16 18

0

300 +
&
-
2004 24
<
£

100

4 ¥

&
<
U774 76 8 1m0 12 1 15 18 o
@@ ¢ ¢ % ¢ donnees experimentelles M[r e e e e o gln]=In{Ns-N[nJWN[n])

Fig.: 4. Données expérimentalles et la fonction linéarisée a[n] = In((Ns — N[n])/N[n])
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I—Identification d'un modéle. Méthode des moindres carrées

la fonction linearisee a[n]

r
R

' . . 2 4 B 8 10 12 14 16 18
Pour trouver |'équation de la droite, U
on utilise la méthode de moindres carrés 2]
(voir [Bert], p.30) : "

| :=-0.56323127461 x + 4.159364671

—  |=-lambda®i+h
°°°°°° alnl=Ini(Ms-MnMNR]

GO0

L'équation théorique donnée par le modéle est|
y(t) = NS/(]. + eb_>‘t) 4m0
665

300

- 1+ e4-159364671—-0.5323127461t 0t

100

o 2 4 B 8 10 12 14 16 18

DDDDDD donnees expetimentalles N[
°°°°°° valeurs thearigues y[n]
la courbe logistigue
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Pour ceux qui le souhaitent, les programmes de ces calculs en
utilisant le logiciel Maple sont disponibles a I'adresse :

http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ panchish/6mat127-maple,
dans des fichiers .mws). Dans ce cas il faut disposer une version assez
récente de Maple

Pour travailler avec ces fichiers, on peut :

» les ouvrir avec Netscape,
» "enregistrer sous ..." comme un fichier .mws,

» les ouvrir avec une version de Maple .
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Fonctions de deux variables ([Bert|, p.41)

Au cours d'une série d'expérimentations ou d'observations, on s'intéresse a trois
variables x, y, z liées au phénomeéne étudié, par exemple : pression, volume,
température d'un gaz, ou encore taille, 4ge d'un individu.

la fanction z=flx,yj=-2"2-y*2+5

Les relations entre les variables s'appuient
sur la notion de fonction de deux variables
et, géométriquement, correspondent

aux notions de courbre ou de surface =
dans I'espace en trois dimensions.
Voici le graphe de la fonction
z="f(x,y) = —x*>—y?+5
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I—Fonctions de deux variables

Continuité des fonctions de deux variables

Soit f une fonction des deux variables x et y. On dit que f est continue au
point (xp, yo) si la valeur z = f(x, y) tend vers zy = f(xo, yo) lorsque x
tend vers xg, et y tend vers yy simultanement.

Exercice

1) On pose f(x,y) =1,si (x —1)>+y2=1let x >0et f(x,y) =0,
sinon. Est-ce que la fonction f(x,y) est continue en (xp, yo0) = (0,0)?

2) Montrer que toute fonction polynémiale de deux variables est continue.
Dérivées partielles

Si I'on fixe une des variables, par exemple y = yg, z est la fonction de la
seule variable x :

x — z = f(x, yp). La dérivée de cette fonction s'appelle la dérivée
partielle de f par rapport a x : on la note 6f(x,y0).

On définit de maniére analogue la dérivée partielle par rapport a y.
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I—Fonctions de deux variables

Exemples

> f(x,y) = ax+ by, P(x,y) = a %(x,y) = b.
> foy) = VP42 Gilxy) = o ey = s

> F(x,y) =k, S(xy) = ky, F(xy) = kx.

Accroissement et différentielle Soit
Az=z—2zg=1f(x,y) — f(x0,¥0), Ax=x—xp et Ay =y — yp
Supposons que les dérivées partielles

gi et 8 sont continues

Ia fonction z=f{x.y).Ja difiérentielle z=atx-x_0)+bty-y_0)

en tout point voisin de (xo, yo).

Alors on trouve |'accroissement Az

en termes de Ax et Ay : f(x,y) — f(xo, y0)

= (f(X y) = f(x,50)) + (f(x, y0) — f(x0, %0))
= 58 (x,m)(x — x0) + ay(f ¥0)(y — yo)

ou & € [x, xo],m € [y, yol.

S—i(x, n) — g—i(xoa)’o) et ax(X n) — ai(Xo,J/o)
La différentielle de f en (xo, yo) est la fonction

df(AX, A}’) - aX (X07y0)AX + (XOa YO)A}’
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I—Equations différentielles autonomes sur la droite

Mis en équation des variables. Notion d'équation

différentielle.

Equations différentielles autonomes du premier ordre Rappelons qu'une
équation différentielle du premier ordre est une équation qui met en jeu une
relation entre une fonction et sa dérivée, et dont la solution est une fonction
dérivable (voir (2.1)).

Par exemple, y' =2y, y' =3y(d—y), y =2y +t,ouy =y(t), y = %.
Les exemples précédents conduisent a des équations différentielles du type :

y'=F(y) (4.1)

On dit qu'on a une équation différentielle autonome, car t n'y figure pas
explicitement. L'inconnue est la fonction y(t) : R — R et y' = % est sa
dérivée.

Une équation différentielle générale du ler ordre s'écrirait

y' = G(y,t), ot G est une fonction de R? dans R (une fonction a

deux variables).
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I—La notion générale d’'équation différentielle

Cours N°7,

Equation différentielle générale du ler ordre

Considérons généralement |'équation différentielle du ler ordre

y' =Gy, t) (4.2)

Une solution de I'équation (4.2) sur un intervalle / est une fonction
y(t) dérivable / telle que pour tout t € / on ait :

y'(t) = G(y(t), 1)
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Théoréeme de |'existence et d'unicité de la solution d'une
équation différentielle du premier ordre avec une condition
initiale
On considére une équation différentielle du ler ordre y’ = G(y, t). Une équation
différentielle a, en général, une infinité de solutions. Pour en préciser une, on se
donne la valeur y(ty) de y a un instant tp (souvent égal a 0) choisi. Le probléme ainsi
posé s'appelle probléme de Cauchy. Sous des hypotheéses de régularité assez faibles
sur G on montre que le probléme de Cauchy admet une solution maximale unique.
Théoreme (Cauchy-Lipschitz)
Soient dans un domaine fermé D = {(t,y) € R?||t — to| < a, |y — yo| < b} les

fonctions G et G, continues. Alors I'équation y' = G(y,t) admet dans un intervalle
|t — to| < d une solution unique vérifiant la condition initiale y(ty) = yo.

On choisit en général une solution maximale, c'est a dire qui ne peut pas étre
prolongée sur un intervalle J contenant strictement /.
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I—La notion générale d’'équation différentielle

Exemple de solutions

Exemples (4.2)

» Les équations y' = ky, y' =2y +t, y' = y? etc. admettent
toujours une unique solution locale (c'est-a-dire, dans un
intervalle |t — to| < d).

» Par contre, les hypothéses du théoreme de Cauchy-Lipschitz
sont prises en défaut par le probléeme de Cauchy suivant

y' =2ly[*?,y(0) =0

qui admet une infinité de solutions données par y(t) = 0 pour
t <a(aveca>0)ety(t) = (t—a)? pourt> a.
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I—La notion générale d’'équation différentielle

Solutions locales et globales

Remarque (4.3, Solutions locales et globales [DDGR], p.26)

Il existe des équations différentielles autonomes dont les solutions ne
peuvent pas étre définies pour tout t € R : y' = y? a pour solutions

&, sit € [—oo, C|
y(t) = {0, siteR,

C'A;Lv site[C, 4o,

mais (grace au théoréme Cauchy-Lipschitz), il est toujours possible

de définir une solution locale, par exemple, y(t) = %, avec
— Y0

t e [—oo,yio[, siyo >0
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|—Les méthodes de résolution.

Equations différentielles a variables séparées ([Bert], p.102)

. . . , .. a(t
Ce sont les équations différentielles qu'on peut écrire sous la forme y' = %
y
Regle de résolution
d a(t
On écrit I'équation sous la notation différentielle Y Q
dt  b(y)

On sépare les variables t et y : b(y)y’ = a(t).
Soit B une primitive de b, et soit A une primitive de a,

B b)) = b
on écrit a(t) = (A(t))
(BL)) = (A1)

puisque la dérivée de la fonction B(y) — A(t) est nulle,
on en déduit B(y) = A(t) + C, ot C est une constante
On cherche, si possible, une expression de y en fonction de t.
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|—Les méthodes de résolution.

Exemple de solution analytique

Résoudre I'équation

(t+1) (%y(t)) +ty(t)> =0, avec y(1) = 1.

Indication : Dans ce cas

y' t t 1
= =3(t)=——.b = —.
y? t+1 a(t) t+1’ ) y?
Puisque t 1 on trouve les primitives
uisque —— = — uv Imitiv
q t+1 1 ) : P
A(t)=—t+Inft+1f, By)=—y, dou y =t —In[t+ 1|+ C, et
1
y(t) avec C =In(2).

T t—In(t+1)+ C’
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I—Equations différentielles linéaires.

Equations différentielles linéaires (voir [Pajot], Ch.VII, p.6)

Soient a: | — R, b: | — R deux fonctions définies sur un intervalle / de R.
Rapellons que la fonction y : | — R est une solution de I'équation différentielle
linéaire

y' =ay+b

si y est dérivable sur | et pour tout t € /,
y'(t) = a(t)y(t) + b(t)

Proposition (4.4. Solutions d'équations linéaires homogenes)

Supposons que la fonction a : | — R soit continue sur un intervalle | de R et

soit A une primitive de a sur |. Alors, les solutions de y' = ay sont les fonctions
t — Ce”t) o C € R.

Il y a bien existence de solutions pour |'équation considérée.
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I—Equations différentielles linéaires.

Démonstration. Le principe de la preuve est le méme que celui que
nous avons vu dans le cas ou a est une fonction constante.
Tout d'abord, si y(t) = Ce”t) pour t € 1, alors

y'(t) = C(A(¢)et) = Ca(t)e) = a(t)y(t).

Donc, y est une solution de y’ = ay. Réciproquement, soit y une
solution de y’ = ay. Posons, pour t € I, C(t) = y(t)e=A®)_ Alors,

C'(t) =y ()e A — y(t)A(t)e A
= e Ay (1) = A(t)y (1)) = e Ay (1) — a(t)y(1)).

Donc C est constante sur /. Ainsi, il existe C € R tel que
C(t) = C, soit encore y(t)e=A(t) = C pour t € /. Il s'ensuit que
y(t) = Ce”) pour tout t € /. 11
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I—Equations différentielles linéaires.

Lien entre les solutions d'équations homogénes et
non-homogeénes

Que se passe-t-il si I'équation a un second membre ? Nous considérons
I'équation

(E) y'—ay=b
Nous lui associons |I'équation homogeéne
(E") y' —ay =0.

Supposons que I'on connaisse deux solutions yp et y; de (E). Alors,
formellement,

(yvi =) —aly1 —y0) = (y1 —ay1) — (¥g — avo) = b — b = 0. Donc, y1 — yo
est solution de (E) et donc, d'aprés ce qui précéde, il existe C € R tel que
y1(t) — yo(t) = CeA), ou encore

yi(t) = yo(t) + CeA.
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Méthode de variation de |la constante

Pour trouver une solution particuliére yg de (E), on utilise de nouveau la
méthode de variation de la constante. Nous cherchons une solution de
y' — ay = b sous la forme yo = C(t)e”(*). Ainsi C doit vérifier

C'(t)e™®) + C(t)A' (1)) = a(t)C(1)e*®) + b(t),

soit encore, puisque A’ = a, C'(t) = b(t)e A1),

Exemple (4.5)

Considérons I'équation y’' + 5y = t. Nous pouvons encore I'écrire y' = —5y + t,
a= -5 b=t Donc, yy = G(t,y), ou G(t,y) = =5y + t. Une solution
particuliére sur R est y(t) = C(t)et) = C(t)e™5t, o C(t) est une primitive
de te®t, i.e. (1/5)te® — 1/25e° (I'intégration par parties). Donc,

y(t) = C'(t)eA) = (1/5)tedt >t — 1/25e5t-5t = (1/5)t — 1/25 (comparer
avec Exemple 2.2).
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Cours N°8,

Les méthodes de résolution d'équations linéaires

On distingue plusieurs types de méthodes de résolution :

(1) Les méthodes analytiques : on cherche a calculer
explicitement les solutions au moyen des fonctions dites usuelles
(fonctions exponentielles et logarithmes, fonctions
trigonométriques, ...). Historiquement, c’est la méthode la plus
ancienne. Elle a beaucoup d'inconvénients, le principal étant de ne
pas étre toujours applicable; par exemple, on ne peut pas résoudre
une équation aussi simple que y’ = /1 + y*.

Lorsqu’elle marche, elle fournit parfois des expressions trés
compliquées et difficiles & étudier. Elle reste la méthode dominante
dans les manuels scolaires, car elle donne lieu a des moyens simples
pour évaluer les étudiants...
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Les méthodes numériques et les méthodes qualitatives

(2) Les méthodes numériques : on se contente de chercher une
approximation de la solution cherchée a 10~V prés. L'avantage est
que ces méthodes sont universelles, c'est a dire indépendantes de
I'équation étudiée. Elles sont trés utilisées depuis que I'on dispose
de moyens de calculs automatiques.

(3) les méthodes qualitatives : on abandonne I'objectif d'une
connaissance quantitative précise des solutions en se rabattant sur
des objectifs plus limités : recherche des solutions stationnaires,
étude de leur stabilité, comportement des solutions quand

t — —400, caractére chaotique. Le premier d s'étre intéressé a un tel
point de vue sur les équations différentielles est sans doute Henri
Poincaré au début du XXéme siécle.
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Etude graphique. Champs de directions, isoclines, courbes intégrales

Le graphe d'une solution a pour tangente au point (t, y) la droite de
coefficient angulaire G(y, t); comme ce graphe est parcouru dans le sens
des t croissants, on peut visualiser le phénoméne en tracant au point (t, y)
une fléche d'origine ce point, portée par la droite de coefficient angulaire
G(y,t) et orienté dans le sens des t croissants.

champ de direction

RN
P2 LPPENET
S T

On obtient ainsi un “champ de fléches A A s
///////ﬁy/

associé a |'équation différentielle ; T
une solution de I'équation est une fonction

dont le graphe est tangente
en chaque point a la fleche
ayant pour |'origine ce point.

ey
e
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Champ de directions

On s'intéresse aux graphes des solutions (maximales) y(t) de I'équation (2.1).
Quelle propriété géométrique partagent-ils? En chaque point (tp, yo) du plan des
(t,y), on peut considérer la droite passant par ce point et de pente py = G(yo, to).
On obtient ce que les mathématiciens appellent un champ de directions, par analogie
avec un champ de blé ot en chaque point on a une tige de blé avec une certaine
direction.

On peut représenter graphiquement ce champ de la facon suivante : on choisit une
grille de points, ceux de coordonnées (ma, na) ot m,n € Z et a > 0 est a choisir.
On dessine en chaque point My, , de coodonnées cartésiennes (ma, na) un segment
centré au point M, , dont la projection sur I'axe des y a pour longueur a et dont la
pente est G(ma, na). Cela donne une idée du champ de direction.

Soit y(t) une solution de I'équation différentielle yo = G(y, t),

alors, pour tout ty € /, le graphe de y(t) en (to, yo = y(to)) est

tangente a la droite du champ précédent associée au point (tp, yo).
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Exemples : on peut résoudre géométriquement les équations différentielles suivantes :

(1) y'=2
(2)y'=0sily[>1y =1sily|<1
(3) y' = —t/y

Isoclines. On s'intéresse aux points m = (t,y) du plan tels que la solution qui passe
par ce point ait une pente p. On note /, cet ensemble, appelé isocline de pente p. |l
est remarquable que cet ensemble peut &tre décrit avant de résoudre |'équation
différentielle, en effet on a :

Ib ={(t,¥)|G(y, t) = p}

Le tracé de quelques isoclines permet de prévoir I'allure des solutions.

Points d'inflexion. Rappel : Les points d'inflexion sont les points pour lesquels la
dérivée seconde y”(t) change de signe. De y'(t) = G(y(t),t), on tire

y'(t) = Gy (y(t), t)y'(t) + G(y(t), t) = GG, + G;. Le lieu des points d'inflexion est
donc donné par (GG, + G{)(y,t) = 0 et dans le cas autonome par F'(y) = 0.
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L Méthodes numériques

Solution numérique. Méthode d Euler.

Supposons qu’'on veuille résoudre le probléme de Cauchy

y' =Gy, t),y(to) = yo

et trouver une valeur approchée de y(a).

On choisit un entier N et on subdivise l'intervalle [to, a] en N sous-intervalles

[ti, tit1],i=0,--- ,N—1avec t; =ty + iAT avec AT = (a— tg)/N. On calcule alors
une solution approchée y(t;) = y; par yiv1 = yi + G(yi, t;)AT. On peut calculer ainsi y1,
puis y» jusqu'a y, = y(a). On montre que lorsque N — oo, j(a) — y(a).

Exemple (4.6)

Y=y ywo=1Lt=0,0na:y1=yn+ ATy, =1+ AT)ys, yao=(1+AT)" et
yn = (1 + §)/N qui converge quand N — oo vers €.

On peut largement améliorer la méthode d'Euler de facon a avoir une convergence plus
rapide. Le lecteur intéressé peut consulter le livre de Jean-Pierre Demailly aux PUG, voir
[Dem].
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L Méthodes numériques

Voici un programme Maple typique pour mettre en oeuvre

la méthode d'Euler pour I'équation différentielle y’ = %’

> G:=t*xy/2;

T:=[0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0];
y[1]:=1;

for n from 1 to 10 do

Gn:=eval(G, [y=yl[n],t=T[nll);

y[n+1] :=y[n]+(T[n+1]-T[n] ) *Gn;

print(’n’=n, ’T[n]’=T[n], ’y[n]’=y[n],
’G(y[n], tln]) *(TIn+1]-T[n])’=Gn*(T[n+1]-T[nl));
od:
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> print (CCy’=[y[1], y[2],y[3]1,y[4],y[5]1,y[6]1,y[7],y[8],y[9],y[10],y[111]1);
T := [0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0]
y[11 =1
n=1,T[n]=0,y[n]=1,G(y[n], Tl]) (T[n+1]-T[n])=0.
n=2,T[n]=0.1,y[n]=1.,G(y[n], T[n]) (T[n+1]-T[n])=0.005000000000
n=3,T[n]=0.2,y[n]=1.005000000,G(y[n], T[n])(T[n+1]-T[n])=0.01005000000
n=4,T[n]=0.3,y[n]=1.015050000,G(y[n], T[n])(T[n+1]-T[n])=0.01522575000
n=5,T[n]=0.4,y[n]=1.030275750,G(y[n], T[n])(T[n+1]-T[n])=0.02060551500
n=6,T[n]=0.5,y[n]=1.050881265,G(y[n], T[n])(T[n+1]-T[n])=0.02627203162
n=7,T[n]=0.6,y[n]=1.077153297,G(y[n], T[nl) (T[n+1]-T[n])=0.03231459891
n=8,T[n]=0.7,y[n]=1.109467896,G(y[n], T[n]) (T[n+1]-T[n])=0.03883137636
n=9,T[n]=0.8,y[n]=1.148299272,G(y[n], T[n])(T[n+1]-T[n])=0.04593197088
n=10,T[n]=0.9,y[n]=1.194231243,G(y[n], T[nl) (T[n+1]-T[n])=0.05374040595
y= [1, 1., 1.005000000, 1.015050000, 1.030275750, 1.050881265,
1.077153297, 1.109467896, 1.148299272, 1.194231243,1.247971649]
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> with(plots):

pointsy:=[seq([T[n],y[n]l]l,n=1..11)]:

R1:=plot(pointsy, style=point,

legend="calcul numérique de y[n]"

):

R2:=plot(pointsy,

color=blue,

title="1la méthode d’Euler",

legend="y[n+1]=y[n]+(T[n+1]1-T[n])T[n]ly[n]/2"

):

display(R1,R2):

> with(DEtools):

ode:=diff (Y(x),x)=x*Y(x)/2;

dsolve(ode, Y(x));

with(plots):

C:=plot(exp(1/4%x~2),x=0..1, color=gold,

legend=‘Solution théorique d’une équation différentielle ordinaire‘,

thickness=2):

Cl:=dfieldplot(ode,Y(x),x=0..1,

Y=1..1.5,

color=Yxexp(-1/4%x~2)):

R3:=DEplot (diff (Y (x),x)=x*Y(x)/2,Y(x),x=0..1, [[Y(0)=1]],

color=Yxexp(-1/4%x"2),

linecolor=[gold]

):
display(R1,R2, C, C1);
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Fig.: 5. Solution théorique y = e(1/4)t* de y/ = ty/2, y(0) = 1, et solution numérique
(par la méthode d’Euler :y,11 = yn + (tht1 — tn) G(Va, th)
(G(y,t)=ty/2,n=1,--- /N.)
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Solutions stationnaires et positions d'équilibre

Revenons maintenant dans la suite de cette section au cas
autonome y’ = F(y). Une solution est dite stationnaire si y(t) est
constante. Cela correspond en mécanique a ce qu'on appelle les
positions d'équilibre. Ici les solutions stationnaires sont faciles &
déterminer : y(t) = c est stationnaire si et seulement si F(c) = 0.
On s'attachera donc dans un premier temps a déterminer les
solutions de F(y) = 0 qui en général partagent l'intervalle de
définition de F en sous-intervalles ol F est de signe constant. Ces
signes vont jouer un rdle important dans I'étude qualitative. Soient
a < b deux solutions consécutives de F(y) =0.Sia< yy < b, la
solution du probléme de Cauchy y(tg) = yo est entiérement
comprise entre a et b. Si son graphe croisait la droite y = a, on
aurait non unicité pour le probléme de Cauchy. On en déduit que
les solutions non stationnaires sont strictement monotones et donc
inversibles : on peut ainsi les voir comme des fonctions t(y).
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Partie Il. Systemes dynamiques et équations différentielles

Systémes dynamiques : un langage pour la modélisation.
Qu'est ce qu'un systéme dynamique ?
Systémes dynamiques discrets
Systémes dynamiques continus
Comportement qualitatif et stabilité
Etude de stabilité pour un systéme dynamique discret

Application : systémes écologiques
Le modeéle de Volterra-Lotka.
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I—Qu'est ce qu'un systéme dynamique ?

Cours N°9,

[I. Systémes dynamiques : un langage pour la modélisation
(voir [DDGR], p.5)

Depuis le 17e siécle, les scientifiques ont utilisé les équations
différentielles et les équations aux dérivées partielles comme
langage de modélisation.

Newton, Leibniz, Euler, les Bernoulli ont crée les premiéres bases de
la théorie. Depuis, les scientifiques n'ont pas cessé de perfectionner
le langage, les outils, les méthodes.
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I—Qu'est ce qu'un systéme dynamique ?

Modélisation
Rappelons que de point de vue mathématique, une modélisation est la donnée
de :
> T est le temps (soit un ensemble discret
T={ty=1Ih| 1€ Z,h> 0 une constante fixée }, soit
T ={t;=1h| /€ N,h> 0 une constante fixée } soit
T=R(ouT=R>p)donct+se& T pourtoutt,sec T).
> L'espace M (dit |'espace des phases) dont les points sont des vecteurs
X =(x,y,--+) € M, ou x,y--- sont des quantités numériques, souvent
appelées variables ou observables, qui caractérisent un état de systéme
dynamique en question.
» Un processus dynamique est une fonction mathématique f : T — M,
fot— (x(t),y(t),---) € M, telle que f = fx, satisfait une loi dynamique
avec la propriété f(0) = Xo, ou Xy est |'état initial du processus.
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I—Qu'est ce qu'un systéme dynamique ?

Espace des phases

La formulation exacte des principes généraux ci-dessus fait appel
aux notions d’espace des phases (espaces de configurations). On a
vu déja la notion de processus déterministe : toute son évolution et
son passé sont univoquement définis par son état présent.
L'ensemble de tous les états d'un tel processus s'appelle espace de
phases.

Voyons un exemple ou la seule introduction de |'espace des phases
permet de résoudre un exercice épineux.
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I—Qu’est ce qu'un systéme dynamique ?

Exemple d'utilisation de I'espace des phases (voir [ArnED], p.12)
Exemple (6.1)

Les villes A et B sont reliées par deux routes ne se coupant nulle part. On sait
que deux mobiles empruntant chacun 'une de ces voies et liés entre eux par une
ficelle d’une longueur inférieur a 2/, peuvent se rendre de A en B sans rompre
cette ficelle. On se demande si deux véhicules sphériques de rayon |, dont les
centres se déplacent sur chacune de ces routes, I'un a la rencontre de |'autre,
peuvent se croiser sans se heurter.

Solution : Examinons le carré M = {x1,x | 0 < x; < 1}. On peut représenter la
position de deux mobiles (I'un se déplagant sur la premiére route, I'autre sur la
seconde) par un point du carré M : il suffit pour cela de désigner par x; la fraction de
distance AB parcourue par la route / en partant de A.

Toutes les positions des deux mobiles sont représentées par des points du carré M. Ce
carré est appelé espace des phases et ses points points représentatifs. Par conséquent,
a chaque déplacement des mobiles correspond le déplacement d'un point représentatif
dans |'espace des phases.
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I—Qu'est ce qu'un systéme dynamique ?

Utilisation de |'espace des phases

Les mobiles partent de la ville A que nous supposerons correspondre a I'angle
inférieur gauche du carré (x; = xo = 0), quant a leur déplacement de A en B, il
est représenté par la courbe qui méne a |'angle opposé. De la méme maniére les
véhicules sphériques partant de I'angle inférieur droit (x; = 0,x = 1), quant a
leur mouvement, il est représenté par la courbe conduisant a I'angle opposé du
carré.

Or dans un carré deux courbes quelconques joignant des sommets opposés se
coupent. Par conséquent, quel que soit le mouvement des véhicules sphériques,
il arrivera un instant ou ils occuperont une position déja occupée par le couple
des mobiles. A cet instant la distance séparant les centres des véhicules
sphériques sera inférieure a 2/. De sorte qu'il leur est impossible de ne pas se
heurter. §

Dans cet exemple, le raisonnement est proche de ceux dans la théorie
qualitative d'équations différentielles : il est trés utile d'assimiler les états d'un
processus a un point d'un espace convenable.
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I—Qu’est ce qu'un systéme dynamique ?

Opérateur d'évolution

Si donc M est un espace de configurations (espace de phases) nous pouvons
considérer |'évolution temporelle du systéme a partir d'une position initiale

Xo € M occupée par le systéme au temps tp, Si ce systéme se trouve a une
position X1 € M au temps t1, on pose X1 = @y, +(Xo), ol @4, 1 : M — M est
dit 'opérateur d'évolution.

Si cet opérateur ne dépend pas du temps initial, c’'est-a-dire qu'il ne dépend que
de t = t; — tp, on le note ;.

Propriétés supplémentaires (déterministes) de |'opérateur d'évolution :

DOtaty © Pty to = Piator & @r,t = Id. Cette propriété dit v, 0 pp = Qayp,

o = Id pour un systéme autonome (indépendant de temps), ou
a=th—t;,b=t —tge T. lcile temps T est vu comme un ensemble
vérifiant les propriétés :0 € T,sia,be T alorsa+be T.

Exemple (6.2)

Soit M =T =R, alors ¢:(X) = Xe® est un opérateur d’'évolution : pour tout
a,bcR, p,0pp(X) = Xebe? = ¢, ) = Xe?th,
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I—Qu'est ce qu'un systéme dynamique ?

Définition d'un systeme dynamique

Pour un opérateur d'évolution autonome on note : p¢(X) := d(t, X).
Autrement dit, ®(t, X) = fx(t), ot f = fx : M — M est la fonction du
processus dynamique avec |'état initiale fx(0) = X € M.

Définition (6.3)

Un systéme dynamique est un triplet (M, T, ®), dans lequel M est

I'espace de configuration, T est le temps. et & : T x M — M est une
application telle que :

VX € M,Vs,t € T,d(t, (s, X)) = &(s + t, X), d(0, X) = X.

L'application ® : T x M — M, (t, X) — ®(t, X) est appelé flot du
systéme dynamique (M, T, ®).

Pour un systeme dynamique, on note p(X) := ®(t, X), un ensemble
{¢t}teT des applications ¢ : M — M vérifiant ¢ 0 s = Ysyt.
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L Systémes dynamiques discrets

Flots, orbites et dynamique : cas discret ([DDGR], p.19)

On considére le temps T = Z. Dans ce cas un flot discret ® est une application
G:ZxM— M, (k,X)— &(k,X), telle que

> toutes les applications ¢y = ®(k,-) : Z x M — M, X — ®(k, X) sont
suffisamment réguliéres,

> VX € M, ®(0,X) =1d(X) =X

> VX € MYk, € Z,d(], d(k, X)) = d(k + 1, X) (cette propriété est
appelée déterminisme du systéme).

Définition (6.4, orbite d'un flot discret)

Pour un flot ® : Z x M — M ['ensemble
O (Xo) = {P(k, Xo) | k € Z} est dit 'orbite de Xy, et ®(k, Xo) le k¢ point de
'orbite de Xj.
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L Systémes dynamiques discrets

La fonction dynamique (cas déterministe)

Définition (6.5, la fonction dynamique)

Soit (M, Z,®) un systéeme dynamique discret, on pose

2(X) = ®(1,X),

alors ¢ - M — M une application appelée dynamique du systéme,
et on a

®(k, Xo) = ©*(Xo) (la kéme itération de ), et

O(—k, Xo) = (¢ 1)K (Xo) (la kéme itération de I'application inverse
o~ pour tout entier positif k.

Exemple (6.6)

Soit ¢ : M — M une bijection, on pose ®(k,Xg) = ¢©*(Xo) (Ia
kéme itération de p), et

O(—k, Xo) = (0 1)K (Xo) (la kéme itération de I'application inverse
¢~ pour tout entier positif k).
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L Systémes dynamiques discrets

Cas discret semi-deterministe
On considére le temps T = N. Dans ce cas un flot discret ® est une application
d:NxM— M, (k,X)— &(k,X), telle que

> toutes les applications ¢y = ®(k,) : N x M — M, X — d(k, X) sont
suffisamment réguliéres,

> VX € M, ®(0, X) = Id(X) = X

> VX € M\Vk, 1 € N, (], (k, X)) = ®(k + 1, X) (cette propriété est
appelée semi-déterminisme du systéme).

Remarque
Il se peut que la fonction dynamique semi-déterministe

p=¢p1:M—=M

ne soit pas bijective, puisque pi(X) = ®(k, X) = ©¥(X), mais k = —1 ¢ N,
donc =1 n'est pas définie par ®(k, X) (voir I'exemple suivant).
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L Systémes dynamiques discrets

Exemple : un systéme dynamique discret semi-déterministe

Exercice (6.8, voir [YCV], p.42)

Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] I'application linéaire par morceaux définie par

2Xx si0<x<1/2
p(x) = .
2—-2x sil/2<x<1

(a) Tracer le graphe de o et de p°> = p o .

(b) Calculer les points fixes et les points périodiques de période 2
de .

(c) Montrer que la composition de fonctions affines est encore
affine et en déduire le graphe de ©".
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L Systémes dynamiques discrets

Cours N°10,

Points fixes et points périodiques

Soient M un ensemble et o : M — M une application,

®: N x M — M le systéme dynamique associé (rapellons que
®(k, x) = ©°K(x) pour tous (k,x) € N x M).

Définition (6.9)

Un point X* € M est dit point fixe de ¢ si p(X*) = X*.

Un point X* € M est un point périodique de o s'il existe N € N tel
que oV (X*) = X*, et p(X*) # X*. Le plus petit N qui vérifie
cette égalité est appelé la période de X*.
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L Systémes dynamiques discrets

Stabilité des points fixes

Définition (6.10, un point fixe stable)

Un point fixe X* € M est dit stable, si
Ve > 036 > 0, tel que | Xo — X*| <6 = Vk >0, |Xx — X*| < e.

Exemple

Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] I"application linéaire par morceaux définie par

2x si0<x<1/2
p(x) = .
2—-2x sil/2<x<1.

(a) Tracer le graphe de ¢ et de p°2 = o .
(b) Calculer les points fixes et les points périodiques de période 2 de .
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L Systémes dynamiques continus

Cas continu

Un flot & sur un ouvert M C R" est une application
®:RxM— M, (t,X)— ®(t, X) suffisamment réguliére, telle que

> VX € M, (0, X) =1d(X) = X
> VX € M,Vs, t € R, ®(t,P(s, X)) = (s + t, X)

Pour un flot continu ® on obtient une famille p:(X) := ®(t, X), des
fonctions dynamiques {¢¢ }reT, @t : M — M vérifiant ¢; 0 s = Psyit.

Définition (6.12, orbite ou trajectoire d'un flot continu)

-Pour un flot ® : R x M — M ['ensemble

O (Xo) = {®(t, Xp) | t € R} est dit I'orbite ou trajectoire de Xp.

-Xo est un point fixe ou point d’'équilibre du flot si O¢(Xo) = Xo ;

-Une trajectoire périodique du flot ® est une trajectoire représenté par une
courbe fermé : il existe P > 0 tel que ®(P, X) = X. La valeur minimale de
P qui convient est appelé période de X.
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L Systémes dynamiques continus

Propriétés des trajectoires

Pour un systéme autonome, les trajectoires sont disjointes ou confondues dans
I'espace des phases : en effet si deux trajectoires se coupent en un point X,
(t1, X1) € R x M, J(t2, X2) € R x M tels que

X = (b(tl,Xl)
7 = ¢(t2,X2),

alors

q)(tlaXl) = (D(tQ’XQ)? et Xo = ¢(_t27 ¢(t27X2)) =
(b(—tg, d)(tl,Xl)) = (b(tl — t2,X1),

ie. Xo € O¢(X1), donc Og(X2) C O (X1), et de méme
O (X1) C Oe(X2), ce qui signifie que les trajectoires sont
confondues.
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I—Comportement qualitatif et stabilité

Comportement des solutions d'une équation différentielle ;
orbites (voir [YCV], p.9)

On remarque que si y(t) est une solution d'une équation
différentielle autonome, et ¢ € R, y(t — ¢) en est une autre. Cela
implique en général, qu'il n'y a qu'un nombre fini de solutions a
considérer qui chacune parcourt un des intervalles ot F est de signe
constant. Considérons par exemple un intervalle ]a, b[ ot F > 0 et
F(a) = F(b) = 0. Soit y(t) une solution telle que a < y(0) < b.
Alors on peut montrer que la solution maximale du probléme de
Cauchy satisfait lim;—, o y(t) = a et lims— 1 y(t) = b et y(t)
est strictement croissante sur R. L'orbite correspondante parcourt
donc |a, b[. On peut la représenter géométriquement en marquant
I'intervalle ]a, b[ d’une fléche vers la droite.
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I—Comportement qualitatif et stabilité

Stabilité
Represertation geometrique des orbites de y=y-y3
Soit 2t que F(2) = 0 et F'a) >0, LR
on déduit de ce qui précéde que L S NSRRI
si y(to) # a est proche de a, ZZ:R“““MM
y(t) s'éloigne de a lorsque t — +oc. jﬁﬁﬁﬁﬁﬁjﬁ/%

e e e e

Plus précisément, soit b < a < c tel que F >0
sur Ja, c] et F < 0 sur [b, a.

Il existe t; > to tel que y(t) & [b, c] pour t > t;.
La solution stationnaire y(t) = a est dite instable
(par exemple, a = 0 pour F(y) =y — y3).

Soit, au contraire a tel que F(a) =0 et F/'(a) < 0.
Soit b < a < c tel que

F <0 surla,c]et F>O0sur[b,a.

Alors si y(tp) € [b,c], y(t) — a quand t — +o0.
La solution stationnaire y(t) = a est alors dite stable J
(par exemple, a = +1 pour F(y) =y — y3). ]
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I—Systémes dynamiques : un langage pour la modélisation.

I—Comportement qualitatif et stabilité

Le cas des intervalles infinis est plus délicat :

» Supposons d'abord F(a) =0 et F(y) > 0 sur Ja, +o¢], alors
les solutions maximales sont définies sur un intervalle du type
| =] — oo, To[ avec Ty fini ou non. Sur /, y(t) est strictement
croissante et si Tog < ocoon a:

lim y(t) = +o0

t—To

» Supposons F(a) =0 et F(y) < 0 sur ]a, +oo|, alors les
solutions maximales sont définies sur ] Tg, +00[ et satisfont

lim y(t) =a

t—00
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I—Comportement qualitatif et stabilité

Representation geometrique des orbites de y=-arctan(y)+Pi/ Le graphe de la fonction Fy)=-arctan(y)+Fi/4

E
e Bt T e e T e Ty

T e e e i T e

By S S S S S

e i

yit) 14 F ™1

B L P S B

o T e e e T Tl o T
//.//’//,/f/////d
TR T ._i T

Fig.: 6. Le point y = 1 est stable pour y’ = —arctan(y) + %
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I—Comportement qualitatif et stabilité

Representation geomettique des orbites de y=arctan(y(t) Le graphe de la fonction Fiy)=-arctan(y)+Fi/4

FREEFFRFFETFEFE LT FLETF 2
APRTPRLS P ASMA LT E

T IS LT TR RS TR PF

B i B R R e N B G R
PIE TP P IR 3P R FE TR
P e S e
T R R A | R T A e
B B O e S el P T S T e T
e~ T T T A T o e T R

=
b

e Vi P e Nt S o R SR e
i T T T T R TN ™

Fig.: 7. Le point y = 0 est instable pour y’ = arctan(y)
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I—Comportement qualitatif et stabilité

Lorsque la dérivee s’annule et que F(a) =0,

on a une stabilité dés que F(y) >0

pour y < a proche de a, et

F(y) < 0 pour y > a proche de a.

On a instabilité dés que F(y) <0

pour y < a proche de a ou

F(y) > 0 pour y > a proche de a.

L'avantage de |'étude précédente est

qu'elle permet de prévoir la liste des orbites

et la stabilité des orbites stationnaires.
Exemples :
F(y) = y3,a=0 (cas instable), F(y) = —y3,a =0 (cas stable),
F(y) = y?,a =0 (cas instable), F(y) = —y?,a =0 (cas instable).
Soit a un point stationnaire stable, le bassin d'attraction de a est I'ensemble des
données de Cauchy telles que lim;_,;~ y(t) = a, c'est un intervalle contenant a
et facile a déterminer avec les considérations précédentes.
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I—Comportement qualitatif et stabilité

Représentation géométrique des arbites de y'=y'3 Le graphe de la fonctions Fly}=y'3

F 1

i ¢
2 1 L 1 2

R e— i

EE

FRETTINRNS
ER g L LA 2
— 3 _ ;
(F(y) = y°,a =0 (cas instable)
Representation geometrique des arbites de y=-y*3 Le graphe de la fonctions Fiy)=-y*3

Fhddd Lt 3
\El
by

e
L
P
e
e
e e

L
: 4
Y 4
Y X
o AN
NN
o T T e e e T e

|
{
A\
5

(F(y) = —y3,a=0 (cas stable))
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I—Comportement qualitatif et stabilité

Reprasentation geometrique des orbites de y=-y

Le graphe de la fonction Fiy)=-y"2
2

Le graphe de la fonctions Fyj=y*2
24
F 1
I\
2 ] 2 K 1 2
e d
14
WAV N AR
| L o
11t 5

F(y) = —y2,a =0 (cas instable)
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I—Systémes dynamiques : un langage pour la modélisation.

I—Etude de stabilité pour un systéme dynamique discret

Etude de stabilité pour un systéme dynamique discret

Exercice (6.1, une fonction dynamique)

Considérons p(x) = yx(1 — x). Pour quelles valeurs de ~y la fonction ¢
applique-t-elle I'intervalle | = [0, 1] sur lui-méme ? Pour une telle valeur, trouver
les points fixes de ¢ ainsi que les trajectoires de période 2. Etudier leur stabilité
en fonction de ~y.

Exercice (6.2, un systéme dynamique discret, voir [YCV], p.42)

Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] l'application linéaire par morceaux définie par

2X si0<x<1/2
p(x) = .
2—-2x sil/2<x<1.

(a) Calculer les points fixes et les points périodiques de période 2 de .
(b) Etudier leur stabilité en utilisant le graphe de ©".
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I—Etude de stabilité pour un systéme dynamique discret

V3

Cas A = —2 < —1 (instable) ou périodique, yo = 5> ou
__ 13
Yo = 35
Etude de stabilité des points fixes Etude de stabilité des points fixes
1 1
i L
0.8 i 0.8 \ 9
0.5 0.5
f e y f
0.4 \ 0.4 '
]
0.2 0.24
o 0z 04 06 08 1 u 02 0.4 06 0& 1
¥ ¥

3 243 4+/3 1024 v/3
Lesvaleursdey_n::§,2—T\/_, —2—|—T\/_,..-,592_T\/—

~ [0.5773, 0.845, 0.309, 0.619, 0.763, 0.48, 0.94, 0.10, 0.2, 0.3]

]
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I—Systémes dynamiques : un langage pour la modélisation.

I—Etude de stabilité pour un systéme dynamique discret

Cas A =4/3 > 1 (instable) et A =1/2 |\| < 1 (stable),

Etude de stabilité des points fixes Etude de stahbilité des points fixes
11 1
0.5 0.8 1
0.5 0.6
f f
0.4+ 0.4
0.2 0.2+
. 02 0.4 06 08 1 0 02 04 06 08 1
b b
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I—Etude de stabilité pour un systéme dynamique discret

Cas A = —4/3 < —1 (instable) et A = —1/2,|\| < 1
(stable), yo = 53

Etude de stabilité des points fixes Etude de stahbilité des points fixes
1 T
I 7
0.e 0.8+
0.6 0.6
f f

0.4 0.4+
0.2 0.2+

o 02 04 0 08 1 0 02 0% 06 08 1

b b
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I—Application : systémes écologiques

I—Le modéle de Volterra-Lotka.

Cours N°11,

Exemple : systémes écologiques (modéle de Lotka-Volterra)

Nous allons présenter un modéle d’'évolution dynamique de population, donné
par un systéme d'équations différentielles (voir [Pajot], Ch.VII, p.14). Il s'agit
donc d'un modéle d’évolution de 2 populations : les proies dont le nombre vaut
u > 0 et les prédateurs dont le nombre vaut v > 0.

Umberto d'Ankona qui était un des responsables de la péche italienne pendant
la Premiére Guerre Mondiale avait remarqué (en regardant les données
statistiques en sa possession) que la population de requins et autres prédateurs
qu'on attrapait était inférieure pendant la guerre a ce qu'elle était avant et
aprés la guerre, période ou la péche était alors réduite.

Vito Volterra, qui avait été contacté par D'Ankona, proposa, au début des
années 1920, I'explication suivante.
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Soit u(t) le nombre de poissons (pour nous, des sardines) et v(t) le nombre des
prédateurs (pour nous, des requins).
Supposons que

» (i) Les sardines ont assez de nourriture et seul les requins s'opposent a la
croissance de leur population.

» (ii) Le nombre de requins dépend du nombre de sardines dont ils disposent pour
manger.

De plus Volterra suppose

» (iii) qu'en absence de requins, le nombre de sardines croit exponentiellement,
c'est a dire u satisfait v’ = au et que

» (iv) le nombre de requins en absence des sardines décroit exponentiellement,
c'est a dire v satisfait v/ = —pv pour une constante p > 0.

Comment traiter leur "vie commune" 7 Le nombre des rencontres est supposé
dépendre du produit wv, il est défavorable pour les sardines et favorable pour les
requins. Donc, il existe b, g > 0 tels que

u = au — buv

/

vi = —pv + quv
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I—Application : systémes écologiques

I—Le modéle de Volterra-Lotka.

En général, il s'agit d'un modéle d'évolution de 2 populations : les
proies dont le nombre vaut u > 0 et les prédateurs dont le nombre
vaut v > 0. On pose

- = au — buv (7.1)
4 — —Pv +quv '

ol a est le taux de croissance de |la population de proies en
|'absence de prédateurs et
p le taux de décroissance des prédateurs en |'absence de proies.

Le modéle (7.1) est connu sous le nom modéle de Lotka-Volterra
parce que les méme équations ont été dérivées par A.J.Lotka (1920)
a partir d'une réaction chimique hypothétique qui manifestait un
comportement périodique des concentrations chimiques.

121

Systémes dynamiques et modélisation
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Ftude de solutions

Les changements x = qu/p,y = bv/a,t = 7/a,« = p/a conduisent au

systéeme
dx
7 =x(1-y)
d
d_)lf = ay(x —1)

Ce systéme admet le point singulier (1,1). On pose f(u) = In(ue™") et
on vérifie que la fonction

®(x,y) = f(y) + af(x)

est constante le long des orbites. De I'allure du graphe de f, on déduit
I'endroit, ol toutes les orbites sont périodiques. Cela implique que les 2
populations sont des fonctions périodiques du temps dont les maximas
sont décalés, ce qui est conforme a certaines observations. Pour les
détails, consulter [Murr89] chapitre 3.
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I—Application : systémes écologiques
I—Le modéle de Volterra-Lotka.

Intégrale premiére du systéme de Volterra-Lotka

Exemple
a) Veérifier que f(x,y) = x“ye™“*"Y est une intégrale premiére du systéme de
Volterra-Lotka :

{X/ =x(1-) (7.2)

Y =ay(x—1)

considéré dans le quart de plan x > 0,y > 0.

b) Tracer les courbes de niveaux f =0 et f = e~2. Montrer (*) que, pour
0 < a< e 2, les courbes de niveaux sont “fermées”.

c) En déduire que les trajectoires du systéme (7.2 ) sont périodiques si la
donnée initiale n'a aucune coordonnée nulle et est # (1,1).
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I—Le modéle de Volterra-Lotka.

Exemple de Mapleplot du modeéle de Lotka-Volterra

> with(DEtools):
[diff (x(t),t)=x(t)*(1-y(t)), diff(y(t),t)=.3*xy(t)*(x(t)-1)];

{%X@):xaﬂl—yﬁﬂ
4 y(t) = 0.3y(t) (x(t) — 1)

> dfieldplot ([diff (x(t),t)=x(t)*(1-y(t)),

diff (y(t),t)=.3*xy(t)*(x(t)-1)],

[x(t),y(t)],t=-2..2, x=-1..2, y=-1..2, arrows=LARGE,
title=‘modéle de Lotka-Volterra‘,
color=[.3*y(t)*(x(t)-1),x(t)*x(1-y(t)),.1]1);
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I—Application : systémes écologiques
I—Le modéle de Volterra-Lotka.

modele de Lotka-“olterra Solutions numerigues du systerne de Lotka-Yolterra
T SR CTL L L N L
I e e P RN BB B
13] £ & e e e PR R R SRR,
£ " e R
o S LY
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"
Fig.: 8
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I—Le modéle de Volterra-Lotka.

Exemples d'exercices pour TD

dx
= x(t) (1 — y(t
On considére le systéme g; (t) (1 = y(1)),

g = ay(t) (x(t) — 1)
1) En considérant y comme fonction de y pour x,y > 0, déduire

/ 1 . _ ]_
& y I =0 X1 o (nlyl-y)l = ale-In () = (nlyle™) tain|xle™) = €

2) On considére le systéme autour du point critique (1, 1) (c'est-a-dire, un point
ou les parties droites s'annulent). On le remplace par un systéme linéaire en

GO -1+ DA-y(0),  _ [Ge1-y(0),

remarquant que § ;4 d
@ = (ay(t) = 14+1) (x(t) - 1) @ ~ox(t) 1)
Remarquer que le dernier system(e)llnearlse correspond au processus complexe
t

périodique t — z(t) = x(t) + =~ e tel que 2/ = /ai(z -1 — T) Trouver la
période du systéme linéarisé.
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I—Application : systémes écologiques

I—Le modéle de Volterra-Lotka.

Exemples d'exercices pour TD (suite)

On considére le modéle de Lotka-Volterra du systéme écologique
% = alL(7) — bL(T)R(T),
9R — _pR(r) + gL(r)R(7)
ou a est le taux de croissance de la population de proies en
|"'absence de prédateurs et p le taux de décroissance des prédateurs
en |'absence de proies.

3) Montrer que les trajectoires du couple (L(7), R(7)) sont des
courbes fermées autour du point (a/b, p/q), donc

a/b est la moyenne du nombre de prédateurs, et

p/q est la moyenne du nombre de proies (voir [Bert], p.93).

lapin (L)/renard (R)
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I—Le modéle de Volterra-Lotka.

Exemples d'exercices pour TD (suite)

4) Les effets d'intervention sur les populations : supposons qu’on veuille
diminuer le nombre des proies; on pourra augmenter le nombre de prédateurs;
ceci revient a faire changer le point (L, R) de trajectoire (les coefficients

(a, b, p, q) restants les méme) ; cela ne change pas la moyenne d/c du nombre
de proies.

Montrer qu'une telle intervention faite & un mauvais moment du cycle, lorsque
L(T) > p/q et R(T) > a/b, peut augmenter le nombre maximum de proie.

5) Une autre idée pour diminuer le nombre de proies, consiste a les

éliminer par piégeage, traitement chimique, ...Cela revient a

augmenter le nombre de décés dans chaque population, c'est-a-dire,

a remplacer a par @’ < a, p par p’ > p, les coefficient b et g restant

les mémes. Montrer qu'une telle intervention augmente la moyenne

des proies, ce qui est le contraire du résultat cherché.
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I—Le modéle de Volterra-Lotka.

Exemples d'exercices pour TD (suite)

6) On considére le modeéle de Lotka-Volterra du systéme écologique

dL

& =al bL(T)R
lapin (L)/renard (R) Z; (7) — BL(T)R(7),

= —pR(7) + qL(7)R(7)

ou a est le taux de cr0|ssance de la population de proies en |'absence de
prédateurs et d le taux de décroissance des prédateurs en |'absence de proies.
Montrer que les changements x = qu/p,y = bv/a,t =71/a,aa = p/a > 0
% =1- y(t)7
d
a =olx(t) - 1)
le dernier systéme linéarisé correspond au processus complexe périodique
t — z(t) =x(t)+i y—) tel que 2/ = /ai(z — 1 — ﬁ) Trouver la période du
systéeme linéarisé. En déduire la période en la variable 7.

conduisent au systéme systéme linéarisé . Remarquer que
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Partie |Il. Méthodes d'algébre linéaire

Vecteurs et matrices.
Opérations sur les vecteurs et matrices.
Vecteurs propres, polynéme caractéristique.
Utilisation des nombres complexes.

Application aux équations différentielles et aux suites de récurrence.
Application aux équations différentielles.
Application aux suites de récurrence.
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I—Vecteurs et matrices.

I—Opérations sur les vecteurs et matrices.

[[1. Algébre linéaire.

Vecteurs et matrices. Opérations. Bases et déterminants.

Linéaire et non-linéaire
Les adjectifs "linéaire" et "non-linéaire" sont employés dans
beaucoup de contextes. En gros et dans le language courant, une
transformation X — Y = F(X) est linéaire si elle est telle que les
effets (Y ) sont proportionnels aux causes (X). Par exemple dans la
loi de Malthus, le taux d'accroissement de la population (I'effet) est
proportionnel a la population (la cause). Dans une résistance
électrique, I'intensité du courant (I'effet) est proportionnel a la
différence de potentiel (la cause). Les lois non linéaires jouent un
grand role en physique : par exemple I'énergie cinétique d'un
projectile (ou d'une voiture) n'est pas une fonction linéaire de la

vitesse (la cause), mais quadratique : £ = mv2.
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I—Opérations sur les vecteurs et matrices.

Dans un systéme dynamique, méme déterministe, de petites causes
(petites modifications des données initiales) peuvent avoir de
grands effets dus a la non-linéarité. On a beaucoup parlé de |I" "effet
papillon" : le battement d'une aile de papillon en un point du globe
terrestre pourrait au bout de quelque temps déclencher une
tempéte.

Le contexte mathématique approprié pour discuter la linéarité est
celui des vecteurs et des applications linéaires. Nous ne |'aborderons
qu'en dimension 1 ou 2 ci-dessous.

La dimension 1. Soit F : R — R. On dit que F est linéaire si

Vx € R, F(Ax) = AF(x) (proportionnalité). En posant F(1) = a,
on voit que F(x) = ax. On en déduit aussi

F(x+y) = F(x)+ F(y). Cette propriété (superposition) devra étre
prise dans les axiomes en dimension > 2.
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I—Vecteurs et matrices.

I—Opérations sur les vecteurs et matrices.

Vecteurs et déterminants

Dans la suite on notera sous la forme matricielle suivante le vecteur X de

coordonnées x et y de R? : X = (;) On définit la somme de 2 vecteurs par
(;) + (;ﬁ) = (;j:;:) et le produit par un réel \ : )\(;) = (i;)

Définition (9.1, déterminant)

Soient V1 = (J}) et Vo = (32), on définit le déterminant det(V1, V2) par la
X1 X2
yi Y2
Interprétation géométrique : la valeur absolue du déterminant est l'aire du
parallélogramme engendré par V; et V5. Son signe (s'il est non nul) est donné
par |'orientation du couple Vi, V>.

Formule en géométrie euclidienne : on suppose ici que le plan R? est euclidien
orienté. Si 0 est I'angle (Vi, V»), on a det(Vy, Vo) = || V4|||| V|| sin 6.

formule det( V1, Vo) = x1y2 — xoy1, noté aussi det(Vi, Vo) =
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I—Opérations sur les vecteurs et matrices.

Bases et applications linéaires.

Indépendance : 2 vecteurs V7 V5 sont dits linéairement dépendants si I'un des 2
est nul ou s'ils sont proportionnels. lls sont dits indépendants s'ils ne sont pas
linéairement dépendants.

Proposition (9.2, critére d'indépendence linéaire)

Vi et V), sont indépendants si et seulement si leur déterminant est non nul.

Définition (9.3, base)

Un couple (V1, Vo) de 2 vecteurs est une base de R? si tout vecteur X de R?
s'exprime de facon unique comme une combinaison linéaire X = uV + vV5.

Proposition (9.4, critére de base)
(Va, V) est une base si et seulement si det( V1, V) # 0.

Exercice (9.5)

Montrer que V; = (i) Vo, = (é) est une base et écrire le vecteur X = (’y() sous
la forme X = uVq + vVs.
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I—Opérations sur les vecteurs et matrices.

Applications linéaires

Définition (9.6, application linéaire)

Une application F : R> — R? est dite linéaire si

(s) VX, Y €R? F(X+Y)=F(X)+ F(Y)
et
(p) YA € R, X € R% F(AX) = AF(X)

L'équation (s) est I'axiome de superposition et I'équation (p) I'axiome de

proportionnalité.
F(o) = (5) (o) = (5)
A=t s)

135 | et donc F est déterminée par les 4 nombres (a; b; c; d).

Soit F linéaire et
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I—Opérations sur les vecteurs et matrices.

Forme matricielle d'une application linéaire

On écrit alors F sous la forme F = (Z;) qui est I'écriture matricielle de F.
On dit aussi que (ZCC,) est la matrice de F. Les colonnes de la matrice F

sont les images des vecteurs de la base canonique.

Définition (9.7, déterminant)

On appelle déterminant de F le nombre ad — bc et on note

det(F) = Z 2

Proposition (9.8)

Si F est une application linéaire, les 4 propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) F est injective

(2) F(X) =0 admet X = 0 comme unique solution

(3) det(F) #0

(4) F est bijective
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I—Opérations sur les vecteurs et matrices.

Produit de deux matrices

La composée K = Mo L de 2 applications linéaires est encore linéaire et on
peut calculer la matrice de la composée K a partir des matrices de M et L.
On définit ainsi le produit de 2 matrices. De facon précise

(Mo L) = (M)(L) ou le produit est noté par juxtaposition. Ce produit est
associatif comme la composition des applications :

(AB)C = A(BC)

mais pas commutatif; en général AB # BA.
Le produit de matrices est donné par la formule suivante :

ab a b\ (ad +bc"ab + bd
cd) \cd ) \ca+dcdct+dd )"
Le produit est effectué ligne par colonne suivant la recette
(A, B)([C)) = AC + BD. On l'applique en calculant I'élément de la

i-éme ligne et j-éme colonne du produit comme produit de la i-éme

51 ligne de la 1-ere matrice par la j-éme colonne de la seconde.
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Exemple (9.9)
12\ (56) [(1x542x71x6+2x8) (1922
34)\78) \3x5+4x73x6+4x8) \4350
56\ (12\ (2334 ” 1922
78)\34) \3146 4350 /) °
Exercice (9.10)

a) Ecrire la matrice M de I'application linéaire donnée par (;) — ()2::79

b) Calculer M?> = M - M, M3 =M - M? et M~1 (M- M~ =1d).

On vérifie que

Exercice (9.11)

On se place dans R?.

a) Soit Vi, Vo, Vi3 3 vecteurs, 2 4 2 indépendants, tels que Vi + Vo + V3 = 0.
Montrer qu'il existe une application linéaire F telle que F(V1) = Vo, F(V2) = V3,
et F(V3) = Vi. Montrer que F - F - F =1d . b) Réciproque ?

c) Trouver la matrice de F pour Vy = (i), Vo = (*21), Vs = (_03).
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Cours N°12 Vecteurs propres, polynéme caractéristique.

Vecteurs propres et valeurs propres. Si F est une application linéaire de R?
dans lui-méme, un vecteur V € R?, non nul, est dit vecteur propre de F
associé a la valeur propre A € Rsi F(V) = AV : Si V = (]) est un vecteur
propre de valeur propre A, on a

(a—M)x+cy=0
bx+(d—A)y =20

qui n'a de solutions non nulles que si son déterminant (celui de F — A\Id)

s'annule :

A |:(a—>\)(d—>\)—bc:0
ou
(1) )\2—(a—|—d)>\—|—ad—bc:0.
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L'équation caractéristique.

Cette équation (1) du second degré en \ s'appelle I'équation
caractéristique de F. Si I'équation caractéristique admet deux
racines (réelles) distinctes A\; # Ap, 2 vecteurs propres associés
(V1, V2) forment une base de R?. En effet 2 vecteurs propres
proportionnels correspondraient a la méme valeur propre (le cas
hyperbolique).

Attention || Les zéros de I'équation caractéristique peuvent ne pas
étre réels, mais ce qui suit se modifie simplement dans ce cas. Si on
prend comme base (Vi, V), la matrice de I'application linéaire

prend la forme simple
A 0
F) =
GRS
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Sous cette forme (dite diagonale), on peut calculer les puissances
de I'application linéaire F. On a : (F") = (%'11 fg) . Plus
précisément, si V est un vecteur quelconque, on écrit
V=xVi+yVoetona F'(V)=xA\]Vi+ y\Va.

On verra plus bas que cette base permet aussi de résoudre le
systéme différentiel X’ = F(X).

Remarque. Dans le cas ot A\; = A = X € R il y a deux possibilités :
(a) F = (32) (cas scalaire)

(b) Il existe deux vecteurs (V1, V») qui forment une base de R?, et
tels que et F(V1) = AVq, F(V2) = AVL + V4 (cas parabolique) (en
exercice)
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Utilisation des nombres complexes.

Le cas des valeurs propres complexes conjuguées (cas elliptique).
Dans le cas ou les valeurs propres sont complexes, elles sont
conjuguées et on peut choisir 2 vecteurs propres a composantes
complexes conjuguées Wi et Wo = W;. Si V est réel et qu'on
décompose V sur Wy, W, ona: V =xW; + yW) oll y = X est le
complexe conjugué de x.
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I—Application aux équations différentielles.

Application aux systémes linéaires d'équations
différentielles : résolution générale.

On considére un systéme linéaire d'équations différentielles a
coefficients constants écrite sous la forme matricielle :
dx = AX, X(0) = Xy (10.1)
dt
ou X e R et A= (} ) est linéaire. La linéarité a pour
conséquence le principe de superposition : si X(t) et Y(t) sont 2
solutions et vy, upy deux constantes réelles, Z(t) = u1 X(t) + w2 Y (t)
est une solution de donnée initiale Z(0) = u1X(0) + w2 Y'(0). Il
suffit donc de connaitre X(t) et Y(t) ainsi que la décomposition
Z(0) = u1X(0) + w2 Y(0) pour résoudre notre probleme. Cette
méthode marche si(X(0), Y(0)) est une base de R?.
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I—Application aux équations différentielles.

Si V est un vecteur propre de A de valeur propre réelle A, et
Xo=V ,ona:X(t)=eV.
La méme expression reste vraie dans le cas complexe a condition
d’interpréter

e = eX(cos y + isiny).

Les solutions générales sont obtenues en superposant des solutions
particuliéres du type précédent, a condition d'avoir une base de
vecteurs propres, ce qui est le cas dés que les 2 valeurs propres de A
sont distinctes.

La solution de I'équation (10.1) est donc donnée par :

X(t) = u1eMtVy + wpe?2tV, ot Vg et Vs sont des vecteurs propres
et Xo = 11 Vi + up V5 (deux conditions initiales données par une
seule égalité vectorielle dans R?).
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I—Application aux équations différentielles.

Dans le cas parabolique, on considére le systéme

CZI—); = A(X), X(0) = Xo (10.2)
ot X eR2et A= (Z;) est linéaire. On utilise deux vecteurs (Vi, V») qui forment une base de
R2, et tels que A(Vl) = AV, A(Vg) =AVo 4+ V.

Il suffit de connaitre deux solutions X(t) et Y(t) linéairement indépendent ainsi que la
décomposition Z(0) = u1 X(0) + w2 Y(0) pour résoudre notre probléme. Cette méthode marche
si(X(0), Y(0)) est une base de R?. Puisque V4 est un vecteur propre de A de valeur propre réelle
A et Xop=Vi,ona: X(t)= eMV;.

Puis on pose Y(t) = e*(tV;y + V), alors la dérivation (par rapport a t) donne

Y'(t) = AeM(tVy + Vo) + M Vy

= eMtA(V1) + eMA(Va) = A(e(tVh + Vo)) = A(Y(1)).

La solution de I'équation (10.2) est donc donnée par : X(t) = ueM V4 + e (tVy + Vo) ol V4
et V5 sont des vecteurs tels que A(V1) = AV, A(Vo) =AVo+ Vi et Xo = w1 Vi + Vs
(conditions initiales)
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I—Application aux équations différentielles.

Méthode de résolution

(1) Ecrire la matrice de A.

(2) Ecrire I'équation caractéristique.

(3) Résoudre I'équation caractéristique et voir si elle a 2 solutions distinctes A\; # Aa.
(4) Chercher 2 vecteurs propres Vi (resp. V2) tels que AV; = A1 V; (resp.

AVs = Mo V5).

(5) Décomposer X(0) = u1 Vi + wp Va.

(6) On a alors X(t) = upeMtVy + et V.

Exemple de résolution. On choisit pour simplifier des valeurs numériques x(0) = 1,
y(0) = 0.

On obtient pour les différentes étapes de la résolution :

() A=(75%)

)
) A =—10,\p = —4
(M) V1= (1)), Vo= (7).
(5) X(0) = §(V1 + V2)

(6) X(t) =28(e Vi + e ** V) ou encore

x(t) = (e 10 +5e7%), y(t) = (e 1 + =)
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I—Application aux équations différentielles.

On veut étudier 'allure des orbites d'un champ linéaire X’ = AX
dans le plan de phases, i.e. I'allure des courbes t — (x(t), y(t))
dans le plan R2. On supposera dans la suite que A admet 2 valeurs
propres distinctes \1 # Ap. Soit (Vi, V») une base de vecteurs

propres associées a ces valeurs propres. Soit
X(t) = u(t)V1 + v(t) V> une solution de X' = AX, alors u et v
satisfont les équations différentielles trés simples suivantes :

U (t) = Au(t), V(1) = dav(t)
qui se résolvent par :

u(t) = uge™t, v(t) = vpe?t,
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I—Application aux équations différentielles.

Les orbites dans le plan des (u, v) sont donc les courbes

t — (erAlt, VoeAzt)

Dans le cas ou les valeurs propres ne sont pas réelles, la base

(V4, V2) ne I'est pas non plus, mais si AV; = (a+ (i) Vi avec

Vi = Wy — iWs,, (Wi, Wa) est une base réelle de R? dans laquelle
on peut étudier les courbes intégrales a |'aide d'un passage en
coordonnées polaires. Etudions les différents cas :
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I—Application aux équations différentielles.

Le cas des valeurs propres réelles distinctes

Soient A1 < \» les 2 valeurs propres supposées réelles distinctes. Ce
sont les solutions de I'équation caractéristique A\> — SA+ P =0
avec S = a+d et P=ad — bc. On est donc dans le cas o

A = S§? — 4P > 0. Soient (u, v) les coordonnées dans une base de
vecteurs propres on a : u' = Aju, v/ = X\yv. L'allure des solutions
est donc donnée par ce modéle facile a résoudre :

u(t) = uge™t, v(t) = vpe?t,
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I—Application aux équations différentielles.

Noeuds

Si A1 < A\» < 0, on a un noeud stable et, si 0 < A1 < A\, un noeud
instable. Cela correspond respectivement a S <0, P >0et S >0,

P >0, ol A> — SA+ P = 0 est I'équation caractéristique.

Dans le cas des valeurs propres < 0, toutes les trajectoires, sauf la
trajectoire constante égale a |'origine, convergent pour t — 00 vers
I'origine qui est ainsi un point d'équilibre stable. Dans le cas des valeurs
propres > 0, toutes les trajectoires divergent pour t — +oo vers l'infini et
I'origine est alors un point d’équilibre instable.

Cols Si A1 < 0 < Ay, on a un point col. Cela correspond a P < 0, Si la
donnée initiale n'est pas sur la droite D engendrée par V; (correspondant
a la valeur propres négative), le point X(t) tend vers I'infini quand
t — 4o00. Si, au contraire, la donnée initiale est sur la droite D engendrée
par V1, X(t) — +oo quand t — +o0. La droite D s’appelle la variété
stable du point col.
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I—Application aux équations différentielles.

Les cas des valeurs propres complexes conjuguées.

On suppose maintenant que S%2 — 4P < 0. Soit o + i3, avec 3 > 0, les valeurs
propres. |l existe un vecteur complexe non nul V; tel que AV; = (a+ i) V4. Si
Vo= Vi, ona: AV = (a — i) Vs et (Vi, Vo) est une base complexe de C2,
Soit X(0) la donnée de Cauchy supposée réelle, on décompose

X(0) =z V4 +ZzgV5 et on a, d'aprés le calcul général,

X(t) = Zoe(a+iﬂ)tV1 —I—Z_oe(a_ﬂ)t\/z.

Cette écriture ne permet pas directement de décrire les courbes
intégrales, on introduit la décomposition de V; en parties réelles et
imaginaires pures sous la forme : V4 = Wy — iW, et donc

Vo = Wy + iWs. Le couple (Wi, W) est une base réelle de R?,
mais ce n'est plus une base de vecteurs propres. Néanmoins, on va
voir que |'équation des trajectoires s'écrit de facon simple dans
cette base.
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I—Application aux équations différentielles.

En décomposant X(t) en termes de Wi et Wh, il vient aprés 2
lignes de calcul : X(t) = u(t)Wh + v(t) W avec :

u(t) = 2e @Ot L 756000 (1) = i(—zpel@+iB)t 4 z5ela=0)ty,

Si on pose z(t) = u(t) + iv(t), on a finalement z(t) = 2zpel*+B)t,
Si 2z9 = rge’® on a: z(t) = r(t)e®(t) avec r(t) = rge®t et

0(t) = Op + Bt. Ce qui donne une description des trajectoires en
coordonnées polaires dans le repére (Wi, W>). Le sens de rotation
des trajectoires autour de |'origine est donné par |'orientation de la
base (Wi, Wh). Si A= (7). Ce sens est donné par le signe de b
(qui est aussi I'opposé du signe de ¢, pourquoi ?). Il suffit de
considérer le signe du déterminant det(X, X’) avec, par exemple, X
un des vecteurs de base.
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I—Application aux équations différentielles.

Un exemple

Montrons concrétement comment s'applique la méthode générale. Soit a
résoudre |'équation différentielle X/ = AX avec

A:(i §>

On a A\ = —1 + 2/ et on peut prendre V; = (lii) : On écrit
Vi = Wi — iWs, soit

- (o)

Les trajectoires u(t)W; + v(t)W> sont donc données, en posant
Z(t) = u(t) + iv(t), par :

Z(t) = Z(0)el1+20)t,

Le repére (Wq, Wh) étant positif, ce sont des spirales qui s'enroulent
autour de 0 dans le sens trigonométrique (foyer stable positif dans la
153 | nomenclature ci aprés)).
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I—Application aux équations différentielles.

Foyers.

Si S <0 (resp. S > 0), on a un foyer stable (resp. instable). Les
trajectoires sont des spirales convergentes vers 0 dans le ler cas,
divergentes vers l'infini dans le second. Un foyer sera dit positif (resp.
négatif ) si les spirales s'enroulent dans le sens trigonométrique (resp.
trigo. inverse).

Centres. Si S =0, on a un centre. Les trajectoires sont toutes
périodiques : ce sont des ellipses. La période des trajectoires est
T = 2m/3 si les valeurs propres sont +3i. Un centre sera dit positif
(resp. négatif ) si les ellipses s'enroulent dans le sens
trigonomeétrique (resp. trigo. inverse).
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I—Application aux équations différentielles.

Exercice (10.1)
Soit Ap, la matrice définie par

11
=z m)
Discuter suivant la valeur de m la nature de la dynamique et tracer la

trajectoire telle que X(0) = (1,1).

P

foyer stable fover instable

centre
7

noeud stable noeud instable

S

col

Fig.: 9 Nature de la dynamique suivant le polyndme caractéristique A% — S\ + P.
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I—Application aux suites de récurrence.

Cas discret : application aux suites de réccurence (en TD)

On consideére |'évolution d'un vecteur X(n) € R? pour n € N, telle
que

X(n+1) = AX(n)), X(0) = Xo (10.3)

ou X e R? et A= (}9) est linéaire.

La linéarité a pour conséquence le principe de superposition : si
X(t) et Y(t) sont 2 solutions et A\, u deux constantes réelles,
Z(t) = G1X(t) + G Y(t) est une solution de donnée initiale
C1X(0) + G Y(0). Il suffit donc de connaitre X(n) et Y(n) ainsi
que la décomposition Z(0) = C1X(0) + G, Y/(0) pour résoudre
notre probléme.
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I—Application aux suites de récurrence.

Si (V1, V2) est une base de vecteurs propres associées a des valeurs
propres distinctes, alors la solution de I'équation (10.3) est donc
donnée par : X(n) = GATV1 + GAJV, ou Vi et V; sont des
vecteurs propres et Xop = (1 V1 + G Vs,

Dans le cas parabolique on utilise deux vecteurs (V1, V2) qui
forment une base de R?, et tels que A(V4) = AV4,

A(V2) = A\Vo + V4. Alors

A(A(Vz) = A()\Vz + V1) = )\()\VQ + Vl) + AVi = A2 Vo + 2V,
..., et on obtient aisement deux solutions : X(n) = A"V et

Y(n) = A""Y(nV1 + AV2) (pour n >0, Y(0) = V).

En effet, X(n+ 1) = A"T1V; = AX(n) = A(X(n)),

Y(n + ].) = )\”(n + 1)\/1 + )\’H_l V2 = )\”((n + 1)\/1 + AV2 — Vl) =
AN=1nAV) + MPA(V,) = A(Y(n)) (pour n > 0). Dans ce cas la
solution de I'équation (10.3) est donc donnée par :

X(n) = AN""Y\C + nG) Vi + GA™V, ot Vi et Vs sont des
vecteurs propres et Xop = (1 V1 + G Vs,
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I—Application aux suites de récurrence.

Systémes linéaires non-homogénes d'équations
différentielles linéaires (avec second terme)

Z_)f — A(X) + b(t), X(0) = Xo (10.4)
On utilise de nouveau le lien avec le systéme linéaire homogéne associé (10.1). On obtient
la solution générale du systéme (10.4) sous la forme : C; X(t) + G Y(t) + Zo(t), ou
X(t), Y(t) sont deux solutions linéairement indépendantes du systéme linéaire homogéne
associé (10.1) (sans second terme), et Zp(t) une solution particuliére du systeme (10.4)
(avec second terme).
Pour trouver Zy, on utilise la méthode de variation de la constante : on cherche Z, sous la
forme : Z,(t) = G X(t) + GY(t),

Z,(t) = A(Zp(1)) + b(t) = G X'(t) + GY'(t) + GIX(t) + G Y(¢)
=A(GX(t)+ QY (1)) + CX(t)+ G Y ()
A(Zp(t))) + b(t) = | CGIX(t) + G Y (t) = b(t) | (une égalité vectorielle)
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I—Application aux suites de récurrence.

Equations différentielles linéaires du second degré a
coefficients constants

On appelle équation linéaire du second degré a coefficients
constants une équation de la forme

ay" + by’ + cy = f(t), (10.5)

ol a, b, ¢ sont des constantes réeles (a # 0), f une fonction de la
variable t.

On pose u =y’, v =y, a=1, alors on obtient un systéme linéaire
du premier ordre (avec second terme)

C - ;bu— vf (5) _ (—1b —OC> (5) N (g) (10.6)
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Partie V. Méthodes géométriques.

Champs de vecteurs
Les points singuliers
Classification des points singuliers

Exemples d'étude qualitative autour d'un point singulier
Un exemple linéaire : évolution du taux d'alcool dans le sang
Etude qualitative de comportement autours des points singuliers
Portrait de phases : le pendule simple
Notion de comportement chaotique de populations
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|—Les points singuliers

Cours N°13, IV. Méthodes géométriques. Exemples d'une

étude qualitative. Observables et espace des phases

On s'intéresse a la modélisation d'un systéme déterministe. Pour
cela, on commence par choisir une famille d'observables, notées
X,y,--- qui sont des quantités numériques décrivant |'état du
systéme. Par exemple, pour un pendule simple, x pourra étre un
angle repérant la position du pendule par rapport a la verticale et y
la vitesse du pendule. Pour un modéle de N populations, on aura
en général des observables xq, - - - xy ol x; est le nombre d'individus
de i-éme population. Pour un modeéle de cinétique chimique, les
observables sont les concentrations des différents réactifs.
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Ces observables doivent étre choisies de facon a décrire
suffisamment les propriétés macroscopiques du systéme et de facon
que |'évolution des observables a partir du temps ty ne dépende que
de leurs valeurs en ty. L'espace des phases 2 associé a un systéme
décrit par N observables (xi,--- ,xy) est I'ensemble des valeurs
prises par ces observables. Par exemple, pour N = 2, cas étudié
dans la suite, est une partie du plan. Pour un modéle avec 2
populations, est le quart de plan ou les observables sont positives.
Pour des concentrations mesurées en %, Q = [0, 100]". Dans la
suite de cette partie, €, I'espace de phases, est un ouvert de R?,
généralement, pour ce qui nous concerne, un ensemble de points
défini par un nombre fini d'inéquations f;(x, y) > 0 avec f;
continues.
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|—Les points singuliers

Champs de vecteurs

Un champ de vecteurs V dans Q est la donnée pour tout
(x,y) € Q d'un vecteur

0= (aep) ¥

Ce champ de vecteurs représente |'évolution du systéme

(§)-ver

en un temps petit : si x(0) = xp, y(0) = yo, on a
x(0t) = xp + 0tP(x0, y0), y(dt) =~ yo + dtQ(x0, yo) lorsque ot = 0.
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Courbes intégrales

Une courbe intégrale (ou trajectoire) est une courbe parmétrée
dérivable (c'est-a-dire, une application) X : t — (x(t), y(t)) € Q,
ol t € | un intervalle contenant ty, {2 est un domaine contenant
(x0, ¥0), telle que I'on ait

e () - ()

autrement dit la vitesse de X a l'instant t est la valeur de V au
point X(t). On écrira aussi bien :

dX

X'(t) = =

V(X(1))
Les courbes intégrales représentent |'évolution des observables au

cours du temps.
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Représentations géométriques

On peut représenter sur une méme figure les graphes de t — x(t) et de

t — y(t). On peut aussi faire un dessin dans |'espace de phases, i.e.
tracer la courbe paramétrée t — X(t) = (x(t), y(t)). Il peut &tre utile de
marquer sur cette courbe les points X(kTy) avec To > 0 convenablement
choisi et k € Z.

Fig.: 10
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Les points singuliers d'un champ de vecteurs

Ce sont les points (a, b) ot P et Q s'annulent simultanément : ils
sont obtenus en résolvant le systéme de 2 équations a 2 inconnues

P(a,b) = Q(a,b) = 0.
Si x(0) = a,y(0) = b, on a:
Vt € R, x(t) = a,y(t) = b.

Ces points s'interprétent donc comme les positions d’équilibre du
systéme. |l est de premiére importance de les déterminer pour
comprendre le systéme dynamique. Une fois les points singuliers
trouvés, on peut s'intéresser a la dynamique au voisinage de ceux-ci
en se posant par exemple la question de la stabilité d'un point
d’'équilibre My .
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Stabilité d'un point d'équilibre Mj
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si on prend des données initiales assez proches de My, est ce qu’on va
s'en éloigner ou rester asssez proche ?

Nous verrons plus loin des critére simples de stabilité basé sur
I'approximation linéaire du champ de vecteurs.

Le cas linéaire est important parce qu'on peut calculer complétement les
solutions, mais aussi parce qu'il donne, apreés linéarisation, des
informations sur le comportement prés des points singuliers pour un
systéme général, en particulier sur sa stabilité.

noeud instable col
foyer instable positif centre negatif
Fig.: 11.
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Point singuliers d'un champ de vecteur général
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Si V(x,y) = (g(();)y’;) est un champ de vecteurs quelconque, |'étude des
trajectoires prés d'un point d'équilibre My quelconque peut souvent se

faire par linéarisation : on remplace le champ V prés de My par le champ
Iiné_arisé Vo = (g‘(’)(();,};%) prés de 0 (ie on pose x =xp + X,y =yo+ Y )
défini par

Po(X,Y) = SE(Mo)X + §2(Mo) Y

Qo(X, Y) = G Mo)X + %Q(MO)Y
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On appelle matrice jacobienne (voir [YCV], p.26) de |'application

(x,y) — (ggi)}g) au point (x, y) la matrice J ,y définie par

b [Fxy) Grxy)
b=\ R(x,y) G2(x,y)

Le champ linéarisé est donc associé a la matrice jacobienne Ji,, ) au
point singulier My = (x0, o) . Plus précisément, on a :

P(xo+ X,y0 +Y) =~ Po(X,Y)
Q(xo + X, 0+ Y) = Qo(X,Y)

lorsque X, Y — 0. Le champ linéarisé est donc une approximation du
champ V(x,y) = (gg)}g) au voisinage de My dans un repére d'origine
My. Cette approximation est d'autant meilleure que le voisinage est petit.

Il n"est donc pas trop surprenant que les propriétés de stabilité puissent se
lire sur le champ linéarisé.
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Etude de stabilité a |'aide du champ linéarisé

» Si le champ linéarisé Xy admet un noeud stable ou un foyer stable, le
point d'équilibre My est stable quand t — 0.

» Si le champ linéarisé Xy admet un noeud instable ou un foyer
instable, le point d'équilibre My est instable quand t — +oc.

» Si le champ linéarisé Xy admet un col, le point d'équilibre My est
instable, mais admet une variété stable quand t — +o00.

» Si le champ linéarisé Xy admet un centre, on ne peut pas conclure
sans une analyse plus fine.

On a le résultat suivant :

Théoréme (sur la stabilité des poins singuliers)

Si les parties réelles de toutes les valeurs propres sont < 0, I'équilibre est
stable. Si au moins une valeur propre a une partie réelle > 0, ['équilibre
est instable.
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Cours N°14, Exemples qualitatifs
Un exemple linéaire : évolution du taux d'alcool dans le sang

Commencons par un exemple simple : aprés ingestion d'alcool (dans
I'estomac), I'alcool diffuse dans le sang et est éliminé
progressivement par les reins. A partir d'un modéle simple on
souhaite étudier I'évolution au cours du temps du taux d'alcool
dans le sang. Soit x(t) le taux d'alcool dans |'estomac et y(t) le
taux d'alcool dans le sang a l'instant t.

On fait I'hypothése que les vitesses de diffusion de I'alcool de
|'estomac vers le sang ou du sang vers |'extérieur sont
proportionnelles aux différences de concentration dans les 2
réservoirs.
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C'est une hypothése naturelle, car il ne doit pas y avoir de transfert
si les concentration sont les mémes et alors le plus simple est de
prendre des vitesses linéaires par rapport aux différences de
concentration.

Rappel : la concentration ¢ d'une substance donnée la quantité de

cette substance contenue dans |'unité de volume. La quantité de
substance contenue dans le volume V est cV.
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On obtient ainsi les équations différentielles suivantes

X' (t) = —ki(x(t) = y (1)), y'(t) = ka(x(t) = y(t)) — ay(t),

ol k1 > 0 (resp. ko ) est la constante de diffusion de I'alcool de |'estomac
vers le le sang (resp. du sang vers |'estomac). Si V est le volume de
I'estomac et W le volume du sang, la conservation de la quantité d'alcool
dans cet échange implique k1 V = koW et donc ky» < ki ! La constante

a > 0 est la constante d'absorption de |'alcool par les reins.

Les constantes ki, k> et o sont des paramétres qui dépendent des individus
et une étude expérimentale a posteriori (i.e. utilisant les équations
différentielles résolues) doit permettre de les calculer et méme mieux de les
déduire d'autres caractéristiques individuelles (poids, age, etc . ..).

On veut résoudre le systéme d'équations différentielles précédent

avec comme donnée initiale x(0) = xp, y(0) = 0 (on suppose que

tout I'alcool a été bu en une fois par un sujet initialement a jeun).
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Résolution de I'exemple

On choisit pour simplifier des valeurs numériques ky =5, ko = 1, a = 8,
x(0) =1, y(0) = 0. On obtient pour les différentes étapes de la résolution :

(1) A= (_15 —59)

(2) A 414X +40=0

(3) A =—10,\ = —4

e ()= ()
(5) X(0) = (Vi + Vo)

(6) X(t) = Z(e Vi + e ¥ V)

174




Systémes dynamiques et modélisation
I—Exemples d’'étude qualitative autour d’'un point singulier

I—Un exemple linéaire : évolution du taux d’alcool dans le sang

Conclusion
x(t) = 20 (e 10t { 5e=4t) y(t) = 20(—e 10t 4 e74t). Le graphe de y(t) peut &tre tracé (voir
(1) =% y 5 g y
figure 12 et montre un maximum pour un temps T = "‘%. On pourra le montrer en exercice.

y(t

Fig.: 12. Les variations de x et y en fonction de t.

Les fait qualitatifs saillants sont :

— I'existence d'un temps caractéristique, le temps T pour lequel y(T) est le maximum

- I'existence d'un taux caractéristique le rapport y(T)/x(0).

Plus ce taux est petit, moins vous risquez de vous faire prendre avec un excés d'alcoolémie. On
vérifie aussi que les solutions satisfont y(t) < x(t) pour tout t et que x(t) et y(t) tendent vers 0
exponentiellement vite.
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Cours N°15, Exemples qualitatifs

Réactions chimique simples.

Il s'agit d'une réaction du type A+ B = C ou |'on note a, b, c les
concentrations des réactants A, B, C.

Rappel : la concentration ¢ d'une substance donnée la quantité de cette
substance contenue dans |'unité de volume. La quantité de substance contenue
dans le volume V est cV.

Constante d'Avogadro Ny = 6,022.1023mol 1,

n(X) = N(X)/Na (la quantité d'une substance)

Unité de masse atomique m, = m(C;2)/12 = 1,66010" %" kg

Pour qu'il y ait réaction, il faut qu'il y ait rencontre (acte biomoléculaire).

La loi de vitesse est |'expression de la vitesse de la réaction en fonction de
différentes concentrations dont elle dépend (Chimie, PCSI, PUF, 1999, p.8)
Exemple :A = CyHs, B = Ha, C = GoHg (I'éthane) (Chimie, PCSI, PUF, 1999,
Ch.l)
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Soit ki1 et k_; les taux des réactions — et ~—, on a :

% = k+1ab — k_1c, % = % = —k+1ab—|— k_qc.
Cela donne lieu a une équation différentielle trés simple puisque I'on
voit que a4+ c=cteet b+ c = cte. Si ¢c(0) =¢c=0,0na:
a=ag— ¢;b=by— c et donc % = ky1(ap — ¢)(bp — ¢) — k_1c
qui s'intégre explicitement.
On vérie directement en utilisant les résultats de la section 6.4 que
c(t) croit de 0 a ¢, qui est la plus petite racine de
k_|_1(ao — C)(bo — C) — k_1C = 0.
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Réactions enzymatiques.

L'enzyme E, présent en faible quantité, réagit avec le réactant R pour donner un
composé C qui se décompose en un produit P en redonnant |'enzyme suivant le
schéma : R+ E = C — P + E. Notons comme plus haut ki1 les taux de la
premiére réaction et ky celui de la seconde. Notons avec des lettres minuscules les
concentrations et indexons par 0 les valeurs initiales; on a les 4 équations couplées

suivantes :
ar — _k k_ic; de — koc — kiqre + k_1c;
d
d—§:k+1re—k_1c—k2c, d—I;:/QC.

On tire p par p(t) = fot c(s)ds et il nous reste 3 équations dont on peut éliminer e
grace a e + ¢ = ¢ = cte.
Il nous reste ainsi :

{ 9t = —kyqreg + (kyir + ko1)c
% = kyyreg — (ksar + ko1 + ko)c

178




Systémes dynamiques et modélisation
I—Exemples d’'étude qualitative autour d’'un point singulier

I—Un exemple linéaire : évolution du taux d’alcool dans le sang

On en déduit I'espace de phase donné dans la figure suivante avec
une trajectoire typique. Ce qui est intéressant est que la réaction se
produit méme avec un trés faible taux d'enzyme. Pour plus de
détails, consulter [Murr89] chapitre 5.

9 oo T

Fig.: 13. Réaction enzymatique (Noeud stable autour de (r, c) = (0,0))
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Cours N°16, Applications a |'étude qualitative de

comportement autours des points singuliers.
Portrait de phase.

Il s'agit de représenter sur un méme dessin un nombre suffisant de
trajectoires pour avoir une idée assez précise de la dynamique du systéme.
On indique notamment les trajectoires exceptionnelles (les points singuliers,
les variétés stables et instables de points cols, les trajectoires périodiques)
et dans chaque région limitée par les précédentes quelques trajectoires
typiques encore appellées génériques. Pour un systéme linéaire il y a 5
trajectoires exceptionnelles (I'équilibre et les 4 demi-droites engendrées par
les vecteurs propres) dans le cas de valeurs propres réelles distinctes. Si les
2 valeurs propres sont non réelles, il n'y en a qu'une (le point singulier).
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Le pendule simple

Pour un pendule simple, x est I'angle repérant la position du pendule par
rapport a la verticale et y la vitesse du pendule. Il s'agit de |'équation
différerentielle :

x" +sinx =0

que l'on peut transformer en un champ de vecteurs dans le plan. On
obtient ainsi

dx __

a — Y

% = —sin X
On vérifie facilement que le champ de vecteurs (y, sin x) est tangent aux
lignes de niveau de |'énergie E(x,y) = %yz — cos x : |'énergie totale est
conservée au cours du mouvement. E est une intégrale premiére.
(Rappel : soit V(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)) un champ de vecteurs dans
un ouvert du plan. Une fonction F :— R est une intégrale premiére (IP en

abrégé) de V si elle est constante le long des trajectoires).

181

Systémes dynamiques et modélisation
I—Exemples d’'étude qualitative autour d'un point singulier

I—Portrait de phases : le pendule simple

Cela permet de dessiner les trajectoires dans le plan de phases comme sur la
figure 14. On distingue, sur la figure 14, cinqg types de trajectoires : les points
d’équilibre stable (position basse) et instable (position haute), les petites
oscillations périodiques, les grandes oscillations qui font tout le tour et les
trajectoires qui partent au temps —oo d'une position instable pour y revenir de
I'autre coté a +oo.

Y
_\W
Coo

—/M

Fig.: 14
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Champs de vecteurs dans le plan, points singuliers :

visualisation avec MAPLE
> restart ;with(DEtools) :with(plots) : DEplot([diff(x(t),t)=y(t),
diff(y(t),t)=-sin(x(t))], [x(t),y(t)], t=-4..12,number=2, [ [x(0)=0,y(0)=2],
[x(0)=0.y(0)=-2], [x(0)=2*Pi,y(0)=2], [x(0)=2*Pi,y(0)=-2], [x(0)=0,y(0)=2.2],
[x(0)=4*Pi,y(0)=-2.2], [x(0)=4*Pi,y(0)=1], [x(0)=4*Pi,y(0)=-2],
[x(0)=4*Pi.y(0)=2], [x(0)=0,y(0)=1], [x(0)=2*Pi,y(0)=1]] )

Fortrait de phases @ le pendule simple
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Fig.: 15 Portrait de phases : le pendule simple
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Cours N°17, Comportement chaotique de population

([Bert], p.97)

Certaines espéces d'insectes évoluent avec une synchronisation assez grande; en
particulier, la période de la ponte est la méme pour tous les individus, et cette
période revient a intervalles réguliers (tous les ans par exemple). L'évolution générale
d'une telle espéce est caractérisée par une simulation mathématique.

Dans un modéle simplifié d'évolution, le nombre u, d'insectes a la n-éme génération
ne dépend que du nombre u, 1 d'insectes a la génération précédente, soit

up = f(up—1); la suite est une suite récurrente (ou un systéme dynamique discret).
On supposera que la population suit une lois logistique discréte :

f(x) = Cx (1 - )_L() C étant un coefficient de reproduction et L le nombre

maximum d'insectes pouvant vivre dans un milieu étudié; u, est remplacé par un
entier le plus proche.
La constante C est évidlemmement positive ; elle ne peut étre
supérieur a 4 car la valeur de f(x) doit rester inférieure ou égale a
. . L
L, quel que soit x compris entre 0 et L (prendre x = 5).
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Résultats théoriques

On sait que les seules limites possibles pour la suite (u,) sont les solutions de
I'équation x = f(x), soit x=0oux=1L (1 — %) mais il n'y a pas toujours
convergence. On montre que :
> si le coefficient de reproduction est faible (C < 1), la suite tend vers 0
(extinction de la population),
> si le coefficient de reproduction est moyen (1 < C < 3), la suite tend vers
L(1- %) (la population se maintient a un niveau constant),
> si le coefficient de reproduction est grand :
(3 < C < 3,449), la suite oscille, pour n assez grand, entre deux valeurs,
(3,449 < C < 3,544), la suite oscille, pour n assez grand, entre quatre
valeurs,
> si le coefficient de reproduction est trés grand (C > 3,750), la suite parait
distribuée au hasard et dépend d'un changement méme minimal de la

valeur initiale; on dit que son comportement est chaotique. Pour C =4 la
suite up/L est dense dans |'intérvalle ]0, 1.
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Représentation graphique du comportement chaotique par
tissage de toile"

Comportement périodigque Cobwebbing (tissage de toile, Murray, p.44)
et cornporternent chaotique de solutions 14
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Fig.: 16. "Tissage de toile", [Murr89], p.44
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Apercu culturel sur les systémes dynamiques, voir [YCV],
p.28

On peut faire commencer |'histoire récente des systémes dynamiques et de la
théorie du chaos a Henri Poincaré. Conscient que I'on ne pouvait pas en général
donner une solution analytique (i.e. des formules) aux problémes de la
dynamique, H. Poincaré propose une étude plus qualitative basée sur |'étude des
points d’'équilibre et des trajectoires périodiques, puis de leur bassin
d'attraction. H. Poincaré est sans doute le premier scientifique a avoir pressenti
la nature complexe (on dirait aujourd’hui chaotique) des trajectoires de certains
systemes dynamiques d'apparence simple. Pour une histoire de cette théorie, on
pourra lire le passionnant livre [GL].
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