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Résumé

Le présent cours est centré sur les corps et la théorie de Galois. Il est considéré comme la suite
du cours "Algebrel" de Prof. G.Tomanov, et on utilise comme prérequis les notions de groupe,
d’homomorphisme, d’actions des groupes sur un ensemble, ainsi que des généralités sur les anneaux
factoriels, la classification des modules de type fini sur les anneaux principaux, et en particulier, la
structure des groupes abéliens de type fini.

La théorie de Galois donne un lien entre le probléme de solution d’une équation algébrique d’une
indéterminée & coefficients dans un corps commutatif K, et le probléme de la détermination d’un
groupe (dit "le groupe de Galois d’un polynéme") qui opére sur I’ensemble des racines du polynéme
correspondant, et cette action est donnée par automorphismes de certaines extensions du corps K.

Les corps finis donnent des exemples importants d’extensions galoisiennes, et on étudie en détail
les polynoémes irréductibles sur les corps finis et la méthode de factorisation de Berlekamp.

D’autres exemples proviennent des extensions cyclotomiques, extensions cycliques et extensions
de Kummer, obtenue par adjonction de radicaux aux extension cyclotomiques

Dans la derniére partie on montre que la résolubilité par radicaux d’un équation algébrique sur un
corps de caractéristique nulle est équivalente & la résolubilité du groupe de Galois de I’extension des
corps correspondante. Si le temps le permet, on donne une introduction & la théorie d’Artin-Schreier,
qui fournit un analogue de la théorie de Kummer dans le cas de la caractéristique positive, et les
premiéres notions de la cohomologie galoisienne en exemples.

Des applications de la théorie de Galois dans la théorie des nombres sont indiquées dans le cours
(le théoréme de Kronecker-Weber, sommes de Gauss, etc.) On donne des exemples numériques avec
des logiciels (Maple, PARI).

Je remercie vivement Brice Boyer, Jérémy Larochette et Frangois Japiot (’ENS de Lyon) pour
les corrections !
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Cours N°1. Le jeudi 20 janvier 2005

(disponible sur : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr /~panchish)

0 DMotivations et contenu du cours

Le présent cours est centré sur les corps et la théorie de Galois. Il est considéré comme la suite du cours
"Algebrel" de Prof. G.Tomanov, et on utilise comme prérequis les notions de groupe, d’homomorphisme,
d’actions des groupes sur un ensemble, ainsi que des généralités sur les anneaux factoriels, la classification
des modules de type fini sur les anneaux principaux, et en particulier, la structure des groupes abéliens
de type fini.

La théorie de Galois donne un lien entre le probléme de la solution d’une équation algébrique d’une
indéterminée & coefficients dans un corps commutatif K, et le probléme de la détermination d’un groupe
(dit "le groupe de Galois d’un polynéme") qui opére sur ’ensemble des racines du polynoéme correspon-
dant, et cette action est donnée par automorphismes de certaines extensions du corps K.

Exemples de la solution d’une équation algébrique

f(x) =0,0u f(z) = 2™ +an_12" " + - +ag € Qa].

n=2f@) =a>+pr+q=(xr—x1)(x —22), avec 2; € C, 21 + 23 = —p, 1172 = ¢. On utilise
le discriminant D = (z7 — 22)% = (21 + 22)? — 42109 = p? — 4q, donc on obtient un systéme
1 — 29 = £VD
{ 1 2 \/_7 — 1,29 = —piQ\/B'
T1+x2=—p

n = 3 Formule de Cardano. Cette formule pour résoudre par radicaux une équation générale de troisiéme
degré 23 +rz? 4+ sz+t = 0 a été publiée en 1545 par un mathématicien et médecin italien Girolamo
Cardano (1501-76) dans son livre "Ars Magna", mais la formule a été trouvée en 1515 par Scipione
del Ferro (1465-1526). En substituant z = = — 1/37 on obtient la forme réduite z3 + pz + ¢ = 0,
dans laquelle le terme quadratique a disparu. Ici p = s — r2/3 et ¢ = 2r®/27 — sr/3 + t. On utilise
le discriminant de I’équation cubique :

D = [(x1 — x2) (21 — x3) (w2 — x3)]2 = —4p® — 274>

donc I’équation posséde des racines multiples si et seulement si D = 0.
Si D est négatif, 'unique solution réelle de I’équation réduite est

1 +ax2+2=3=0,
et si D est positif, il y a trois solutions réelles. Rappellons les formules de Vieta : ¢ z125 + 2123 + 223 = P,

T1T2T3 = —¢q
(Francois Viete ou Franciscus Vieta (1540-1603)).
L’expression 6 = (x1 — x2)(x1 — x3)(x2 — x3) est invariante par permutation cyclique des trois
racines {x1,x2,z3}, mais elle change le signe par l'action d’une transposition. Il existe d’autres



expressions invariantes par permutation cyclique des {1, 22,23} : on considére j = exp(2imw/3)
les résolvante de Lagrange (j,z1) = 1 + jxo + 5223, (52, 21) = 21 + j222 + ja3, alors

2
3= ——7q + g\/—sa, (0.1)

A= (j,21)* = (m +j352 + j2a3)? =

B=(j25)3 = ——q - —\/_6 € Q(9,4),

Les expressions A et B suffisent pour conclure :
311 = (jaxl) + (j2,l'1)

3T :j(jQ,ﬂCl) +j2(j,$1)
3$3 :j(jax1)+j2(j23xl)

(j,z1) = 21 + ja2 + j2a3
(j2,21) = 21 + j%20 + jug
0=x1 + x2 + 73

Pour voir ([L)), on remarque que (z1 + z2 + x3)3 = 23 + 23 + 23
+3(r1 + 22 + x3)(x122 + 123 + T2x3) — 3T1T2T3 =
Z:c — —Zx z; + 6r12273 + = \/ 3VD.

(j, 1) = (21 + jwo + j2a3)?
i#]

En utilisant les fonctions élémentaires symétriques o1 = 1 + z2 + x3,
09 = T1%9 + T1x3 + Tox3, 03 = X1T2T3, on obtient

Jf = fo’ + 30102 — 3x12223 = 0 = ch? = —3qcar oy =0,00 =p,03 = —q,
i

3
— —0102 —— Zx Tj — —xlxgxg =0caro; =0
l#]
9= ? __3
203 = 21‘1362363 = 2(1,
9 27 27 3
donc Zx - = Zj:x ST 4 6T 12223 = —§q —9q = —Eq, et (],xl) = —?q—f— 5\/—35.
, donc il n’y a que

J.-L. Lagrange a remarqué que ‘ (w1 + jao + 52x3) - (1 + j220 + ja3) = —3p,

trois choix de signes possibles pour les radicaux

= VA= - T4 2vmED () = VB = T

—-3D

(et non 9 choix). Il vient

~ VA+ VB

Tl =
3$1:(j,$)+(j2,$) .2 3 .3
302 = j(%0) + j2(,3) = @:JA%@

g =t 4
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Une solution géométrique pour les équations cubiques générales a ’aide de sections coniques a été
trouvée par Omar Khayam (1048-1131). Scipione del Ferro (1465-1526) a résolu cette équation
en 1515, mais il a gardé sa solution secréte. Avant sa mort il ’a transmise & son éléve Antonio
Fior (né en 1506). Ce dernier a été défié par Niccolo Fontana (1499-1557) connu comme Tartaglia
("bégayer"), pour résoudre 30 problémes sur les équations cubiques, toutes résolues par Tartaglia,
et le nom de Fior a été oublié.

Il existe une implémentation de la formule de Cardano en Maple :

> solve(x~3+p*x+q,x );

x1=1/6§/—108q+12 12p3 +81¢2 — 2 p ’
{/~108¢+12/127 + 812
p

1> = —1/123/~108¢ + 12 /127 + 812 +
{108+ 12 /125 + 812

+1/2iV/3 (1/6 \3/—108q+ 12/12p3 + 81 ¢2

+2 P ,
i/—108q+ 12 /12p3 + 8142

x5 = —1/12 \3/—108q—|— 12/12p3 + 81¢2 +

p
f/—lOSq—l— 121/12p3 + 81 ¢2

~1/2iV/3 1/6i/—108q+12«/12p3+81q2+2 P
i/—108q+ 12 /12p3 + 8142
n = 4 Il y a une solution correspondante pour une équation générale quartique, associée aux noms

de Ludovico Ferrari (1522-1565) et Cardano. On procéde en produisant une équation cubique
résolvante, pour laquelle la formule précédente s’applique.

Girolamo Cardano (1501-76)

aprés avoir décliné plusieurs propositions de
poste de médecin de cour, parmi les savants
de sa génération, il fut celui qui eut la contri-
bution la plus importante dans les domaines
des mathématiques et de la médecine.

Il fut le premier a identifier le typhus. Il écrivit
un livre sur la probabilité, et résolut les équa-
tions cubiques (basé sur les travaux de N. Tar-
taglia et S.del Ferro), ainsi que les équations
de quatriéme degré en 1540 (avec son étudiant
L.Ferrari). Ses travaux sur les sciences, la phi-
losophie et I’astrologie ont joui d’un grand suc-
cés. Il a été emprisonné pour hérésie en 1570
et privé de son poste.




n > 5 Il n’existe aucune formule générale pour les racines {x1, -+ ,2,}, et on peut montrer que les
racines d’équations concrétes ne peuvent pas étre obtenues par ’extraction successive des radicaux,
comme dans le cas : f(z) = 2% — 10z — 2, mais parfois c’est possible : 5 — 2.

Pendant 300 ans aprés Cardano, la majorité des mathématiciens pensait que I’équation quintique
générale est aussi résoluble par radicaux. En 1799, le mathématicien italien Paolo Ruffini (1765-1822)
essayait de prouver qu’elle n’est pas résoluble en utilisant les idées de la théorie des groupes, mais
sa démonstration contenait un trou. En 1824, Niels Henrik Abel (1802-1829) a donné une premiére
démonstration correcte de ce résultat. Evariste Galois a prouvé indépendamment la non-résolubilité
par radicaux en utilisant sa théorie de Galois, basée sur la théorie des groupes et la théorie des corps
commutatifs. Cette théorie a eu beaucoup d’implications au-dessus de son but de départ. En particulier,
on peut utiliser cette théorie pour déterminer, quelles équations peuvent étre résolues par radicaux.

Galois, Evariste (1811-32)

un génie mathématique frangais ayant eu une
contribution significative dans la théorie des
fonctions, la théorie des équations, et la théo-
rie des nombres, et son travail fut & la base
de la théorie des groupes (terme qu’il a in-
troduit). Il a développé ces sujets en essayant
de démontrer (déja en école) 'impossibilité de
solution par radicaux d’une équation générale
de cinquiéme degré (ce que connaissait déja
Abel). Quoiqu’il avait déja publié quelques ar-
ticles au moment ou il soumettait un travail
a ’Académie des Sciences en 1829, un exem-
plaire de celui-ci fut perdu par Cauchy, et
l'autre par Fourier. Il a essayé par deux fois
d’entrer & I’Ecole Polytechnique, mais il n’a
pas été requ (une fois & cause d’une dispute
survenue avec son examinateur lors de son exa-
men d’entrée) ; cependant il fut admis a 'Ecole
Normale.

L’idée de la méthode de Galois

On associe & un polynéme f(z) = 2" + ap_12" 1 +---a9 = (x — x1)-.. (v — x,) € Q[x] le groupe
Gy, dit "le groupe de Galois", un sous-groupe du groupe des permutations S(zi,---x,) des racines
MO R

Gf - S(xla T ,’I‘n),

induites par certains automorphismes d’un corps commutatif contenant x1,--- , .

Pour trouver 1, - x,, on cherche les expressions fixées par toutes les permutations dans G¢. Par
exemple, si n = 3, on utilise 4, (j, z)3, (2, )3, invariantes par le sous-groupe H = Az C S3, qui permet
de trouver z1, 2, x3 par radicaux. Dans le cas général, le sous-groupe Gy C S(z1,-- -, x,) peut étre plus
petit que S,, (pour une équation particuliére), alors il est plus facile de résoudre f(x) = 0 en utilisant les
expressions convenables de z1,--- , .




Exemples

EXEMPLES 0.0.1 (a) Si f(x) = 2° — 2, |Gf| = 20, |S5| = 120, 2, = v/2(cos(27k/5) + isin(27k/5)),
k=0,1,2,3,4.
Dans ce cas Uéquation f(x) = 0 est résoluble par radicaux, et on va montrer que

Gf~{<g (1’> |aeF;,be1F5}

(b) Si h(z) = 2°—102—2, alors G, = Ss, et on va montrer que h(x) = 0 n’est pas résoluble par radicauz.
Pour montrer a) et b), on utilisera les factorisations du polynéme f(z) mod p :

(2° —2)mod 7= (2 + 42> + 222 + x +4) (x +3), (z° —2) mod 11 = 2° + 9 (irréductible)

(2° — 102 — 2) mod 3 = 2° + 2 + 1 (irréductible)
(z° — 10z — 2) mod 11 = (2* 4+ 2% + 2% + 2 + 2) (x + 10)
(2° — 10z — 2) mod 13 = (2® + 102 + 5) (z® + 322 + 42 + 10)

On montrera que ces factorisations correspondent aux types cycliques d'éléments du groupe de Galois G, vu
comme un sous-groupe de .S,,.

Des exemples de calcul en Maple sont disponibles a 1’adresse cachée :
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr /“panchish/0O5ensl-maple dans le fichier 5ensl-gal-perm4.mws :
Factorisation mod p et la structure du groupe de Galois

> Factor(x~5-2) mod 3;
(xt 4222 + 22 + 22+ 1) (x+1)
> Factor(x~5-2) mod 5;
(z +3)°
> Factor(x~5-2) mod 7;
(' +4a3+22%2+ 2 +4)(x+3)
> Factor(x~5-2) mod 11;
2+ 9
> for n from 2 to 31
> do if(isprime(n)=true) then print(n, Factor(x~5-2) mod n);fi;od;

2, z°
3, (et +222 + 22 + 22+ 1) (v + 1)
5, (v + 3)°
7, (x+3)(z* +42° + 222 + 2 +4)
11, 2> +9
13, (x+7) (2 + 623+ 1022 + 82 +9)



17, (z +2) (z* + 152% + 422 + 9z + 16)
19, (2% + 182 4 16) (v + 4) (2% + 16 2 + 16)
23, (x+17) (2* + 6 2% + 1322 + 92 + 8)
29, (z+8) (22 + 10z +6) (22 + 112 +6)

31, 2° + 29
> for n from 2 to 31
> do if(isprime(n)=true) then print(n, Factor(x~5-10%x-2) mod n);fi;od;

2, z°
3, 2°+22+1
5, (z 4 3)°
7, (x+2)?%(x+1)(@®+22+3)

11, (2* + 2® + 2% + 2 + 2) (z + 10)
13, (22 + 102+ 5) (2® + 322 + 42 + 10)
17, (x +5) (z +4) (2 + 22 + 15) (z + 6)
19, (22 + 8z + 1) (x +10) (z + 13) (z + 7)
23, (22 + 152 +5) (2% + 822 + 132 + 18)

29, (z +4) (x +20) (2?2 + 11z + 11) (z + 23)
31, 2° + 212 + 29

Groupes résolubles et résolubilité par radicaux
Rappelons :

DEFINITION 0.0.2 (a) Un sous-groupe H C G d’un groupe G est dit distingué, si pour tout g € G on a
gH = Hg, notation H <G. Dans ce cas on définit le groupe quotient

G/H ={gH | ¢ H - g2H = g192H }
(b) G est dit résoluble sl existe une série
G=Gy>G1>-->Gy, ={e}
telle que Gx—1/Gy sont tous abéliens (k=1,2,--- ,n)

On montrera dans le cours que la résolubilité de ’équation f(z) = 0 en radicaux <= la résolubilité du
groupe de Galois Gy du polynéme f.

EXEMPLES 0.0.3 Les groupes
G = ‘927 533 A4a S4

a b .
G{<0 1) |aeIF5,b€IF5}
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sont résolubles, mais les groupes
G=S5, et A, CS,(n>5)

ne sont pas résolubles.

NoOTATIONS. On notera
7Z 'ensemble des entiers relatifs,
N I’ensemble des nombres naturels,
Q l'ensemble des nombres rationnels,
R ’ensemble des nombres réels et
C l’ensemble des nombres complexes.

Si X est un ensemble, on note #X son cardinal :
#X = Card (X) = | X|.

On écrit |X| < oo, si X est un ensemble fini.
Si a est un nombre réel, on note |a| = sup(a, —a) sa valeur absolue.
Donc,
N=1{0,1,2,3,4,..}, Z={...,—2,-1,0,1,2,...}.

La notation Z vient de l'allemand (“Zahlen”) (depuis le 19°¢ siécle).

Un nombre entier positif p est dit premier s’il est strictement supérieur a 1 et si ses seuls diviseurs
positifs sont 1 et p.

On notera P 'ensemble de tous les nombres premiers.

Une application trés essentielle de la théorie de Galois pour l'arithmétique vient du fait que tout
nombre premier p fournit une classe d’automorphismes dans des groupes de Galois, provenant des au-
tomorphismes de Frobenius sur la réduction des nombres entiers algébriques. L’utilisation des nombres
premiers permet souvent de calculer le groupe de Galois.

Réciproquement, le connaissance des propriétés galoisiennes permet de déduire des propriétés de
nombres premiers, comme la densité dans une progression arithmétique, la représentabilité par des formes
quadratiques etc.

Deux résultats de base de la théorie des nombres

(1) L’ensemble P de tous les nombres premiers est infini;
(2) THEOREME FONDAMENTAL DE L’ARITHMETIQUE :

Tout entier positif n se décompose de fagon unique sous la forme

m:p’flp§2~...~pf‘ avecp, € P, p1 <p2 < ---<py, ki €N

11



EXERCICES
0.1 Résoudre ’équation z*> — z — 1 = 0 par radicaux
0.2 Trouver le discriminant du polynéme z* + rz* + sz +t = 0.
0.3 Montrer que les polynomes (z° —2) mod 11 = z° +9 et (2° — 10z —2) mod 3 = x° +2x+1 sont irréductibles.

a b

0 1> |a ey, be I[*‘p} est résoluble.

0.4 Soit p un nombre premier. Montrer que le groupe G = { <

12



Premiére partie

Extensions de corps commutatifs

1 Extensions et algébricité

1.1 Polyndémes irréductibles.

Rappelons que si K est un corps 'anneau des polyndémes K[X] est euclidien, donc principal et factoriel,
en particulier tout polyndéme non nul s’écrit de maniére unique comme produit de son coefficient dominant
et de polyndmes irréductibles unitaires.

Et on obtient la définition suivante pour les éléments irréductibles de K[X] :

DEFINITION 1.1.1 Soit K un corps. Un polynome P € K[X] est dit irréductible, s’il vérifie les deux
conditions suivantes :

Irrl. P K

lrr2. Si P =QR avec Q,R € K[X] alors Q € K* ou Re K*.

ExEMPLES 1.1.2 Soit K un corps.

(i) Un polynome P € K[X| de degré un est irréductible.

(i) Un polynome P € K[X] de degré 2 ou 3 est irréductible si et seulement s’il n’admet pas de racine
dans K.

(iii) Tout polynome irréductible sur C est de degré un.

(iv) Tout polynome irréductible sur R est de degré < 2.

PROPOSITION 1.1.3 Soit K un corps. Un polynome f € K[X] est irréductible si et seulement si l'anneau
quotient K[X]/(f) est un corps.

1.2 Extensions, degré.

DEFINITION 1.2.1

(i) Soit K un corps et L un autre corps, contenant K. On dit que L est une extension de K. C’est
un espace vectoriel sur K.

(i) Soit L une extension d’un corps K. On appelle degré de L sur K la dimension dimg L de L
considéré comme espace vectoriel sur K. On le note [L : K], le degré est éventuellement infini. Si le
degré [L : K| est fini on dit que L est une extension finie de K.

(iii) Si L est une extension de K et A = (a;)icr une partie de L, on appelle extension de K engendrée
par A le sous-corps minimal K(A) de L contenant K et A. Les «; s’appellent les générateurs de K(A)
sur K. Tout élément de K(A) s’écrit comme une fraction rationnelle a coefficients dans K d’élément «;.

Par exemple, C est une extension finie de R de degré 2.
De plus C = R(i)

THEOREME 1.2.2 Si K, L et E sont trois corps emboités tels que K C L C E, alors

[E:K|=[E:L]-[L:K]

13



PREUVE : On note (a;);c; une base de E sur L, et (bj)jcs une base de L sur K.

Pour tout z € E, il existe une famille finie («;)icr,, It C I, d’éléments de L tels que & = Z o;a;.

i€l
Mais chaque «; est combinaison linéaire & coefficients dans K d’éléments b; : o; = Z B:,;b;, pour une
jeJ

famille finie 3;; € K. Ceci implique que = = Z(i,j)ethl Bi,jaibj, et donc la fam]illel(aibj)ig’je; est
génératrice pour le K-espace vectoriel F.

C’est une famille libre : si (3;;),j5ex, X C 11 x Ji C I x J est une famille finie d’éléments de K

telle que Z Bi,jaib; = 0, alors les images I et J; de X par projection sur I et J sont finies et on a :
(i,5)€X

Z 61',]‘&1'()]' = Z Z ﬂi’jb]‘ a; = 0
(i,)eX ielh \jeJi

et comme pour tout ¢ ZjeJl Bi,;b; appartiennent & L, on trouve ZjeJl Bs,;b; = 0 pour tout ¢ € Iy, puis
Bi,; = 0 pour tout (z,7) € X. O

COROLLAIRE 1.2.3 Pour n corps emboités
KcK,cCc---CK,,

on a l'égalité
[Kn . K] = [Kl . K] . [K2 : Kl] . [Kn : Kn—l]-

EXEMPLE 1.2.4 On considére le sous-corps K = Q(+/2,4) de C, il contient Q(/2), et K = Q(¥/2)(i),
donc

K- Q= [Q(V2)(0) : Q(V2)] - [Q(V2) : Q).
Le polynome X> — 2 est irréductible dans Q[X] et le polynome X2 + 1 Uest dans Q(3/2)[X]. Donc,

[Q(V2)(1) : Q(V2) = 2,[Q(V2) : Q] = 3, et [K : Q] =6.

1.3 Eléments algébriques
Soit E une extension d’un corps K.

DEFINITION 1.3.1

(i) Un élément o de E est dit algébrique sur K s’il existe un polynome non nul P de K[X] tel que
P(a) =0.

(i) Une extension E de K est dite algébrique si tout élément o de E est algébrique sur K.

(iii) Si « € E est un élément algébrique sur K ’ensemble des polynomes P € K[X] tels que P(a) = 0,
forme un idéal de K[X], non réduit a (0). Cet idéal est principal, et son générateur unitaire s’appelle le
polynéme minimal de o sur K.
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PROPOSITION 1.3.2 Soit E une extension d’un corps K, et soit a un élément de E algébrique sur K de
polynome minimal P.

i) Si Q € K[X] admet a comme racine, alors P divise Q dans K[X].

(i) Le polynome P est irréductible dans K[X].

(iii) Le sous-anneau K[a] de E est un corps K («) et on a [K(a) : K| = deg P. La famille (1,a, -+ ,a™ 1),
ot n = deg P, est une base de K(«) sur K.

PREUVE : L’assertion (i) traduit que P engendre I'idéal des éléments de K[X], ayant o comme racine.

(ii) Si P se factorise en QR dans K[X], alors on a P(a) = Q(a)R(a) = 0 dans le corps E, donc
Q(a) =0 ou R(a) =0, et P divise Q ou R. O

(iii) Le sous-anneau K[a] est 'image de '’homomorphisme d’évaluation @ — @Q(a) de K[X] dans
E, dont le noyau est Iidéal (P), maximal d’aprés (ii) Par le théoréme d’isomorphisme, 'anneau K]
est donc isomorphe au quotient K[X]/(P), qui est un corps. Si n = deg P, la famille (1,a,--- ,a™ 1)
est libre sur K car P est le polynéme non nul de plus petit degré qui annule «. Elle est génératrice
car pour tout @ € K[X] on a Q(a) = R(«), ou R est le reste de la division euclidienne de @ par P,
et donc R(a) = Z;:Ol r;at, r; € K. La famille est donc une base de K («) sur K. En particulier on a
[K(a): K]=n=degP.O

PROPOSITION 1.3.3 Soit E une extension finie d’un corps K ([E : K] =n € N), alors E est algébrique
sur K.

PREUVE. Soit v un élément de E. Si n = [E : K], la famille de n + 1 éléments (1,«,--- ,a™) n’est pas
libre, donc il existe P(X) = Y7 ;a; X* non nul dans K [X] tel que Y. ,a;a = P(a) =0. O

REMARQUE. L’assertion réciproque est fausse : I'extension E = Q C C de Q, formée par tous les nombres
complexes algébriques sur Q (E est bien un corps, exercice), est algébrique par définition, mais [E : Q]
n’est pas finie. En effet, on vérifie qu’il existe des polynoémes irréductibles sur Q de tout degré n > 1, par
exemple X" — 2 (exercice).

1.4 Corps de rupture, corps de décomposition

Remarquons que pour un corps arbitraire K et pour tout polynéme P non constant de K[X] on peut
construire une extension L de K dans laquelle P posséde une racine : quitte & factoriser P on peut le
supposer irréductible, auquel cas on a vu que anneau quotient K[X]/(P) est un corps. La classe X + (P)
est alors une racine de P dans K[X]/(P).

THEOREME 1.4.1 (SUR L’ISOMORPHISME) Soient L une extension de K et « € L une racine d’un poly-
nome irréductible P de K[X]. Alors l'anneau K[| est un corps isomorphe & K[X]/(P).

C’est clair d’aprés le paragraphe précédent, proposition [[32 et sa preuve, puisque P est & un facteur
constant prés le polynéme minimal de « sur K.

DEFINITION 1.4.2 Soit K un corps, et P un polynéome irréductible. On dit qu’un corps L contenant K
est un corps de rupture de P sur K s’il existe un o € L tel que L = K(a) et P(a) = 0.
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REMARQUE 1.4.3 Awec les notations de la proposition, on peut donner une construction matricielle de
Uanneau K[X]/(P), corps de rupture de P sur K.

En effet, on écrit P = Z?:o a; X7, et on suppose que a, = 1, alors dans la base
(T,Y, e ’anl) mod (P)

de K[X]/(P) la multiplication x : Q — X@Q mod (P) a pour matrice

0 0 0 —agp

1 o ... 0 —a1
A=|o0o 1 ... 0 —a |,

0 0 1 —Qn—1

dont le polynéme minimal est P. Il vient que K[A] ~ K[X]/Ker(u) est isomorphe a K[X]/(P).

En itérant la construction de corps de rupture ci—dessus (on choisit & chaque étape un facteur ir-
réductible de P de degré > 1 sur le corps obtenu), on peut construire pour tout polynéome P € K[X]
une extension finie L' de K dans laquelle P s’écrit comme produit de facteurs du premier degré. La
construction implique que 'extension L’ peut étre choisie de telle fagon que [L' : K| < nl.
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Cours N°2. Le jeudi 27 janvier 2005

(disponible sur : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr /“panchish)

[C4L Corps de rupture, corps de décomposition (rappels et suite)

THEOREME [[ZJ] (SUR L'ISOMORPHISME) Soient L une extension de K et a € L une racine d’un
polynome irréductible P de K[X]. Alors Uanneau K|« est un corps isomorphe & K[X]/(P).
DEFINITION Soit K un corps, et P un polyndéme irréductible. On dit qu’un corps L contenant K
est un corps de rupture de P sur K s’il existe un a € L tel que L = K(«) et P(a) = 0.

DEFINITION 1.4.4 (CORPS DE DECOMPOSITION) On considére un polynome P de K[X| de degré supé-
rieur ou égal & 1, et une extension E de K, dans laquelle P s’écrit P(X) = (X —aq)-.. .«(X —ay). Alors
le corps L = K(ay, -+ ,ap) s’appelle corps de décomposition de P dans E. C’est 'extension minimale
de K dans E, dans laquelle P se décompose en produit de facteurs linéaires.

On va vérifier que ce corps est uniquement déterminé & isomorphisme pres :

THEOREME 1.4.5 (SUR UN PROLONGEMENT D’ISOMORPHISME) On considére un isomorphisme de corps
o: K — K', et un polynome irréductible P(X) = 37_ja; X7 € K[X]. On note P7 =377 _o(a;) X7 €
K'[X]. On choisit une extension de K contenant une racine 3 de P, et une extension de K', contenant
une racine ' de P°(X). Alors il existe un isomorphisme de corps

7:K(B)— K'(3),
qui prolonge o et tel que 5(8) = 3.
PREUVE. Comme o est un isomorphisme de corps de K dans K’, 'application
n ) n )
p: K[X]— K'[X], QX)=> bX —Q(X)=> o(b)X’
§=0 §=0
est un isomorphisme d’anneaux. On en déduit
g K@B) — K'(8)
T T
P K[X]/(P)— K'[X]/(P7),
Q+(P) —» Q7+(P7)
Cela montre a la fois que P? est un élément irréductible de K'[X] (par le théoréme sur l'isomorphisme

X0 K'[X]/(P°) est un corps), et que si 8 = Q(8) € K (), son image par & est bien définie par 1'égalité
56) = @(5). O

n .

THEOREME 1.4.6 (DE L'UNICITE) Soient o : K = K’ un isomorphisme de corps, P(X) = >0 a5 X7
un polynéme de K[X|, et notons P° = Z?:o o(a;)X’ € K'[X].

A P, on associe une extension E de K, dans laquelle il se factorise en produit de termes du premier
degré, P(X) = a(X — a1)-....(X —ay), et on note B = K(a1,--+,a,) le corps de décomposition de P
dans E.
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On définit de méme E' et B’ pour le polynome P°. Il existe alors un isomorphisme de corps
T:B5 B,
dont la restriction o K est égale a o.

PREUVE. Le polynéme P s’écrit P(X) = a(X — a1)-....«(X — ay), les o; étant des éléments de F.
Raisonnons par récurrence sur le nombre N d’éléments «;, qui n'appartiennent pas a4 K.
Si N =0, tous les «; appartiennent & K, donc B = K est isomorphe & B’ = K', et 7 = 0.
Pour N > 1, supposons que oy n’appartienne pas a K.
C’est un élément algébrique sur K, de polynéme minimal S, et il existe @ € K[X] tel que P = SQ.
Dans E’'[X], on a les égalités

P7=57Q° =d (X —a})-....(X —al).
Si 3 est une racine de S° dans une extension de E’, il vient
P7(B)=0=d'(B—a}).. (B — o)

donc il existe un indice 7, qu’on peut supposer égal a 1, tel que 8 = o € E’. On utilise le théoréme
pour le polynome irréductible S : il existe un isomorphisme de corps

7:K(a) = K'(a)),

qui prolonge o.
On considére maintenant P comme un polyndme a coefficients dans L = K (a1).
Le nombre de racines de P qui n’appartiennent pas & L est strictement inférieur & N, et ’hypothése
de récurrence nous donne 'existence d’un prolongement de T,
7 Llag, -+ an) = L'(ah,--- ,al),
avec L' = K'(«}). On termine en remarquant que L(ag, -+ - , ) = K (a1, a2, , o), et que L'(ah, - -+ ,al) =
K'(of, b, ,a). O

COROLLAIRE 1.4.7 (DE L’UNICITE) Soient K un corps, P un polynome de K[X], et L, L' deuz corps
de décomposition de P sur K. Alors il existe un isomorphisme de corps de L sur L' dont la restriction
a K est lidentité.

En effet, il suffit d’utiliser le résultat précédent pour 0 =id : K — K.
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2 Caractéres d’un groupe et morphismes de corps

2.1 Indépendance linéaire des caractéres

DEFINITION 2.1.1 Etant donné un groupe G et un corps K, on appelle caractére de G dans K tout
morphisme de groupes de G dans K*.

EXEMPLE 2.1.2 Pour tout corps K on a Hom(Z,K*) = K* (tout caractére est déterminé par l’image
du générateur 1 du groupe additif Z dans le groupe multiplicatif K*).

NOTATIONS. Si G est abélien, on note X*(G) = Hom(G, C*) le groupe des caractéres de G dans C avec
la loi

(x1x2)(9) = x1(9)x2(9)-

On utilise les caractéres des groupes pour étudier les morphismes des corps. Soient E et E’ deux corps,
alors tout morphisme o € Hom(E, E’) de E dans E’ donne un caractére du groupe G = E* dans K = F/|

EXEMPLE 2.1.3 Si G = Z/nZ, un morphisme de G dans C* est déterminé par l’image de 1 qui vérifie

x(I)" = x(nl) = x(0) = 1.

C’est donc une racine n-ieme de l'unité dans C*.
Inversement si ( est une racine n-ieme de l'unité, application

Z/HZHCX, T ("

est un caractére de Z/nZ ; on a ainsi obtenu une bijection du groupe pin,(C) sur X*(Z/nZ). Notons en
outre que l’exponentielle complexe fournit un isomorphisme de groupes

ZInZ = pn(C), T exp( 2t

)

THEOREME 2.1.4 (D’INDEPENDANCE LINEAIRE DE CARACTERES (E.ARTIN))
Soient o1, -+, 0, € Hom(G, K*) n caractéres distincts d’un groupe G dans un corps K. Alors ce sont n
éléments linéairement indépendants du K -espace vectoriel des applications de G dans K.

PREUVE : On raisonne par récurrence sur 'entier n. Un caractére n’étant jamais nul, I’assertion est vraie
pour n = 1.

Pour n > 2, supposons 'assertion vraie pour tout ¢ < n, et choisissons dans K des éléments a;
(1 <i<n) tels que pour tout = € G on ait I’égalité

e(z) = aro1(x) + -+ apop(x) =0
Si a appartient & G, on a aussi pour tout = de G

e(ar) — op(a)e(x) =0,
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soit

ai(o1(a) — on(a))or(x) + -+ + ap—1(on—1(a) — opn(@))on-1(z) = 0.
Comme les o; sont distincts, il existe un « dans G tel que o1(a) — o, () soit non nul; et d’aprés
I’hypothése de récurrence, les caractéres o1, --- , 0,1 sont linéairement indépendants, donc on a

ar(o1(a) = op(@)) =0 = an_1(on-1(a) — on(e))

d’ott a; = 0. On utilise de nouveau I’hypothése de récurrence avec les caractéres og,--- ,0,, doll ag =
.-+ =a, =0, ce qui prouve que o1, -, 0, sont linéairement indépendants.
COROLLAIRE 2.1.5 Soient E et E' deuzx corps, et o1,--- ,0, € Hom(E, E') n morphismes distincts de

E dans E'. Alors ce sont n éléments linéairement indépendants du E’-espace vectoriel des applications
de E dans E'.

PREUVE : il suffit de poser G = E*, K = E’, et d’utiliser le théoréme EZT. 4

NOTATIONS. Si X est un ensemble fini, on considére la forme

1 _
C¥xCY =C (f9) = (9 = 2% > f@)g(a).
zeX
PROPOSITION 2.1.6 Si G est un groupe fini et x, X' deux caractéres de G, dans C, alors

1, six=x%
X)) = { o
0, sinon.

COROLLAIRE 2.1.7 Si G est un groupe fini, la famille (X)yex-(a) est une famille libre du C-espace
vectoriel C&

EXERCICES

2.1 Soit K C E une extension de corps. Montrer que Kg = {z € E,x est algébrique sur K} est un sous-corps
de E.

2.2 Montrer qu’il existe des polynomes irréductibles sur Q de tout degré n > 1, par exemple X" — p, ou p est
un nombre premier.

2.3 Soit K un corps. En considérant ordre des éléments d’un groupe cyclique, montrer que n = > dn w(d).
En déduire une autre preuve que tout sous-groupe d’ordre n de K™ est cyclique.

2.4 Soit K un corps a ¢ éléments, ¢ > 4. Montrer que Y, z2 = 0. Plus généralement, calculer, pour s > 1,
la somme »__ . 2°.

2.5 Si H est un sous-groupe de C* tel que C*/H est fini, monter que H = C*.

2.6 Soit G un groupe abélien. Montrer que Hom(G, K™*) est un groupe abélien avec la multiplication x1x2(g) =
x1(9)xz2(9)

2.7 Si |G| < oo, montrer que [Hom(G, K*)| < |G|.

2.8 Soient K = C, G un groupe abélien. On pose G¥ = Hom(G,C*) = X*(G).
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a) Montrer qu’il existe un isomorphisme (non-canonique) G = G, donc |G| = |G].

b) Démontrer les relations d’orthogonalité :

)Gl six=1 _)IG], sig=e
Zx(g)—{ ;> x(g) = 0. sinon

et 0, sinon N

2.9 Soit
1—-ALB%Co =1

une suite exacte de trois groupes abéliens finis; c’est-a-dire, que Imf = Kerg, Ker f = {1}, Img = C.
Montrer qu’il existe une suite exacte des groupes des caractéres :

Vv Vv
1—coveBYlay o 1,
ot g”, f¥ sont définis pour tout y € CV, v € B et pour tout b € B, a € A par

9 ()®) = x(g(), f'(¥)(a) =v(f(a)).

2.2 Application : corps des fixes

DEFINITION 2.2.1 On considére n morphismes {o1,--+ ,0n} du corps E dans le corps E’, et ’ensemble
F={a€E|oi(a)="---=0,(a)}.
On vérifie facilement que F' est un sous-corps de E ; F s’appelle corps des fixes par l’ensemble {01, - ,0n},

et on le note Elo1on},

THEOREME 2.2.2 Soient {01, ,0,} n morphismes distincts du corps E dans le corps E', F' leur corps
des fizes. On a alors Uinégalité [E : F| > n.

PREUVE : Posons [E : F| = r, et soit {wi,--- ,w,} une base de F sur F : tout @ € E s’écrit o =
awy + -+ ayw,, avec a; € F.
Considérons ensuite une solution (1, - ,x,) du systéme

01(0)1)1’1 4+ 4+ an(wl)zn = 0
o1(w2)xy + -+ op(w2)x, =0 2.1)

Comme pour tout a € F, on a les égalités o1(a) = --- = o, (a), on en déduit les relations :

0'1((110}1)1‘1 + -+ an(alwl)xn =0
o1(aswe)x1 + -+ - + op(aswa)x, =0

Et en sommant, on en déduit que pour tout o € F, on a

(x101 4+ -+ xpon)(a) = 0.

Grace au corollaire 20 il vient que 1 = -+ = z,, = 0.
Le systéme linéaire homogeéne (Il), de r équations & n inconnues, n’admet que la solution nulle :
r>n.
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COROLLAIRE 2.2.3 Soient {01, ,0,} n automorphismes distincts du corps E, et F = Elovond feyr
corps des fizes. On a alors linégalité [E : F| > n.

On montrera qu’on a souvent I’égalité [E : F| = n.

EXEMPLE 2.2.4 E =C, 01(2) = z et 02(2) = Z. Alors
F={2cC|z=Zz}=R, et[C:R]=2.

EXEMPLE 2.2.5 Il se peut que I’égalité [E : F] = n ne soit pas atteinte : on considére E' = E = Q(V/2, j),
o1 = id, oa(a) = ja, et 02(j) = j, on a = V/2, et n = 2. On considére les corps intermédiaires

By = Q(/2), By = Q(j). Alors
[E:Q)=[F:E\E1:Q=2-3=[F:E)[E;:Q]=3-2.

Pour tout v € E il existe donc un unique triplet ag, a1, as € Ey tel que v = ag + a1 + aga?, et Uaction
de oy est donnée par o2(ag + a1 + a20?) = ag + jara + j2aza®. Ceci montre que

F={yeE|v=ao€ B} =Q(), et[E:F]=3.

Onadoncr=[FE:F]|=3>2=n.
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Cours N°3. Le jeudi 3 février 2005

(disponible sur : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr /~panchish)

Deuxiéme partie

Correspondance de Galois

3 Groupes de Galois

3.1 Extensions galoisiennes

Rappelons qu’'une extension de corps E/F est un couple, formé par deux corps E D F (c’est une
notation traditionnelle, ne pas confondre avec le groupe quotient !)

DEFINITION 3.1.1 On se donne un corps E, et le groupe AutE de tous les automorphismes de E. Soit
G= {Ula"' ,O'n}'

un sous-groupe fini de AutE. On appelle extension galoisienne de groupe de Galois G extension E/F,
ou F = EC est le corps des fizes par G.

Le groupe G est souvent noté Gal(E/F'). Comme il contient l'identité, pour tout y € F' et pour tout
ceGonao(y) =y.

EXEMPLE. Soient n > 3 un nombre naturel, ( = exp(2im/n). On montrera que l'extension Q(¢)/Q est
galoisienne de groupe de Galois G = (Z/nZ)*, avec les automorphismes o, (a € (Z/nZ)*), donnés par

04(¢) =¢* (pour tout a mod n, pged(a,n) = 1)
Par contre, on verra que l'extension Q(%/2)/Q n’est pas galoisienne pour n > 3 (exercice a faire)

THEOREME 3.1.2 Soient G = {01, ,0,} un sous-groupe fini de AutE et E/F extension galoisienne
associée. Alors [E : F] = n.

PREUVE : Grace au théoréme EZZ3 il suffit de démontrer I'inégalité [E : F] < n.
A tout z € FE, associons sa trace

Tr(x) = o1(x) + - + on().
Comme G est un groupe, pour tout o; € G, on a :
0i(Tr(z)) = Tr(z) = o1(Tr(z)) (si o1 est le neutre de G).

Donc Tr(z) est un élément de F. On en déduit que l'application trace (Tr : z — Tr(z)) est une forme
F-linéaire sur E ; d’aprés le corollaire 22T sur I'indépendance linéaire des o;, cette forme est non nulle :
soit y € E un élément de trace non-nulle.
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Considérons maintenant une famille {aq, -+, @,41} de n+1 éléments de E. On lui associe le systéme
homogéne de n équations a n + 1 inconnues dans le corps E :

z107 (1) + -+ Tny107 ()
210y (1) + -+ 10y (ang)

zio, (o) 4+ -+ g1, H(ang1) =0

0
0

(3.1)

Comme le systéme est homogéne, et comme le nombre d’équations est inférieur au nombre d’inconnues,
I’ensemble des solutions est un espace vectoriel sur £ de dimension au moins égale a 1.

Soit donc (z7,---, ;) une solution non nulle; quitte & changer 'indexation, on peut supposer
z} # 0. En posant x; = %y, on obtient une solution (x1,-- ,z,+1) avec 1 = y. Et on a les égalités
B - X
w0y ) + - 4 2ng10y Hangr) =0
2105 (a1) + -+ Tpg105 H(@ng1) =0

-7710';1(041) + -+ $n+10';1(04n+1) =0

Prenons 'image de la i-éme ligne par o; :

oi(z1)ar + -+ 01(Tny1) 1 =0
oa(x1)on + -+ + o2(Tny1)one1 =0

on(z1)ar + -+ on(Tng1)ang1 =0
Et en sommant, on obtient 1’égalité :
Tr(z1)og + -+ + Tr(xpt1)an+1 = 0, avec Tr(xp) = Tr(y) # 0.

Toute famille de n 4 1 éléments de E est lice sur F', d’ou [E: F] <n. 1

COROLLAIRE 3.1.3 ("MAXIMALITE DU GROUPE DE GALOIS") Soit E/F une extension galoisienne finie
du groupe G = {01, -+ ,0,}. Tout automorphisme o € Aut(E) de E dont la restriction a F est l'identité,
appartient a G.

PREUVE : Soit n le cardinal du groupe G ; d’apreés le théoréme B2 on a [E : F] = n. Si o n’appartenait
pas & G, F serait le corps des fixes de n + 1 automorphismes distincts de E, et d’apreés le corollaire ZZTH,
[E : F] > n+1, contradiction. I

Propriété d’injectivité
COROLLAIRE 3.1.4 ("INJECTIVITE") Soit E/F une extension galoisienne du groupe G, et soient Hy,

Hy deuz sous-groupes de G. Si By = EHv| By = B2 ’égalité des corps By = By entraine [’égalité des
groupes Hy et Hs.
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PREUVE : Soit Hj3 le sous-groupe de G engendré par H; et Hs; son corps des fixes By = EH3 est inclus
dans le corps By = By. Mais tout élément de H3 est un produit fini d’éléments de Hy et Hs : il fixe les
éléments de B; = By, et on a donc By = By = B3. On utilise alors le théoréme :

[E: B3] = Card Hy = [E : By] = Card H; = [E : By] = Card Ho,

et les inclusions Hz D Hy, H3 D Hs fournissent les égalités Hy = Ho = Hs. i

EXEMPLE 3.1.5 On considére E = Q(3/2, ), a = /2,

{T<a>=a, {a(oo:ja,
() =72 \oG) =4

Alors les morphismes {id, o, 7,02 o7, 70} sont distincts :

or(a) =ja, |1o(a)=j%q,
o7(j) = j*, To(j) = 5%,
donc ils forment un groupe non commutatif G d’ordre 6, car [E : Q] = 6. Les sous-groupes H; = {id, o7}

et Hy = {id, 7o'} sont des sous-groupes distincts d’ordre 2, et leurs corps des fizes sont By = Q(a + ja)
et By = Q(a + j%a). En effet, ot(a + ja) = a + ja = —j2a, 7o(a + j%a) = a + j2a = —ja.

Probléme de Fermat : Pierre de Fermat (1601-1665)

a soulevé son probléme célébre (c.1637) dans la
marge d’une traduction des "Arithmétiques" de Dio-
phante :

"Décomposer un cube en deux autre cubes, une qua-
trieme puissance, et généralement, une puissance
quelconque, en deur puissances de méme nom au-
dessus de la seconde puissance, est une chose im-
possible et jen ai assurément trouvé l’admirable dé-
monstration. La marge trop exigué ne la contiendrait
pas”.

En langage moderne :

pour n > 2 — zyz =0
T, y,z2 €L

(FLT(n))
("Fermat’s Last Theorem").

Cas n = 4 (Fermat lui-méme dans une lettre & Huygens)

cas n = 3 (Euler en1753);

cas n = 5 (Dirichlet, Legendre, c.1825);

casn =7 (G.Lamé, 1839 ; n = 14 a déja été fait par Dirichlet en 1832);
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Le 11 mars 1847 G.Lamé informait I’Académie des Sciences de Paris d’'une démonstration compléte
a la base de l'identité

4y =(@+y)(x+Cy) @+ Py), (=G = exp(2mi/p),p # 2

admettant la factorialité de Panneau Z[(,] (c’est-a-dire, que la décomposition en facteurs premiers dans
cet anneau soit unique).
Immeédiatement J.Liouville dit : "N’y a-t-il pas 1a une lacune a remplir ?" (et quelques mois apreés
A.Cauchy publia une note sur la non-factorialité de Z[(23]).

L'idée de divisibilité dans les anneaux a beaucoup influencé la théorie des nombres.

Travail de E.Kummer

E.Kummer en 1847 a défini un p régulier :
pout tout idéal I C Z[(p) (I P principal = I principal).

(en langage moderne), et il a démontré FLT(p) pour tout p régulier (la Médaille d’Or de I’ Académie des
Sciences en 1850). Le plus petit nombre premier irrégulier est p = 37, voir [He97].

3.2 Extensions séparables

DEFINITION 3.2.1 (i) Soit K un corps; on dit qu’un polynome P € K[X] est séparable, s’il n’existe pas
d’extension L de K, dans laquelle P admet une racine multiple.

(ii) Soit E/K une extension de corps. L’élément a € E est dit séparable sur K s’il existe un polynome
P e K[X] séparable tel que P(a) = 0.

(iil) Enfin, Uextension E/K est séparable si tout élément o € E est séparable sur K

PROPOSITION 3.2.2 Soient K un corps, et P un élément de K[X].
(i) Si P est premier avec son polynome dérivé P’, alors le polynome P est séparable.
(ii) Si P est irréductible et K de caractéristique nulle, le polynome P est séparable.

PREUVE : (i) Soit « une racine de P dans une extension L de K ; dans L[X], on a les égalités :
PX)=(X—-a)"g(X), avecm >1,g(a) #0

et
P/(X) = (X — )" mg(X) + (X — a)g'(X)].

D’autre part, comme P et P’ sont premiers entre eux dans K[X], il existe u et v dans K[X] tels que
uP+ovP' =1
On obtient I'égalité dans L[X] :
u(X)(X — a)"g(X) +v(X)(X — )" mg(X) + (X —a)g'(X)] = 1.

On constate, en donnant & X une valeur «, que pour m > 2 on a une contradiction : 0 = 1. Dans toute
extension de K , P ne posséde que des racines simples, c’est un polynéme séparable.
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(ii) Rappelons que si K est un corps d’élément unité 1k, sa caractéristique est Uentier ¢ > 0 qui
engendre l'idéal Ker ¢ de Z, ou ¢ est le morphisme d’anneaux de Z dans K défini par ¢(n) = nlg. Donc
si K est un corps de caractéristique nulle, le polynéme dérivé d’un polynéme non constant est non nul,
et si P est un élément irréductible de K[X], il est premier avec son polynéme dérivé. |

EXEMPLE. On considére le corps K = Z/pZ, et un entier naturel n. Le polynéme P(X) = X?" — X de
K[X], de polynome dérivé —1, est séparable. Mais pour tout a € K, le polynéme g(X) = X" — a ne

n

Pest pas : g(X) = (X —a)P .

THEOREME 3.2.3 Toute extension galoisienne est algébrique et séparable. Plus précisément, soit E/F
une extension galoisienne de groupe de Galois G = {01, -+ ,0.}. Si a est un élément de E, on note
a1 =, ag,- -+, les images distinctes de « par les o; € G.

Alors p(X) = (X — a1)-....(X — a) est un polynoéme séparable de F[x] de racine «, et c’est le
polynome minimal de o sur F'.

PREUVE : Comme G est un groupe d’automorphismes du corps E, chacun de ses éléments o; permute les
o, donc les coefficients de p appartiennent & EC = F; et par construction, le polynome p est séparable.

Si P € F[X] est tel que P(«) soit nul, pour tout o; € G on a P(o;(a)) = 0;(P(«)) = 0, donc P
admet comme racines les éléments aq,--- ,a, de F, et p divise P. Le polynéme p est bien le polynome
minimal de « sur F, et il est irréductible dans F[X] d’apreés la proposition 32 1§

COROLLAIRE 3.2.4 Soit E/F une extension galoisienne de groupe de Galois G{o1, - ,0,}. Sia € E
est de polynome minimal p sur F, tout polynome irréductible dans F[X] de racine « est de la forme
ap(X) avec a € F*.

EXERCICES

3.1 On considére les sous-corps E1 = Q(¥/2), F2 = Q(j) de F = Q(/2,7), a = /2. Trouver les sous-groupes
Ui et Us de Aut(E) tels que BVt = Ey, EV2 = F,.
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Cours N°4. Le jeudi 10 février 2005

(disponible a 'adresse : http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr /~“panchish)

4 Propriété de surjectivité

Rappelons qu’'une extension de corps E/F est un couple, formé par deux corps E D F (c’est une
notation traditionnelle, ne pas confondre avec le groupe quotient !)

DEFINITION BT Tl(rappel). On se donne un corps E, et le groupe AutE de tous les automorphismes de
E. Soit
G= {Ula"' ,O'n}

un sous-groupe fini de AutE. On appelle extension galoisienne de groupe de Galois G 'extension E/F,
ot F' = E% est le corps des fixes par G.

THEOREME BT Z(rappel). Soient G = {01, -+ ,0,} un sous-groupe fini de AutE et E/F extension
galoisienne associée. Alors [E : F] = n.

4.1 Enoncé du résultat

THEOREME 4.1.1 ("SURJECTIVITE") Soit E/F une extension galoisienne de groupe de Galois G =
{o1, -+ ,0n}. Pour tout corps intermédiaire B, (E D B D F), il existe un sous-groupe H de G tel
que B soit égal o ET.

PREUVE : On vérifie aisément que ensemble des o € G, tels que o(b) = b pour tout b € B, est un
sous-groupe H de G. Soit {01, - ,0s} un systéme exact de représentants des classes & gauche de G
modulo H ; les restrictions des o; & B sont des morphismes de corps distincts de B dans F, de corps des
fixes F. Donc d’aprés le théoréme EZZ2 sur le corps des fixes, on a [B : F| > s. Posons B’ = E¥ : par
construction de H, B’ contient B. Et d’aprés le théoréme EZZ2]

[E:F] CardG
<

BBl =15 =

=CardH = [E: B'],

on en déduit 'inclusion B’ C B, donc 1'égalité B = B’. 1

COROLLAIRE 4.1.2 Soit E/F une extension galoisienne de groupe de Galois
G = {01, - ,0n}. 1l existe une bijection ® entre l'ensemble des sous-groupes H de G et l'ensemble des
extensions intermédiaires B de E/F (E D B D F), définie par ’égalité : ®(H) = B,

PREUVE : L’injectivité de ® découle du théoreme BT et la surjectivité de ® découle du théoréme EETTI).
L’application ® est une bijection entre :

o L’ensemble des . L’ensemble des corps
" | sous-groupes H C G intermédiaires B C E,B D F
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4.2 Exemples : fractions rationnelles symétriques

EXEMPLE 4.2.1 Etant donné un corps k, on considére le corps E = k(x) des fractions rationnelles &
coefficients dans k. On définit des applications de E dans E par :

o1(f(2)) = f(z)(or =id);  ou(f(2)) = f(1 - l) = 02lo3(f(2))] (o = id);

o2(f() = F(2) (B =id);  o5(f(2)) = f(3=—) = oloa(@))] (o3 = d);
03(f(2) = F(1 ~ 2)(03 = id); 06(/ (@) = f(=22) = oalos(o2(F(@)] (0F =1d).

Les applications o1, 03,03 sont des automorphismes du corps E, et par composition, donc les applications
04,05,0¢ aussi (on compose les applications de droite & gauche). Soit G l’ensemble de ces o;, muni de
la composition. Alors G est un sous-groupe non commutatif d’ordre 6 de AutE : il est isomorphe & Ss.
Posons F = EY : d’apres le théoreme[TLD, on a [E : F] = 6. Cherchons a préciser les éléments de F.

En effet, comme G est engendré par oo et o3, pour vérifier qu’un élément appartient a F', il suffit de
2 3

¢ —x+1

Q. Donc k(I) est inclus dans F'.
x2(1 —x)?

D’autre part, x est racine du polyndéme de degré 6 a coefficients dans k(1) :

controler qu'il est fixé par o9 et o3; c’est le cas de I =

(2% — x4+ 1)% — I2%(1 — z)2.

Donc [E : k(I)] < 6, et comme F' D k(I), [E : F] > 6,et 6 < [E : F] < [E : k(I)] < 6, il vient
[E:F)=[FE:k(I)] =6,donc F =k(I), G=Aut(E/F) par la maximalité (le corollaire BI3]).
REMARQUE 4.2.2 (L’ACTION DES HOMOGRAPHIES SUR LES FRACTIONS RATIONNELLES) Pour toute ho-

ar+b
p—— (ad — be # 0) posons

mographie o : T —

(0f)(@) = fo™ (2)) alors o(f) = (o7)f.

Le groupe G s’identifie alors avec le sous-groupe

(D-OD-GD ) B 0y

et G agit sur {0,1,00} C PL. par permutations.

G

1%

EXEMPLE 4.2.3 Soit E = k(xy1,--- ,x,) le corps des fractions rationnelles en n variables sur un corps
k. Le groupe symétrique S, opére sur E par :

O'f(l‘l, T 7xn) = f(xofl(l)a o 7x0'*1(n))

pour f e E eto €S,.
Cherchons a décrire le corps ' des fractions rationnelles symétriques : F = ES». D’aprés le théoréme
BT on a l'égalité [E : F| = Card S,, = n!. D’autre part, le corps F' contient les polynomes symétriques

élémentaires
S; = E Ljyee Ty,

1<i<<gisn
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des éléments 1, -+ , 2, ; si Uon pose L = k(s1,:-+,8,), on a 'inclusion L C F' C E. On consideére le
polynéme
)= (t—a1)-. (t —mp) =t" — 51" 4+ + (=1)"s, € L[t] C F[t].

Pour montrer L = F' on introduit ensuite les corps intermédiaires :
L;=L(xiy1, - yxn) = Lig1(xi41), L=L,CLy1C---CLi CLy=E,
et d’aprés le corollaire on a ’égalité :
[E:L)=[Lo:L1]-[L1: La]-.../[Lpn-1:Ly) 2 [E: F]=nl
On voit que [L;—1 : L;] <7 a laide du polyndme

f(®)
(t — xi_H)-. . .'(t — xn)

fi(t) = € L;[t] de racine t = x;.
Comme le polynome f;(t) de L;[t] est de degré i et admet x; comme racine, on a
[Li—1 : Lg] <1, donc nécessairement [L;y : L;] =4, L = F'; f;(t) est le polynome minimal de x; sur L;,

et L;_1 est le L;-espace vectoriel de base {1,x;,--- ,x;_l}.

PROPOSITION 4.2.4 a) [Li—y : L;] =4, Li—1 = (Lzs, 22, 2t Y,

b) E = (a*-....a¥» | v; <i—1)1 (une base sur L = Ly)

¢) tout polyndme g(z1,- -+ ,xy) € k[z1,- -+ , 2] est une combinaison linéaire sur L de mondmes z*-. . ..xln
avec v; < i — 1, et les coefficients sont des polynémes de s1, -, Sp,.

d) kfer, )5 = kfs, - s

PREUVE : a) On a [L;—1 : L;] <14, et
[E:L=[Lo: Ly =1[Lo: L1][L1: La]-.../[Lp—1: Lp] <nl=[E:F],

donc [L;—1: L;]=ipouri=1,--- n.

b) Découle de la preuve du théoréme sur la multiplicativité du degré.

¢) On montre que pour tout [ > i le mondéme z! est un polyndme de x;,---,z, sur I'anneau A =
k[s1, -+, sn] dans lequel z; entre avec une puissance < j — 1, puisque f;(x;) = 0 (on raisonne par
récurrence sur i et [). Plus précisément, on utilise la division euclidienne par un polynéme unitaire :

) (o)
fl(t) - (t _ g;i_,’_l)-. . .-(t - xn)

Ai :A[xi+1;"' 7xn] = k[sla"' 75n][93i+17"' 7xn]a

= ti —+ al,iti_l —+ -4 Qi i S Az[t] ou

Par exemple :
e Sii=1,

fit)=t—zy=t—(s1—a2 - —@p) =21 =81 — T — -+ — X, € k[Ta, -+ ,Tp][S1, " Sn).
e Sii =2, posons

(t—x3) ot —my) =" 2 = "3 4 4 (=1)"2s),_, € Lo]t], donc
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— (@1 F o)t + 1wy =12 — (51 — X3+ — L)t + 53 — sh— (@1 + o) (T3 + -+ )

fa(t) =t
=12 —(s1—a3--—xp)t sy —8h— (51 —x3+ - —xn) (T3 + 1)
fg(l‘g) =0=
933 =(s1—a3— - —n)r2 —S2+ 85+ (51— (w3 + -+ 2)) (23 + - + ), etc.
d)<=c) : on développe tout polynéme g(z1,---,x,) € k[zy,---,7,]°" en base z*-....z%" sur le corps
F=k(s1, - ,8n) (avec v; <i—1).
Gréce a ¢), les coefficients de ce développement sont des polynémes de sq, , Sn. Il reste & remarquer

que ce développement est unique.

4.3 Etude du corps de décomposition dans C de X? — 2

Si Pon pose j = exp(2in/3), @ = /2, les racines de X° — 2 sont «, jo, j2c. On considére E =

Q(V2,5) = Q(a, ja, j2a), et les automorphismes

T(a)=a, [Jo(a)=jeo,
() =35%  |o() =7
Alors les morphismes {id, o, 7,02, o7, 70} sont distincts :
or(a) = ja, Jro(a) = j%a,
ot (j) = j%, To(j) = 5%,
donc ils forment un groupe non commutatif G d’ordre 6, car [E : Q] = 6. Les sous-groupes H; = {id, o7}
et Hy = {id, 70} sont des sous-groupes distincts d’ordre 2, et leurs corps des fixes sont By = Q(a + ja)
et By = Q(a + j%a). En effet, or(a + ja) = a + ja = —j2%a, 7o(a + j2a) = a + j2a = —ja.

Terminons par un dessin représentant les extensions intermédiaires de E/Q :

E = 2((e))
Ey = Q(a) By = Qja) By = Q(j°a) 3
= ¢((7)2) = &((ro)2) = ¢((o7)2)
Er =Q(j)
= ¢((0)3)
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Cours N°5. Le jeudi 17 février 2005

5 Correspondance de Galois

5.1 Théoréme fondamental

Soit E/F une extension galoisienne de groupe G = {01, -+ ,0,} (un sous-groupe fini de AutE). Pour
tout sous-groupe H C G on pose B = EH = ®(H)

THEOREME FONDAMENTAL 5.1.1 1) L’application ® est une bijection entre :

o - L’ensemble des . L’ensemble des
"\ sous-groupes H C G corps intermédiaires B C E

2) [E: B = |H]

3) Soit G/H l’ensemble des classes a gauche de G par rapport & H. Alors [B: F] =|G/H|=(G: H) =
s=mn/r, oun=|G|, etr=|H|.

4) La sous-extension B/F est galoisienne si et seulement si H <G (un sous-groupe distingué).

PREUVE : 1) < les théorémes d’injectivité et de surjectivité (le corollaire BT Al et le corollaire EET2).
2) < la définition de ® et le théoréme
3) < la multiplicativité du degré : par le théoréme [LZ2

= S.

B:p = EE %

[E:B]

4) On considére tous les morphismes de corps ¢’ : B — E sur F, tels que ¢'|p = o|p :

o: EFE— FE

U U Vo € G, il existe t,0 = 0y, et o, H = 0;H <=
o B— o(B) =

U U O'j_IO'z'H:H<:>O'Z'|B :O'j|B.

F— F

Ceci implique qu’on dispose d’au moins s morphismes distincts : [{¢’ : B — E}| > [B : F]. D’autre part,
[B: F] > |{o': B — E}| par le théoréeme BTA donc [B: F] = |{¢' : B— E}| =s.
— Si B est galoisienne, alors Aut(B/F) = [B: F] = s, d’ou

Vo € G,o|lp € Aut(B/F) = o(B) = B= ocHo '(c(B)) = B

Par la bijectivité 1), on obtient cHo™' = H = H < G.
— Réciproquement,
H<G=VYocG,oHo (0(B))=B= & *o(B))=H=®"B)
= Aut(B/F) 2 G/H = B/F est galoisienne de groupe G/H.
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5.2 Composé de corps

Complétons le théoréme fondamental BTl en introduisant le composé de deux extensions intermé-
diaires.

DEFINITION 5.2.1 Soient L/K une extension de corps, E et E' deux corps intermédiaires. On appelle
le composé de E et E', noté E - E’, le sous-corps K(E,E’), c’est-a-dire, le sous-corps minimal de L
contenant K, E et E’.

PROPOSITION 5.2.2 Soient L/K wune extension galoisienne de groupe de Galois G, et E et E' deux
extensions intermédiaires. On note encore ® la bijection du théoréeme [Tl

(i) Si @ YE)=H, ®Y(E') = H', alors " (E-E')=HNH', et > Y (ENE') =H', le sous-groupe
de G, engendré par H et H'.

(ii) Si lextension E' | K est galoisienne, lextension E-E' | E Uest aussi, de groupe de Galois Gal(E-E'/E),
isomorphe & Gal(E'/E N E'). Un isomorphisme ¢ est donné par :

~

p: Gal(F-E'JE) — Gal(E'/JENE) C Gal(E'/K)

o b o|lg (la restriction de o & E’)

(i) Si les extensions E'/K et E/K sont galoisiennes, lextension E - E'/K [est aussi, de groupe de
Galois Gal(E - E' /| K), isomorphe & un sous-groupe de Gal(E/K) x Gal(E’/K), par le morphisme injectif
1 donné par :
Y Gal(E-E'/K) — Gal(E/K)x Gal(E'/K)
o — (0]m,0|6)
De plus, 1 est un isomorphisme lorsque ENE' = K.

PREUVE :
(i) Par définition du composé de deux corps, E - E’ est inclus dans L7NH ". D’autre part, le groupe de
Galois Gal(L/E - E') est inclus dans HN H’, donc E - E' contient L7’ De plus, ENE’ est inclut dans
LH" . Dautre part, le groupe de Galois Gal(L/E N E’) est inclut dans H”, donc E N E’ contient L
(ii) Si lextension E’/K est galoisienne, le sous-groupe H' est distingué dans G. L’extension L/E est
galoisienne de groupe de Galois H, et E - E’ est I’extension intermédiaire, le corps des fixes de H N H',
qui est un sous-groupe distingué de H. Donc l'extension (E - E')/E est galoisienne par le théoréme
fondamental BT, 4).

L’application ¢ qui, & un élément de Gal(E - E’/E) associe sa restriction & E’, est bien un morphisme
de groupes. Pour prouver sa surjectivité, on remarque que :

(E/)Imtp — (E . E/)Gal(E~E’/E) mE/ — EmE/

Enfin, si o est un élément de Gal(F - E'/E) d’image par ¢ triviale, o fixe tout élément de E et tout
élément de E’, donc le corps E - E’. L’application ¢ est bien injective.

(iii) Si les extensions E'/K et E/K sont galoisiennes, les sous-groupes H et H' sont distingués dans
G, donc H N H' est aussi distingué dans G (pour tout z € H N H' et tout g € G, grg~! appartient a
H et H'). Ainsi Pextension E - E'/K est galoisienne de groupe de Galois isomorphe & G/(H N H'). Le
morphisme de I’énoncé est en fait le morphisme de groupes

v: G/(HNH) — G/H x G/H'
o +— (0 mod H,o mod H')

qui est bien injectif. Si I'on suppose de plus ENE’ = K, alors d’aprés (i) ona H' =G = H - H', ce qui
prouve la surjectivité de . 1

EXERCICE. Donner un exemple avec E-E' # Let ENE # K.
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Cours N°6. Le jeudi 3 mars 2005

Composé de corps : rappels et exemples

DEFINITION 2] Soient L/K une extension de corps, E et E’ deux corps intermédiaires. On appelle
le composé de E et E’, noté E - E’, le sous-corps K(E,E’), c’est-a-dire, le sous-corps minimal de L
contenant K, F et E’'.
Soient L/K une extension galoisienne de groupe de Galois G. On note encore ® la bijection du
théoréme BT :
o - { L’ensemble des } { L’ensemble des }
" | sous-groupes H C G corps intermédiaires B C E

REMARQUE. Si K C B C B’ C L quatre corps emboités, U = ®~1(B) D U’ = ®~!(B’) alors 'extension
B’/ B est galoisienne si et seulement si U’ < U, et Gal(B’/B) 2 U/U’.

PROPOSITION Soient E et E’ deux extensions intermédiaires. (i) Si ®~*(E) = H, ®~}(E') = H’,
alors 1 (E-E)=HNH' et > Y(ENE) = H", le sous-groupe de G, engendré par H et H'.
(ii) Silextension E’/K est galoisienne, 'extension E-E’/E V'est aussi, de groupe de Galois Gal(E-E’'/E),
isomorphe a Gal(E'/ENE') :

Gal((E-E')/FE) =2 Gal(E'/ENE)<= H/(HNH')~ (H'-H)/H'

(rappelons que Gal(E'/K)=G/H', H <G, HNH'<H, et H «H'- H).
(iii) Si les extensions E'/K et E/K sont galoisiennes, I’extension E-E’/K V'est aussi, de groupe de Galois
Gal(E - E'/K), isomorphe a un sous-groupe de Gal(E/K) x Gal(E’/K) par le morphisme injectif ) :
v:G/HNH) < G/HxG/H  GallE E'/K) — Gal(E/K) x Gal(E'/K)
o(HNH') —  (cH,ocH') o — (olg,olE)
Dans ce cas, H< G, H' 4G, donc HNH' < G.
De plus, 1 est un isomorphisme lorsque F N E' = K, c’est-a-dire, si H - H' = G.

EXEMPLE 5.2.3 Soit k un corps. Considérons L = k(x1,x2,x3,24), K = k(s1, 82, 83,84). Alors G =
Gal(L/K) = S4, et E = K(z4) coincide avec le corps des fizes du sous-groupe Ss C S4, et [E : K] =
|G/H| =4, mais H 4G. De plus, on peut construire le corps des fizes E' du sous-groupe distingué

H' = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} « G

de maniére suivante. Considérons les images de Uélément o = miz3aiz} € K par G qui sont toutes

distinctes, alors
E' =K(3), ou 3= Z o(q) = maieie] + 22rerias + adajrsx? + airirie,.
occH'
Dans ce cas E-E'=L=0"YHNH)=®"'({e}), et ENE' =K =®"1(H-H')=o"1(G).

EXERCICE. Donner un exemple d’un corps intermédiaire B tel que avec B-E' # L et BN E' # K.
(INDICATION : trouver B avec ®~1(B) = ((1,2,3,4))4).
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5.3 Caractérisation des extensions galoisiennes

THEOREME 5.3.1 Pour toute extension de corps E/K, on note Aut(E/K) le groupe des automorphismes
de E dont la restriction o K est l’identité.
L’extension finie E/K est galoisienne si et seulement si le groupe Aut(E/K) est d’ordre [E : K].

PREUVE : Supposons E/K galoisienne, de groupe de Galois G, d’apreés le corollaire B33 G est égal a
Aut(E/K). Donc Card Aut(E/K) = CardG = [E : K].

Réciproquement, si [E : K] = Card Aut(E/K), posons H = Aut(E/K). Alors K est inclus dans
EH d’aprés le théoréme fondamental, on a [E : Ef] = Card H = [E : K], et I'extension E/K est bien
galoisienne de groupe de Galois H. i

REMARQUE 5.3.2 D’apres le théoreme 223, on a toujours [E : K] > Card Aut(E/K). Donc si lexten-
sion E/K n’est pas galoisienne, nécessairement [E : K| > Card Aut(E/K).

EXEMPLE 5.3.3 Si E = Q(v/2), lextension E/Q n'est pas galoisienne. En effet, si a = v/2, le polynome
minimal de o sur Q est X* — 2, et [E: Q] = 4. De plus, comme {1,a,a?, o>} est une base de E sur Q,
tout élément o de Aut(E/Q) est caractérisé par o(a) qui est une racine de

Xt —2=(X -a)(X +a)(X —ia)(X +ia).
Comme E est un corps réel, o(a) ne peut étre égal qu’a ta, et Card Aut(E/K) = 2.

THEOREME 5.3.4 L’extension de corps E/K est galoisienne si et seulement si E est un corps de décom-
position d’un polynéme séparable P € K[X].

PREUVE : e Soit E un corps de décomposition d’un polynome séparable, P € K[X]. Si l'on note n le
degré de P, et oy, - ,a, les racines de P, dans F, on a les inclusions :

E:K(ala"' 7an) DK(ala"' aanfl) Do DK(QI) DK; et

[K(a1): K] <n,[K(a,00) : K(a1)]<n—-1,---[F: K(a1, -+ ,an—1)] = 1.

Par multiplicativité des degrés, on obtient [E : K] < n!, et on déduit du théoréme que le groupe
G = Aut(E/K) est fini. Il reste & montrer que K est égal a E.

Désignons par r le nombre de racines de P n’appartenant pas a K : r > 2 (le cas r = 1 est impossible,
car la somme des racines est un élément de K). Soit alors o une racine de P non dans K, de polynéme
minimal sur K P;. Le polynéme P; divise P, il est donc séparable et admet s racines distinctes, qu’on
note ay, - ,as (2 < s <r). On peut donc construire s isomorphismes de corps o; : K(a1) — K(ay),
tels que o(a1) = ay, et que leur restriction & K soit I'identité. Et d’aprés le théoréme [[ZH, chaque o; se
prolonge en isomorphisme 7; de FE.

Sir=2,onas=2 FE=K(a)=K(ag,a2), et [E: K] =2. Comme on vient de construire deux
automorphismes distincts de F laissant K fixe, d’aprés le théoréme B3] Uextension E/K est galoisienne.

Raisonnons par récurrence sur r > 2, en supposant le résultat vrai pour tous les entiers inférieurs ou
égaux a r — 1. L’extension /K (a;) est donc galoisienne. Pour montrer 1'égalité entre K et EY, prenons
un élément 6 € E, fixé par tout élément de G ; 6 est 'est en particulier par les éléments du groupe de
Galois de F/K (a1), donc il appartient a K (aq) :

0 =co+crag + ---—l—cs_lozf*l, avec ¢; € K.
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Les prolongements 7;, construits plus haut appartiennent & G : 7;(6) = 0. Donc le polynome de E[X]
de degré au plus s — 1, h(X) = Ce1 X5 P+ 41X +co — 0, admet s racines distinctes aq, - -, .
Cela entraine que h est le polynéme nul, en particulier, § = ¢ € K, K = E¢, et I'extension E/K est
galoisienne.

e Réciproquement, supposons 'extension EF/K galoisienne, et soit {w1,--+ ,w,} une base de K-
espace vectoriel E. Pour chaque ¢, on note P; le polyndéme minimal de w; sur K : d’aprés le théoréme
BZ3 si {wfj )} est I’ensemble des images distinctes de w; par les éléments de groupe de Galois de

E/K, P(X) = Hj (X — ng)). Chaque P; est séparable, tous les ng) sont dans E, et E est le corps de

décomposition du polyndme séparable P produit des P; distincts. (Il est possible de construire beaucoup
d’autres polynémes convenables P).

DEFINITION 5.3.5 On appelle extension normale une extension de corps E/K telle que pour toute exten-
sion L de K et tout couple (o,7) de morphisme de corps de E dans L fixrant K, on ait o(E) = 7(E).

THEOREME 5.3.6 Une extension finie E/K est galoisienne si et seulement si elle est normale et sépa-
rable.

PREUVE e Supposons d’abord E/K galoisienne, de groupe de Galois G d’ordre n : d’aprés le théoréme
B34 E est le corps de décomposition d’un polynome séparable P € K[X], et E = K(aq,--,a;), les o
étant les racines de P. Soient L une extension de K, et ¢ un morphisme de corps de E dans L laissant
K fixe : 0(P(«a;)) = P(o(a;)) = 0, donc o(a;) est une racine de P dans L. Comme o est une application
injective, on en déduit que o(F) est la sous-extension de L/K engendrée par les racines de P dans L;
l'image est indépendante du choix de o, et E/K est normale. C’est aussi une extension séparable, d’apreés
le théoréme

e Considérons maintenant une extension F/K de degré n, normale et séparable. Comme dans la
démonstration du théoréme précédant, on introduit une base {wy, -+ ,w,} de E sur K, le polyndome
minimal P; de w; sur K, et le polyndome séparable P de K[X], produit des P; distincts. Si M est un
corps de décomposition de P, 'extension M /K est galoisienne (on note G son groupe de Galois), et elle
contient E. Donc pour vérifier que E//K est galoisienne, il suffit de montrer que le sous-groupe H de G,
qui lui est associé par la correspondance de Galois, est distingué dans G. Or comme E/K est normale,
pour tout ¢ € G, on a o(E) = E; donc pour tout o € G et pour tout z € E, il vient cho~! appartient
a H, H est distingué dans G et E/K est galoisienne.

REMARQUE 5.3.7 Si E/K est un extension galoisienne, son groupe de Galois s’identifie & un sous-groupe
d’un groupe symétrique. En effet, E est un corps de décomposition d’un polynéme séparable P € K[X],
de racines aq,- -+ ,a,. Tout élément o € G est caractérisé par les o(a;) € {aq, -, .}, et G s’identifie
a un sous-groupe de Si.
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Troisiéme partie

Corps finis

6 Morphisme de Frobenius, structure des corps finis

6.1 Sous-groupes finis dans K*
6.1.1 Exposant d’un groupe fini

DEFINITION 6.1.1 Soit G un groupe fini. On note w(G), et on appelle exposant de G le ppem des ordres
des éléments de G. C’est le plus petit entier strictement positif tel que (%) = e pour tout élément x € G.
Alors par définition du ppem, et par le théoréme de Lagrange, w(G) divise |G]|.

Soient K un corps commutatif, et G un sous-groupe fini de K*. Alors tout x € G est racine du
polynome X“(%) — 1, et ce polynome a au plus w(G) racines dans le corps K. Par suite w(G) > |G|, donc

w(@) = [G].

LEMME 6.1.2 Soit G un groupe. On suppose que a,b € G sont deux éléments tels que ab = ba, et qui
sont d’ordre r et s, respectivement, ot r et s sont premiers entre euzx. Alors ab est d’ordre rs.

C’est un fait général sur les éléments d’un groupe qui commutent entre eux.
PREUVE : Puisque (ab)™ = a™b"® = 1, Pordre de ab est un diviseur r1s1 de rs, ou r1 | 7 et s1 | s. Donc

Q" = (ab)" o = 1,

On éléve les deux parties en la puissance ro, o r1ry = r. Alors

aT1T251 b""l"’251 — 1,

donc, puisque a™"2%1 = (g"1"2)%1 =1,
prirest — q

Ceci implique que s | r17as1, et, car pged(s,rire) = 1, il vient que s = s7. Un argument similaire montre
que 7 = 11, donc 'ordre de ab est rs.

PROPOSITION 6.1.3 Dans un groupe commutatif, l’ensemble des ordres des éléments est stable par ppcm.

PREUVE. Soient en effet = un élément d’ordre r et y un élément d’ordre s. Il s’agit de construire un
élément d’ordre ppem(r, s), soit m. Or on peut écrire m = r’s’, ou 7’ divise r, s’ divise s, et les deux
entiers sont premiers entre eux, puisque ppem(r, s)pged(r, s)=rs. Par exemple, si

k k k k
— Qg — Bi !/ _ (e 7NN A i
T—Ilpi,S—llpiq,OnpOSG’r— II P S = || pi7.
=1 =1 i=1 i=1

i=
a;>B; a; <B;

r/r’

Delaonacx d’ordre 77, et ys/sl d’ordre s’, on peut donc appliquer le lemme et conclure.

EXEMPLE.
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r=120=2%.3.5,5s=180=22-3%.5, ' =8 =23 s =45 =32 .5.

REMARQUE. Voici une autre construction pour la proposition : (disponible a D’adresse cachée :
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr /“panchish/0O4mal-maple
dans le fichier 4mal-13ppcm.mws) Notons d = pged(r, s).

1l s’agit de construire un diviseur s’ de s qui soit premier & r/d, et tel que
r’ := ppem(r, s)/s’ divise r. Pour ce faire, on part de s’ = s et on réécrit s’ en s’/ pged(s’,r/d) tant que
ce pged # 1

> restart;r:=120; s:=180;sprime:=s;

> 1i:=0;d:=gcd (r,s);

> while (gcd(sprime, r/d)<>1) do

> gcd(sprime, d);

> sprime:=(sprime/gcd(sprime, r/d));

> printf("i=Yd,lcm=Yd,sprime=%d, rprime=Jd\n"

> ,i,

> 1lecm(r,s),sprime, lcm(r,s)/sprime);

> i:=i+1;0d;

1:=0
sprime = 90

i=0,1cm=360,sprime=90, rprime=4
1:=1
sprime 1= 45
i=1,1cm=360,sprime=45, rprime=8
1:=2
Autrement dit, pour r = 120, s = 180, d = pged(120, 180) = 60, r/d = 2,
ppem(120,180) = 360 = 2- 180 = 4 - 90 = & - 45.

Application : z"/"" est d’ordre 7/, et y*/¢" est d’ordre s', donc on peut utiliser le lemme

Cyclicité des sous-groupes finis de K*

THEOREME 6.1.4 Soit K un corps. Tout sous-groupe fini G de K* est cyclique.

PREUVE. Par définition du ppcm, et par le théoréme de Lagrange, 'exposant w(G) divise |G|, et tous
les € G sont solution de z¢(%) = 1, mais le polynéome X“(¢) — 1 posséde au plus w(G) racines dans le
corps K. Donc, w(G) = |G]|.

Il reste & montrer qu’il existe un élément d’ordre w(G) = |G| dans G : on conclut avec la proposition
0. 1.
REMARQUE. Pour un corps non commutatif le théoréme B2 n’est plus valable, par exemple, on prend
le groupe des quaternions de Cayley

G=Qs:={Fl,+i,+j,+k | ij=k=—ji,jk=1i=—kjki=7j=—ik,i® =752 =k?=—1}.
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Dans ce cas K = H le corps des quaternions de Cayley.

REMARQUE. Pour un groupe non commutatif, il se peut que w(G) = |G| (mais G n’est pas cyclique), par
exemple, G = S5, ppcm(2,3) = 6.
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Cours N°7. Le jeudi 10 mars 2005

6.2 Structure des corps finis

Jusqu’ici nous avons rencontré ’exemple fondamental des corps finis Z/pZ (p premier), quotients de
Z par un idéal maximal. Il s’agit maintenant de décrire tous les corps finis.

PROPOSITION-DEFINITION 6.2.1 Soit A un anneau commutatif de caractéristique p un nombre premier.
L’application
Frp:z—aP,zec A

est un morphisme d’anneauzr appelé morphisme de Frobenmius. Plus généralement, si A est un anneau
commutatif de caractéristique p premier et si g est une puissance de p, on note Frq : x — z9.

PREUVE. Le point & montrer est I'additivité. Or si 2,y € A on développe (z + y)? par la formule du
bindme, et on conclut par le fait que si 1 <1 < p — 1, p divise 'entier C,.

THEOREME 6.2.2 Soit K un corps fini. Alors K est de caractéristique p un nombre premier, K est de
cardinal ¢ = p?, avec d = [K : Z/pZ), et Fr,, est un automorphisme du corps K.

Inversement, si p est premier et d est un entier strictement positif, il existe a isomorphisme prés un
unique corps & q = p® éléments, qui est le corps de décomposition de X7 — X sur Z/pZ. On note ce
corps F,. De plus, le groupe (Fy,+) est isomorphe au groupe ((Z/pZ)%,+) et le groupe multiplicatif Fy
est isomorphe & Z/(q — 1)Z (groupe cyclique d’ordre g —1).

PREUVE. Vérifions ensuite qu’un corps K & ¢ éléments est un corps de décomposition pour le polynéme
X7 — X. En effet, comme K a ¢ éléments, K* est un groupe d’ordre ¢ — 1. Par conséquent,

Ve e K*, 277t =1.
Autrement dit, les ¢ éléments de K sont racines de X7 — X. Du fait du degré, on obtient

X1-X=]][(X-a).
acK

C’est-a-dire, tous les éléments du corps K sont des racines distincts du polynéome X? — X, donc ce corps
est forcément un corps minimal contenant telles racines. En particulier, K est un corps de décomposition
pour le polynéme X7 — X.

Soit inversement K un corps de décomposition pour le polynéme X? — X sur Z/pZ, ou p est premier
et ¢ est une puissance de p. Comme Fr, est un morphisme de corps de K, ’ensemble de ses points fixes
les racines de X? — X est un sous-corps de K. Comme K est engendré par ces racines sur ), K est
lensemble des racines de P(X) = X% — X. Comme P’ = —1, toutes les racines de P sont simples (par
les propriétés de la dérivée formelle P’ d’un polynéme), P a donc ses g racines distinctes dans K et K a
du corps Fy.

Enfin la cyclicité du groupe F} est un cas particulier du théoréme T N
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THEOREME 6.2.3 : Soit ¢ = p" ol p est premier. Tout sous-corps du corps Fy est de cardinal p™, ot m
est un diviseur de n. Bt pour tout diviseur m de n, Fy posséde un unique sous-corps de cardinal p™, qui
est l’ensemble des racines du polynome XP" — X dans F,.

PREUVE. Si K est un sous-corps de Fy, alors il contient le sous-corps premier IF,,, donc c’est une extension
finie et IF; est une extension finie de K. De la K a pour cardinal p™, et le cardinal de F, est une puissance
de (p™)¢ de celui de K. Ainsi n = md. Inversement, si m divise n, alors p™ — 1 divise p” — 1, donc le
polynome X?"~1 — 1 divise le polynome X?"~1 — 1, donc le polynéme X?" — X divise X?" — X, ce
qui entraine que X?" — X a p™ racines distinctes dans Fy. Ces racines forment 1'unique sous-corps de
cardinal p™ de Fy. 1

THEOREME 6.2.4 : Pour tout corps fini K et pour tout entier n > 0 il existe une extension L/K de
degré n ; cette extension est galoisienne, et unique & isomorphisme prés. On a K =2 Fy, ot ¢ = p?

et p est premier, et L = Fyn est un corps de décomposition du polynome X" - x = x°" — X, et
Gal(L/K) = (Fry), est le groupe cyclique d’ordre n, engendré par le morphisme de Frobenius Fr,.

Dans la pratique, pour pouvoir faire les calculs, le corps Fpn (n > 1) sera construit comme anneau
quotient de type F,[X]/(Q), en choisissant un polynome irréductible @ de degré n.
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7 Polyndmes sur les corps finis. Nombre de polyndmes irréduc-
tibles

7.1 Nombre de polyndémes irréductibles de degré donné

THEOREME 7.1.1 Soient p un nombre premier et ¢ une puissance de p. Pour tout entier n > 1, il existe
0 € Fyn tel que Fogn =TFy[0] et il existe P polynéme irréductible de degré n sur Fy.

PREUVE. Soient ¢ un générateur du groupe cyclique Fy.., et P son polyndéme minimal sur F,. Alors on a
Fyn = F,[0] et P est un polynéme irréductible sur F, dont Fy» est un corps de rupture. Autrement dit,
on a un isomorphisme

F [ X]/(P) = Fyn
qui envoie la classe de X sur 6. En particulier, on a deg P = dimg, (Fgn) = n.

REMARQUE 7.1.2 Si on a un tel polynéme et o une racine de P dans Fyn, la famille {1, ,a" "1}
est une base du F4-espace vectoriel Fyn.

PROPOSITION 7.1.3 Soient P un polynome irréductible sur Fy et o une racine de P dans une extension
de Fy. Alors, pour tout polynome Q sur Fq, Q(a) = 0 si et seulement si P divise Q.

En effet, P est alors le polyndme minimal de a sur Fy, voir la proposition [L32

LEMME 7.1.4 Soit P un polynéme irréductible de degré m surF,. Alors P divise X" — X si et seulement
st m divise n.

PREUVE. Le corps de rupture de P sur [Fy est de cardinal ¢"*, donc tout élément y vérifie 27" =z, donc
aussi en itérant si m divise n, 9" = x. On conclut que P divise X¢" — X en appliquant la proposition
précédente avec Q = X — X. Inversement si P divise X?" — X alors le corps Fg» contient un corps de
rupture de P, de cardinal ¢™, donc par le théoréme BZ3, m divise n.

THEOREME 7.1.5 Soit P un polynome irréductible surF, de degré m. Alors P est scindé sur le corps Fgm
m—1

et a toutes ses racines simples. Si « est l'une d’elles, ces m racines sont a,a4,--- ,a? . En particulier
si P # X toutes les racines de P ont le méme ordre multiplicatif dans Fy...

PREUVE. On a vu que le corps de rupture de P, F,[X]/(P), de cardinal ¢", est formé de I’ensemble des
racines du polynéme X?" — X. Par suite X9 — X s’annule en une racine de P, donc par la proposition
il est divisible par P sur F, et a fortiori sur F,=. Ainsi puisque X 4" _ X est scindé & racines simples
sur Fgm, il en est de méme pour P.

Ensuite, on écrit P = Z;ZO a; X" avec a; € Fy. Si a est une racine de P, alors

Fro(P(a)) = ZFrq(ai)Frq(a)i = P(Frq(a)) =0
i=0

ot 'avant-derniére égalité vient du fait que Frq(z) = « pour tout € Fy. Par conséquent o, a4, - - -, ad" !

sont des racines de P. Montrons par ’absurde que ces m racines sont distinctes. En effet, dans le cas
contraire, il existe i, j avec 0 < i < j < m — 1 tels que a¢ = a? et donc a4’ ~¢" = 1. Par conséquent

ord(a)l¢? —¢' = ¢'(¢" 7" — 1).
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Mais comme « € Fy.., l'ordre de « est premier & g donc, par le lemme de Gauss, ord(a)|g"™7 — 1, et
a? " = o, donc « appartient au corps Fi-i, ce qui est en contradiction avec le fait que [F (o) : Fy] =
deg P = m. Ainsi on a

P(X)=(X —a)(X —a%).. (X —a?" ).

La derniére assertion résulte de ce que Fry est un automorphisme du corps Fym, donc il conserve 1'ordre
multiplicatif des éléments.

COROLLAIRE 7.1.6 Le corps de décomposition de tout polynome de degré m irréductible sur Fq est Fgm.

Tout élément ¢ € Fyn est racine d’un unique polynoéme irréductible unitaire P = P; de F[X] de degré
d divisant n, ainsi

n
X7 - x =] P(X)
P iritai
dlnreductivie S Fq
deg P=d

(dans cette formule comme dans la suite du paragraphe, on convient que la notation d|n signifie que d
est un diviseur POSITIF de n).
PREUVE. Puisque F,[X] est factoriel, on applique le lemme [ZTA en utilisant que X 7" — X est premier
avec sa dérivée, donc sa factorisation est sans multiplicité.

Soit vy, (g) le nombre de polynémes unitaires irréductibles de degré n sur F,. Alors l'identité ci-dessus

montre que
¢" = dva(q),
d|n

et pour récupérer v4(q) de cette formule on utilise la formule d’inversion de Mobius.

Formule d’inversion de Mobius

DEFINITION 7.1.7 On appelle fonction de Mdbius la fonction définie sur N par :

1 stn=1,
p(n) =< (=1)F sin est le produit de k nombres premiers distincts,
0 si n est divisible par le carré d’un mombre premier.

On voit que p(nm) = pu(n)u(m), si m et n sont premiers entre eux.

REMARQUE. On peut aussi définir la fonction de Mébius p(n) par Pégalité formelle

St = T] G- =cs)™

P premier

PROPOSITION 7.1.8 (FORMULE D’INVERSION) Soient (ay), (by) (n > 1) deux suites d’entiers liées par

bnzzad (’I’LZ 1).

d|n
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Alors on a

an =Y p(n/d)ba (n>1).

d|n

Zu n/dbdeu n/d) Zad/ Zad/ Z w(d),

d'|d d'ln 8|(n/d)

En effet on a

ol 0 = n/d divise n/d'. Pour m > 1, si s désigne le nombre de diviseurs premiers distincts positifs de m,

on a
> (o) 205 =(1-1)°=0.

dlm

REMARQUE. La formule d’inversion a,, = > dln p(n/d)bg résulte aussi facilement de 1'identité formelle

Z bpyn~*% = Z ann~%C(s), ((s) = Zn‘5
n=1 n=1 n=1

c’est-a-dire
[ee] oo
2 ann™ = 3 ban (s
n=1 n=1
Une application directe de la formule d’inversion nous permet d’énoncer :

THEOREME 7.1.9 Pour tout corps fini Fy et tout entiern>1 on a :

@x"-x=1 I P,

djn unitaire
irreductible sur E q

deg P=d
(i) ¢" = dva(q)
d|n

(i1i) Le nombre de polynémes irréductibles unitaires de degré n sur Fy est

= 3" uln/a)

d|n

REMARQUE. On voit facilement par I’absurde que I’expression a droite est non nulle, car il y a unicité
de lécriture (éventuelle) d’un entier comme somme de puissances différentes de ¢. Comme v, > 0, on
obtient v, > 0; on a ainsi une nouvelle preuve du fait qu’il existe un polyndéme irréductible de degré n

sur F, (théoréeme [ZTT)).
EXEMPLE. Soit ¢ =3, n =2, alors 1»(3) = $(3? —3) = 3.
> Factor(T"9-T) mod 3;
T(T+2)(T*+T+2)(T?+2T+2)(T+1)(T?+1)
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Cours N°8. Le jeudi 24 mars 2005

7.2 Ordre d’un polynéme, polynémes primitifs
La notion d’ordre est présentée ici comme complément, les démonstrations sont laissées en exercice

(voir [Li=Ni]).

DEFINITION 7.2.1 Soit P un polynéme non nul sur F,. Si P(0) # 0, lordre de P est le plus petit entier
strictement positif e tel que P divise X°® — 1. Si P(0)=0, alors il existe Q dans Fq[X] non nul en 0 et h
entier positif tels que P = X"Q, et dans ce cas on pose ord(P) = ord(Q).

EXERCICE. Montrer I'existence d’un tel nombre e, avec ¢ < ¢ — 1 si m = degP > 1 Indication :
raisonner dans l’anneau fini F,[X]/(P).
REMARQUE 7.2.2 Si P est irréductible de degré m sur Fg, alors Uordre e de P divise ¢ — 1. De plus

d’apres le lemme[TIZ sie > 1 (donc P(X) # X ), m est minimal > 0 pour cette propriété, donc le degré
m de P est l'ordre multiplicatif de ¢ modulo e.

THEOREME 7.2.3 Soient m > 1 et e > 1. Le nombre de polynomes irréductibles unitaires sur Fy de degré
m et d’ordre e est

N | ple)/m ,sim est Uordre multiplicatif de ¢ mod e
am.e T 0 , sinon,

ot p(e) est Uindicateur d’Euler de e.

PREUVE (en exercice).

*

EXEMPLE 7.2.4 On considére le groupe cyclique F5,, d’ordre 2'' —1 = 23-89. Soit o € F},, un élément
d’ordre 23. La factorisation de X3 — 1 en irréductibles sur Fo est :

XB1=XB+1=X+1)PX)P(X)=
11 10 6 5 4 2 11 9 7 6 5
X+ X+ X+ X+ X+ X'+ X+ ) (X + X7+ X+ X+ X°+ X +1)

ot

Po(x) =o't + 20 428 + 25 2t 422 41
=[] -a"),T=1{1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18}
iel
Pz)=al+2% +a2" a8 42 2 +1
=[]~ o’),J = {5,7,10,11,14,15,17,19,20,21, 22}
jedJ
(Notons que toute racine # 1 de X?* — 1 est d’ordre 23. Pour écrire les racines de Py et Py ci-dessus,
on a noté o une racine de Py et appliqué le théoreme [Z12)

Pour e =23 et ¢ = 2, on a bien ord(2 mod 23) = 11 : les polyndmes irréductibles d’ordre 23 sur Fq
sont de degré 11, il y en a ¢(23)/11 = 2.
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Rapellons que le degré de P irréductible sur I, d’ordre e est 'ordre multiplicatif de ¢ modulo e (par
la remarque [L2Z2). En effet, on a e|¢g™ — 1, avec un m minimal. Par exemple, si e = 23, ¢ = 2, alors
ord(2) mod 23 = 11.

DEFINITION 7.2.5 Un polynéme P de degré m sur F, est dit primitif sur Fy s’ est le polynome minimal
sur F, d'une racine primitive de Fym (un générateur du groupe cyclique Fy..).

Une étude de 'ordre des produits de polynémes fournit la caractérisation suivante, ot on voit qu’a
degré m fixé ce sont les polyndmes primitifs qui atteignent 'ordre maximum ¢™ —1 (voir 'exercice [L2Z]]) :

THEOREME 7.2.6 Un polynéme P de degré m est primitif sur Fy si et seulement si P est unitaire, non
nul en 0 et d’ordre ¢"™ — 1.

Un exemple de ’action du Frobenius sur les racines
Considérons de nouveau

XB1=XB+1=X+1)PX)PX)=
11 10 6 5 4 2 11 9 7 6 5
X+D)XT+ XY+ X+ X+ X+ X2+ ) (XM + X7+ X7+ X0+ XP+ X +1)

ol
Po(x) =o't + 20 428 + 25 + 2t 422 41
= [[@—a"),1={1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18}
el
Pz)=al+2% +a2" 2842 2 +1
=[x —o’), ] ={57,10,11,14,15,17,19, 20, 21, 22}
jeJ

Rappellons qu’on définit le symbole de Legendre (%) pour un nombre premier n = p par

0 si a =0 mod n,
a
(ﬁ) =41 si @ = b? mod n, pour un certain b,n { b, (7.1)
—1 sinon.

PROPOSITION 7.2.7 Soit n = p un nombre premier impair. L’application
prar— (%), (Z/nZ)" — {+1}
n

définit un morphisme ¢ : (Z/nZ)* — {£1} de groupes cycliques. Son noyau Ker(¢) coincide avec le
sous-groupe multiplicatif (Z/nZ)** des carrés dans (Z/nZ)*, avec
Card ((Z/nZ)*?) = (n —1)/2.
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REMARQUE. L’ensemble I = {1,2,3,4,6,8,9,12,13,16, 18} de 'exemple [[ZA coincide avec I’ensemble
des résidus quadratiques modulo 23, et ’ensemble complémentaire

J={5,7,10,11,14,15,17,19, 20,21, 22}

coincide avec ’ensemble des non-résidus quadratiques modulo 23.
Le morphisme de Frobenius o — a?* laisse bien siir les ensembles d’exposants I et J stables, et en

2
effet on a (ﬁ) =1 (En effet, on a la loi de réciprocité quadratique de Gauss : pour les nombres premiers

(£))-cr=e

et on a les deux compléments suivants de cette loi :

(2) _ (Cn)us, (—_1) _ (—1)@-D/2), (7.3)

p p

positifs impairs p, ¢ on a

De plus, application o — a~* échange les ensembles I et J puisque (5—31) = —1; en particulier P; est

le polynéme minimal de a~! sur Fs.

Résumé des propriétés des polynémes irréductibles sur I,

THEOREME 7.2.8 Soit a un élément de Fym, une extension de Fy. Soient d le degré, et P le polynome
minimal de o sur F,. Alors,

(i) P est irréductible sur Fy et son degré d divise m.

(i1) un polynome Q sur Fy s’annule o si et seulement si P divise Q.

(i) tout polynome irréductible unitaire sur Fq nul en o est égal & P.

(iv) P divise X9 — X et X4" — X.

(v) Les racines de P sont o, a4, - - - ,ozq%l et P est le polynome minimal sur Py de toutes ces racines.

Si de plus a # 0, on a :

(vi) Uordre de P est égal a celui de o dans le groupe multiplicatif Fom

(vii) P est un polynome primitif sur Fy si et seulement si a est d’ordre ¢™ — 1 dans Fom

7.3 Construction d’isomorphismes a partir des polyndémes irréductibles

Les calculs dans un corps fini d’ordre non premier ¢ = p¢ passent par le choix d’un polynome
irréductible P sur F,, de sorte que F, = F,[T]/(P). Il est important de savoir transposer ces calculs
dans le corps construit en choisissant un autre polynoéme irréductible @. Il s’agit donc d’expliciter un
isomorphisme de corps entre F,[T]/(P) et F,[T]/(Q).

RAPPEL :
THEOREME SUR L’'ISOMORPHISME [Tl Soient L une extension de K et a € L une racine d’un polyndme
irréductible P de K[X]. Alors l'anneau K[a] est un corps isomorphe & K[X]/(P).

Pour construire un isomorphisme o : F,[T]/(Q) = F,[T]/(P), on cherche une racine 3 de @ dans
F,[T]/(P) =Fpla], et on pose o(T mod Q) = § € Fpy[a]. Iei @ = T'mod P.
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Un exemple de calcul en Maple (disponible a I’adresse cachée :
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr /“panchish/04mal-maple
dans le fichier 4mal-14irr.mws).

> Factor(T~27-T) mod 3;

T(T+2)(T+1)(T*+2T+2)(T?+T*4+2T+ 1) (T3 +T?+T+2) (T*+2T +1)
(T3 +T242)(T?+2T? + 1) (T*+2T? + T+ 1) (T° +2T* 4+ 2T + 2)
> P:=T"3+2%T~2+T+1;
P:=T3+2T?+T+1
> alias(alpha = Root0f(P)) ;

> Q:=T"3+T"2+2%T+1;
Q:=T3+T*+2T+1
> Factor(Q, alpha) mod 3;
(T+20>+1)(T+a+2)(T+a*+2a+1)
> Factor(T~27-T, alpha) mod 3;

T(T+2a?+1)(T+2a?)(T+a?+2)(T+2a®+a) (T +2)(T+a?) (T +1)
(TH+a?+2a+2)(T+2a2+2)(T+2a)(T+a?+2a)(T+2a+1) (T +a)
(T+2a?+2a+2)(TH+a+2)(T+a?+a+1)(T+2a%+a+2)
(T+a?+2a+1)(T+2a+2)(T+a’+a)(T+a+1)(T+a?*+1)
(TH+2a*+2a)(T+2a®+2a+ 1) (T+2a? +a+1)(T+a? +a+2)

Les polynomes P(T) = T2 +2T% + T + 1 et Q(T) = T3+ T? + 2T + 1 sont irréductibles sur Fs, car
sans racines.

EXEMPLE 7.3.1 Construire un isomorphisme entre les corps F3[T]/(P) et F3[T]/(Q).

Soit & = T mod P, c’est une racine de P dans F3[T]/(P).

On utilise le fait que @ a aussi une racine dans F3[T]/(P), par exemple 8 = a? — 1 (voir le calcul
en Maple ci-dessus). On obtient un isomorphisme o : F3[T]/(Q) = F3[T]/(P) en posant o(T mod Q) =
B=0a%—-1.

Pour trouver 8 “4 la main”, on peut le chercher sous la forme cq + c1a+ caa? avec cg, c1, ¢ € Fs (faire
lexercice).

7.4  Algorithme de factorisation de Berlekamp dans F,[X]

On va présenter une méthode classique de factorisation d’un polynéme P € F,[X] non constant (la
méthode de Berlekamp). On suppose que P n’a pas de facteurs multiples (c’est-a-dire pged(P, P') = 1;
dans le cas contraire, on vérifie en exercice que soit pged(P, P’) est un diviseur propre D de P et le
polynéme P/D est sans facteurs multiples, soit P est la puissance p-iéme d’un polynéme qu’on factorise
a son tour). Soit donc P = Pj-...-Ps une factorisation inconnue de P en produit d’irréductibles non
associés. Soit A = F,[X], et considérons I'anneau quotient

AJ(P) = AJ(Py) x -+ x AJ(P,), (7.4)
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ot chaque A/(P;) est un corps fini & ¢% éléments, d; = deg P;, I'isomorphisme résultant du théoréme
chinois. L’anneau A/(P) est en particulier un espace vectoriel sur Fy, de dimension d = deg P, et
I'endomorphisme de Frobenius Fr, :  +— 27 y opére F -linéairement. Par 'isomorphisme () cette
opération se traduit en une action linéaire diagonale de Fr, sur la somme directe des espaces A/(F;).
Soit K le corps de décomposition de P sur Fy, alors chaque corps A/(P;) est isomorphe & un sous-corps
XK; de X tel que K; D Fy, [K; : Fy| = d;.

De plus A/(P;) ~ X; =~ Fa; est donné par la condition :
K ={zeX| 21" =z} = F a0,
et son sous—corps des constantes (les points fixes sous Fry) est Fy = {x € A/(F;) | 29 = z}. Alors
Ker(Fry — Id)|a/(p) = Ker(Fry — Id)ja/(p,) @ - © Ker(Fry — 1d)a/(p,) = Fy, (7.5)

ou s est le nombre des facteurs irréductibles P;.

On obtient ainsi un critére d’irréductibilité de P :

THEOREME 7.4.1 (CRITERE D’IRREDUCTIBILITE) Soit P un polynome de degré d sur Fy, premier avec
sa dérivée. Alors P est irréductible si et seulement si le rang r de ’endomorphisme Fry —1d du Fy-espace
vectoriel A/(P)est égal o d — 1.

En pratique on écrit la matrice de Fr, — Id dans une base de A/(P), par exemple dans la base

1+ (P), X +(P), X>+(P), ..., X1+ (P).

Supposons maintenant r < d — 1; pour trouver les facteurs P; inconnus on cherche tout d’abord un
polynéme @ tel que
Q + (P) € Ker(Fr, —Id) C A/(P)
et @ + (P) n’est pas une constante mod(P). Cela est possible grace au fait que
dim(Ker(Fry —Id)) = s =d —r > 2, puisque r = rg(Fr, — Id) = dim(Im(Fr, —Id)) =d —s <d — 1.
Alors P|Q? — Q puisque Q + (P) € Ker(Fr, —1d) C A/(P), on a
Q-Q=[@-w,

a€clF,

mais @ — a Z 0 mod (P). Ceci implique que
P =pged(P,Q — Q) = [] pecd(P,Q — o),

a€l,

ou la deuxiéme égalité vient de ce que les facteurs () — « sont deux a deux premiers entre eux; de plus
la factorisation & droite n’est pas triviale car tous les pged(P, Q — «) sont distincts de P.

En pratique on cherche @ (un “polynéme décomposant”) sous la forme
QX)=a X+ as X%+ - 4 ag-1 X%, et on trouve les coefficients a; € F, comme une solution non
triviale du systéme des d — 1 équations linéaires qui traduisent que (Fr, — Id)(Q) = 0 dans A/(P).
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Des exemples de calcul en Maple avec I’algorithme de Berlekamp sont disponibles a I’adresse
cachée :

http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr /“panchish/04mal-maple

dans le fichier 4mal-15berl.mws, voir aussi Annexe [Al

EXERCICES

7.1

7.2

7.3

74
7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

7.10

Dans l'algorithme ci-dessus, expliquer précisément ou on a utilisé que P n’a pas de facteurs multiples.
Donner un contre-exemple au théoréeme [LZ]] lorsque cette hypothése est en défaut [on pourra montrer plus
précisément que le rang de ’endomorphisme Fr, — Id de 'anneau quotient est d — s, ot s désigne le nombre
des facteurs irréductibles unitaires distincts de P].

Soit P € Fy[X] un polynéme ayant des facteurs multiples. Montrer que, soit pged(P, P') est un diviseur
propre D de P et le polynéome P/D est sans facteurs multiples, soit P est la puissance p-iéme d’un polynéme
Q € F [X].

Ecrire la factorisation de T° — T (resp. T® —T') en irréductibles sur F3 (resp. sur F2). Quels sont les facteurs
primitifs ?

Montrer que X 4 1 2 est irréductible sur Fs et trouver son ordre.

Un polynéme P de degré m sur Fy est dit primitif sur Fy s’il est le polynéme minimal sur F, d’une racine

primitive de Fgm (un générateur du groupe cyclique F;m ). Trouver le nombre des polynémes primitifs de
degré m sur F,.

DETERMINANT DE MOORE. Soit k un corps contenant Fy, 51, -, OBn € k. Montrer que
n—1
q q
gooB e B 1 |
n— n—
B2 B3 - B ]
=]l II B =D b
e e, —
Bn Ba o B
PRODUIT DE POLYNOMES IRREDUCTIBLES. Tout élément ¢t € Fgn est racine d’un polyndéme irréductible

unitaire f = f; de Fg[T] de degré d divisant n, En déduire

" -r=[] [ f@.

d|n f irréductible
deg f=

. . n
On utilisera la notation [n] :=T9 —T
PRODUIT DES POLYNOMES UNITAIRES. En déduire que

n

Po= J] r@=1[m" " =@ - "

funitaire
deg f=n

m=1

On utilisera la notation [n] := T — T

FacTorIEL DE CARLITZ. Soit
Di= ][] )
funitaire
deg f<t
Montrer que
t t n —m t n m n—m
De=[[P.=]] [[tm* "=]] ] -D)" .
n=1 n=1m=1 n=1m=1

Déterminer 1'exposant des groupes abéliens (Z/60Z)", (Z/100Z)*, (Z/187Z)*. Trouver pour chacun un élé-
ment d’ordre 'exposant.
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7.11

7.12

7.13

7.14
7.15
7.16

717
7.18
7.19

7.20

En considérant 'ordre des éléments dans le groupe cyclique Z/nZ, montrer que n = Zd‘n »(d). En déduire
une autre preuve du fait que tout sous-groupe d’ordre n de K*, ou K est un corps, est cyclique.

Soit K un corps a g éléments, ¢ > 4. Montrer que erK 2% = 0. Plus généralement, calculer, pour s > 1,
la somme > 2°.

Soit G I’ensemble de toutes les racines de I'unité dans C. Montrer que G est un sous-groupe infini de C*,
non monogeéne. Pour tout n > 1, montrer que G posséde un unique sous-groupe cyclique d’ordre n.

Soit P € Fym[X]. Montrer que P € Fq[X] si et seulement si P(X)? = P(X1).
Soit p premier. Calculer "directement" le nombre de polynémes irréductibles de degré 5 sur Fy,.

Soit P polynome de degré m sur le corps F,. Démontrer que P est irréductible si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

(i) P divise X7 — X,

(i) pour tout diviseur premier [ de m, P est premier avec X" x.

Ecrire tous les polynémes irréductibles unitaires de degré 4 sur Fs et trouver leur ordre.
Montrer que X 4 4+ 2 est irréductible sur F5 et trouver son ordre.

Soit p premier impair. Montrer que le polynome X* + 1 admet une racine o dans F,2. Montrer que
y = a+ o ! vérifie y? = 2. En déduire que 2 est un carré dans F, si et seulement si p = &1 mod 8.
Soit m > 1. (a) Trouver le nombre de polyndmes primitifs de degré m sur Fy.

(b) Montrer qu’un polynéme P de degré m est primitif sur Fy si et seulement si P est unitaire, non nul en
0 et d’ordre ¢™ — 1 [Indication : pour la condition suffisante, on montrera que P est sans facteur multiple,
et n’est pas produit de polynémes non constants premiers entre eux].
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Cours N°9. Le jeudi 31 mars 2005

8 Eléments primitifs et la base normale

8.1 Eléments primitifs
Soit E/K une extension de corps.

DEFINITION 8.1.1 Rappelons qu’on appelle élément primitif de l’extension E/K un élément 0 € E tel que
E = K(09).

THEOREME 8.1.2 Si aq, -+ ,a, sont n éléments algébriques et séparables sur un corps K (n € N*),
Vextension E = K(a1,- -+ ,an) de K admet un élément primitif.

DEMONSTRATION. Par multiplicativité des degrés, 'extension E/K est finie. Donc si K est un corps fini,
il suffit d’appliquer le théoréme pour conclure : E* = () donc E = K ().

Supposons K infini. 11 est clair qu’il suffit d’examiner le cas n = 2 : E = K(«, ). Notons P le
polynéme minimal de a sur K, @ celui de 3, et L un corps de décomposition de PQ : L contient F.

Comme P et () sont séparables, P admet 7 racines distinctes dans L, a1 = «a, a9, -+ ,q, et Q admet
s racines distinctes dans L, 81 = 3, B2, -+ ,[(s; on se place dans le cas s > 1 (sinon il n’y a rien a
démontrer).

Pour chaque couple (i, k) € [1,7]x[2, s], il existe au plus un élément x € K tel que oi;+x 5, = a1 +x0;.
Comme K est infini, on peut donc trouver ¢ € K tel que pour tout (i,k) € [1,7] X [2,s], a; + ¢0 soit
distinct de oy + ¢f3;.

Posons 6 = a + ¢f3, et montrons que @ appartient & K (#). Pour cela, considérons dans K (0)[T] les
deux polynomes @ et P(6 — ¢T'), et notons ¢ leur pged : toute racine de § est racine de Q). Par choix de
c € K, 1 = [3 est racine de § ; mais pour k > 2,  — ¢, = a1 + ¢(fB1 — Br), n’est pas racine de § et J est
égal A T — . Comme 0 appartient a K (0)[T], 5 est un élément de K (0); et o = 6 — ¢f3 aussi, d’ou

E=K(a,p)=K(®). 1

Le théoréeme BT a une conséquence trés importante :

THEOREME 8.1.3 (D’ALEMBERT-GAUSS) Le corps C est algébriquement clos (c¢’est-a-dire que tout po-
lynome a coefficients dans C, de degré au moins un, a une racine dans C).

DEMONSTRATION : On utilisera les affirmations élémentaires suivantes :

— tout polynéme P € R[T] de degré impair admet une racine réelle;

— pout tout réel a > 0, il existe un réel b tel que a = b

Soit P € C[T] un polynome de degré n. Si n = 2, pour vérifier que P admet une racine dans C, il
suffit de mettre P sous la forme canonique T? — z, avec z = x +iy € C, (x et y réels). On cherche ensuite
deux réels a et b tels que (a + ib)? = x + iy. On obtient le systéme :

r=a%—b?

y = 2ab,
d’ott I'égalité 22 + y? = (a? + b%)2. Comme un réel positif admet une racine carrée, on trouve a? =
1x+ 3@ +y? et b = —1x+ 1/22 + 2, et P admet une racine dans C.
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Si P est de degré quelconque, soit o une racine de P dans une extension de C : « est algébrique
sur C, et comme [C : R] = 2, « est algébrique sur R. A I'aide du polyndéme minimal de « sur R, et de
22 + 1, on construit un polynéme séparable de R[T], dont le corps de décomposition est une extension
galoisienne L de R contenant C(«). Si G désigne le groupe de Galois de L/R, on a :

[L:R] =[L:C][C:R] = Card G = 2"m, avec (2,m) =1, et k> 1.

Si H est un 2-sous-groupe de Sylow de G, son corps des fixes L est une extension de degré m de R :
d’aprés le théoréme B2 il existe § € L tel que L = R(); 0 est racine d'un polynéme irréductible
de R[T] de degré impair m, ce qui n’est pas possible que pour m = 1.

Donc G est d’ordre 2%. 11 contient un sous-groupe H d’ordre 21, associé a C par la correspondance
de Galois. Si H n’est pas trivial, H contient a son tour un sous-groupe d’ordre 2¢=2_ dont le corps des
fixes est une extension de degré 2 sur C. Ceci est impossible, puisque C[T] ne contient pas d’élément
irréductible de degré 2. D’ou L = C, et tout polynéme de C[T] de degré au moins 1 a une racine dans

C. 1

REMARQUE 8.1.4 Dire que C est algébriquement clos, c’est aussi dire que toute extension finie L de C
est égale a C.

EXEMPLE 8.1.5 Soit k un corps. Considérons L = k(x1, - ,xn), K = k(s1,--+,8n). Alors G =
Gal(L/K) = S, et E = K(x,,) coincide avec le corps des fixes du sous-groupe Sp_1 C Sp, et [E :

K] = |G/H| =n, mais H 4 G. Considérons les images de ’élément o = x123-.. .2 € E par G qui sont
toutes distinctes, alors L = K («), puisque le polynome minimal de o est de degré n! = [L : K| = |G)|.

Donc «a est lélément primitif de L/ K, et x,, est l’élément primitif de L1 /K.

8.2 Théoréme de la base normale

DEFINITION 8.2.1 Soit E/K une extension galoisienne de degré n et de groupe de Galois G. Une base
{w1, -+ ,wp} du K-espace vectoriel E est dite normale si pour tout i € [1,n], il existe o € G tel que
w; = O'(U)l).

EXEMPLE 8.2.2 Considérons le polynome P(T) = T*+T + 1. Il est primitif sur Fy et toute racine o de
P dans son corps de décomposition F1g est un élément primitif de Fig :

a4:1+a,a5=a+a2,a6=a2+a3,a7:1+a+a3,a8=1+a2,
a9:a+a3,a10=1+a+a2,an=a+a2+a3,a12:1+a+a2+a3,

aB=1+a+a ot =1+0aa® =1
On a une base {1,a,a?, a3} de Fig sur Fy. Les éléments
a,Fry(a) = Fri(a) =a* =1+ a,Fri(a) =a® =1+

sont toutes les racines de P(T) = T*+T+1. On observe que ces éléments sont linéairement dépendants :
{a,a?,a*, a®} n'est pas une base de Fig sur Fa.

On a cependant le résultat suivant :

THEOREME 8.2.3 (DE LA BASE NORMALE : CORPS FINI) Soient p un nombre premier et ¢ = p®. Alors
il existe un élément § de Fy pour lequel (0,Fry(0), - ,Frya-1(0)) est une base de Fy sur .
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PREUVE. On considére le morphisme d’anneaux
n n )
¢ : Fp[T] — Endg, (F,), ZaiT’ — ZaiFr;
i=0 i=0

et on pose pour tout P de F,,[T] et tout = de Fy, P -z = ¢(P)(x). En particulier, T - x = Fry,(z) = zP.
On note a le noyau de . Comme tout = de I, est solution de X¢— X =0, on a que Fr, = Idp,, et donc
T? — 1 appartient au noyau a. Inversement, si P(T) = Z:lo a;T" appartient & ce noyau avec m < d, on

a la relation
m
Z a;Fr, =0,
i=0

donc le polynoéme Y 1", a; XP" s’annule sur tout F,. Or son degré est strictement inférieur a p?, donc
c’est le polynome nul, et on a P = 0. Ceci prouve que a = (7% —1) (autrement dit 7% — 1 est le polynome
minimal de Fr,, sur Fy).

La factorisation de p(T) = T¢ — 1 en polynomes irréductibles de F,[T'] donne une décomposition de
l’espace F,; en somme directe de IF-sous-espaces stables par Fry, :

p=]] P et Fy = P Ker(Pi(Fr,)").
i=1 1=1

Chaque E; = Ker(P;(Fr,)™) est un Fp-sous-espace stable par Fry,, et par I'indépendance linéaire des Fr;

établie ci-dessus, il contient un élément «; tel que (% ) (Frp)(c;) soit non nul. Pour un tel «;, on pose
7
Bi = <PLT> (Frp)(ay) ; alors la famille

Bis Pi(Frp) (), -+, PJ 7 (Frp) (Bi),

est libre, en effet, pour tous ag, a1, -+ ,a,,—1 dans IF, on a

aof; + arPi(Frp)(B;) + -+ + a1 P/ (Frp) (B;) = 0

donc ag P~ (Frp)) (8;) + ar B (Fry)(Bi) + - -+ + ar, 1 P27 7 (Fr, ) () = 0.

De la ap =0 puis a; =0--- puis a,,—1 =0,
puisque P/*(Fr,)(8;) = p(Frp)(8;) = 0. Ceci dit que I'ensemble des polyndémes @ de F,[T] tels que
Q(Frp)(B;) =0, est I'idéal de Fp[T'] engendré par P/

Considérons I’élément 0§ = 31 +- - -+ (3, de F,. Si des éléments (aj) de Fp, vérifient ZZ;(I) akFr’;(O) =0,

alors le polynome Zz;é apT* € F,[T) est divisible par P/* pour tout i tel que 1 <14 < s, donc par p, et
donc les ay sont tous nuls. Cela signifie que 1’élément 6 engendre bien une base normale de F, sur I,,.

REMARQUE 8.2.4 Pour les corps finis de caractéristique 2, les bases normales permettent de calculer les
carrés et donc les puissances. En effet, si (0,62, ,02d_1) est une base de Foa sur Fa, alors pour tout
(ag,a1, - ,aq_1) €FS on a

(agf + a16% + - + ad,102d_1)2 =a20® + a20* + - + a3 102d =
d
ag—10 + aph® + - + ag_o0*
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ot la derniére égalité est obtenue en notant que 92 = 0.

Autrement dit le carré s’obtient par permutation circulaire des coordonnées. Pour un corps fini arbi-
traire, on a une expression similaire pour le calcul du Frobenius.

Un exemple de calcul en Maple d’une base normale est disponible a I’adresse cachée :
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr /“panchish/04mal-maple
dans le fichier 4mal-16base-n.mws

THEOREME 8.2.5 (DE LA BASE NORMALE : CORPS INFINIS) Si K est un corps infini, toute extension
galoisienne E /K posséde une base normale.

DEMONSTRATION : D’aprés le théoréme BT2 F admet un élément primitif 6, et le polyndme minimal
P de 0 sur K posséde n racines distinctes 6 = 61, 03, -+ ,0,. Si G désigne le groupe de Galois de E/K,
notons oy, I'élément de G, défini par oy (6) = 0%. Rapellons que pour tout polynéme P € E[T], on désigne
par P le polynome dont les coefficients sont les images par o des coefficients de P. Posons alors

(T - 6)) P(T) -
T)= = = QI*(T).
Qk( ) g (Gk — 91) (T — Qk)Pl(ek) 1 ( )
On remarque que Q(6;) vaut 1 pour i = k, et 0 sinon (c’est un polyndéme de Lagrange).
Considérons ensuite le polynéme de E[T],

D(T) = det(QT* " (T))i k=1, n

Remarquons que le polynéome Q1 + - - -+ @, — 1 est de degré n — 1 et admet n racines, les 6; ; il est donc
nul. De plus Q;Qy est divisible par P pour ¢ distinct de k car il admet les n racines 6;. Et dans 'anneau
E[T),on a:

Qi =Qi(Q1+ -+ Qn) = Q7 mod P.

Ceci implique la congruence suivante modulo P :

o1 o2 o o1 a1 o
° 7 Qn ° oo Qn 1 0 - 0
g1 92 g 92 92 o2
2 2 2" 1 2 Q] |0 1 0
o o o o o o

in Qn2 . an 1" 2" . an 0 0 . 1

En passant aux déterminants, on obtient que dans I'anneau E[T], D? est congru & 1 modulo P; en
particulier, D n’est pas égal a 0, et comme le corps K est infini, il existe un élément a de K tel que D(a)
soit non nul.

Soit donc a € K tel que D(a) # 0. Posons wy = Q1(a), - ,w, = Qn(a), on a donc

wi = Q% (a) = oi(w)

et
det(o;o,(w1)) = D(a) = det(Q7°*(a)) # 0.
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Si(z1,---,xn) € K™ vérifie Uégalité 1wy + - -+ + 2w, = 0 alors

et (1, ,xy,) est une solution du systéme linéaire de n équations a n inconnues :
1<k<n : xlakal(wl) + -+ :ZZanO'n(wl) =0.

Par choix de ws, ce systéme de déterminant non nul, est un systéme de Cramer : il posséde une unique
solution dans K", (0,0,---,0). Ceci prouve que les w; sont linéairement indépendants, et donc que wy
engendre une base normale de F/K.

EXEMPLE 8.2.6 Soit k un corps. Considérons L = k(z1, - ,xp), K = k(s1,-+-,8n). Alors G =
Gal(L/K) = S,. Considérons les images de l’élément o = x123-....x" € E par G qui sont toutes
distinctes, alors L = K(«), puisque le polynéme minimal de o est de degré n! = [L : K] = |G]|.

Donc « est Uélément primitif de L/ K, et
{0 €8, |o(xi23-... 2"}

est une base normale.
En effet, Si (25)oes, € K5 vérifie I'égalité Y oes, Too(a)) =0 alors

{ desn 1,7 to(a) =0 (1 €S5,)

et (To)oes, € K est une solution du systéme linéaire de n! équations a n! inconnues. Ce systéme de
déterminant non nul, est un systéme de Cramer : il posséde une unique solution dans K™, (0,0,---,0) :
det(t7 o (a))ores, # 0 (les termes diagonauz (avec o = T) sont strictement plus grands que les autres
pour lordre lexicographique inverse, et ils ne peuvent pas se simplifier). Ceci prouve que les o(a) sont
linéairement indépendantes, et donc que o engendre une base normale de E/K.
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Cours N°10. Le jeudi 7 avril 2005

Quatriéme partie

Extensions résolubles

9 Extensions cyclotomiques

9.1 Racines primitives n-iémes

DEFINITION 9.1.1 (RACINES PRIMITIVES n-IEMES) On considére un entier naturel n € N*, et un corps
K dont la caractéristique ne divise pas n. D’aprés la proposition [ZZA, le polynome T™ — 1 de K[T] est
séparable car son polynéme dérivé est nT™~L. On note par ju,,(K) Uensemble des racines de T™ — 1 dans
K. Si L est une extension de K contenant un corps de décomposition de T™ — 1, ce polynoéme admet n
racines distinctes dans L, qui forment un sous-groupe multiplicatif fini u,(L) de L* ; un(L) est donc un
groupe cyclique, et on appelle racines primitive n-iéme de |'unité tout générateur ¢, de ce groupe cyclique.
Il y a donc p(n) générateurs de ce groupe cyclique, ¢ désignant la fonction d’Euler.

THEOREME 9.1.2 (AUTOMORPHISMES D’UNE EXTENSION CYCLOTOMIQUE) Soient n un élément de N*,
K un corps de caractéristique premiére a n, et (, une racine primitive n-iéme de l'unité dans une
extension de K. Alors Uextension K((,)/K est galoisienne, et il existe un morphisme injectif ¥ de
son groupe de Galois G dans le groupe (Z/nZ)*, défini par ¥(c) = m mod n, avec m entier vérifiant

U(Cn) =G

DEMONSTRATION : Le corps K((,) coincide avec le corps de décomposition du polynéme séparable
T™ —1 :1il est indépendant du choix de (,, parmi les racines primitives n-iémes de 1'unité, et ’extension
K(¢,)/ K est galoisienne, de groupe de Galois G.

Soit ¢ un élément de G, c’est un automorphisme du corps K((,) laissant fixes les éléments de K,
donc il est caractérisé par 'image o((,), qui est aussi une racine primitive n-iéme de 'unité. On a donc
o(¢n) = ¢, avec (n,m) = 1, 'entier m étant défini modulo n, 'application v est donc injective.

Si o1 et o2 sont deux éléments de G tels que 01((n) = (' et 02(Cn) = (*2, alors 0102((y) = (™2,
et 1 est un morphisme de groupes. |1

REMARQUE. L’extension K((,)/K est toujours abélienne (c’est-a-dire, galoisienne de groupe de Galois
abélien ; en effet, son groupe de Galois est isomorphe & un sous-groupe de (Z/nZ)*.

DEFINITION 9.1.3 (CORPS CYCLOTOMIQUE) Dans le cas particulier, ot K = Q, et ot (,, est une racine
primitive n-ieme dans C, le corps Q((,), noté Q) s’appelle n-ieme corps cyclotomique.

9.2 Groupe de Galois d’une extension cyclotomique

THEOREME 9.2.1 (GROUPE DE GALOIS D’UN CORPS CYCLOTOMIQUE) L’extension Q™ /Q est galoisienne,
de groupe de Galois, isomorphe & (Z/nZ)*.
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DEMONSTRATION. Le théoréme donne déja 'existence d’un morphisme injectif ¢ du groupe de
Galois G de Q™ /Q dans (Z/nZ)*.

Il reste & prouver la surjectivité de ¥. On fixe une racine primitive n-iéme de 'unité ¢,, dans C, et on
note P son polyndme minimal sur Q. Le polynéme P divise T™ — 1, donc il existe un @ € Q[T tel que
T" — 1= P(T)Q(T). Grace au lemme de Gauss, on obtient que P et Q) appartiennent en fait a Z[T].

Si d est le degré de P, on a les égalités :

[Q™ : Q] =d= CardG.

D’autre part, pour construire ¢, on a remarqué que pour tout o € G, 0((,) est aussi une racine primitive
n-iéme de l'unité, racine du polynéme P. Donc pour démontrer la surjectivité de v, il suffit de prouver
que toutes les p(n) = Card ((Z/nZ)*) racines primitives n-iémes sont racines de P.

Soit p un nombre premier ne divisant pas n; alors (¥ est une racine primitive n-iéme de 'unité.
Comme (P est une racine de T™ — 1, si ce n’est pas une racine de P, c’est que Q(¢?) = 0. Donc ¢, est
une racine de Q(TP), et il existe R € Q[T7], tel que Q(T?) = P(T)R(T).

Toujours grace au lemme de Gauss, on voit que R appartient a Z[T].

Considérons alors le morphisme d’anneaux de réduction modulo p :

Z[T] — Fp[T]

¢ = ZciTi »—>$: ZEiTi

Dans 'anneau [, [T, on a les égalités

Q(T?) = (Q(T)" = P(T)R(T),

et T"—1 = P(T)Q(T). Et comme P(T) n’est pas une unité de F,[T], P(T) et Q(T) admettent un diviseur
commun de degré au moins 1, et le polynéme T™ — 1 admet une racine multiple dans une extension de
F,. Mais 7™ — 1 et premier avec son polynoéme dérivé nT™ ! car p ne divise pas n, d’ott la contradiction.
Donc si p est un nombre premier ne divisant pas n, (¥ est une racine de P si ¢, l'est.

Or toute racine primitive n-iéme de l'unité s’écrit (;* avec m = p’fl-. ..-p¥s_ les p; ne divisant pas
n. En utilisant plusieurs fois le raisonnement précédent, on prouve que (] est racine de P. Donc d =
©(n) = [Q™ : Q], et le morphisme v est bien surjectif. N

THEOREME 9.2.2 (KRONECKER-WEBER) Toute extension abélienne E/Q du corps Q des nombres ra-
tionnels est contenue dans une extension cyclotomique Q(")/Q, et son groupe de Galois est isomorphe &
un groupe quotient de (Z/nZ)*.

REMARQUE. Le fait que toute extension quadratique de QQ est contenue dans une extension cyclotomique
@(”)/@, est déja non trivial. Une démonstration explicite utilise les sommes de Gauss.
On utilise le morphisme de groupes multiplicatifs x4 : (Z/qZ)* — {%1}, donné par le symbole de

a
Legendre a —— <— = x(a), oit ¢ est un nombre premier, et on utilise le morphisme z —— (* =

exp(2imz/q) du groupe additif Z/gZ dans C*, (¢ = exp(2in/q)).
Nous allons considérer les sommes de Gauss comme un analogue discret de la fonction gamma I'(s)
qui pour Re(s) > 0 est définie par 'intégrale

T'(s) = /000 e*yysd—yy. (9.1)
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Ici la fonction intégrée est le produit d'un caractére additif de R (I’homomorphisme y +— e~¥, c’est-a-
dire, un morphisme de groupes R — C), et d’un caractére multiplicatif y — y* de R}, c’est-a-dire, un
morphisme Ri — C). L’intégration est effectuée par rapport a la mesure invariante multiplicative %Q.

Pour définir la somme de Gauss, on remplace ici R par Z/NZ avec un N > 1, e”¥ par un caractére
additif

o
ZINZ — C* :yw— C}, CNexp<%),

(c’est-a-dire, un morphisme de groupes Z/NZ — C), et on remplace y® par un caractére multiplicatif
X : (Z/NZ)* — C* (c’est-a-dire, un morphisme de groupes (Z/NZ)* — C). Le caractére de Dirichlet
X : Z — C correspondant & y (désigné aussi par x) est défini par x(a) = x(a mod N) pour pged(a, N) =1
et par x(a) = 0 pour (a, N) > 1. La somme de Gauss G(x) est définie par

N-1
G(x) = Y x(@)Ck- (9-2)
r=1

Pour a € Z, on utilise souvent la notation suivante :

Remarquons aussi que la fonction a — G,(x) coincide avec la "transformation de Fourier discréte" du
caractere x.

La similitude entre (@) et ([€2Z) implique que leurs propriétés sont similaires. Pour les décrire on
introduit tout d’abord la notion importante de caractére de Dirichlet primitif.

DEFINITION 9.2.3 Un caractere x est dit primitif modulo N s’il ne se réduit pas & un autre caractére
X' (Z/MZ)* — C* défini modulo un nombre M plus petit qui est un diviseur propre de N (par la
composée avec la projection Z/NZ — Z/MZ). De méme, la restriction de x sur un sous groupe Hp =
(14 MZ)/(1+ NZ))* ne soit pas trivial.

Par exemple, tout caractére non trivial modulo un nombre premier ¢, est primitif, y compris le symbole

de Legendre x4 :a+— (E).
q

PROPOSITION 9.2.4 Si x est primitif, on a

Ga(x) =X(a)G(x) (a € Z), (9.3)
[G(X)I* = N.

REMARQUE 9.2.5 La propriété (@) correspond o la formule

/00 e_ayysd—y =a"°T'(s) (Re(s) > 0),
0 Y

et {@A), réécrite sous la forme G(x)G(x™ ') = x(—=1)N, correspond & l’équation fonctionnelle de la

fonction gamma _ W
T(s)T(~s) = (ou T(s)P(1—5) = )

ssinms sin s
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PREUVE des égalités ([@3)—(@H) (en exercice) est impliquée par des changements d’indice de sommation.

N-1 N-1
Par exemple, si pged(a, N) = 1, Ga(x) = Y x(@)¢ = > X(a)x(az)¢i =X(a) Y xlax)(i.
r=1 z=1 ye(Z/NZ)*
Si (@, N) =t > 1, on utilise le fait que (%" ne dépend que de  mod N/t, et que la somme Z x(b)

b mod N
b=c mod M

s’annule pour tout caractére primitif x, et pour tout diviseur propre M de N, donc G,(x) = 0 = X(a)G(x)
dans ce cas, d’ou ([@3). En particulier, pour a = —1 on a (@), car

N-1

G1(x) = Y x(@)¢y" = x(-1)G(X), et

r=1

GO = G)G(X) =x(-DGHGE) = Y. x@)GX)G" =

z mod N
=\, — = —x+xz - r(—14+2
Yo GERGT = Y X@GTT= Y xk) Y. T =N
xz mod N z,z mod N z mod N z mod N

puisque la seule somme non nulle sur z correspond & z =1, et x(1) = 1, d’ou (ZH).
COROLLAIRE 9.2.6 Pour le symbole de Legendre x4 : a — (%) on a: G(xg)? = xq(—1)g = (‘71) q,

d’ot (_71) q € Q. Pour tout d = qi-.. .-qs sans facteurs carrés, et xy = Xq1 - Xq
de la méme fagon G(x)? = x(=1)d, and \/x(—1)d € Q¥

~mod d, on obtient

s

EXEMPLE.
> sum(legendre(a,19)*sin(2+Pi*a/19), a=1..9);

2 4 6 8 9 7 5 3
sin(l—g) - sin(l—g) - sin(l—g) + sin(l—g) + sin(l—g) + sin(l—g) + sin(l—g) - sin(l—g)
+sin(l)

19

> evalf(%);
2.179449471
> evalf(sqrt(19))/2;

2.179449472

EXERCICE. Calculer
3_7r

- ) — 2sin(<)

7

DEFINITION 9.2.7 (POLYNOMES CYCLOTOMIQUES) On a démontré dans le théoreme [ZZ] que toutes
les racines primitives n-iemes de l'unité dans C ont méme polynéme minimal sur Q. Ce polynéme, noté
D,,, s’appelle le n-ieme polyndéme cyclotomique.

2
2 sin(%) + 2sin(

PROPOSITION 9.2.8 (PROPRIETES DES POLYNOMES CYCLOTOMIQUES)
(i) @, est un élément de Z[T].
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(i) Le polynome ®,, est de degré d = ¢(n) = [Q™ : Q.
(it)) T — 1 =[] 4, Pa-

COROLLAIRE 9.2.9 Grdce au lemme de Gauss, on a vu que le polynome ®,, est irréductible dans Z[T).

EXEMPLE 9.2.10 Les premiers polynémes cyclotomiques sont donnés par

@105(T) — T48 + T47 + T46 _ T43 _ T42 _ 2T41 _ T4O _ T39 + T36 + T35 + T34 + T33 + T32 + T31 _
T28 _T26 _T24_T22 —T20+T17+T16+T15+T14+T13+T12—Tg _T8_2T7_T6
—TP+T?+T+1

> with(numtheory) :cyclotomic(105,T);

1—|—T+T2—T5—T8—2T7+T35—T28+T32—T42+T12+T13—T9+T47—T6+T16+T14
+T15_T22+T17_T20_2T41_T39_T4O+T31_T24_T26+T36+T33+T34+T48
—T43+T46

> sort(h);

T48 + T47 + T46 _ T43 _ T42 _ 2T41 _ T4O _ T39 + TSG + T35 + T34 + T33 + T32 + T31 _ T28

7T267T247T227T20+T17+T16+T15+T14+T13+T127T97T872T77T6
—T5+T*+T+1

REMARQUE 9.2.11 Si K est un corps de caractéristique p, et si p divise n, le polynéome T™ — 1 n’est pas
séparable. En effet, n s’écrit p"u, avec pged(p,u) =1, et T" —1 = (T* — 1)?".
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10 La norme, la trace et les extensions cycliques

10.1 La norme et la trace

Soit /K une extension finie de corps. A tout élément @ de E, on associe I’application ¢, : E — E,
définie pour tout x de E par ¢4 (x) = ax.

DEFINITION 10.1.1
La norme de o dans l’extension E/K est Ng /i (a) = det @
La trace de o dans l'estension E/K est Trp; (o) = tr q.

PROPOSITION 10.1.2 Soient E/K une extension finie de corps, et a un élément de E, de polynome
minimal Q(T) =T™ 4+ ap_1T" 1 + -+ a1T + ap.

(i) E = K(a), alors Trg g (o) = —an—1 et Ng g (a) = (—1)"ao.

(i) Si [E: K(a)] =7, alors Trg, g (o) = —ra,—1 et Ng (o) = [(—1)"ao]".

(iii) Si E/K est galoisienne, de groupe de Galois G = {01, -+ ,0m}, alors Trg (o) = o1(a) +--- +

om() et NE/K(a) =o1(a)...com(a).

DEMONSTRATION : (i) Si o engendre E, c’est que {1,q,---,a" 1} est une K-base de I'espace vectoriel
E. La matrice de ¢, dans cette base est

0 0 0 —ay
1 0 0 —ai
A=1| 0 1 0 —as
0 0 ce 1 —Qn—1
On a donc bien Trg, g (@) = —an—1 et Ng/g(a) = (—1)"aq.
(i) Soit {ey, - ,er} une base de E considéré comme K (a)-espace vectoriel; E s’écrit comme une

somme directe £ = K(a)e; ® --- @ K(«a)e,. Chacun des sous-espaces K (a)e; est un sous-K-espace
vectoriel, de E stable pour I'application ¢, et la restriction de ¢, & K(«)e; admet comme matrice dans
la base {Oéjei}ogjgn_l,

0 0O ... 0 —ap

1 0 0 —aq
Ao=10 1 0 —as

0 0 “ee 1 —Qn—1

Donc la matrice de ¢, dans la base {afe;}o<j<n-1 du K-espace vectoriel E est la matrice formée de
1<i<r

7

blocs de taille n x n,

A, 0 0 0
0 A, 0 0
Bo=l0 0o ... 0 o0
0 0 ... 0 A,

Ceci implique les égalités (ii) : si [E : K(«)] =r, alors
B

)
Tre k(q) = tr(Ba) = troa = 7 Trg )/ k(@) = —ran_1,
Ng /K (o) = det(B,) = det oo = [Ng(a)/x ()] = [(—=1)"ao]".
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(iii) On suppose maintenant E/K galoisienne, de groupe de Galois G = {01, ,0,,}. D’aprés le
théoréeme B23 si 'on note a1 = «, g, -+, ay, les images distinctes de « par les 0; € G, alors Q(T') =
(T — aq)-...«(T — ) est un polyndme séparable de K[T] de racine «, et c’est le polyndéme minimal de

asur K :
QT) = II @0
o; () distinctes
« posséde donc n images distinctes par les éléments de G, notées 0, (a), - - , 05, (). Soit H le sous-groupe

de G associé & K(a) par la corresponance de Galois (théoréme BT : pour tout o € H, on a o(a) = a,
CardH =[E: K(a)]=r,m=mnr,G={0j,0 |0 € Hk=1,---,n}, et chaque élément o;, () apparait
r fois dans la famille {01 (), -, om(a)}.

On utilise alors les résultats de (ii) :

Trg k(@) = —ran—1 =1(0j, () + -+ 0j, (@) = o1(a) + - + o ()

Nex(@) = [(~1)a0)” = [0, (0)-...0;, (@)] = 01()- . -0 (@)

alors Trg/ (o) = 01() + -+ + om(a) et Np g (o) = o1(a)-....om(a). 1

63



Cours N°11. Le jeudi 14 avril 2005

10.2 Extensions cycliques : définition et exemples

DEFINITION 10.2.1 Une extension finie de corps E/K est dite cyclique si elle est galoisienne, & groupe
de Galois cyclique.

EXEMPLE 10.2.2 Une extension de corps E/K finis est toujours cyclique, a groupe de Galois cyclique,
engendré par I’élément de Frobenius Frq, o q = |K|.

EXEMPLE 10.2.3 Soit p un nombre premier. Alors, ’extension cyclotomique (@(”)/Q est cyclique de degré
p—1, a groupe de Galois cyclique, isomorphe & (Z/pZ)*.

EXEMPLE 10.2.4 L’extension cyclotomique (@(8)/(@ n'est pas cyclique : son groupe de Galois est iso-
morphe & (Z/8Z)* = {£1,+3} mod 8.

EXEMPLE 10.2.5 Soit K = Q((n), ¢u une racine primitive n-ieme de l'unité, et on pose E = K(3/p)
pour un nombre premier p. Alors on montrera que l’extension de corps E/K est cyclique, a groupe de
Galois cyclique, isomorphe a Z/nZ :

Z/nZ > av— ({/p+— /D).

10.3 Eléments de norme 1 dans les extensions cycliques

THEOREME 10.3.1 (THEOREME 90 DE HILBERT) Soient E/K une extension cyclique de corps, et b un
élément de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Ng/x(b) = 1;

(ii) il existe un a € E* tel que b= ao(a)™!

, 00 o désigne un générateur du groupe de Galois de E/K.

DEMONSTRATION. On note m le degré [E : K], et o un générateur du groupe de Galois.
(il) =) : Si b s’écrit %, avec a € E*, on remarque que la norme d’un quotient est le quotient des
normes, et on utilise la proposition MLTA (iii) :
[T~ o' (a)
[[Z, 0t o(a)
(i)=(ii) : Réciproquement, supposons b de norme 1 : []\", ¢*(b) = 1. D’aprés le théoréme d’Artin, les

morphismes 0%, o, ---, 0™~! sont linéairement indépendants sur F; la combinaison linéaire de
caracteres

Ng/k(b) = =1.

o® +bo +bo(b)o® + -+ bo(b)-....c™ 2 (b)o™ !

de E* dans E n’est donc pas nulle, et il existe c € E* tel que
c+bo(c) +ba(b)o?(c) + - -+ ba(b)-....c™ 2(b)o™ (c) = a # 0.
Donc

bo(a) = bo(c) + ba(b)a*(c) + - - -+ ba(b)-....a™ 1 (b)o™(c)
= bo(c) + bo(b)o?(c) + - +c=a = bo(a).

(car Ng,g(b) =1, et 0™ =0"). 1
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Le résultat suivant, dit & Kummer, est une célébre application du théoréme [IL3T1 :

THEOREME 10.3.2 (KUMMER) Soient n un entier naturel, K un corps de caractéristique ne divisant
pas n et contenant une racine primitive n-iéme de l'unité, (,, et E une extension galoisienne de K.

(i) Si Uextension E/K est cyclique de degré n, il existe un élément o de E, et un élément a de K, tels
que a = a", et E = K(a).

(il) Sl existe un élément a de E, et un élément a de K, tels que a = o™, et E = K(«), alors lextension
E/K est de degré un diviseur d de n, o appartient o K, et T — a? est le polynome minimal de
a sur K.

DEMONSTRATION : (i) Comme ¢,, appartient & K, on a Ng, (¢, ') = ¢,™ = 1. D’aprés le théoréme 90
de Hilbert (théoréme [M3)), il existe a € E* tel que ¢, ! = ao(a)™L, soit o(a) = (ua, ot ot (a) = (! a.
Les images de « par les éléments du groupe de Galois sont toutes distinctes : le polynéme minimal de «
sur K est [[12, (T — Cha) = T™ — o™, avec a = a™ € K, et  un élément primitif de Uextension E/K.
(ii) Par I'hypothése, K* contient le groupe cyclique p,, = (¢,) d’ordre n des racines n-iémes de 1.
D’autre part, si o est un élément du groupe de Galois G de E/K, il est caractérisé par o(«a), et comme

(ao(a)™H)" =1, ao(a)™! = (,* appartient & y,, = (¢,). Donc l'application ¢ : G — py, (0% — )

o)
est un morphisme injectif de groupes; en effet,

040(04)_1 =(,“=ola)=Ca= oi(a) = Cffa = cwi(a)_1 = C,jm.

Son image est un sous-groupe d’ordre un diviseur d de n.
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11 Résolubilité (par radicaux)

11.1 Définitions et exemples

DEFINITION 11.1.1 Soit K un corps de caractéristique nulle. Une extension L/K est dite résoluble par
radicauz s’il existe un corps E contenant L, et une tour d’extensions intérmédiaires

K=KyCKiC--CKy,DE Kju1=K,(a;) avec a?j =aj,a; € Kj, (11.1)

vérifiant les conditions suivantes : pour toute indice j (0 < j < m—1), il existe a; dans K;, nj € N*, et
a; € Kjiq tels que o soit racine du polynome T™ — a;, et que Uon ait Kj1 = K;(a;).

EXEMPLE 11.1.2 Les extensions cyclotomiques (par définition), et les extensions de Kummer étudiées
dans le théoréeme LI sont résolubles par radicaux.

DEFINITION 11.1.3 Une extension L/K est dite résoluble, s’il existe une extension E sur L telle que
E/K soit galoisienne a groupe de Galois résoluble.

REMARQUE 11.1.4 (RAPPEL : DEFINITION [LILA) Un groupe G est dit résoluble s’il existe une série
GZGODGlb---Dan{e}

telle que G—1/Gy, sont tous abéliens (k =1,2,--- ,n). En se référant a la structure des groupes abéliens
finis, on peut toujours se ramener, en allongeant la suite, au cas ot G;/Gjy1 est cyclique d’ordre un
diviseur premier p de l'ordre de G.

Le but de ce paragraphe est de comparer, lorsque K est de caractéristique nulle, ces deux notions de
résolubilité. Commengons par deux lemmes techniques.

LEMME 11.1.5 Soient K un corps de caractéristique nulle, E/K une extension galoisienne, et F et L
deuz extensions intermédiaires de E/K. Si lextension L/K est résoluble (resp. résoluble par radicauz),
il en est de méme de lextension L - F/F.

DEMONSTRATION : Pour la résolubilité, on se rameéne au cas ou L/ K est galoisienne, de groupe de Galois
résoluble. Il suffit d’utiliser la proposition B2 et les propriétés connues des groupes résolubles pour
montrer que l'extension L - F/F est galoisienne, & groupe de Galois résoluble :

PROPOSITION 11.1.6 (RAPPEL) Soit G un groupe, et H un sous groupe distingué dans G. La résolubilité
d’un groupe G est équivalent a celle des groupes H et G/H.

Pour la résolubilité par radicaux, on utilise la définition. Si 'on a :
K=KyCK;=Kylag) T+ CKp,=Kp—1(m-1), avec L C K,

a; racine d'un polynéme T™ — a; de K;[T], alors K,, et E sont deux extensions finies de K et de L.
Par le théoréme (d’élément primitif), K, = L(#) pour un élément algébrique 6 sur L du polynéme
minimale P € L[T]. On sait qu’il existe toujours un corps de décomposition E’ du polyndéme P sur
E D L:FE D L,Donc E' contient un sous corps, isomorphe a K,,, et contenant L (engendré sur L
par une racine de P dans E’). Ceci dit, qu’on peut choisir une tour [CIIl) contenue dans un corps E’
contenant E et L. En particulier, on peut toujours supposer que tous les a; € K11 C E’, On a aussi :

F=FyCF=Fyag) C+-CFp=Fn_1(m-1), avec F-LC F,,, 1
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REMARQUE 11.1.7 La réciproque du lemme n’est pas vraie. Il suffit de voir que pour toute exten-
sion L/K, s’il on pose F = L, on obtient F'- L = L, et l'extension F - L/ L est résoluble et résoluble par
radicauz, tandis que L/K ne l'est pas nécessairement.

LEMME 11.1.8 On considére trois corps de caractéristique nulle, K C L C M. L’extension M/K est
résoluble (resp. résoluble par radicaux), si et seulement si les extensions M /L et L/K le sont.

DEMONSTRATION : Pour la résolubilité, comme dans la démonstration du lemme précédent, on se raméne
au cas ou les extensions M/K et L/K sont galoisiennes. La résolubilité du groupe G = Gal(M/K) est
équivalente & celle des groupes H = Gal(M/L) et G/H, isomorphe a Gal(L/K).

Supposons maintenant l’extension M /K résoluble par radicaux. Il existe une tour d’extensions :

K=Ky CK;=Kolaw) C++ CKp=Kp_1(ttm-1), avec M C K,

et pour tout 7, a;-” =a; € Kj.

Comme L est inclus dans M, cette méme tour convient pour prouver la résolubilité par radicaux de
lextension L/K. Et pour 'extension M/L, il suffit de prendre L = Ly, et L1 = L;(«;) avec les mémes
a; que pour M/K.

Réciproquement, si les extensions M/L et L/K sont résolubles par radicaux, a partir des tours,

K=KyCK;=Kolag) T+ CKp,=Kp—1(m-1), avec L C K,

et L=LoCLi=Lo(Bo) C - CLp=Lpn-1(8n-1), avec M C L,

on construit la tour composée
K=LyCKiC- - CKnCKnfo)=LyC---CL, =L, {(Bn-1) 1
Et U'on arrive au résultat essentiel de ce paragraphe.

THEOREME 11.1.9 Soit K un corps de caractéristique nulle. Une extension L/K est résoluble si et
seulement si elle est résoluble par radicaux.

DEMONSTRATION : e Supposons d’abord l'extension L/K galoisienne, a groupe de Galois résoluble G. Si
N désigne l'ordre de GG, on considére une racine primitive niéme de I'unité, (, et 'extension cyclotomique
F=K(n).

Par construction, I'extension F/K est résoluble par radicaux. Comme on a les inclusions K C F C
F-L,et L C F-L, pour prouver que L/K est résoluble par radicaux, d’aprés le lemme [TTF il suffit de le
faire pour lextension F'- L/F. Or d’aprés la proposition B2Z2 (ii), I'extension F'- L/ F est galoisienne, de
groupe de Galois isomorphe a un sous-groupe de G = Gal(L/K) : le groupe Gal((F' - L)/F') est résoluble,
et il existe une suite de sous groupes emboités

Gal(F-L)/F) =Go D> G1 D -+ D G = {e},

telle que G 41 soit distingué dans G, et que le groupe quotient G /G 41 soit d’ordre un diviseur premier
q de N.

On pose alors F; = (F - L)% . L’extension F11/F} est galoisienne de degré ¢, donc cyclique ; le corps
F};, qui contient F', contient une racine primitive giéme de 'unité.

D’aprés le théoréme (de Kummer), il existe a dans F; et o dans Fjyq, avec a? = aq, et
Fj41 = Fj(o). L'extension (F' - L)/F est donc résoluble par radicaux, de méme que L/K.
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e Réciproquement, supposons L/K résoluble par radicaux :
K=KyCK;=Kolag) C--C Ky = Kp—1(am-1), avec L C K, et a;-” =a; € Kj.

Raisonnons par récurrence sur la longueur m de la tour.

Si m =1, on a simplement 'inclusion L C K(«), avec a™ = a € K. On note (,, une racine primitive
niéme de l'unité, on introduit le corps F' = K((,) ; on a alors les inclusions L C F- L C F(«). L’extension
F(a)/F est cyclique, d’aprés le théoréeme 32, (ii), donc 'extension F' - L/F est aussi une extension
cyclique comme F/K est une extension abélienne, grace au lemme TR on en déduit que I'extension
F - L/K est résoluble, donc L/K aussi.

Pour m quelconque, on applique 'hypothése de récurrence pour montrer que K,,,—1/K est résoluble;
le raisonnement ci-dessus prouve que K,,/K,,_1 l'est, donc L/K aussi. 1
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Cours N°12. Le jeudi 28 avril 2005

[T Résolubilité et résolubilité par radicaux (fin)
[T Rappels : définitions et exemples

DEFINITION (RAPPEL) Une extension L/K est dite résoluble, s’il existe une extension E sur L
telle que E/K soit galoisienne a groupe de Galois résoluble.

REMARQUES IMPORTANTES

(i) Dans la définition [T.T3 on ne demande pas que L/K soit galoisienne.

(il) Si L/K et M/L sont galoisiennes, il se peut que M /K ne soit pas galoisienne. Cependant, si L/K
et M/L sont résolubles, alors M /K est résoluble, méme si elle n’est pas galoisienne.

ExemMPLE. K = Q, L = Q(v2), M = Q(+v/2), E = Q(+v/2,4). Dans ce cas T* — 2 = (T —
a)(T —ia)(T + a)(T +ia), avec o = v/2, et pour tout ¢ € Aut(M/K), o(a) =+ a € M CR =
[Aut(M/K)| =2 # [M : K] =4, donc M/K n’est pas galoisienne. Cependant, E/K est galoisienne
(comme le corps de décomposition du polynome 7% — 2 dans C), et |Gal(E/K)| = [E : K] = 8, ceci
dit, Gal(E/K) est un p-groupe avec p = 2, donc résoluble (en fait, Gal(E/K) = Dy).

(ili) Soit M/K résoluble, avec une extension F sur M telle que E/K soit galoisienne de groupe de
Galois G résoluble. Alors la sous extension minimale galoisienne dans E/K sur M = K (0), notée M,
coincide avec K (61, -+ ,0,), ot §; sont toutes les images distinctes de # = 6; par les automorphismes
o € G, voir le théoréme B2 et 6 est un élément primitif de M sur K : K ¢ M = K(0) C M =
K(0y,---,0,) C E.

On voit que M/K est résoluble si et seulement si Gal(ﬂ /K) est résoluble :
Gal(M/K) = Gal(E/K)/Gal(E/M) (est isomorphe au groupe quotient du groupe résoluble Gal(E/K)).

(iv) DEFINITION (RAPPEL) Un groupe G est dit résoluble s’il existe une série

G:GQDGlb-"DGn:{e}

telle que Gi—1/Gy sont tous abéliens (kK = 1,2,---,n). En se référant a la structure des groupes
abéliens finis, on peut toujours se ramener, en allongeant la suite, au cas ou G;/Gj41 est cyclique
d’ordre un diviseur premier p de I'ordre de G.

DEFINITION [Tl (RAPPEL) Soit K un corps de caractéristique nulle. Une extension L/K est dite
résoluble par radicaux s’il existe un corps E contenant L, et une tour d’extensions intermédiaires

K=KyCK C--CKn=EEDL,

vérifiant les conditions suivantes : pour tout indice j (0 < j < m — 1), il existe a; dans K, n; € N*, et
a; € Kji1 tels que a; soit racine du polynéme T™ — a;, et que l'on ait K; 1 = K (o).

Résolubilité et résolubilité par radicaux

Le but de ce paragraphe est de comparer, lorsque K est de caractéristique nulle, ces deux notions de
résolubilité :
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THEOREME Soit K un corps de caractéristique nulle. Une extension L/K est résoluble si et seulement
st elle est résoluble par radicauz.

Commengons par deux lemmes techniques.

LEMME (SUR LA RESOLUBILITE DU COMPOSE, RAPPEL) Soient K un corps de caractéristique
nulle, E/K une extension galoisienne, et F' et L deuz extensions intermédiaires de E/K. Si l'extension
L/K est résoluble (resp. résoluble par radicaux), il en est de méme de lextension (L - F)/F.

DEMONSTRATION : @ Pour la résolubilité, on considére ’extension minimale galoisienne L /K, contenant
L. D’aprés la remarque importante (iii), le groupe de Galois Gal(f /K) est résoluble. I suffit d’utiliser la
proposition EZA et les propriétés connues des groupes résolubles pour montrer que ’extension (E -F)/F
est galoisienne, a groupe de Galois résoluble : Gal((L - F)/F) = Gal(L/(F N L)) C Gal(L/K).

PropoOSITION (RAPPEL) Soit G un groupe, et H un sous groupe distingué dans G. La résolubilité
d’un groupe G est équivalente a celle des groupes H et G/H.

e Pour la résolubilité par radicaux, on utilise la définition. Si ’on a :

K=KyCK C--CKpDL,Kj1 = Kj(a;) avec o’ = aj,a; € Kj, (11.1)

alors K,, et E sont deux extensions finies de K et de L. Par le théoréme (d’élément primitif),
K,, = L(#) pour un élément algébrique 6 sur L du polynéme minimal P € L[T]. On sait qu’il existe
toujours un corps de décomposition E’ du polyndéme P sur E D L : E/ D E, Donc E’ contient un sous
corps, isomorphe & K,,, et contenant L (engendré sur L par une racine de P dans E’). Ceci dit, on peut
choisir une tour (Il contenue dans un corps E’ contenant E et L. En particulier, on peut toujours
supposer que tous les aj € Kj+1 C F,

F=FyCF C---CFp DL, Fjy1 = Fj(a) avec o)’ = aj,a; € K; C Fj.

LEMME [T TR (SUR LA RESOLUBILITE DANS UNE TOUR, RAPPEL) On considére trois corps de caracté-
ristique nulle, K C L C M. L’extension M /K est résoluble (resp. résoluble par radicaux), si et seulement
st les extensions M/L et L/ K le sont.

DEMONSTRATION : e Pour la résolubilité : soient M/K, Z/K les extensions minimales galoisiennes de M
et de L dans une extension galoisienne E. Alors M /K (resp. L/K) sont résolubles si et seulement si les

groupes de Galois d’extensions M /K (resp. L/K) sont résolubles.
Donc si le groupe Gal(M/K) est résoluble, alors son sous groupe Gal(M /L) est résoluble, et L C
M C M, d’ou la résolubilité de deux extensions M/L et de L/K.

Réciproquement, si les extensions M/L et L/K sont résolubles, on veut montrer que le groupe

Gal(]Téf /K) est résoluble. Soit M’/L ’extension minimale galoisienne de L dans M, alors le groupe
de Galois Gal(M'/L)résoluble par la remarque importante (iii).
Considérons le composé M’ - L, alors nous avons la tour

M>M -L>LOK. (%)
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On veut montrer que dans cette tour chaque “étage” est résoluble.
On sait par la proposition 222 (ii), que

Gal(M'-L/L) =~ Gal(M'/L N M') C Gal(M’/L) est résoluble,
et Gal(L/K) = Gal(M/K)/Gal(M /L) est résoluble.
Donc, il suffit de montrer : Gal(M /L) est résoluble (pour en déduire que le groupe Gal(M /K) Vest).

On pose M" = M’ - L, alors M" = K (0) pour un élément primitif § de M’ sur K. Alors M>M' =
K(0) D M, donc

M = K(017 T aan) = K(Ul(o)v T 7Jn(9)) = UI(M”)" : "Jn(Mll)v
ou 0; = 0;(0) sont les images distinctes de 0 par 'action des o; € Gal(M/K). Donc

Gal(M/L) = Gal(oy (M")-.. .o,(M")/L) C H Gal((o;(M")/o;(L H Gal(M" /L),

par la proposmlonm (iii), et grace au fait que pour tout o € Gal(M/K) on a O'Z(L) L. Ceci implique
que Gal(M /L) est résoluble comme un sous groupe du produit des groupes résolubles Gal(M" /L) =
Gal((M’ - L)/L). Tl reste a conclure que la résolubilité du groupe G = Gal(M/K) est équivalente a celle
des groupes H = Gal(M/E) et G/H, isomorphe a Gal(L/K).

e Pour la résolubilité par radicaux : supposons maintenant ’extension M /K résoluble par radicaux. Il
existe une tour d’extensions :

K=KyCKiC---CK,DM, Kjy, = K(a])aveca?j:aj, aj € Kj.

Comme L est inclus dans M, cette méme tour convient pour prouver la résolubilité par radicaux de
Pextension L/K. Et pour 'extension M /L, on raisonne comme dans la démonstration du lemme [TTH
pour pouvoir choisir K, (et la tour) dans une extension finie de M. Ensuite, il suffit de prendre L = Ly,
et Ly =L-K;dans L; = L-K,, donc L,, = L- K,,, D M (le composé est pris dans M").

Réciproquement, si les extensions M/L et L/K sont résolubles par radicaux, on veut montrer que
M/K Vest, a partir des deux tours :

K=KyCKiC---CK,DL, Kji1= K(a])aveca?j

= aj, ajEKj,
et L=LyCLiC---CL,DM, Lj :Lj(ﬂj) avec ﬂ;J =b;, bj€ Lj,r; €N,

Ensuite, on raisonne comme dans la démonstration du lemme [[.T.H pour pouvoir choisir K, et L,, dans
une extension finie M’ de M. Ensuite, on construit la tour composée : on pose L;- = K,, - L; dans M’,
alors L, = L(B;), et B; € Ly C M":

K=Ly,cKy,Cc---CKy,=L,cLyc---CcL,>L,>M. 1

Et 'on arrive au résultat essentiel de ce paragraphe.

THEOREME [0 Soit K un corps de caractéristique nulle. Une extension L/K est résoluble si et
seulement si elle est résoluble par radicaux.
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DEMONSTRATION : e Soit L/K résoluble, alors L C Z, avec l'extension E/K galoisienne, & groupe de
Galois résoluble G. Si N désigne 'ordre de GG, on considére une racine primitive Niéme de I'unité, (y,
et 'extension cyclotomique F = K ((x).

Par construction, I'extension F/K est résoluble par radicaux. Comme on a les inclusions K C F C
F. L et F-LDOLD L, pour prouver que L/K est résoluble par radicaux, d’apreés le lemme [TTJ il
suffit de le faire pour extension (F - L)/F.

Or, d’aprés la proposition EEZ2, (ii), 'extension (F - L) /F est galoisienne, de groupe de Galois iso-
morphe & un sous groupe de G = Gal(L/K) : le groupe Gal((F - L)/F) est donc résoluble, et il existe
une suite de sous-groupes emboités

Gal(F-L/F) =Gy > Gy D -2 Gy = {e},

telle que G411 soit distingué dans G, et que le groupe quotient G;/G ;41 soit d’ordre un diviseur premier
q de N. B

On pose alors F; = (F - L)% . L’extension Fj11/F} est galoisienne de degré ¢, donc cyclique; le corps
F}, qui contient F, contient une racine primitive g-iéme de ['unité.

D’aprés le théoréme (de Kummer), il existe ¢ dans Fj et o dans Fjp1, avec a? = a, et Fj4 =
F;(a). L’extension F - L/ F est donc résoluble par radicaux, de méme que L/K (puisque F = K((y)).

Comme L C L, ceci implique que L/K est donc résoluble par radicaux.

e Réciproquement, supposons L/K résoluble par radicaux :

K=KyCK;=Kolag) C--CKp =Kpn_1(am-1), avec L C K,,, et a;-” =a; € Kj.

Raisonnons par récurrence sur la longueur m de la tour.

Si m = 1, on a simplement 'inclusion L C K(«), avec a™ = a € K. On note ¢, une racine primitive
niéme de l'unité, on introduit le corps F' = K((,) ; on a alors les inclusions L C F- L C F(«). L’extension
F(a)/F est cyclique, d’aprés le théoréme [3A, (ii), donc I'extension (F' - L)/F est aussi une extension
cyclique comme F/K est une extension abélienne, grace au lemme [T on en déduit que I'extension
(F - L)/K est résoluble, donc L/K Dest.

Pour m quelconque, on applique 'hypothése de récurrence pour montrer que K,,,_1/K est résoluble;
le raisonnement ci-dessus prouve que K,,/K,,—1 l'est, donc L/K aussi. 1

11.2 Exemples de calculs du groupe de Galois

Pour construire des exemples d’extensions non-résolubles sur Q (et sur autres corps), on utilise une
méthode générale de calcul du groupe de Galois Galp = Gal(L/K) d’un polynoéme P € K|[T] séparable
irréductible, ot L note un corps de décomposition de P.

Soient a, - - -,y les racines de P dans L. On considére les combinaisons linéaires

0 =ujay + -+ upay € Llug, -+ ,up],
avec les variables u;, et on pose

F(z,u) = F(z,u1,- - ,un)zn(z—sue) € Kluy, - ,un, 2],

Sy

ol s,, parcourt toutes les permutations des variables uy, - - - , u,, dans le groupe symétrique S, = S(u1, -, up).

On considére une (unique) décomposition

F(z,u) = Fi(z,u)-.. . F.(z,u) € K[ug, - ,Un, 2]
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en polynomes irréductibles dans Kuq,-- - ,uy, z]. On définit le sous-groupe

g:={su € S(ut, - ,up) | su(F1) =F1} C Sp =51, - ,up).

PROPOSITION 11.2.1 Le sous groupe g est isomorphe au groupe de Galois Galp = Gal(L/K).

DEMONSTRATION (voir §66 de [VAWTI]). Les polynomes F(z,u) et F;(z,u) sont scindés sur le corps

L(uy,--- ,up) avec les facteurs linéaires distincts z — s, (3, uyay ), et on peut supposer que (z — 6)|Fy.
Soit s, parcourt toutes les permutaions des éléments o, - - - , @, dans le groupe symétrique S(aq, -« -, @),
de telle fagon que s, correspond & s, (on fixe les racines aq, - -« , ) ; donc

SuSa(Z UpQy) = Zu,,a,, = 54(0) = s, 1(0).

v

Alors s, € Gal(L/K) < s, € g. En effet,
5y € 9= su(z — 0)|F) <= (2 — 5, '(0))|F1 <= 5, € Gal(L/K),

parce que le polynome Fi(z,u) € K(u1,--- ,un)[z] est irréductible et séparable avec les racines z — o (6),
ouo € Gal(L/K), et 0(0) = uro(ar) + -+ - + upo(ap).

COROLLAIRE 11.2.2 Soient A un anneau intégre factoriel, p C A un idéal premier de A, A = A/p,
K = Frac(A), K = Frac(A). On considére un polynome P € A[T| séparable sur K tel que le polynome
P € A[T)] est séparable sur K. Alors le groupe § C S(ui,--- ,u,) associé au polynome P, est un sous-
groupe de g C S(uy, -+, Up).

PREUVE : On considére les décompositions des polynomes séparables
F(z,u) = Fi(z,u).. -Fp(z,u) = F(z,u) = F1(z,u)-.. .-F.(z,u),
ott Fy(z,u) € Aluy, -+ ,un, 2] et Fi(z,u) € Aluy,- -+ ,un, 2] par le lemme de Gauss. On obtient
§CgC S(ur, un),

puisque F1(z,u),---, F.(z,u) sont premiers entre eux (mais peut-étre réductibles!). D’autre part, g est
isomorphe & Galp, donc le corollaire nous dit que Gals est isomorphe & un sous-groupe de Galp.
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Cours N°13. Le jeudi 12 mai 2005

Exemples de calculs du groupe de Galois (fin)

RAPPEL : on utilise une méthode générale de calcul du groupe de Galois Galp = Gal(L/K) d’un polynéme
P € K|[T] séparable irréductible, ot L note un corps de décomposition de P.

Soient o, - - -,y les racines de P dans L, et uy,--- ,u, les variable indépendantes. On considére le
polynoéme linéaire

0 =wuiaq + -+ upay, € L{ug, -+, uy),
et on pose
F(z,u) = F(z,u1, - ,up) = H(z —840) € Kluy, -+ ,un, 2|,
Sy
ol s, parcourt toutes les permutaions des variables uq, - - - , u,, dans le groupe symétrique S, = S(u1,- -, un).

On considére une (unique) décomposition
F(z,u) = Fi(z,u)... F.(z,u) € K[uy, -+ ,un, 2]
en polyndmes irréductibles dans K[uq,- -, uy, z]. On définit le sous-groupe
g:= {50 € S(ur,- ,upn) | su(F1) = F1} C S, = S(uy, - ,up).
ProposITION [[TZTl Le sous groupe g est isomorphe au groupe de Galois Galp = Gal(L/K).

DEMONSTRATION (voir §66 de [VAWTI]). Les polynémes F(z,u) et F;(z,u) sont scindés sur le corps

L(uy,--- ,up) avec les facteurs linéaires distincts z—s, (>, uy, ), et on peut supposer que (z—6)|F;. Soit
S parcourt toutes les permutations des éléments «, - - , «;, dans le groupe symétrique S(aq, -, ),
de telle fagon que s, correspond & s, (on fixe les racines aq, -+, a,); donc

SuSa(Z UpQy) = Zu,,a,, = 54(0) = 5, 1(0).

v

Alors s, € Gal(L/K) < s, € g. En effet,
54 € g = 5,(2 — 0)|F1 <= (2 — 5,1 (0))|F1 < s, € Gal(L/K),

parce que le polynome Fi(z,u) € K(u1,--- ,un)[z] est irréductible et séparable avec les racines z — o (6),
ouo € Gal(L/K) = Gal(L(uy, - yun)/K(ut, - ,un)), et 0(0) = uro(ar) + - + uno(ay).

COROLLAIRE Soient A un anneau intégre factoriel, p C A un idéal premier de A, A = A/p,

K = Frac(A), K = Frac(A). On considére un polynome P € A[T] séparable sur K tel que le polynome
P € A[T] est séparable sur K. Alors le groupe g C S(u1, -+ ,uyn) associé au polynéme P, est un sous-
groupe de g C S(uy, -+, Up).

PREUVE : On considére les décompositions des polynomes séparables
F(z,u) = Fy(z,u)-.. -Fp(z,u) = F(z,u) = Fi(z,u)-....Fr(2,u),
ot Fi(z,u) € Aluy,--- ,un, 2] et Fi(z,u) € Aluy,--- ,un, 2] par le lemme de Gauss. On obtient
gCgCSur, -, un),

puisque F'y(z,u),--- , Fr(z,u) sont premiers entre eux (mais peut-étre réductibles!). D’autre part, g est
isomorphe & Galp, donc le corollaire nous dit que Galp est isomorphe a un sous-groupe de Galp.
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Utilisation du corollaire pour le calcul du groupe de Galois

Soit par exemple A = Z, p = (p), p un nombre premier. Alors
P(T) = 1(T)-.. .o (T) mod pZ[T] = P(T) = 3, (T)-.. .. 5, (T)

avec @, (T) irréductibles dans (Z/pZ)[T’]. On sait que dans ce cas le groupe Galp est cycligue, par exemple
Galp est ((1,2,-+,5)(j +1,--+). Ces orbites sur I'ensemble des racines du polynéme P dans son corps
de décomposition (ot sur ’ensemble des symboles uq,- -, u,) correspondent aux facteurs irréductibles
2,(T), de telle fagon que chaque facteur correspond a un cycle de longueur d; égale a son degré.

EXEMPLE 11.2.3 On considére le polynéme TS — T — 1 € Z[T|. On trouve la factorisation

T°—T—1=(T?*+T+1)(T?*+T? + 1) mod 2 (11.2)
T® —T — 1 drréductible mod 3 (11.3)

en utilisant par exemple la matrice de Berlekamp mod 3,

1001 0 0 0 0 1 0
0011 0 0 -1 1 1 0
Bs=|0 010 1 =rg(Bs—Is)=1g|0 0 0 0 1 =4
0100 -1 0 1 0 -1 -1
0001 1 00 0 1 0

(on utilise I'action du Frobenius Fr3 sur la base {1,7,T2,T3,T*} de (Z/3Z)[T]/(P) :

1= 1,T—T3T?—T6=T24T,

3T =TT =T3 (T’ +T)=T+T*=T*4+T +1,

T T2 =737 =T (T*+T+1)=T" +T* + T3
=TT+ 1)+ T*+ T =T*+2T° + T? = T* — T? + T? mod 3).

Ceci implique que Galp contient un 5-cycle o5 = (1,2, 3,4, 5), et une permutation de type 7 = (4, k) (I, m, n).
Mais 7% = (i, k), et I'action sur 72 par conjugaison avec les puissances de o5 produit des transpositions
de type (i, k), (k,p), (p,q), (q,7), (r,7) qui engendrent le groupe symétrique Ss.

CONCLUSION : Le groupe de Galois Galp du polynéme T° — T — 1 € Z[T] est isomorphe & S5. En
particulier, ce groupe n’est pas résoluble, et le théoréme [T nous dit que I’équation T° —T —1 =0
n’est pas résoluble par radicaux sur Q.

REMARQUE 11.2.4 On applique souvent le corollaire [ZZA dans le cas A = Fplz], oo P = a,(z)T™ +
o+ ar(@)T +ao(z) € A[T], p = (f), f € Fplx] un polynome irréductible sur F,. Si, par evemple
f=o—ceFyfal, P=anOT"+ - +ar(OT + aolc) € Fy[T], A = F.

EXEMPLE 11.2.5 Trouver Galp pour P =T3 + 2T +1 € A[T], ot A = F3[z].

On remarque que P est séparable et irréductible sur K = Fp(z), puisque P/ =z € K*, P mod (z + 1)
T3 —T + 1 € F3[T] est irréductible. Il reste & remarqger que P mod (z —1) =T2+T +1 = (T — 1)(T?
T — 1) € F3[T], donc Galp contient un 2-cycle et un 3-cycle, ceci dit, Galp = Ss.

+

EXERCICES
11.1 Construire un polynéme P de groupe de Galois Ss.
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11.2 Montrer qu’'un groupe transitif sur {1,--- ,n}, contenant un 2-cycle et un (n — 1)-cycle, coincide avec S,,.

11.3 Quel est le groupe de Galois du polynome T* 4+ 272 + T + 37

Indication :
> galois(x~4+2*x"2+x+3);
“AT5”, {“S(4)"}, “7, 24, {“(2 4)”, “(3 4)”, “(1 4)’}
11.4 Soit E le corps de décomposition du polynéme T 4 272 + T + 3. Quelle est la sous extension maximale
abélienne E*” de E sur Q7

Indication : E* = Q(v/3877), en utilisant :
> discrim(T~4+a*xT~2+b*T+c,T);
—4a®b® —27b" + 16a* c — 128 a® ¢* + 144 a cb® + 256 ¢*
>  discrim(T~4+2xT~2+T+3,T);
3877
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12 Notions de la cohomologie galoisienne

12.1 Définitions et exemples

La théorie de la cohomologie des groupes donne des moyens pour obtenir une information arithmétique
a partir des groupes de Galois, opérant sur des objets assez variés comme des nombres algébriques, points
de variétés algébriques (solutions d’équations algébriques sur les corps et les anneaux), en particuler,
sur les groupes algébriques etc. (cf. [Se63], [Se6d], [Wei7d]). Pour donner un exemple important, on va
formuler le théoréme 90 de Hilbert & ’aide de la notion de la cohomologie galoisienne.

THEOREME I3l (THEOREME 90 DE HILBERT, RAPPEL) Soient E /K une extension cyclique de corps,
et B un élément de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Np/x(B) = 1;

(ii) il existe un o € E* tel que 8 = ao(a)™?

, ot o désigne un générateur du groupe de Galois de E/K.

On considére un groupe fini G, noté multiplicativement, muni de Uopération (o, 0’) +— coc’, un groupe
commutatif M, noté multiplicativement, muni de action de G : G — Aut(M), Gx M — M, et le groupe
commutatif multiplicatif App(G, M) = {f : G — M}, muni d’action naturelle de G (la multiplication
des fonctions et 'action de G se fait point-par-point). Ensuite, on définit le groupe commutatif des 1-
cocycles (homomorphismes croisés) multiplicatifs Z(G, M), et son sous groupe B!(G, M) des 1-cobords
par

ZHNG, M) ={f :G — M | pour tout 0,0’ € G, f(co0’)=af(c') flo)} (12.1)
BYG,M)={f :G— M |3Ja€ MNVocGq,f(o)=aoc(a)" '} (12.2)

DEFINITION 12.1.1 On définit le premier groupe de cohomologie du groupe G & coefficients dans M
comme le groupe quotient, noté H' (G, M) = Z*(G, M)/BY(G, M).

Considérons une extension finie galoisienne L/K de groupe G = Gal(L/K), et le groupe multiplicatif
M = L* muni d’action naturelle de G.

THEOREME 12.1.2 (THEOREME 90 DE HILBERT, FORME GENERALE)
HY(G(L/K),L*) = {1}.

L’idée de la preuve du théoréme est la méme que dans la description des extensions cycliques (cf.
§I03). Soit f : G — L* un homomorphisme croisé f € Z*(G(L/K), L*). Dans la notation multiplicative
cela signifie que pour tout o, ¢/ € G on a o(f(¢’')) = f(oco0’)/f(c) € L*. On trouvera un élément
a € L* tel que pour tout 0 € G on a f(0) = a/o(a).

Considérons la “série de Poincaré” ), f(0')o’, une combinaison linéaire des caractéres o’. Par le
théoréme T4 d’indépendance linéaire de caractéres (E.Artin), il existe un v € L, tel que

a= Z f(e)o'(v) e L (12.3)

o'eG

soit non nul. On applique aux deux parties de (IZ3) un élément o € G. Alors

o(@)= Y a(f(e")a(o' (M) =Y af(e')o0a)())

o'eG o’'eG
— {0 Y flood)ood(7) = flo)a
o'eG
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(par la formule de 'action & gauche de G sur L*, o(0’(y)) = o0 od’(y) pour 0,0’ € G). Cette méthode de
la somme moyenne (la série de Poincaré) o= . f(0')o’(v) € L est aussi connue comme la méthode
de la résolvante de Lagrange dans la théorie des extensions de corps.

Pour retrouver la forme précédente du théoréme 90 de Hilbert (le théoréme I3l pour une exten-
sion cyclique L/K de groupe de Galois (0),,), on considére un élément 3 € L* avec N i (3) = 1, et
I’application

f : 00 = ]-a g = ﬂa 02 = 60(5)7 T ao—nil = 60(5) . "O—n72(ﬂ)7
On vérifie que f est un 1-cocycle : pour tous 0 < i,k <n—1,on a
fo'od®) = a'(f(o"))f(0")
Si, par exemple i +k <n—1,o0n a

F(0' 0 5*) = Bo(B)-. .o (B) = 0 (B(B)-.. .a* 1 (B)Bo(B)-.. -0 (B) = o (F(o*)) (o),

et pour les autres valeurs de 4, k on utilise la relation N,k (8) = Bo(8)-....a" 1 (3) = 1.
En utilisant le théoréme [ZTA on trouve un « € L* telle que 8 = f(0) = a/o(«).

Pour donner une définition générale des groupes de cohomologie d’un groupe fini G, noté multiplica-
tivement, on considére un groupe commutatif A, noté additivement, muni d’action de G (c’est-a-dire, un
G—module A).

Les groupes de cohomologie de G a coefficients dans A sont définis a 'aide du compleze des cochaines.
On considére les groupes abéliens (les G-modules) suivants :

C%G,A) = A,

et pourn>1
C"G,A) ={f:Gx--xG— A}

(laddition des fonctions et l'action de G se fait point-par-point).

DEFINITION 12.1.3 La formule

(dnf)(91,- s gnt1) =91 f(92, -, Gnt1)
+ Z(—l)if(gl, oy Giig1s - Gntl)
=1

+ (D" (g1 gn)s (12.4)
définit un morphisme d,, : C"(G, A) — C"T1(G, A).
Ensuite, on vérifie l’égalité d,, 1 o d,, = 0.

Si, par exemple n =1, on a

da o (d1f)(g1,92,93) =
91(d1f)(92, 93) — (d1f)(9192, 93) + (d1f)(91, 9293) — (d1f)(91, 92);
91(d1f)(g2,93) = 9192f(93) — 91f(9293) + 91 f(g2);
— (d1f)(9192,93) = —9192f(93) + f(919293) — f(9192);
(d1£)(91,9293) = g1f(9293) — f(919293) + f(g1);
— (d1f)(91,92) = —91f(92) + f(9192) — f(91);

laddition des termes montre que dy o (dy f) = 0.

EXERCICE. Vérifier I'identité d,, o d,,_1 = 0 pour n > 2.
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DEFINITION 12.1.4 Le groupe Z"(G,A) = Ker(d,,) est appelé le groupe des n—cocycles, et le groupe
B"(G,A) = Im(d,—1) est appelé le groupe des n—cobords. La propriété d, o d,—1 = 0 implique que
B"(G,A) C Z"(G, A). On définit alors les groupes de cohomologie par

Kerd, /Imd,,— >1;
H (G, A) = 27(G, A)/B(G, A) = { et dn/Idn—y pour n (12.5)
Ker dy pour n = 0.
Sin =0 alors
H°(G,A) = A° = {a € A | ga = a pour tout g € G}. (12.6)

La formule (CZZI) montre qu’un 1-cocycle est une application f : G — A vérifiant I'identité : pour tous
g1, 92 € G

f(g192) = f(g1) + g1f(g2). (12.7)

On dit que f est un homomorphisme croisé. On dit qu'un homomorphisme croisé est un I-cobord, si
et seulement s’il existe un @ € A tel que pour tout ¢ € G on a f(g) = a — ga. On identifie alors le
groupe H'(G, A) avec le groupe quotient de tous les homomorphismes croisés par le sous groupe de
tous les cobords. Si I'action de G sur A est triviale alors H(G, A) coincide avec le groupe de tous les
homomorphismes de G dans A.

EXERCICE. Montrer que pour un groupe fini cyclique G = (o) _, et pour tout G-module A, on a l'iso-

morphisme suivant :

H(G, A) = (KerNorm)(A)/(¢ — 1)A, ot Norm(a) = (1 +o+---+ 0" Ha

n?

Indication : pour un 1-cocycle f € Z'(G) utiliser la formule :

flo)y =1 +o+-+0")f(o), et f(1) = f(o") =0

et noter que cette formule donne toujours un 1-cocycle pour un choix de f(o) € Ker Norm.

Un 2-cocycle est une application f: G x G — A vérifiant I'identité : pour tous g1, g2,93 € G

91f(92,93) — f(9192,93) + f(91,9293) — f(g1,92) = 0. (12.8)

On dit que c’est un systéme de facteurs. Les éléments de H?(G, A) correspondent bijectivement aux
classes d’équivalence d’extensions de G par A. Pour le voir, considérons une extension

0— A-5GTG - 1, (12.9)

ot on mélange la notation additive dans A avec la notation multiplicative dans G et G : i(a; + az) =
i(a1)i(az). Pour tout g € G on choisit un relévement § dans G (c’est-a-dire, on choisit une section g — §
de la projection G——@G). On définit un 2-cocycle (un systéme des facteurs) f: Gx G — A, f(g1,92) € A
par
91+ g2 =i(f(91,92))9192-

Alors la fonction f est un 2—cocycle de G a coefficients dans A. Si on change notre choix de représentants
g (c’est-a-dire, on le choix d’une section G — é), alors f est altéré par un 2-cobord. Donc la classe de f
ne dépend que de l'extension ([CZJ).

Réciproquement, on peut définir une loi de groupe sur I’ensemble G x A par

(91,a1) - (92, a2) = (9192, a1 + a2 + f(9g1, 92)),
(on vérifie I'associativité a partir de ([[ZLF).
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EXERCICE 12.1.5 Montrer que pour un groupe fini G, et un G-module fini A, tels que pged (|G|, |4])) =
on a
H"(G, A) =0 pour tout n > 0.

Indication : Soit N = |G|. On considére un n-cocycle f € Z"(G, A), et on cherche a construire une (n —
1)—cochaine ¢ € C" (G, A), telle que N - f = d,,—1(¢p), sous la forme suivante :

P(g1, 1 gn-1) = Y f(g1,-++ gn-1,9n) (12.10)
gn€G

12.2 Propriétés des groupes de cohomologie

(1) LONGUE SUITE EXACTE DES COHOMOLOGIES. Considérons une suite exacte courte de G—modules
(c’est-a~dire, de groupes abéliens munis d’action de G) :

0— A-B 0 —0,

c’est-a-dire, que Im(i) = Ker(r), i est injective et m est surjective. Alors la longue suite exacte suivante
est définie :

0 — H(G,A) — H°(G,B) — H°(G, 0)& HY(G, A)

— HY(G,B) — HY(G,C)25H2(G, A) —
. — H™(G,A) — H™(G, B) — H"(G,C)25H" (G, A) —> - -- (12.11)
Pour définir les homomorphismes A,,, on utilise le grand diagramme commutatif (CZTZ). Plus précisém-
ment, & partir d’'un n-cocycle f € Z"(G, C), on construit d’abord un relévement f € C™(G, B), qui est

une n-cochaine, de telle fagon que 7,(f) = f. ~ B

Ensuite, on applique d, & f : dn(f) € C""Y(G, B), d'ot m,(dn(f)) = dn(f) = 0. Alors dn(f) €
Ker(m,+1) = Im(i,,11) définie alors un (n + 1)-cocycle ¢ € Z"HG, A), dn(f) = int1(p), et on pose

(
A, (classe(f)) = classe(dy (f)). En effet, iy 11 (dpy19) = dny1(dn(f)) = 0, donc ¢ est un (n + 1)-cocycle
puisque dp 419 = 0 (iy+1 est une injection).
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(G, A) —2 > 9@, B) ——= (G, O) (12.12)

do do do
CYG, A) ——~ CV(G, B) —— C1(G, O)
d1 dy dy
C2(G, A) —2 = (G, B) — == C*(G, 0)
s da do
dn—1 dn—1 dn—1
C™(G, A) — = C"(G, B) — = C™(G,C) > f
dn dn dn
int1 Tnt1

int1(da(f)) €C™HY(G, A) —= C"Y(G, B) —= C"*(G, O)

(2) THEORIE DE KUMMER

EXEMPLE 12.2.1 Soit K un corps contenant le groupe p,, de toutes les racines primitives n-iémes. Puis,
on suppose que la caractéristique carK ne divise pas n. Pour toute extension galoisienne L/K de groupe
de Galois G = G(L/K) Uapplication x +— x™ définie un homomorphisme de G-modules : v : L* — L*.
Considérons un sous groupe C C K* du groupe multiplicatif contenant K*™, tel que le groupe quotient
C/(K*)™ soit fini.

On consideére ’extension galoisienne L = K(C’l/”), engendrée par toutes les racines n-iemes ¥/c de
c € C. Alors on a une injection

Go =Gal(K(CV")/K)— ][] Gal(k(c"/™)/K). (12.13)
ceC/K*n

C’est une extension abélienne d’exposante n puisque chaque groupe Gal(K (c'/™)/K) est cyclique d’ordre
un diviseur de n (voir le théoreme [[IL3A).
On utilise application

a(ct/™)

(,) : Go X C — py, définie par (o,c) =
On vérifie aisément que Uapplication (IZ-IJ)) est bimultiplicative.

PROPOSITION 12.2.2 L’application [IZ-IJ)) est non-dégénérée, c’est-a-dire, qu’elle induit des injections

1 : Ge — Hom(C/K*™, ), 0 — (€ — (o, ¢c)) (12.15)
w2 : C/K*" — Hom(G¢, pin), ¢ — (0 — (0, ¢)) (12.16)

DEMONSTRATION : Pour montrer 'injectivité de 1, on considére un o € G, avec U(cl/") = "/ pour
tous les ¢ € C. Ceci implique o(a) = a pour tout a € K(C'/™), c’est-a-dire, que o = id. Donc ¢; est
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injective. D’autre part, soit ¢ € C, avec U(cl/”) = ¢'/™ pour tous les 0 € G¢, alors ¢!/* € K*, donc
c € K*™ donc @, est aussi injective.
On peut observer que 1 et @2 sont en fait des isomorphismes, & partir des inégalités évidentes :
[K(CY™): K] = |Gel| < [Hom(C/K™, pn) = |C/K*"|
[Hom(C/K*"| = |Ge| = [K(CY™) : K],

on utilise (TZI3) pour voir que K (C'/™)/K est une extension abélienne d’exposant 7.

COROLLAIRE 12.2.3 Soit K un corps contenant le groupe i, de toutes les racines primitives n-iémes.
Puis, on suppose que la caractéristique carK ne divise pas n.
Alors, il existe des bijections naturelles

Sous groupes C C K* N Euxtensions abéliennes finies L/ K (12.17)
avec K*™ C Cet C/K*™fini o | ovec lexposant un diviseur de n '
C-L = K(CY™), LS L' N KR (12.18)

PREUVE : Par la proposition TZZ3 il reste & montrer que ® et ¥ sont inverses I'un de I'autre. On
commence par ® o U = id, et considérons un sous groupe C' C K* tel que K*™ C Cet C/K*™ est fini.
On pose ¢’ = K(CY/™)» 0 K*. Alors par la définition C' C €, et de plus K (CY/") = K (C'*/™).

Une facon trés naturelle pour obtenir I’isomorphisme de Kummer
C/K*" =2 Hom(G(L/K), pr,), est a partir de la cohomologie galoisienne : on utilise la suite exacte des
G = G(L/K)-modules

1 — py — L*5L0 — 1.
Considérons les groupes de cohomologie ([LZTIl) on obtient la longue suite exacte suivante

v

H°(G(L/K), pn) — H°(G(L/K),L*)=~H"(G(L/K),(L*)") —

HYG(L/K), pun) — HY(G(L/K), L*)>H (G(L/K), (L*)") — --- . (12.19)
Puisque le groupe G(L/K) opére trivialement sur p,, il vient que H'(G(L/K),u,) coincide avec le
groupe Hom(G(L/K), ui,). Le groupe H°(G(L/K), L*) est le sous groupe de tous les éléments fixés par
le groupe de Galois, i.e. H*(G(L/K),L*) = L*¢(:/K) = K* de plus H*(G(L/K), L*") = K*NL*" > C,
et on a montré dans le corollaire ZTA que K* N L*™ = C.

Ensuite, H*(G(L/K), pn) = pin, et HY(G(L/K),L*) = {1} par le théoréme de Hilbert 90 sous la

forme générale (le théoréme [ZTA). On obtient donc la suite exacte suivante

1 — p, — K*25C — Hom(G(L/K), pn) — 1,
équivalent & 'isomorphisme de Kummer :

C/K*™ 2 Hom(G(L/K), tin)-

3) Soit H un sous groupe distingué d’un groupe fini G et soit A un G-module. Alors on a la suite
exacte suivante d*inflation - restriction”
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0 — HYG/H, AT 2L 1Y (G, ) ZSHY (1, A), (12.20)
dans laquelle Inf désigne "homomorphisme d’inflation, définie par 1inflation ” d’un cocycle f sur G/H

a valeurs dans A C A vers un cocycle f sur G ; et Res est ’lhomomorphisme de la restriction donné par
la restriction des cocycles de G sur le sous groupe H.

REMARQUE. De facon similaire on peut donner une définition générale des groupes d’homologie d’un
groupe fini G, noté multiplicativement, a coefficients dans un G-module A noté additivement.

Les groupes d’homologie de G & coeflicients dans A sont définies a ’aide du complexe des chaines.
On considére les groupes abéliens (les G-modules) suivants :

CO(Ga A) = Aa

et pourn >1
Cr(G,A)={f:Gx--xG— A}

(Paddition des fonctions et 'action de G se fait point-par-point).
On définit le morphisme 9, : Cp,(G, A) — C,,—1(G, A) de n-bord par la formule :

Onf) (G152 9n1) =Y g Fgg1,- -, gn1)

geqG
n—1
+ Z(,l)" Z f(glv s 7gigag_1agi+1a s agnfl)
i=1 geG
+ (=" flg1s 1 9n-1,9)s (12.21)
geqG

Ensuite, on vérifie 'égalité 0,, o 0,41 = 0.

Le groupe Z,(G, A) = Ker 9,, est appelé le groupe des n—cycles, et le groupe B, (G, A) = Imd,, 41 est
appelé le groupe des n—bords. La propriété 9, o d,—1 = 0 implique que B, (G, A) C Z,(G, A). On définit
alors les groupes d’homologie par

> .
Ho (G, A) = Bo(G, A)/Z0 (G, A) = 4 5 On/Tmn sy pour n = 1; (12.22)
A/Imd, pour n = 0.
Sin =0 alors
Hy(G,A) = Ag (12.23)

le plus grand module quotient de A sur lequel G opére trivialement
Puis, on peut identifier le groupe H;(G,Z) avec le groupe quotient G/G’, voir [Sebd|, p. 122.

EXERCICE. Vérifier 'identité 0,, o 9,41 = 0 pour n = 1.
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13 Une application : extensions d’Artin-Schreier

13.1 Une forme additive du théoréme 90 de Hilbert

Considérons une extension finie galoisienne L/K de groupe G = Gal(L/K), et le groupe additif
M = L muni d’action naturelle de G.

THEOREME 13.1.1 (THEOREME 90 DE HILBERT, FORME ADDITIVE)

K=L% sin=0

H™"(G(L/K),L) = {{0} sin > 0.

On peut déduire ce résultat a partir de l’existence d’une base normale de L/K, qui signifie que L est un
K[G]-module libre de rang 1, cf. [Se64].

Cependant, nous donnons une preuve directe du fait H"(G(L/K),L) = {0}, si n > 0, sans utiliser
une base normale. Nous utilisons de nouveau le fait que pour toute extension galoisienne L/K il existe
un a € L tel que Try g (a) =1 =o01(a) + -+ on(a), ot Gal(L/K) = {o1,--+ , 04}, voir la preuve du
théoréme
DEMONSTRATION : On considére un n-cocycle f € Z"(G,L), et on cherche & construire un (n —
1)—cochaine ¢ € C"" (G, L), telle que f = dn_1(¢). On va chercher ¢ sous la forme dune série de
Poincaré :

90(917 e 7gn71) = Z f(gl’ T agnflvgn)(gl" . "gnflgn)(a) (131)
gn€G

Si, par exemple, n = 1 on considére 1’élément

b= f(9)g(a) € L. (13.2)

geG

On applique aux deux parties de ([Z2) (avec la notation g = ¢’ € G) un élément o € G. Alors

o(b) = Y a(f(0))o(o’(a)) = Y o'f(o')oo0")(a)

o’ eG o'eG
=Y flood)ood)(a) ~ fo) 3 o'(a)
o' eG o'ed

b—Trp/k(a)f(0) =b— f(o).

(par la formule de Paction gauche de G sur L*, o(0’(y)) = 0 o o'(y) for 0,0’ () € G).
Cette méthode de la somme moyenne (série de Poincaré) b = 3 . f(0')o’(y) € L est aussi connue
comme la méthode de la résolvante de Lagrange dans la théorie des extensions de corps.

EXERCICE. Vérifier I'identité d,,_1¢ = f a partir de la définition (3] pour n > 2.

13.2 Théorie d’Artin-Schreier pour un exposant premiére

Soit K un corps de caractéristique carK = p > 0. Pour toute extension galoisienne L/K de groupe
de Galois G = G(L/K) lapplication x +— p(z) = aP — z définie un homomorphisme de G-modules :
p: L — L. Considérons un sous groupe C' C K du groupe additif contenant p(K), tel que le groupe
quotient C/p(K) soit fini.
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On considére I'extension galoisienne L = K (p~1(C)), engendrée par toutes les racines du polynome
p(z) = ¢, c € C. Alors on a une injection

Ge = Gal(K (o (C)/K) — [ Gal(k(p7'(c)/K).
ceC/p(K)

C’est une extension abélienne d’exposante p puisque chaque groupe Gal(K(p~t(c))/K) est cyclique
d’ordre p.
On utilise 'application

(,-) : Go x C — T, définie par (o,¢) = a(p *(c)) —p '(c) €F, (13.3)
On vérifie aisement que 'application ([[Z3) est biadditive.

PROPOSITION 13.2.1 L’application ([I33) est non-dégénérée, c’est-a-dire, qu’elle induit des injections

¢1: Go¢ — Hom(C/p(K),F,),0 — (€ — (0, ¢)) (13.4)
w2 : C/p(K) — Hom(G¢,Fp),¢ — (0 — (0, ¢)) (13.5)
DEMONSTRATION : Pour montrer I'injectivité de (1, on considére un o € G, avec o(p~t(c)) = p~1(c)

pour tous les ¢ € C. Ceci implique o(a) = a pour tout a € K(p~1(C)), c’est-a-dire, que o = id. Donc ¢
est injective. D’autre part, soit ¢ € C, avec o(p~'(c)) = p~!(c) pour tous les o € G¢, alors p~(c) € K,
donc ¢ € p(K), donc s est aussi injective.

COROLLAIRE 13.2.2 Soit K un corps de caractéristique carKK = p > 0.
Alors, il existe des bijections naturelles

Sous groupes C C K ® Extensions abéliennes finies L/ K (13.6)
avec p(K) C Cet C/p(K)fini < de lexposant p ’
C-L=K(pH(C);  L-bp(L)N K. (13.7)

PREUVE : Par la proposition [321] il reste & montrer que ® et ¥ sont inverses I'un de I'autre. On

commence par ® o U = id, et considérons un sous groupe C' C K tel que p(K) C Cet C/p(K) est fini.

On pose C' = p(K (p~1(C)) N K. Alors par la définition C C C’, et de plus K(p~1(C)) = K(p~1(C")).
Ensuite, la suite exacte des G = G(L/K)-modules

0— F, — L 5p(L) — 0.
Considérons les groupes de cohomologie ([(LZTT) on obtient la longue suite exacte suivante
H°(G(L/K),F,) — H(G(L/K), L)~=>H"(G(L/K), p(L)) —
HYG(L/K),F,) — HYG(L/K),L)-2~HY (G(L/K), (L)) — --- . (13.8)

Puisque le groupe G(L/K) opére trivialement sur F,, il vient que H'(G(L/K),F,) coincide avec le
groupe Hom(G(L/K),F,). Le groupe H*(G(L/K), L) est le sous groupe de tous les éléments fixés par
le groupe de Galois, i.e. H*(G(L/K),L) = LE@/K) = K de plus H(G(L/K),p(L)) = KN (L) D C,
et on a montré que K Np(L) = C.

Ensuite, H*(G(L/K),F,) = F,, et H'(G(L/K),L) = {0} par le théoréme de Hilbert 90 (forme
additive). On obtient donc la suite exacte suivante

0 — p — K-2C — Hom(G(L/K),F,) — 0,
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équivalent a I'isomorphisme d’Artin-Schreier :

C/p(K) = Hom(G(L/K),F,).

REMARQUE. Pour décrire les extensions abéliennes finies L/K de l'exposante p™, on utilise 'anneau de

Witt W, (L), muni d’opérateur de Frobenius F' [Se63|, p.49, [Boschl, p.224, ot on prouve que
HY(G(L/K),Wn(L)) = 0.

La description souhaitée vient de la suite exacte :

0 — Z/p"Z — Wy (L)"2HF — 1) (Wi (L)) — 0.
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14 Exercices de préparation a ’examen

14.1 Controle continu (élargi) du jeudi 17 mars 2005, 10h15-12h15, AMPHI
A

1. (a) Trouver le nombre des polyndmes unitaires irréductibles de degré 6 sur Fy.
(b) Trouver le produit de tous les polynémes unitaires irréductibles de degré 6 sur Fy.

2. (a) Construire un corps K et une extension galoisienne L/K, tels que le groupe de Galois Gal(L/K)
est isomorphe au groupe symétrique Sy.

(b) Trouver toutes les sous-extensions galoisiennes F/K, F C L.

(c) Pour toute telle sous-extension F//K, trouver un élément 5 € F, telle que F' = K([3).

(d) Pour toute telle sous-extension F/K, construire une base normale
3. On considére une extension galoisienne L/K de groupe de Galois Gal(L/K), isomorphe au groupe
symétrique Sy.

Donner un exemple de deux sous-extensions F1/K et Es/K, (E1 C L, E; C L) telles que Eq, Eo ne
sont pas inclus, le composé E; - E5 ne soit pas égale & L, et que U'intersection E; N Es ne soit pas égale
a K.

(b) Trouver explicitement un 1 € Ey et un Sz € Es tels que By = K(f1), Ex = K(52).

4. Soit F, un corps fini de ¢ > 3 éléments.

(a) DETERMINANT DE MOORE. Soit k un corps contenant Fq, 81, -+, 3, € k. Montrer que
n—1

b By B .

¢ ... opg o ’
o B2 2 =0 H H (Bj+1 — Zciﬂi)~
- ot e en, gt
Br ... B

(considerer les deux parties comme des polynomes de 3, et utiliser la factorisation du polynéme 7% — T

sur Fy).
(b) PRODUIT DES POLYNOMES UNITAIRES. On utilisera la notation [n] := 79" — T. En déduire que

o= IT s = [Tml™" = L =1y

funitaire m=1 m=1
deg f=n

(¢) FACTORIEL DE CARLITZ. Soit

D= [[ r@
funitaire

deg f<t

Montrer que

(19" — )"

t n

t t n
Do=[[P=1] [Tt " =
n=1 n=1m=1

n=1m=1

14.2 Exercices supplémentaires

On consideére le polynéme & coefficients rationnels

P(T)=T3-3T —1.
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1. Montrer que P est irréductible sur Q et qu’il posséde trois racines réelles oy, s, as, telles que
az < o <0< og.

Indication : Le polyndme P est irréductible si et seulement si le polynome P; défini par Pi(T) = P(T + 1) =
T3 + 3T — 3 lest ; c’est le cas (critére d’Eisenstein pour p = 3).

Le tableau des variation de la fonction continue x — P(z) montre que P a trois racines réelles vérifiant
a3 < a2 <0<ag.

2. (a) Montrer que si « est racine P, il en est de méme de 2 — a?. On pose K = Q(a).
(b) Montrer que I'extension K /Q est galoisienne, et que tout élément de son groupe de Galois induit
une permutation paire sur I’ensemble {aq, s, as}.

Indication : 2. (a) Si P(«) = 0, on vérifie facilement que P(2 — a?) = 0. On remarque que « # 2 — o (puisque
{1, a,a®} est une base de Q(a)/Q.

(b) La somme des racines de P vaut 0, donc la troisiéme racine est égale & o> — o — 2, et toutes les racines
de P sont dans Q(«).

Le corps K est le corps de décomposition d’un polynéme séparable sur Q, donc Iextension K/Q est galoisienne
de groupe de Galois I" d’ordre [K : Q] = 3. Tout élément de I permute les racines de P, et il est d’ordre 1 ou 3 :
il induit donc une permutation paire de ces racines.

3. Pour chaque i € {1,2, 3}, on choisit un nombre complexe £3;, de sorte que 32 = «;, et $13233 = 1. On
pose L = K(B1, B2, 33).

(a) Déterminer [K (1) : K| On pourra remarquer que tout élément de K () est réel, et étudier les
images de (3; et de 3? par les automorphismes de K si 1’on suppose 3; dans K).

(b) Montrer que L = Q(0, $2), et déterminer [L : Q).

Indication : 3. Comme ajazas = 1, on peut choisir les 3; tels que 813205 = 1.

(a) Soit g un élément de T' tel que g(a1) = aq. Si 1 était dans K, galoisienne, g(81) le serait aussi, et
serait réel. Si on aurait g(87) = [g(51)]? = a2 < 0, ce qui est impossible. Donc le polynéme T2 — a1 € K[T] est
irréductible, et [K(01) : K] = 2.

(b) Comme B13203 =1, on a L = K(f1, B2, 83) = K(B1,02) ; la racine (B2 est imaginaire pure, donc n’appar-
tient pas & K (1), et [L: K(B1)] =2; d’ou L = Q(au, b1, B2) = Q(51, B2)-

4. (a) Montrer que l'extension L/Q est galoisienne. On note G son groupe de Galois, et H celui de
lextension L/K.

(b) Le groupe H est-il un sous-groupe distingué de G ? Que peut-on dire de nombre Ny de 2-sous
groupes de Sylow de G 7

Indication : 4. (a) Le polynéome T — 3T% — 1 admet six racines distinctes dans L, +31, £32,£3s. Donc L est
corps de décomposition d’un polyndme séparable sur Q, et Pextension L/Q est galoisienne.

(b) L’extension K/Q étant galoisienne, le groupe de Galois H de 'extension L/K est distingué dans G.
D’autre part, H est d’ordre 4 dans G d’ordre 12 : c’est 'unique 2-sous groupe de Sylow de G, et N2 = 1.

5. (a) Montrer que les éléments o de G peuvent étre définis par la donnée de o(f1) et o(f2). Retrouver
de cette maniére 'ordre du groupe G.

(b) Quelle est la structure de H ?

(¢) Que vaut le nombre N3 de 3-sous groupes de Sylow de G 7

(d) En déduire que G est isomorphe au groupe A4 des permutations paires de 4 symboles.

Indication : 5. (a) Le corps L admet comme L-base {3{3]}, avec 0 < i < 5, 0 < j < 1. Tout élément de G est
donc caractérisé par la donnée de o(31), et celle de o(52).
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La valeur de o((1) est & prendre dans ensemble {£031, £82,+83}. Une fois que o(31) est fixé, les éléments
a(a1), o(az) et o(as) le sont aussi, et o(B2) est racine du polynome T? — o(az).

Cela donne douze possibilités, qui correspondent exactement aux douze éléments de G.

(b) Un élément o de H laisse K = Q(az) invariant, donc o (%) = a1, et 0(f2) = +52. Par suite, ¢ est d’ordre
1 ou 2, et comme H est d’ordre 4, H est isomorphe & Z/27Z x Z/27.

(c) Les théorémes de Sylow donnent, pour un groupe d’ordre 12, N3 = 1 ou N3 = 4. Un 3-sous groupe de
Sylow posséde deux éléments d’ordre 3. On montre que N3 = 4 en trouvant dans G trois élément d’ordre 3.

(d) Le groupe G est non abélien d’ordre 12, avec No = 1 et N3 = 4; on vérifie qu’il est donc isomorphe a Aj.

6. On pose 01 = B1 + P2 + Os.
(a) Donner les images de 6 par les éléments de G. En déduire [Q(6;) : Q).
(b) L’extension Q(#1)/Q, est-elle galoisienne ?

Indication : 6. (a) Les images de 6; par les éléments de G sont les quatre éléments distincts suivants : 6; =
ﬂl + ﬂg + B3, 02 = =1 + ﬂg — ﬂg, O3 =1 — B2 — B3, 04 = —ﬂl — B2 + B3. Soit A le polynéme minimal de 61 sur
Q. Comme L/Q est galoisienne, A se décompose en produit de facteurs de degré 1 dans L[T], et ses racines sont
les images (distinctes) de 61 par les éléments de G. Donc F est de degré 4, et [Q(61) : Q] = 4.

(b) Le sous groupe de G qui laisse fixe Q(61), est d’ordre 3; comme N3 = 4, ce sous groupe n’est pas distingué,
et Pextension Q(01)/Q n’est pas galoisienne.
7. Déterminer toutes les extensions intermédiaires de L/Q.

Indication : Les sous groupes de Ay, distincts de A4 et de {e}, sont d’ordre 2, 4 ou 3. Il n’y a qu’un sous groupe
d’ordre 4, H, qui laisse fixe K, et trois sous groupes d’ordre 2 qui laissent fixes les corps Q(51), Q(82) et Q(8s).
Les quatre sous groupes d’ordre 3 sont ceux qui laissent fixes les corps Q(61), Q(62), Q(03) et Q(64).
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A Annexe : Factorisation des Polynémes
(F. SERGERAERT)

e Référence : Don Knuth, The Art of Computer Programming, vol. 2, pp.
381-398.

> restart ;
> with(linalg)

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

e La factorisation des polyndémes n’est pas un sujet vraiment facile, pas plus que la factorisation
des entiers! On présente ici le principal outil, la méthode de Berlekamp, qui concerne en fait la
factorisation dans le cas du corps de base fini, puis on explique dans les cas les plus simples comment
elle peut étre utilisée pour obtenir la factorisation des polynémes a coefficients rationnels.

A.1 Rappels sur les corps finis.

e On rappelle que p est premier si et seulement si tous les coefficients du binome C(p, k) sont divisibles
par ppour 0 < k < p:

> seq(evalb(binomial (13,k) mod 13

> seq(evalb(binomial(9,k) mod 9 =

=0), k =0..13) ;
0), k=0..9) ;

false, true, true, true, true, true, true, true, true, true, true, true, true, false

false, true, true, false, true, true, false, true, true, false

e Il en résulte que si on travaille dans Z/ p, la formule (a + b)P = a? + bP est valide, en particulier
(a+ 1) = aP + 1 et il en résulte par récurrence, partant de 17 = 1, que o = a dans Z/ p.

e Un corps K fini est de caractéristique bien définie p : c’est le plus petit entier positif vérifiant p x
1=(déf) 1+ 1+ ...+ 1(pfois) = 0. Nécessairement, p est premier, sinon on aurait dans K
des diviseurs de 0. Le corps K contient donc en particulier le sous-corps {0, 1, 2, ..., p— 1} = Z/
P qu’on notera simplement Z,, et K est donc un espace vectoriel sur Z, de dimension d; il a alors
p? éléments. La formule démontrant que le morphisme de Frobenius a — aP est Z-linéaire (et donc
aussi Zp-linéaire) : (a + b)? = aP + bP reste valable, mais il est maintenant fauz, sauf si d=1, que
a?= a pour tout a de K. En effet, puisque X? — X est de degré p, il ne peut avoir que p racines
dans K, & savoir les éléments de Z, dans K. On verra que cette remarque est la clé de la méthode
de Berlekamp pour factoriser un polynome & coefficients dans Z,.

o Le groupe multiplicatif des éléments non nuls de K a pour cardinal p? — 1, et il en résulte que
pour tous ces éléments, la relation a®' 1) =1 est satisfaite ; le polynome X®) — X a donc pour
racines tous ces éléments, et de plus 1’élément nul. Les éléments de K sont donc tous racines de ce
polynéme,et il en résulte que X ») X = [I, (X —a) ou a parcourt exactement tous les éléments
de K. Donc K est un (donc le) corps de décomposition de ce polynome et il en résulte qu’il n’existe
qu’un seul corps de cardinal p?.
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e Soit P dans Z,| X| un polynome irréductible de degré d. Alors le quotient Z,[ X|/ P est un corps a
p® éléments. Il résulte de ce qui précéde que la classe d’isomorphisme de ce corps est indépendante
de P. Le polynéme P divise nécessairement le polynéome X . X ; en effet, si z est la classe de X
dans Z, | X]/ P, le polynome minimal de z ne peut étre que P, mais d’aprés ce qui est dit ci-dessus,

z est aussi racine de X" - X et donc ce dernier polynéme est divisible par P. Il en résulte aussi
que P est entierement scindé dans K, donc une seule extension suffit toujours pour obtenir le corps
de décomposition d’un polynéme irréductible : toute extension de Z, est galoisienne.

lllustration.
> rnd := rand(0..2)

e Contrairement au cas des coefficients entiers banals, il faut «tatonner» un peu pour trouver un
polyndéme irréductible & coefficients dans Z3.

> _seed := 1639 :

> P := sort(X"3 + add(rnd()*X~i, i=0..2)) ;

P:=X34+2X?+1
> Irreduc(P) mod 3 ;
true

e Il en résulte que le méme polynéme est Q-irréductible :
> irreduc(P) ;
true

e Mais la réciproque est fausse : il arrive souvent qu’un polyndéme soit @Q-irréductible, mais pas
Zy-irréductible ; il arrive méme que ceci se produise quel que soit p pour le méme polynéme Q-
irréductible, c’est le cas de X* + 1.

> irreduc(X~4+1) ;

true
> Irreduc(X~4+1) mod 67 ;
false

> Factor(X~4+1) mod 67 ;

(X2 4+47 X +66) (X2 + 20 X + 66)
> Factor(X~4+1) mod nextprime(1076) ;

(X2 + 410588 X + 1000002) (X2 + 589415 X + 1000002)

e Pour travailler sous Maple dans des extensions de Z,, on procéde comme pour les extensions de
@, mais il n’y a aucune différence dans 'usage initial de RootOf, c’est seulement en fin de calcul
qu’on précise qu’on veut travailler dans Z,, et ses extensions, en suffizant par «mod p».

> alias(alpha = RootOf(P)) ;
«

e Le quotient Z3[ X]/ P est un espace vectoriel de degré 3 sur Zs3, dont les éléments sont tous de la
forme i + ja + k o pour i, j et k parcourant Zs.

e Calcul du polynome ayant ezactement tous les éléments de Z3| X]/ P comme racine
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> mul (mul (mul (X-i-j*alpha-k+*alpha~2,
> k=0..2),
> j=0..2),
> i=0..2) ;

XX-a)(X-2)X-a)(X—a—-a?) (X —a—2a?) (X -20a)(X —2a—a?)
(X—2a-2a)(X-1)(X-1-a*)(X-1-2a))(X-1-a)(X —1—a—a?)
(X—1l-a-2a)(X-1-2a)(X—-1-2a-a*) (X -1-2a—-2a%) (X -2)
(X-2-a?)(X-2-2a) (X -2-a)( X -2-a—-a?) (X -2—-a—2a?)
(X—2-2a)(X —2-2a—-a?) (X —2—-2a—2a?%

Développement du produit.

> Expand(%) mod 3 ;

2X + X7
o ... autrement dit X327 — X. A comparer avec :
> collect(evala(expand(%%)), [X, alphal)

Vérification de la propriété de divisibilité.
> Divide(X~27-X, P) mod 3 ;
true

e Et pour cause :
> Factor(P, alpha) mod 3 ;

(X+a?+a+1)(X+2a2+1) (X +2a)

e Car, comme expliqué plus haut, une seule extension suffit toujours & décomposer complétement le
polyndéme initial. Propriété en général fausse dans le cas rationnel :

> factor(P, alpha) ;
(X —a)(X?+2X +Xa+2a+a?)

A.2 Bases de la méthode de Berlekamp

On travaille dans ’anneau de polynomes Z,|[ X|, pour un premier p, et sauf indication contraire,
Z7| X] dans les exemples

Soit P dans Z,| X] et P = P;... P, sa décomposition en facteurs irréductibles. On suppose d’abord
que P est sans facteur multiple, sinon ceci est détecté facilement par le PGCD du polyndéme et du
polynéme dérivé. Construisons un exemple de cette sorte.

> rnd := rand(0..6)

> rndP := proc(n)

> RETURN(sort(X"n + add(rnd()*X~i, i=0..(n-1))))
> end :

> _seed := 1730 :

>

P1, P2 := rndP(3), rndP(3) ;
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P1,P2:=X34+X24+2X +4, X34+4X?4+4X +2

e Le polyndéme qui suit va certainement avoir un facteur multiple, mais on fait semblant de ne rien
savoir & ce propos.

> P := sort(Expand(P1~2 * P2) mod 7) ;
P=X°4+6X84+3X"+3X*+5X3+5X2+5X+4

e On détecte un facteur multiple éventuel par 'examen du PGCD entre le polynoéme et son dérivé.
> Gcd(P, diff(P, X) mod 7) mod 7 ;
X34+ X?2+2X+4

Et on commencerait par factoriser X3 + X2 4 2 X + 4. Presque toujours (pas toujours, pourquoi ?)
le polynome initial est divisible par le carré de ce terme.

> Rem(P, %~2, X) mod 7 ;

4

Quo(P, %%"2, X) mod 7 ;
X344X24+4X+2

ce qui redonne comme par hasard nos polynoémes initiaux.

On suppose donc désormais qu’il n’y a aucun facteur multiple dans P.

e Si P=P;... P, est la décomposition de P en facteurs irréductibles, le théoréme du reste chinois
donne un isomorphisme canonique :
Zp
[ X]/ P =2, X]|/ Pr + ... Z,] X]/ P:. Les facteurs du second membre sont tous des corps, le
premier membre n’est un corps que si P est irréductible, autrement dit si r = 1.

e Il en résulte, c’est I’astuce de Berlekamp, un test permettant, sans connaitre r, de «deviner» sa
valeur. Considérons en effet ’équation ou I'inconnue V' est un élément de Z,| X|/ P :
VPV =0

e Sion traduit cette équation vers le second membre (qu’on ne connait pas!), 'inconnue V' devient un
r-uplet ( Vi, ..., V;.), et comme l'isomorphisme utilisé est un isomorphisme d’anneauz, 'équation
se transforme en r équations V; P = V;. Comme l'inconnue V; est cette fois dans le corps Z,|
X]/ P, on sait qu'il y a exactement les p racines 0, ..., p— 1 dans Zp[ X]/ P;. On en déduit que
le cardinal des solutions est exactement p”. Ainsi le cardinal de ’ensemble des solutions va nous
donner le nombre fatidique r. D’une fagon trés approximative, on peut dire que Berlekamp observe
que plus P est réductible, «moins» Z,| X|/ P est un corps, et plus Pensemble des solutions de
notre équation va étre vaste.

e Le deuxiéme élément clé de la méthode de Berlekamp consiste & remarquer que puisque I’application

V' — VP est linéaire, ’équation VP — V = 0 est, malgré les apparences, une équation linéaire, et on
dispose donc de tous les outils linéaires classiques pour la traiter.
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e Exemple. Soit & étudier si notre polynoéme P1 est irréductible dans Z7. Il faut construire la
matrice de Papplication linéaire V' — VP —V dans Z,[ X|/ P;. On prend la base canonique 1, X,
X2 (ou plus précisément leurs classes modulo P;). L'image de X7 est donc la classe de X ®7) — X7
et les éléments de colonne correspondants sont les coefficients appropriés. On construit & part la
procédure BerlTerm permettant le calcul du terme d’indices ( 4, j) de la matrice de Berlekamp
du polynéme P par rapport a Z,.

> BerlTerm := proc(p::posint, P::polynom(integer, X),
> i::posint, j::posint)
> RETURN(coeff (Rem(X~ (p*(j-1))-X~(j-1), P, X) mod p,
> X, i-1))
> end :
> BerlMatrixl := matrix(3, 3, (i,j) -> BerlTerm(7, P1, i,j)) ;
0 0 1
BerlMatrizl .= | 0 3 0
0 6 1

e La dimension du noyau nous donne la dimension de ’espace des solutions, c’est-a-dire le nombre des
facteurs irréductibles. On voit que le rang est 2, ’espace des solutions est donc de dimension 1, ce
ne peut étre que Z7, solutions «inévitables», et notre polyndéme est donc irréductible. Pour obtenir
le rang de cette matrice dans le cas général, il faut utiliser la procédure Nullspace combinée avec
mod.

> Nullspace(BerlMatrix1l) mod 7 ;

{[1, 0, 0]}

e Vérification.
> Irreduc(P1) mod 7 ;
true

o Méme travail avec Ps.
> BerlMatrix2 := matrix(3, 3, (i,j) -> BerlTerm(7, P2, i,j)) ;
0 4 0

BerlMatriz2 .= |1 0 5 0
0 1 0

> Nullspace(BerlMatrix2) mod 7 ;
{[1, 0, 0], [0, O, 1]}
> JIrreduc(P2) mod 7 ;
false

e On voit quici notre équation VP —V a 49 solutions, 49 = 72, et notre polynéme a donc deux
facteurs irréductibles. Il reste & les déterminer. Dans un cas si simple, c’est trés facile, il suffit de
chercher I’élément a de Z; nécessairement racine de P» et le quotient par X — a donnera l'autre
facteur irréductible. Mais on veut expliquer comment il faut procéder dans le cas général. C’est le
sujet de la section suivante.

> for i from O to 6 do
> if Eval(P2, X=i) mod 7 = O then print(i) fi
> od ;
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> Quo(P2, X-3, X) mod 7 ;
X244
> Irreduc(%) mod 7 ;
true
> Factor(P2) mod 7 ;

(X2 +4)(X +4)
A.3 Trouver les facteurs irréductibles.

e Les solutions de 1’équation VP — V = 0 ne donnent pas seulement le nombre de facteurs irréduc-
tibles, chaque solution donne aussi une décomposition, en général partielle, mais toujours non
triviale, du polynéme proposé en facteurs de degrés plus petits. Ceci est di au fait que dans Z,,,
nous avons la décomposition :

VP—_V =V (V-1
e (V=p—-1).

e Dire que V est une solution de VP —V dans Z,[ X|/ P revient a dire que P divise V? — V', mais
la factorisation ci-dessus de VP —V va justement nous permettre de «découper en tranches» le
polynéme P.

e D’abord si P est irréductible, les seules solutions de V? — V' = 0 sont les éléments de Z,,, auquel cas
le «polynémey» VP — V est non seulement divisible par P, il est méme nul! et aucune «information»
ne peut étre obtenue, heureusement.

e Par contre si P est factorisable, on va avoir des solutions différentes. Ces solutions vont étre
de «vrais» polyndomes (non constants), et un tel polynéme V va étre de degré forcément <
d = degree(P). On a alors le résultat suivant :
P =12y PGCD(P, V — 1)

e En effet VP — V est divisible par P, et donc tout facteur irréductible de P va diviser VP — V et
se retrouver dans 'un des PGCD. Donc P divise le produit. Inversement, comme les V — i sont
premiers deuz & deux (pourquoi?), le méme facteur de P ne peut pas se retrouver deux fois a
droite. Compte tenu par ailleurs du fait que degree(V — i) < d, on voit donc qu’on a ainsi, quel
que soit V' solution «non constante» de VP —V = 0, une factorisation non triviale de P.

e Essayons ce mécanisme avec notre polynéme P,. Un V non trivial est & trouver dans le noyau de
la matrice de Berlekamp :

> eval(BerlMatrix2) ;

o O O
— Ot
o O O

> Nullspace(BerlMatrix2) mod 7 ;
{[1, 0, 0], [0, O, 1]}
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e Le générateur [1,0,0] du noyau correspond aux solutions triviales de VP —V =0, mais l'autre,
[0,0,1], expression dans notre base du polynome X2, est une solution non triviale.

> Divide(X~14-X"2, P2) mod 7 ;
true
> seq(Ged(P2, X~2-i) mod 7, i=0..6) ;

1,1, X +4, X?2+4,1,1,1

e Et on a bien notre décomposition.
> evalb(P2 = Expand(mul(gcdi, gcdi=[%])) mod 7) ;

true

Dans le cas général, il n’y a pas de raison que la décomposition compléte de P soit ainsi obtenue &
I’aide d’une seule solution non triviale V. C’est forcément ce qui arrive si le nombre de facteurs de
P est plus grand que p. Construisons P de sorte qu’il ait au moins 8 facteurs.

> _seed := 1054 :

> for i from 1 to 8 do

> P|li := rndP(2)

> end do ;

Pl:=X%24+4X+2
P2 :=X?+2X+3
P3:=X%24+3X+2

P} :=X2+4+2X
P5:=X24+5X+5
P6:=X%2+2X+5

P7:=X2+4+6X

P8 :=X%24+5X+1

> P := sort(Expand(mul(P||i, i=1..8)) mod 7) ;

P=X04 XB4+6X"4+4XB4+3X24+6X"+6X0+5X2+3X8+3X7+5X0+ X5
+2X'4+ X3+ 2X?
e Mais on peut avoir des facteurs multiples, qu’il faut éliminer pour que notre exemple soit correct.
> Ged(P, diff(P,X) mod 7) mod 7 ;
XP+6X4+4X34+5X24+5X

> P := Quo(P, %, X) mod 7 ;
P=X"42X10 4 4X%4+2X84+2X7T+5X0 + X5+ X4 4+4X24+6X
> Gcd(P, diff(P,X) mod 7) mod 7 ;

Donc plus de facteurs multiples.
BerlMatrix := matrix(11,11, (i,j) -> BerlTerm(7,P,i,j)) :
Kernel := Nullspace(}) mod 7 ;

\

vV
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Kernel :={[0, 5, 3, 5,0, 0, 1, 0, 0, 0, 0], [0, 5, 2, 5,0, 0, 0, 0, 0, 0, 1],
[1,o0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],]0,1,0,0,0,0,0, 1, 0, 0, 0],
[0,3,0,1,0,0,0,0,0,1,0],[0,1,0,3,0, 1,0, 0,0, 0, 0],
[0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0], [0, 4, 6,4,1,0,0,0,0, 0, 0]}
e Les éléments du noyau sont des vecteurs, ce qui est techniquement désagréable pour la suite, on les
transforme tous en listes.

> Kernel := map(convert, Kernel, list) ;
Kernel :={[0, 5, 3, 5,0, 0, 1, 0, 0, 0, 0], [1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
[0, 5,2, 5,0,0,0,0,0,0,1], [0, 1, 0, 0,0, 0, 0, 1, 0, 0, 0],
[07 37 07 ]‘5 0’ 0’ 0’ 07 07 17 0]’ [03 ]" 0? 37 07 17 07 0? 0? 0’ 0}?
[07 47 67 45 ]‘5 0’ 0’ 07 07 07 0]’ [03 03 0? 07 07 07 07 0? ]" 0’ 0}}
> r := nops(Kernel) ;
r:=38
e Donc 8 facteurs irréductibles. On retire I’élément de noyau correspondant aux solutions triviales.

Kernel := Kernel minus {[1, 0$10]} ;

vV

Kernel :={[0, 5, 3, 5,0, 0, 1, 0, 0, 0, 0], [0, 5, 2, 5,0, 0, 0, 0, 0, 0, 1],
[0, 1,0,0,0,0,0,1,0,0,0],0,3,0,1,0,0,0,0, 0, 1, 0],
[0,1,0,3,0,1,0,0,0,0,0], [0, 4, 6,4, 1,0, 0,0, 0, 0, 0],
[0, 0,0,0,0,0,0,0, 1,0, 0]}
> Vvectorl := Kernel[1] ;
Vwectorl :=10, 5, 3,5,0,0, 1,0, 0, 0, 0]
> V1 := sort(add(Vvector1[i]*X~(i-1), i=1..11)) ;
V1i=X+5X3+3X%>+5X
> factorsl := {seq(Gcd(V1-i, P) mod 7, i=0..6)} minus{1} ;
factors] = {X?+2X +5, X2 +5X +5 X +1, X3+4X%2+6, X>+4X2+2X}
> nops(factorsl) ;
5
> evalb(P = Expand(mul(gcdi, gcdi=factorsl)) mod 7) ;
true

e On voit qu'une décomposition non triviale de P est bien obtenue, mais ce n’est évidemment pas
14 la décomposition compléte en facteurs irréductibles, puisqu’on a construit P comme un produit
de facteurs de degré 2. Comme seulement 7 cases sont disponibles dans le résultat, certainement
certains facteurs ainsi obtenus sont encore réductibles.

e Le point suivant consiste a dire qu’en essayant au besoin les autres éléments «non triviaux» du
noyau de la matrice de Berlekamp, on va réussir, en recoupant les résultats, a obtenir la factorisation

compléte. Expliquons ce qu’il faut entendre par recouper.

e Prenons un autre vecteur de notre noyau.
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> Vvector2 := Kernel[2] ;
Vwector2 := [0, 5, 2, 5,0, 0, 0,0, 0, 0, 1]
> V2 := sort(add(Vvector2[i]*X~(i-1), i=1..11)) ;
V2 =X 4 5X34+2X24+5X
> factors2 := {seq(Gcd(V2-i, P) mod 7, i=0..6)} minus {1} ;
factors?2 = {X?+ X, X +2, X +5, X +4X3+5X2+2X +1, X3 +4X?+2}

> nops(factors2) ;

On woit que la factorisation n’est pas la méme que celle précédemment obtenue. On va démontrer
juste aprés que c’est toujours le cas. On obtient donc une «meilleure» factorisation en prenant
Iintersection, a coups de PGCD, des deux factorisations.

factors12 := {seq(seq(Gcd(f1,f2) mod 7,
f2 = factors2),

f1 = factorsl)}

minus {1} ;

factors12 = {X?+2X +3, X2 +2X +5 X2 +5X +5 X, X +1, X +2, X +5, X + 6}
> nops(factorsl2) ;

V V VYV

e La factorisation est donc compléte. D’autres fois, il faut encore continuer.

e Expliquons pourquoi la méthode des recoupements aboutit. Pour mieux faire comprendre, on se
contente du cas r = 3. Donc P = P, P, P; et :
K [X]
/ P=K[X]|/ P+ K[X]/ P, + K[X]/ Ps.

e Toute solution de notre équation VP —V =0 a deux interprétations. Du codté «gauche», c’est
un polynéme «modulo P» ; mais du c6té droit, comme pour chaque facteur les seules solutions
sont les polyndmes «constants», ces solutions sont essentiellement des triplets ( a1, ag, az) d’en-
tiers modulo p. La correspondance de la droite vers la gauche n’est rien d’autre que le théo-
réme des restes chinois. Le relévement de (1,0,0) est le produit By P, P3 de la relation de Bezout
Ay Py + By P, P3 =1, car il s’agit d’avoir un polynoéme divisible par P et P, mais égal & 1 mo-
dulo P;. De la méme fagon, le relévement de (0,1,0) (resp. (0,0,1)) est le produit By Py P53 (resp.
B; P, P») avec des interprétations analogues. Une solution «triviale» est de la forme ( o, a, «).
Donc une solution non triviale vérifie par exemple a; <> 3. Soit V l'interprétation polynéme
de cette solution. Alors V —«a; = (ag — a1) Bo Py P34 (a3 — a1) Bs Py Po, alors que V —ay =
(1 — ag) By Py P3 + (a3 — o) B3 Py Py. Il en résulte que V' — a7 est divisible par Py et V — ag est
divisible par P,. Donc le «traitement» de V va forcément «séparer» les facteurs P; et P. Main-
tenant I’ensemble des solutions & gauche correspond a l’ensemble des solutions & droite, et il y a
donc forcément une solution & gauche correspondant (sans qu’on le «voie») & un cas ou a3 <> ao.
Il en est forcément de méme pour I'un des vecteurs de la base du noyau, sinon on aurait a; = ag
pour tous les éléments du noyau, ce qui est exclu. Le méme travail peut étre fait en général pour
toutes les paires d’indices, d’ou le fait que les éléments de la base du noyau suffisent & complétement
factoriser. CQFD.
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e On est prét maintenant pour une procédure générale de factorisation. Elle va utiliser notre procédure
BerlTerm déja construite.
Berl := proc(p::posint, P::polynom(integer, X))
local d, r, i,
BerlMatrix, Kernel,
Vvector, V,
result, new_factors ;
d := degree(P, X) ;
# Erreur si facteur multiple.
if Gcd(P, diff(P, X)) mod p <> 1 then
ERROR(‘The polynom is not squarefree. ‘)
fi ;
BerlMatrix := matrix(d,d, (i,j) -> BerlTerm(p,P,i,j)) ;
Kernel := Nullspace(BerlMatrix) mod p ;
# r = nombre de facteurs irréductibles.
r := nops(Kernel) ;
# Sir =1, le polynéme est irréductible.
if r = 1 then RETURN([P]) fi ;
Kernel := map(convert, Kernel, list) ;
# Suppression de la solution triviale.
Kernel := Kernel minus {[1, 0$(d-1)1} ;
# Pour signaler le début de 'algorithme.
result := {} ;
# 11 faut parcourir les solutions non triviales et # arréter quand le nombre de facteurs requis est
tegg; Vvector in Kernel while nops(result) < r do
# Expression polynémiale du nouveau vecteur solution considéré.
V := add(Vvector[i]*X~(i-1), i=1..d) ;
# Découpage en tranches.
new_factors := {seq(Gcd(P, V-i) mod p, i=0..(p-1))}
minus {1} ;
# Recoupement (éventuel) avec ce qui a été précédemment fait.
if nops(result) > 1 then
result := {seq(seq(Gcd(f1,f2) mod p,
f2 = new_factors),
f1 = result)}

minus {1}

else result := new_factors

fi

od ;

result := convert(result, list) ;
result := map(sort, result) ;
result := sort(result,

(P1,P2) ->evalb(degree(P1)<degree(P2))) ;
RETURN (map (sort,result))
end :

fs := Berl(7, P) ;
fs=[X+6,X+5 X+2 X+1,X, X?+5X+5 X?2+2X +5 X2+2X +3|
> nops(fs) ;

V VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVEVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYV

> P - Expand(mul(f, f=fs)) mod 7 ;

> Berl(73, X~4+1) ;
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(X +51, X +10, X + 63, X + 22]

e Des polynémes complexes peuvent ainsi étre factorisés.
> _seed := 1535 :

> P := rndP(50) ;
PI:X50+2X49+5X48+6X47+3X46+2X45+X43+X42+4X41+2X40+5X39+5X38
+6X37+3X36+3X35+3X31+4X29+2X28+3X27+4X26+3X25+X23
+3X22+6X20+X19+X18+4X17+3X16+5X15+6X13+X12+6X11+3X10
+3X%9+6 X8+ X +3X0+5X°4+3X4+2X3+5X+46

> fs := Berl(7, P)

> map(print, fs)
X?+5X+2
XU X104 X9 46X 4+6X04+5XP4+5X44+4X342X24+4X+4

X374 3X36 4+ 3X34 533 4 X3l 4530 45 X284 3X27 4 3X2645X25 +3x2449x23
+3X2 1 3X20 1 3X20 4 X194 X117 +3X16 46X 46X 46X 44X12
+3 X0 +6X7+ X8 +6X "+ X0 4+3X°+2X44+3X3+5X+6
> mnops(fs) ;
3
> map(item -> Irreduc(item) mod 7, fs) ;
[true, true, true]
> P - Expand(mul(item, item=fs)) mod 7 ;
0

e Un cas irréductible.
> Berl(7, fs[1]) ;
[X2+5X +2]

A.4 Factorisation des polynémes a coefficients entiers.

e Les méthodes efficaces de factorisation des polyndémes & coefficients entiers commencent toutes
par Zy-factoriser pour un p premier, ou puissance d’'un nombre premier, avec p assez grand. Par
examen de la taille des coefficients pour une Z-factorisation éventuelle, on finit par en déduire la
Z-factorisation cherchée. Le point clé dans cette direction consiste & majorer les racines (en général
complexes) du polyndme a factoriser.

e Soit donc P = X" 4+ ap_1 XY 4 .+ ap un polynome unitaire a coefficients complexes. Alors
toute racine de P est strictement majorée par : A = 2max(|a| (=) = 0.m — 1). En effet on
peut écrire P = X" (1 + (Z?zl Msz)) ol |an—;| < (éQ7 ). La somme de la derniére expression
devient une progression géométrique strictement majorée par 42 X, 11 — 42X — 42X — A <1

si A < |X|. Donc la derniére inégalité implique P(X) non nul. Le raisonnement est en défaut si
A =0, mais ce cas est sans intérét, car alors toutes les racines sont nulles. Procédure conséquente.
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>

RootsSup := proc(P::polynom(rational, X))

local dgr ;

dgr := degree(P, X) ;

if coeff(P, X, dgr) <> 1 then

ERROR (sprintf ("Polyndme %a non unitaire.", P))

fi ;

RETURN (2 * max(seq(evalf (abs(coeff(P, X, i))~(1/(dgr-1i))),
i=0..(dgr-1))))

end :

Soit donc P un Z-polynéme wunitaire (il est facile de se ramener a ce cas par «changement de
variable») ou les coefficients sont majorés par A. Il est élémentaire d’en déduire que les racines
(complexes) sont aussi strictement majorées en module par A + 1; il existe des inégalités sensible-
ment plus fines & ce sujet, mais pour simplifier, on se contentera ici de celle-ci. Puisqu’un facteur
potentiel de P est un produit de ( X —«) oil «a parcourt certaines racines de P, on en déduit
des majorations pour les coefficients d'une Z-factorisation éventuelle. On peut alors conclure en
examinant la Z,-factorisation de P pour p assez grand.

Examinons par exemple le cas de X% + 1. Ici A = 2 mais on sait bien que les quatre racines sont
de module 1. Tentons la Zs-factorisation.

RootsSup(X~4+1) ;

Berl(3, X~4+1) ;

2.
[X?2+2X+2, X2+ X 4 2]

Il en résulte qu'une Z-factorisation a au plus deux facteurs de degré 2, o les termes constants sont
de la forme 3n + 2, mais ce pourrait étre -1, et on ne peut conclure. On augmente p.
Berl(5, X~4+1) ;

[X2+3, X2 +2]

Cette fois on a gagné, parce que I'un des facteurs a un terme constant de la forme 5n + 2, incompa-
tible avec les modules connus des racines de X* + 1. Donc X?* + 1 est Z-irréductible et donc (voir
la démonstration du théoréme de Gauss sur la factorialité de Z| X]) @Q-irréductible.

irreduc(X~4+1) ;

true
Avec un polynéme moins trivial.
_seed := 921 :
P := rndP(10) ;
RootsSup(P) ;
P:=X"0 12X 4+3X8 45 X7 4+2X0 +4X° +4X*4+2X34+5X2+X+6
4.

Toute racine est majorée par 4, et si une factorisation non triviale est possible, elle aura un facteur
de degré au plus 5 ou le coefficient du terme aprés le terme de plus haut degré sera donc majoré
par 20 d’ou l’idée d’utiliser 41.

Berl(41,P) ;
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(X0 4+2X9+3X8+5XT+2X0+4X54+4X4+2X3+5X%24+ X + 6]

e On est chanceux, le polyndéme est donc irréductible.
> _seed := 1529 :
> P := rndP(10) ;
> RootsSup(P) ;
P=X"046X°43X34+6X"+X04+6X°+2X44+2X34+5X24+2X+3
12.

e On essaie un nombre premier > 10 . 12 = 120, par exemple 127
> Berl(127, P) ;
[X +45, X +6, X3 +86 X2+ 108 X +28, X5+ 123 X4+ 105 X3 +51 X2 + 13 X + 19]

e Le facteur X + 45 seul ne peut pas provenir d’'une Z-factorisation, ni le facteur de degré 3. Dans
une telle situation il faut essayer si -6 est racine :

> subs(X=-6, P) ;
3361563

e Le produit (X + 6) (X +45) va commencer par X2 + 51 X et est aussi exclu. Essayons un autre
nombre premier, pour voir.

> Berl(131, P) ;
[X2+104X +55, X8 +33X7+53X6 +15X5+ 111 X+ +82 X3 +41 X2 +5X + 112

e Mais le facteur de degré 2 est impossible et le polynéme P est donc @Q-irréductible. Vérification.
> irreduc(P) ;
true

e Il se trouve qu’on aurait pu essayer dans ce cas un entier un peu plus... petit. Ce polyndéme est en
effet déja irréductible modulo 5!

Berl(5,P) ;
(X0 4+6X%+3X8+6X T+ X0 +6X°+2X*+2X3+5X%2+2X + 3]

\Y

Un polynéme aléatoire est presque toujours irréductible. Forgons le choix d’un polynéme exercice
certainement réductible.
_seed := 940 :
> P1, P2 := rndP(4), rndP(6)
> P := sort(expand(P1 * P2)) ;
P=X044X%47X%+16X"4+30X5+34X°+49X* 451 X3 +28X?+30X +20

> RootsSup(P) ;

vV

> nextprime(2*5%8) ;
83
> Berl(83, P) ;
(X +9, X +74, X +68, X +2, X +1, X2 +37X +64, X>+62X2+40X + 67]
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e On doit donc examiner si -1 et -2 sont racines.
> eval(P, X=-1) ;

\Y

eval(P, X=-2) ;

Le reste est un peu confus. Divisons et réexaminons la question.

> P2 := quo(P, (X+1)*(X+2), X) ;
P2 =X3 4+ X"T4+2X0 48X +2X4+12X34+9X24+10
> RootsSup(P2) ;
4.000000000
> Berl(37, P2) ;
(X242, X0+ X5+ 6X%+2X?+5]
e Essai.
> rem(P2, X~2+2, X) ;

e D’ou la Q-factorisation définitive. Vérification.
> factor(P) ;

(X+1)(X+2)(XO+X5+6X3+2X2+5)(X%2+2)

e En «bricolant» de la sorte, on arrive en général a factoriser les polynémes pas trop compliqués, mais
programmer une méthode générale est autrement complexe. Il serait confortable de savoir faire la
factorisation modulo un grand nombre premier, mais la méthode de Berlekamp, telle qu’elle a été
programmée précédemment, échoue alors, parce que I’équation de Berlekamp VP — V = 0 devient
trop difficile a résoudre, & cause de la taille de p.

> # Ne pas effectuer sous Maple 6.
> # Berl(nextprime(1076), P) ;

e Beaucoup d’améliorations peuvent étre intégrées a la procédure Berl, mais elle n’ira jamais trés
loin pour une factorisation par rapport & de grands nombres premiers. Le corps «fini» Z, est bien
trop grand pour mener les calculs bien loin. Penser en particulier a la factorisation qu’il faut utiliser
VP—V =V (V—-1)..V—p—1, ot le nombre de facteurs est justement p!! Une autre solution
devient alors beaucoup plus intéressante, basée sur le lemme de Hensel.

A.5 Lemme de Hensel.

e Le lemme de Hensel est une méthode largement utilisée en algébre commutative consistant &
résoudre un probléme d’abord «approximativement» modulo un idéal m puis & affiner en travaillant
modulo les puissances de cet idéal, puissances de plus en plus petites. Le probléme de la factorisation
des polynomes est justement un cadre parfait pour comprendre le mécanisme.

103



V VVVVVVVVYVYV

L’outil essentiel pour démontrer le lemme de Hensel consiste a utiliser judicieusement une relation
a la Bezout pour exprimer un élément quelconque, et pas seulement 1, en fonction de deux éléments
u et v premiers entre eux dans un anneau principal.

Commengons pour comprendre le principe par le cas entier.
PROPOSITION A.5.1 Siu et v sont deux entiers positifs premiers entre eux, alors tout entier x €
[0, uv[ s’exprime d’une fagon et d’une seule sous la forme :

z=au+ fvmod (uv)

avec o € [0,v] et B € [0, ul.

DEMONSTRATION. Soit 1 = au + bv une relation de Bezout entre u et v. Par multiplication par
x, on obtient x = xau+ xbv, mais xa et xb sont en général trop grands; on les divise donc
respectivement par v et u, pour obtenir x = au + Sv + yuv ou on peut choisir a et § dans
les intervalles requis. Si un autre choix était possible, on trouverait par différences une relation
au+ Bv =0mod (uv) avec & non nul et de module < v; mais ceci contredit la divisibilité de «
par v.

Programme conséquent.

Bezout2 := proc(x::nonnegint, u::posint, v::posint)
local a, b, gcd ;

gcd := igcdex(u, v, ’a’, ’b’)

if gcd <> 1 then ERROR(

sprintf ("les nombres %a et %a

ne sont pas premiers entre eux.",

u, v))

fi ;

RETURN (x*a mod v, x*b mod u)

end :

Bezout2(4, 6, 15) ;

Error, (in Bezout2) les nombres 6 et 15

>

>

ne sont pas premiers entre eux.

Bezout2(4, 3, 5) ;
3,2
evalb(4 = 3 * 3 + 2 ¥ 5 mod (3%5)) ;
true

Le méme résultat est valide pour les polynémes a coefficients dans un corps, sous une forme encore
plus confortable.

PROPOSITION A.5.2 Si U et V sont deuxr polynoémes de degrés respectifs m et n, premiers entre
euz, alors pour tout polynome P de degré < m + n, il existe un unique polynéme A (resp. B) de
degré < n (resp. < m) tel que P =AU + BV.

La démonstration est la méme mais un examen de degrés montre qu’on peut méme se dispenser de
I'imprécision «modulo U V'». Le programme conséquent suit.
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Bezout3 := proc(P::polynom(rational, X),
U::polynom(rational, X),
V::polynom(rational, X))

local gcd, A, B ;

gcd := gcdex(U, V, X, ’A’, ’B?) ;

if gcd <> 1 then ERROR(

sprintf("les polyndmes %a et %a

ne sont pas premiers entre eux.",

U, v))

fi ;

RETURN(rem(P*A, V, X), rem(P*B, U, X))
end :

_seed := 1925 :

P, U, V := rndP(5), rndP(3), rndP(3) ;
PUV:=X>+5X*4+6X34+2X24+6X+2, X3 4+X?+X+6, X34+2X2+3
A, B := Bezout3(P, U, V) ;

1 2 2 1
A =16 T1g x2- 23 x Bis x24+ Pis x 1 1s,

expand(P - AxU - BxV) ;

Ceci est valable quel que soit le corps, par exemple Z7, mais il faut adapter la procédure.

‘type/Z7¢ := proc(obj::anything)
RETURN (type (obj, And(integer, Range(-1, 7))))
end :

type(3, Z7), type(-3, Z7) ;

true, false
Bezout4 := proc(P::polynom(Z7, X),
U::polynom(Z7, X),
V::polynom(Z7, X))
local gcd, A, B ;
gcd := Gedex(U, V, X, ’A’, ’B’) mod 7 ;
if gcd <> 1 then ERROR(
### WARNING: %x or %X format should be %y or %Y if used with
floating point arguments
### WARNING: incomplete string; use " to end the string
sprintf("les polyndmes %a et %a
ne sont pas premiers entre eux.",
U, v))
fi ;
RETURN (Rem(P*A, V, X) mod 7, Rem(P*B, U, X) mod 7)
end :

On prend les mémes polyndmes, mais 'interprétation est différente.
A, B := Bezout4(P, U, V) ;
A B:=4X+6,X?>+6X+5
Expand(P - A*U - B*V) mod 7 ;
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e Un énoncé équivalent est obtenu pour des polynomes a coefficients entiers, & condition de faire
intervenir une égalité «modulo p» pour un premier p. Cet énoncé va pouvoir étre généralisé au cas
p* ot le quotient Z/ p* n’est plus un corps.

PROPOSITION A.5.3 : soient U et V' des polynémes unitaires & coefficients entiers dans [0, p[, p-
premiers entre euz, de degrés respectifs m et n > 0. Alors pour tout polynéme P de degré < m + n,
il existe des polynomes uniques A et B , a coefficients entiers dans [0, p[, de degrés respectifs < n
et < m, et un polynome R de degré < m +n, tels que P= AU+ BV +pR.

Il suffit en effet d’appliquer le résultat précédent, mais quand on finit le calcul, il n’est exact que
modulo p. Il n’y a rien & changer a la procédure Bezout4, seule la fin de la vérification est différente.

> R := expand(P - A*U - BxV) / 7 ;
Ri=-X*-3X3-3X2-6X-7

e On énonce maintenant un résultat analogue modulo p*. Cette fois 'anneau des polynémes & coef-
ficients modulo p¥ n’est plus principal, car il n’est méme pas intégre. On se place donc dans une
situation ou on suppose donnée une relation de Bezout entre U et V.

PROPOSITION A.5.4 Soient U et V deur polyndémes unitaires & coefficients entiers dans [0, p*/,
de degrés respectifs m et n. On suppose donnée une relation de Bezout : 1 = AU + BV +p*C
ot le degré de A (resp. B, C) est < n (resp. < m, < m+mn). Alors, pour tout polynome P a
coefficients entiers de degré < m + n, il existe des polynomes uniques E (resp. F, G), de degré <
n (resp. < m, < m-+n), a coefficients entiers dans [0, p*[, (resp. dans [0, p* /[, entiers), tels que
P=FEU+FV+p*G.

DEMONSTRATION. Analogue avec les adaptations évidentes. Prendre E = P A et F' = P B est ten-
tant, mais les degrés sont trop grands. Comme V" est unitaire, on peut diviser P A par V pour obtenir
un reste a coefficients entiers E qu’on réduit modulo p¥ : PA = QV + E + p* R, et de méme on di-
vise P B par U pour obtenir P B = SU + F + p*T. En reportant dans P = PAU + PBV + p* PC,
il vient P=EU+FV +(Q+S)UV +p*(PC+ RU+TV). La réduction modulo p* de tous
les termes laisse un polyndéme UV wunitaire de degré m +n. Comme P — EU — F'V est de de-
gré < m+n, il en résulte que le polynome @Q + S est nul modulo p*; on peut donc «glisser» le
terme (Q + S)UV dans le facteur de p* et finalement le degré résultant est nécessairement <
m +n. Si on avait deux solutions différentes, on déduirait une relation EU + FV = pFR; en
multipliant par A, il vient EAU + F AV = p* A R ou, compte tenu de la relation presque-Bezout,
E—-EBV +FAV =p*(AR+ EC). Mais si on réduit modulo p*, E devient divisible par V, ce
qui est incompatible avec V' unitaire et degré de E < degré de V' , & moins que F soit nul. CQFD.

> Bezoutb := proc

> (p::posint, k::posint, P::polynom(integer, X),
> U::polynom(integer, X), V::polynom(integer, X),
> A::polynom(integer, X), B::polynom(integer, X))
> RETURN(Rem(P*A, V, X) mod p~k, Rem(P*B, U, X) mod p~k)
> end :

e On redéfinit rndP pour que I'entier modulaire soit libre.
> rndP := proc(p::posint, d::posint)

> Jlocal rnd ;

> rnd := rand(0..(p-1)) ;

> RETURN(sort(X~d + add(rnd()*X~i, i=0..(d-1))))
> end :

> _seed := 2210 :

> p, k :=7,2; U,V := seq(rndP(49,3), i=1..2) ;

p, k:=17,2
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U Vi=X34+43X2 428X +48, X3+ 18 X2+ 12X +24
Gedex (U, V, X, A%, ’B’) mod 49 ;

sort (expand (1-A*U-B*V) /49) ;

—X5 - 38X*-63X3-85X2-56X —23
P := rndP(49, 5) ;

P:=X"+22X"+26X3+11X%?+39X +4
E, F := Bezouths(7, 2, P, U, V, A, B) ;

E, F:=43X?+22X +19, 7X?2+34X +3
expand (P-ExU-F*V) /49 ;

—X% —41X*-58X3 -84X2%2-49X —20

Nous pouvons maintenant énoncer le lemme de Hensel pour les polynémes modulo une puissance
de nombre premier.
PROPOSITION A.5.5 (lemme de Hensel) : On suppose qu’on dispose de deuz relations :

P=UV+p"R; 1=AU+BV +p"S;

ot les degrés de U (resp. V, P, R, A, B, S) sont m (resp. n, m+n, < m+n, <n, <m, <
m +n). Par ailleurs P, U et V sont supposés unitaires, et les coefficients de A, U, B et V sont des
entiers dans [0, p¥|[. Alors il existe Uy, Vo, Ro, Ao, Uo, Bo, Vo et Sy vérifiant les mémes conditions
o ceci pres que p* doit étre remplacé par p?*) . De plus Uy, Vi, Ao et By sont uniques. Il en résulte
la méme propriété pour Ry et Sy.

DEMONSTRATION. On pose Uy = U + p* U; et de méme pour V, A et B. En reportant dans les
équations a satisfaire et en réduisant modulo p*) | il vient les équations suivantes.

R= (ViU +U; V)modp*

S— AU, — BV, = (A1 U + B; V) mod p*

VVVVVVVVVVVVVVYVVYVYV

. On va donc trouver les correctifs d’indice 1 par application de Bezout5. CQFD.
Hensel := proc
(p::posint, k::posint, P::polynom(integer, X),
U::polynom(integer, X), V::polynom(integer, X),
A::polynom(integer, X), B::polynom(integer, X))
local R, S, U1, Vi, A1, Bl ;
R := expand(P - UxV)/p~k ;
S := expand(1l - AxU - BxV)/p~k ;
if not type(R, polynom(integer, X)) then
ERROR("P, U, V not coherent for Hensel.")
fi ;
if not type(S, polynom(integer, X)) then
ERROR("A, U, B, V not coherent for Hensel.")
fi ;
Vi, Ul := Bezout5(p, k, R, U, V, A, B) ;
A1, Bl := Bezoutb(p, k, S-A*U1-BxV1, U, V, A, B) ;
RETURN(p, 2%k, P, sort(U+p~k*Ul), sort(V+p~k*V1),
sort (A+p~kx*A1), sort(B+p~k*B1))
end :
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e On a maintenant I'outil ad hoc pour augmenter trés vite I’entier modulaire par rapport auquel
on effectue une factorisation de polynoémes a coefficients entiers. On trouve ainsi assez vite une
factorisation éventuelle pour un polynéme & coefficients entiers, ou au contraire son irréductibilité.

> _seed := 1713 ;
> P := rndP(10, 10) ;
> RootsSup(P) ;
_seed := 1713
P=X044X%°48X84+2X"4+9X04+3X°4+4X*4+X34+9X2+5
8.

> fs := Berl(11, P) ;
fs=[X?+4X+2, X3 +6X4+8X14+4X34+5X2+6X +38]

Deux facteurs, c’est la situation idéale pour Hensel. Il faut préparer les données.
> U, V := op(fs) ;

UV:i=X?4+4X+2, X3+6X+8X*+4X3+5X24+6X+8
Gecdex(U, V, X, ’A’, ’B?) mod 11 ;

%

1
> p,k,P,U,V,A,B := Hensel(11,1,P,U,V,A,B) : U ; V ;
X24+92X +68
X8 +33X"4+50X64+55X5+19X*+81X34+93X2+94X +41

Le facteur de degré 2 n’est pas possible, car il devrait étre X2 — 29 X + ... mais ceci est incompatible
avec la majoration par 8 des racines. Vérification.

> irreduc(P) ;
true
e Considérons comme plus haut un cas certainement factorisable.
> _seed := 16 :
> P := sort(expand(rndP(5,4)*rndP(5,6))) ;
> RootsSup(P) ;

P=XY042X84+4X"4+2X64+12X°4+4X*+16X3+8X2+8X+8
3.287503660
> fs := Berl(1l1, P) ;

for=[X+4, X*+2X%2 42, X°+7X*+5X34+6X24+9X +1]

Une racine est majorée par 3.3 et X + 4 ne peut pas venir d'un Z-facteur. Regroupons les deux
premiers facteurs.

> U := Expand(fs[1]*£fs[2]) mod 11 ; V := £s[3] ;
Ui=X>+2X34+2X +4X*+8X2+8
Vi=X54 77X 4+5X34+6X2+9X +1
>  Gedex(U, V, X, ’A’, °B’) mod 11;
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4

p,k,P,U,V,A,B := Hensel(11,1,P,U,V,A,B) : U ; V ;
XP4+70X*+2X34+19X%4+2X+19
X5451X*+60X3+39X2+53X 445

Mais les coefficients de X* sont impossibles. On essaie I’autre combinaison.
U := Expand(fs[1]*fs[3]) mod 11 ; V := fs[2] ;
Ui=X+4X3+4X+4
Vi=X*4+2X2%242
> Gcdex(U, V, X, ’A’, ’B?) mod 11;

\

1
p,k,P,U,V,A,B := Hensel(11,1,P,U,V,A,B) : U ; V ;
X6+ 4X34+4X +4
X4 +2X%242

4

Cette fois les facteurs potentiels restent curieusement constants. Continuons.

> p,k,P,U,V,A,B := Hensel(11,2,P,U,V,A,B) : U ; V ;
X604+ 4X34+4X +4
X4 42X%242
> p,k,P,U,V,A,B := Hensel(11,4,P,U,V,A,B) : U ; V ;

X04+4X3 44X +4
X+*4+2X2%242

Cette fois il s’agit d’une factorisation certaine modulo :
118 ;

\

214358881

e On est donc certain d’avoir une vraie factorisation entiére, qu’on aurait pu essayer plus vite. Véri-
fication.

factor(P) ;

\

(X' 4+2X%2+2) (XO+4X3+4X +4)

Jouons & trouver ainsi des factorisations élevées de X4 +1;
P := X~4+1 ;

\

P.=X*+1
> Berl(3, P) ;
[X2+2X+2, X2+ X +2]

> U,V := op(%) ;

> Gcdex(U,V,X,’A?,°B’) mod 3 ;

> p,k =3, 1

UV =X242X+2 X?>+X+2
1
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p, k=31

> for i from 1 to 6 do
> p,k,P,U,V,A,B := Hensel(p,k,P,U,V,A,B)
> od :
> k, pk;U; V;
64, 3433683820292512484657849089281
X? 4 1352955588233944339554610415792 X + 3433683820292512484657849089280
X2 4 2080728232058568145103238673489 X + 3433683820292512484657849089280
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