
Alg�ebre et G�eom�etrie Compl�ement 11-10-06 Mar
el MoralesE d�esignera un K�espa
e ve
toriel de dimension �nie n et u un endomorphisme de E.Pour tout u; v 2 EndK(E) on d�e�nit le 
ro
het de Lie[u; v℄ = u Æ v � v Æ u;v�eri�er que le 
ro
het de Lie [ ; ℄ : EndK(E) � EndK(E) �! EndK(E) , d�e�nit une appli
ation bilin�eaire etantisym�etrique et satisfait la relation:[u; [v; w℄℄ + [[v; w℄; u℄ + [[w; v℄; u℄ = 08u; v; w 2 EndK(E) :R�eponse : Simple v�eri�
ation:Pour tout u 2 EndK(E) on pose adu : EndK(E) �! EndK(E) , le morphisme d�e�ni par adu(v) = [u; v℄1. D�emontrer que 8p 2 IN (adu)p(v) = pXk=0(�1)p�kCkpuk Æ v Æ up�kR�eponse : La preuve se fait par r�e
urren
e sur p. On aura �a utiliser queCk�1p + Ckp = Ckp+1pour 1 � k � p.2. D�emontrer que si u est nilpotent alors adu l'est aussi.R�eponse : Supposons us = 0 alors on utilisant la formule d�emontr�ee au 1. on a que (adu)2s(v) = 0 pourtout v�E, 
ar si 0 � k � s alors 2s� k � s et u2s�k = 0; si 2s � k > s alors uk = 0.3. D�emontrer que si u est diagonalisable alors adu l'est aussi.R�eponse : Soit e1; :::; en une base de E dans laquelle u est diagonalisable, ave
 u(ei) = �iei. Soit vi;j 2EndK(E) pour i; j = 1; :::; n, d�e�ni par vi;j(ek) = Æj;kei. V�eri�er que l'ensemble vi;j pour i; j = 1; :::; nest une base de EndK(E) . D'autre part nous avons:adu(vi;j)(ek) = u Æ vi;j(ek)� vi;j Æ u(ek) = u(Æj;kei)� vi;j(�kek)= Æj;k�iei � �kÆj;kei = (�i � �k)Æj;kei = (�i � �j)Æj;kei(�i � �j)vi;j(ek)pour tout k = 1; :::; n. d'o�u en parti
ulier:adu(vi;j) = (�i � �j)vi;j ;pour tout i; j = 1; :::; n, don
 vi;j ; est un ve
teur propre de adu pour la valeur propre �i � �j , 
e quimontre que adu est diagonalisable.A partir de maintenant on suppose que K = lC .4. D�emontrer que si u = d+n est la d�e
omposition de Dunford de u alors adu = add+adn est la d�e
ompositionde Dunford de aduR�eponse : Soit u = d + n la d�e
omposition de Dunford de u, ave
 d diagonalisable, n nilpotente etd Æ n = n Æ d. Il est fa
ile de v�eri�er que adu = add + adn, et d'apr�es les questions 2. et 3. add estdiagonalisable et adn est nilpotente. Il reste �a d�emontrer que add Æ adn = adn Æ add, or d Æ n = n Æ d don
add Æ adn(v) = add(n Æ v � v Æ n) = d Æ (n Æ v � v Æ n)� (n Æ v � v Æ n) Æ d= d Æ n Æ v � d Æ v Æ n� n Æ v Æ d+ v Æ n Æ d = n Æ d Æ v � n Æ v Æ d� d Æ v Æ n+ v Æ d Æ n = adn Æ add(v):5. On 
onsid�ere une sous K� alg�ebre A � EndK(E) , tel que tous ses �elements sont diagonalisables.a) Montrer que si u 2 A et � est une valeur propre non nulle de adu et v un ve
teur propre pour �, alors8p 2 IN�; u Æ vp � vp Æ u = p�vp:En d�eduire que v est nilpotent.



R�eponse : La relation 8p 2 IN�; u Æ vp � vp Æ u = p�vp;se d�emontre fa
ilement par r�e
urren
e sur p; et se traduit par adu(vp) = p�vp pour p 2 IN�. Si vp 6= 0pour tout p 2 IN� alors vp est un ve
teur propre de adu pour la valeur propre non nulle p�, adu a don
une in�nit�e de valeurs propres, 
e qui est absurde. Don
 vp = 0 pour un entier p � 2:b) Soit h la restri
tion de adu �a A. Montrer h a une seule valeur propre � = 0. En d�eduire que h estnilpotente.R�eponse : Remarquons que si u; v 2 A alors u Æ v � v Æ u 2 A; 
ar A est une alg�ebre, don
 h es unendomorphisme de A. Soit � une valeur propre pour h, qui existe 
ar nous travaillons sur lC et soit v 2 Aun ve
teur propre (non nul) de h pour �.� Si � 6= 0 alors d'apr�es la question pr�e
�edente v est nilpotente, et diagonalisable 
ar par hypoth�esetous les �el�ements de A sont diagonalisables. Le seul endomorphisme diagonalisable et nilpotent estle morphisme nul, 
e qui implique v = 0, 
e qui est absurde.� Don
 � = 0 est la seule valeur propre de h, 
e qui implique que son polynôme minimal est de la formeXp, i.e. h est nilpotent.
) Montrer que h = 0, i.e. A est 
ommutative.R�eponse : Puisque A est globalement invariant par adu, et que adu est diagonalisable alors h estdiagonalisable, par la question pr�e
�edente h est nilpotent, don
 for
�ement h = 0, 
e qui prouve que A est
ommutative.6. Fixons une base B de E. Montrer que l'appli
ation ad : v 7! adv est 
ontinue. et que l'appli
ationd�eterminant � : EndK(E) �! lC est une appli
ation 
ontinue. En d�eduire que pour tout entier r � n2l'appli
ation �r Æ ad est 
ontinue, o�u �r est un mineur d'ordre r �x�e.R�eponse : Toute appli
ation lin�eaire � entre deux espa
es ve
toriels de dimensions s et t est 
ontinue :par le 
hoix des bases, une appli
ation lin�eaire est donn�ee par :� : (x1; :::; xs) 7�! (L1(x1; :::; xs); :::; Lt(x1; :::; xs))o�u L1; :::; Lt sont des formes lin�eaires.Par le 
hoix d'une base le d�eterminant d'un endomorphisme est un fon
tion polynomiale, elle est don

ontinue. Il en est de même de tout mineur d'ordre r �x�e. Il en suit que �r Æ ad est 
ontinue.7. Soit (un); n 2 IN une suite d'endomorphismes que 
onverge vers u, et r le rang de adu, montrer qu'il existeun entier p0 tel que si p > p0 alors le rang de adup est sup�erieur ou �egal �a r.R�eponse : Fixons une base de E, don
 une base de EndK(E) ; puisque l'appli
ation u 7! adu est 
ontinue,la suite adun 
onverge vers adu, et puisque �r Æ ad est 
ontinue la suite �r(adun) 
onverge vers �r(adu),qui est non nul, il en suit que il existe un entier p0 tel que si p > p0 alors �r(adup) est non nul, 
e quiassure que le rang de adup est sup�erieur ou �egal �a r.


