
Alg�ebre et G�eom�etrie 27-09-06 et 11-10-06 Mar
el MoralesE d�esignera un K�espa
e ve
toriel de dimension �nie et u un endomorphisme de ERappels:� Ne pas 
onfondre F sev propre( F 6= 0; F 6= E), et sev propre de l'endomorphisme u.� Tout id�eal de K[X ℄ est prin
ipal.� Th�eor�eme de B�ezout dans K[X ℄ .� K[X ℄ est un anneau int�egre a fa
torisation unique.� Si P;Q 2 K[X ℄ alors P (u) ÆQ(u) = Q(u) Æ P (u).Th�eor�eme 0.1 Si le polynôme 
ara
t�eristique �u est s
ind�e dans K alors u est triangularisable.Th�eor�eme 0.2 Montrer dans le 
as o�u �u est s
ind�e dans K, que �u(u) = 0.Th�eor�eme 0.3 Lemme des noyaux: Si P (X) = Q1(X)Q2(X) et Q1(X); Q2(X) sont premiers entre eux alorsKer P (u) = Ker Q1(u)�Ker Q2(u)� L'ensemble fP 2 K[X ℄tel que P (u) = 0g est un id�eal non nul de K[X ℄. Son g�en�erateur (unitaire) estappel�e le polynôme minimal de u et not�e �u.� Le polynôme minimal divise le polynôme 
ara
t�eristique, plus pr�e
isement si�u(X) = p1(X)n1p2(X)n2 :::pk(X)nk est la d�e
omposition en fa
teurs irr�edu
tibles de �u(X) (ni > 0 pourtout i) alors �u(X) = p1(X)m1p2(X)m2 :::pk(X)mk est la d�e
omposition en fa
teurs irr�edu
tibles de �u(X)ave
 ni � mi > 0 pour tout i.� Si M = �M1 00 M2� alors �M (X) = �M1(X)�M2(X) et �M (X) = pp
mf�M1(X); �M2(X)g� Si F � E est une sev stable par u alors �u1 divise �u o�u u1 est la restri
tion de u �a F .En parti
ulier si u est triangularisable alors u1 est triangularisable. Si u est diagonalisable alors u1 estdiagonalisable� Si u est un endomorphisme r�eel, par le 
hoix d'une base, et la matri
eM de u dans 
ette base on peut d�e�nirun morphisme 
omplexe ~u ayant la même matri
e M dans la base 
anonique de lC n, d'o�u �u(X) = �~u(X)et �u(X) = �~u(X).� Dans un ev eu
lidien, Si u est une isom�etrie et u(F ) � F alors u(F?) � F? o�u F? est l'orthogonal de Fet aussi F � F? = E� Si �u(X) = Q1(X)Q2(X) et Q1(X); Q2(X) sont premiers entre eux alorsE = Ker Q1(u)�Ker Q2(u);ave
 u(Ker Q1(u)) � Ker Q1(u);u(Ker Q2(u)) � Ker Q2(u).� Si �u(X) = m1(X)m2(X) et m1(X);m2(X) sont premiers entre eux alorsE = Ker m1(u)�Ker m2(u);ave
 u(Ker m1(u)) � Ker m1(u);u(Ker m2(u)) � Ker m2(u).1)a) On suppose que �u(X) = Xk.b) Soit Ki = Ker ui, d�emontrer que K1 � K2 � ::: � Kk = E
) Montrer par l'absurde que pour tout 1 � j < k on a Kj 6= Kj+1.d) Soit Fk � Kk tel que Kk = Kk�1 � Fk. On va d�emontrer par r�e
urren
e l'existen
e des sev Fk�j+1; j =1; :::; k, tels que :(�)j Kk�j+1 = Kk�j � uj�1(Fk)� uj�2(Fk�1)� :::� u(Fk�j+2)� (Fk�j+1)Supposons que l-on a d�e�ni Fk � Kk; :::; Fk�j+1 � Kk�j+1 tels que nous ayons les �egalit�es : (�)1; (�)2; :::; (�)j .Montrer que Kk�j�1 + uj(Fk) + uj�1(Fk�1) + :::+ u(Fk�j+1) � Kk�j



d-1) Montrer que Kk�j�1 + uj(Fk) + uj�1(Fk�1) + :::+ u(Fk�j+1) est une somme dire
te, i.e. supposons quenous ayons une �egalit�e wk�j�1 + jXs=1 us(fk�j+s) = 0ave
 wk�j�1 2 Kk�j�1et pour s = 1; :::; j, fk�j+s 2 Fk�j+s. Montrer que 
ha
un des termes dans 
ettesomme est nul.d-2) D�e�nir Fk�jd-3) V�eri�er que l'appli
ation us : Fk�j �! us(Fk�j) est un isomorphisme pour tout 1 � s � k � j � 1. Enparti
ulier si fvj;1; :::; vj;ljg est une base de Fk�j alors fus(vj;1); :::; us(vj;lj )g est une base de us(Fk�j)d-4) On pose Ej = Fk�j � u(Fk�j) � ::: � uk�j�1(Fk�j ), montrer que E = �k�1j=0Ej et que u(Ej) � Ej , pourtout j.d-5) Soit Ej;i le sev engendr�e par fvj;1; u(vj;1); :::; uk�j�1(vj;1)g, v�eri�er que E = �k�1j=0�lji=1Ej;i et que u(Ej;i) �Ej;i, pour tout j; i.d-6) Montrer l'existen
e d'une base B de E, dans laquelle la matri
e de u est de la forme:Mat(u;B) = 0B�A1 0 0 : : : 00 A2 0 : : : 0: : :0 0 0 : : : As1CAo�u Ai est une matri
e 
arr�ee ki � ki, k = k1 � k2 � : : : � ks etAi = 0B� 0 0 0 : : : 0 01 0 0 : : : 0 0: : :0 0 0 : : : 1 01CA2) On suppose que �u(X) = (X � �)k. Montrer l'existen
e d'une base B de E, dans laquelle la matri
e de uest de la forme: Mat(u;B) = 0B�A1 0 0 : : : 00 A2 0 : : : 0: : :0 0 0 : : : As1CAo�u Ai est une matri
e 
arr�ee ki � ki, k = k1 � k2 � : : : � ks etAi = 0B� � 0 0 : : : 0 01 � 0 : : : 0 0: : :0 0 0 : : : 1 �1CA(�E
riture en blo
s de Jordan)3) On suppose que le polynôme 
ara
t�eristique �u est s
ind�e dans K et que n = dimE = 3, �e
rire toutes lesd�e
ompositions possibles en blo
s de Jordan de u.4) Dans 
et exer
i
e K = IR, ou K = lC .a) Montrer qu'il existe un entier naturel � et un polynôme P (X), ave
 P (0) 6= 0 tels que:E = Ker u� �Ker P (u)Consid�erer les 
as parti
uliers.Solution: Un polynôme a la ra
ine 0 ou pas, si 0 est une ra
ine de �u ave
 la multipli
it�e � nous pouvons�e
rire �u(X) = X�P (X) ave
 P (0) 6= 0. Remarquez que si 0 n'es pas ra
ine de �u(X) alors u est inje
tive,et 
omme on est en dimension �nie u est bije
tive. On trouve le r�esultat par le lemme des noyaux. Demême si �u(X) = X� alors u est nilpotent.



b) On pose E1 = Ker u� et u1 la restri
tion de u �a E1. Justi�er l'existen
e d'une base B1 de E1 tel que lamatri
e de u1 dans la base B1 est triangulaire ave
 des z�eros sur la diagonale, on note 
ette matri
e M1.Solution: Dans 
e 
as �u1(X) = X�, 
'est un polynôme s
ind�e ayant une seule ra
ine 0, il est don
triangularisable surK et il existe une base B1 de E1 tel que la matri
e de u1 dans la base B1 est triangulaireave
 des z�eros sur la diagonale.
) D�eterminer une base 
onvenable de E, on pose M la matri
e de u dans 
ette base et n = dim (E). D�e�nirune appli
ation 
ontinue � : K �! Kn2 tel que�(0) =M;�(t) 2 GL(n); pour tout t 6= 0:Solution: Soit B2 base de Ker P (u) et B = B1 [ B2. Notons M2 la matri
e de u jKer P (u) dans la baseB2. La matri
e M de u dans la base B sera M = �M1 00 M2�. Remarquez que �M (X) = Xr�M2(X)ave
 r = 
ardB1, et 
omme M2 est bije
tive �M2(0) 6= 0, il en suit que r = �.On pose �(t) = �M1 + tI� 00 M2�Remarquez que � est 
ontinue, det �(t) = t� detM2 6= 0 pour t 6= 0, et�(0) =M;�(t) 2 GL(n); pour tout t 6= 0:Si � = 0, � est 
onstante.d) Montrer que GL(E) est dense dans L(E).Solution: On prend u un endomorphisme non bije
tif, d'apr�es la question pr�e
�edente il existe une appli-
ation 
ontinue � : K �! Kn2 tel que�(0) =M;�(t) 2 GL(n); pour tout t 6= 0:Par d�e�nition de la 
ontinuit�e , pour tout � > 0 il existe Æ > 0 tel que si j t j< Æ alors k �(t) � �(0) k< �,
ela signi�e que dans toute boule de 
entre u et de rayon � il y a une in�nit�e de morphismes bije
tifs.5) Endomorphismes normaux. Dans 
et exer
i
e K = IR, ou K = lC et E est soit un espa
e hermitien ou unespa
e eu
lidien et u un endomorphime de E. Pour �xer le probl�eme nous supposerons K = lC .Rappelons que:� L'adjoint u� de u est l'unique morphisme tel que: hu(x); yi = hx; u�(y)i et si B est une base orthonorm�eede E, alors MB(u�) =t MB(u).� (u+ v)� = u� + v�, (uv)� = v�u� et P (u)� = P (u�). �u�(X) = ��u(X) et � 2 Spe
(u)() �� 2 Spe
(u�):� u est normal si et seulement si uu� = u�u.� u est hermitien si et seulement si u = u�.� u est unitaire si et seulement si uu� = u�u = I .� Si uv = vu alors pour tous polynômes P (X); Q(X) on a P (u)Q(v) = Q(v)P (u). Si u est normal alorsP (u) est normal pour tout polynôme P (X). De même si Si u est hermitien alors P (u) est hermitien pourtout polynôme P (X).a) Soit u un endomorphisme hermitien et �u =Qi2J (X��i)mi son polynôme minimal. On posem = maxi2Jmiet q(X) =Qi2J (X � �i)Montrer quei) qm(u) = 0 et qk(u) est hermitien pour tout entier naturel k,ii) q(u) = 0 par r�e
urren
e des
endante,iii) u est diagonalisable dans une base orthonom�ee et ses valeurs propres sont r�eelles.aide: q est s
ind�e et ses ra
ines sont simples don
 u est diagonalisable. Soient �1; :::; �s les valeurspropres de u et E1; :::; Es les espa
es propres de u 
orrespondants. Pour montrer que �i 2 IR prendrex 2 Einon nul, alors h�ix; xi = hux; xi = :::Pour avoir une base orthonorm�ee de ve
teurs propres il suÆra de v�eri�er que si x 2 Ei et y 2 Ej ave
i 6= j alors hx; yi = 0, or u(x) = �ix; u(y) = �jy on aura:�ihx; yi = �jhx; yid'o�u hx; yi = 0.



b) Consid�erons u; v deux endomorphismes de E. Montrer que si u; v sont diagonalisables et uv = vu alors u etv diagonalisent simultan�ement. En parti
ulier si u; v sont hermitiens ils diagonalisent simultan�ement surune base orthonorm�ee.aide: Puisque u est diagonalisable E est somme dire
te de ses sous espa
es propres pour u, montrer quesi Ei est un sev propre de u 
orrespondant a la valeur propre �i alors Ei est stable par v. En e�et soitx 2 Ei alors u(v(x)) = v(u(x)) = �iv(x) don
 v(x) 2 Ei. Et la restri
tion de v �a Ei est diagonalisable.Pour terminer on diagonalise v sur 
haque espa
e propre de u,et on aura diagonalis�e v sur E. A 
ompleterdans le 
as orthonorm�e.
) Soit u normal on pose u1 = u+ u�2 ; u2 = u� u�2iMontrer que u1; u2 sont hermitiens, u1u2 = u2u1 et u = u1 + iu2. Con
lure que u est diagonalisable.Traiter les 
as parti
uliers o'�u MBu est sym�etrique ou antisym�etrique.aide: 
'est une v�eri�
ation , utiliser la question pr�e
edente.Cons�equen
e importante (
as K = lC ): u est normal si et seulement si u se diagonalise dans une BON.d) Traiter les questions pr�e
�edentes dans le 
as K = IR.aide: Dans le 
as r�eel, l'analogue d'endomorphisme hermitien est un endomorphisme sym�etrique, samatri
e M est sym�etrique dans une base orthonorm�ee. Soit l'endomorphisme ~u : lC �! lC d�e�nie par Malors il est 
lair que ~u est hermitien et don
 son polynôme minimal est s
ind�e, toutes ses ra
ines sont r�eellesde multipli
it�e 1, or mu(X) = m~u(X), 
e qui prouve que u est diagonalisable (sur IR) , pour montrer queles espa
es propres sont orthogonaux entre eux on rep�ete la demonstration donn�ee en a).aide: Dans le 
as r�eel, si u est normal par 
omplexi�
ation de u, on montre que ~u est normal et don
son polynôme minimal est s
ind�e, toutes ses ra
ines sont de multipli
it�e 1, si ~u(x) = �x, � est non r�eel,et ~u(�x) = ���x alors y1 = (x + �x)=2; y2 = (x � �x)=(2i) sont un ve
teur r�eels non nuls orthogonaux etu(y1) = ay1 � by2; u(y2) = by1 + ay2 ave
 � = a+ ib. Don
 la matri
e de u dans une BON par des blo
sde taille � 2. 
hauqe blo
 de taille deux �etant de la forme:� a b�b a� et � = a+ ib 2 Spe
(~u)e) i
i K = lC . Montrer que si u est normal alors u� = P (u), o�u P est un polynôme.aide: Indi
ation utiliser le polynôme de Lagrange P tel que P (�i) = �i: et faire un 
al
ul matri
iel parblo
s.f) i
i K = lC .Montrer que si u est unitaire alors u est diagonalisable dans une base orthonorm�ee et ses valeurspropres ont module 1.aide: Si u est unitaire, alors u est normal, reste �a v�eri�er que ses valeurs propres ont module 1.g) (K = IR) Montrer que si u 2 O(E) alors u est diagonalisable en blo
s de taille� 2 dans une base orthonorm�ee.L'�e
rire.aide: si u 2 O(E) alors u est unitaire. D'apr�es la question d) u est diagonalisable en blo
s de taille � 2dans une base orthonorm�ee. et 
haque blo
 de taille 2 s'�e
rira� 
os � sin �� sin � 
os �� et � = 
os � + i sin � 2 Spe
(~u)g) (K = IR) Montrer que si SO(E) est 
onnexe par ar
s et O(E) a deux 
omposantes 
onnexes.aide: Soit M(t) = � 
os t� sin t�� sin t� 
os t��alors M(0) = I; et M(1) = � 
os � sin �� sin � 
os ��Utiliser la d�e
omposition en blo
s et la matri
e M(t) pour fabriquer un ar
 dans SO(E) qui passe par uet par I .


