
Alg�ebre et G�eom�etrie 26-09-07 Mar
el MoralesE d�esignera un K�espa
e ve
toriel de dimension �nie.Rappels:� Ne pas 
onfondre F sev propre( F 6= 0; F 6= E), et sev propre de l'endomorphisme u.� Division eu
lidienne dans K[X ℄.� Th�eor�eme de B�ezout dans K[X ℄.� K[X ℄ est un anneau int�egre a fa
torisation unique.� Tout id�eal de K[X ℄ est prin
ipal.� D�e
rire les �el�ements irr�edu
tibles dans lC [X ℄, puis dans IR[X ℄� Si P;Q 2 K[X ℄ et u est un endomorphisme de E alors P (u)ÆQ(u) = Q(u)ÆP (u), en parti
ulier l'ensemblefP (u) j P 2 K[X ℄g est une sous alg�ebre 
ommutative de EndK(E), et pour tout polynôme P (X) l'espa
eve
toriel ker(P (u)) est invariant par u.Th�eor�eme 0.1 Lemme des noyaux: Si P (X) = Q1(X)Q2(X) et Q1(X); Q2(X) sont premiers entre eux alorsKer P (u) = Ker Q1(u)�Ker Q2(u)Th�eor�eme 0.2 Le polynôme 
ara
t�eristique �u est s
ind�e dans K si et seulement si u est triangularisable.Indi
ation: La preuve se fait par r�e
urren
e sur n = dimE. Soit � une ra
ine du polynôme 
ara
t�eristique,,alors dim(Im(u � �IE)) � n � 1, soit F un sous e.v. de E 
ontenant Im(u � �IE) et tel que dimF = n � 1.V�eri�er que F est invariant par u, 
ompl�eter �a une base deE et terminer la preuve.Th�eor�eme 0.3 Montrer dans le 
as o�u �u est s
ind�e dans K, que �u(u) = 0.Indi
ation: Nous pouvons supposer qu'il existe une base B = fv1; :::; vng de E tel que la matri
e de u dans 
ettebase est triangulaire sup�erieure, i.e. u(vi) = iXj=1 �j;ivjave
 �i;i = �i pour tout i Montrer par r�e
urren
e sur i que(uij=1(u� �i))(vk) = 0;8k = 1; :::; i:Th�eor�eme 0.4 Si K = lC alors tout endomorphisme de E est triangularisable et �u(u) = 0.Si K = IR alors �u(u) = 0.� L'ensemble fP 2 K[X ℄tel que P (u) = 0g est un id�eal non nul de K[X ℄. Son g�en�erateur (unitaire) estappel�e le polynôme minimal de u et not�e �u.� On suppose K = lC . Le polynôme minimal divise le polynôme 
ara
t�eristique,Indi
ation: D�emontrer que si � est une ra
ine de �u(X) alors �u(X) est divisible par X � �.Con
lure que si�u(X) = (X � �1)n1(X � �2)n2 :::(X � �k)nk est la d�e
omposition en fa
teurs irr�edu
tibles de �u(X)(mi > 0 pour tout i) alors �u(X) = (X ��1)m1(X ��2)m2 :::(X ��k)mk est la d�e
omposition en fa
teursirr�edu
tibles de �u(X) ave
 mi � ni > 0 pour tout i.� Si M = �M1 00 M2� alors �M (X) = �M1(X)�M2(X) et �M (X) = pp
mf�M1(X); �M2(X)gTh�eor�eme 0.5 Ave
 les notations 
i-dessus, soit Fi = ker(u� �i)mi , alors Fi est invariant par u et� E = F1 � :::� Fk



� Soit ui la restri
tion de u �a Fi alors, le polynôme minimal de ui est (X � �i)mi et le polynôme 
har-a
t�eristique de ui est (X � �i)ni . En parti
ulier dim(Fi) = ni pour tout i.Th�eor�eme 0.6 u est diagonalisable si et seulement si �u est s
ind�e et �u a toutes ses ra
ines simples.� Si F � E est une sev stable par u alors �u1 divise �u o�u u1 est la restri
tion de u �a F . En parti
ulier siu est triangularisable alors u1 est triangularisable. Si u est diagonalisable alors u1 est diagonalisable� Si u est un endomorphisme r�eel, par le 
hoix d'une base, et la matri
eM de u dans 
ette base on peut d�e�nirun morphisme 
omplexe ~u ayant la même matri
e M dans la base 
anonique de lC n, d'o�u �u(X) = �~u(X)et �u(X) = �~u(X). Les deux polynômes �u(X); �u(X) sont �a 
oeÆ
ients r�eels.� Si �u(X) = Q1(X)Q2(X) et Q1(X); Q2(X) sont premiers entre eux alorsE = Ker Q1(u)�Ker Q2(u);ave
 u(Ker Q1(u)) � Ker Q1(u);u(Ker Q2(u)) � Ker Q2(u).� Si �u(X) = m1(X)m2(X) et m1(X);m2(X) sont premiers entre eux alorsE = Ker m1(u)�Ker m2(u);ave
 u(Ker m1(u)) � Ker m1(u);u(Ker m2(u)) � Ker m2(u).Un algorithme pour �e
rire la matri
e de u en blo
s de Jordan.1)a) On suppose que �u(X) = Xk ave
 k > 0.b) Pour i = 1; :::; k soit Ki = Ker ui, d�emontrer que 0 6= K1 � K2 � ::: � Kk = E
) Montrer par l'absurde que pour tout 1 � j < k on a Kj 6= Kj+1.Indi
ation: Faire d'abord le 
as j = k � 1. Ensuite montrer que si Kj = Kj+1 pour un j < k � 1 alorsKj = Kj+1 = ::: = Kk.d) Soit Hi � Ki tel que Ki = Ki�1�Hi, montrer que pour tout 1 � s � i� 1 le morphisme restri
tion de us �aHi est inje
tif, que us(Hi) � Ki�s mais us(Hi)\Ki�s�1 = 0: De plus montrer que si Hi = Gi;1� :::�Gi;lalors u(Hi) = u(Gi;1)� :::� u(Gi;l):e) Soit Fk � Kk tel queKk = Kk�1�Fk. Alors u(Fk) � Kk�1 et u(Fk)\Kk�2 = 0, don
Kk�1 � Kk�2�u(Fk).Soit Fk�1 un sev tel que Kk�1 = Kk�2 � u(Fk)� Fk�1:D�e�nir de fa�
on similaire Fk�2 puis par r�e
urren
e les sev Fk�j+1; j = 1; :::; k, tels que :(�)j Kk�j+1 = Kk�j � uj�1(Fk)� uj�2(Fk�1)� :::� u(Fk�j+2)� (Fk�j+1):Con
lure queE = (Fk � u(Fk)� :::� uk�1(Fk))� (Fk�1 � :::� uk�2(Fk�1))� (Fk�2 � :::� uk�3(Fk�2))� :::� F1:On pose Ej = Fk�j � u(Fk�j)� :::� uk�j�1(Fk�j),f-1) Si fvj;1; :::; vj;ljg est une base de Fk�j alors pour tout 1 � s � k� j�1 fus(vj;1); :::; us(vj;lj )g est une basede us(Fk�j)Pour i = 1; :::; lj soit Ej;i le sev engendr�e par fvj;i; u(vj;i); :::; uk�j�1(vj;i)g, v�eri�er que Ej;i est invariantpar u et que Ej = �lji=1Ej;i. E
rire la matri
e de la restri
tion de u �a Ej;i.



f-2) Montrer l'existen
e d'une base B de E, dans laquelle la matri
e de u est de la forme:Mat(u;B) = 0B�A1 0 0 : : : 00 A2 0 : : : 0: : :0 0 0 : : : As1CAo�u Ai est une matri
e 
arr�ee ki � ki, k = k1 � k2 � : : : � ks etAi = 0B� 0 0 0 : : : 0 01 0 0 : : : 0 0: : :0 0 0 : : : 1 01CA2) On suppose que �u(X) = (X � �)k. Montrer l'existen
e d'une base B de E, dans laquelle la matri
e de uest de la forme: Mat(u;B) = 0B�A1 0 0 : : : 00 A2 0 : : : 0: : :0 0 0 : : : As1CAo�u Ai est une matri
e 
arr�ee ki � ki, k = k1 � k2 � : : : � ks etAi = 0B� � 0 0 : : : 0 01 � 0 : : : 0 0: : :0 0 0 : : : 1 �1CA(�E
riture en blo
s de Jordan)3)a) Exemple. Dans 
et exemple K = IR, ou K = lC . Soit u un endomorphisme tel que �u(X) = X2, �e
rirela matri
e de u sous forme de bl
s de Jordan.b) Exemple. Dans 
et exemple K = IR, ou K = lC . Soit u : K4 �! K4 d�e�ni dans la base 
anonique par lamatri
e : M = 0B� 0 1 0 00 1 1 0�1 1 0 1�1 1 �1 11CACal
uler �u; �u et montrer l'existen
e d'une base de K4 dans laquelle u s'�e
rira:M 0 = 0B� 0 0 0 01 0 0 00 0 1 00 0 1 11CA


