
Alg�ebre et G�eom�etrie Compl�ement 11-10-06 Mar
el MoralesE d�esignera un K�espa
e ve
toriel de dimension �nie n et u un endomorphisme de E.Pour tout u; v 2 EndK(E) on d�e�nit le 
ro
het de Lie[u; v℄ = u Æ v � v Æ u;v�eri�er que le 
ro
het de Lie [ ; ℄ : EndK(E) � EndK(E) �! EndK(E) , d�e�nit une appli
ation bilin�eaire etantisym�etrique et satisfait la relation:[u; [v; w℄℄ + [[v; w℄; u℄ + [[w; v℄; u℄ = 08u; v; w 2 EndK(E) :Pour tout u 2 EndK(E) on pose adu : EndK(E) �! EndK(E) , le morphisme d�e�ni par adu(v) = [u; v℄1. D�emontrer que 8p 2 IN (adu)p = pXk=0(�1)p�kCkpuk Æ v Æ up�k2. D�emontrer que si u est nilpotent alors adu l'est aussi.3. D�emontrer que si u est diagonalisable alors adu l'est aussi.A partir de maintenant on suppose que K = lC .4. D�emontrer que si u = d+n est la d�e
omposition de Dunford de u alors adu = add+adn est la d�e
ompositionde Dunford de adu5. On 
onsid�ere une sous K� alg�ebre A � EndK(E) , tel que tous ses �elements sont diagonalisables.a) Montrer que si u 2 A et � est une valeur propre non nulle de adu et v un ve
teur propre pour �, alors8p 2 IN�; u Æ vp � vp Æ u = p�vp:En d�eduire que v est nilpotent.b) Soit h la restri
tion de adu �a A. Montrer h a une seule valeur propre � = 0. En d�eduire que h estnilpotente.
) Montrer que h = 0, i.e. A est 
ommutative.6. Fixons une base B de E. Montrer que l'appli
ation ad : v 7! adv est 
ontinue. et que l'appli
ationd�eterminant � : EndK(E) �! lC est une appli
ation 
ontinue. En d�eduire que pour tout entier r � n2l'appli
ation �r Æ ad est 
ontinue, o�u �r est un mineur d'ordre r �x�e.7. Soit (un); n 2 IN une suite d'endomorphismes que 
onverge vers u, et r le rang de adu, montrer qu'il existeun entier p0 tel que si p > p0 alors le rang de adup est sup�erieur ou �egal �a r.


