
Alg�ebre et G�eom�etrie Mar
el Morales 06-06-07Dans 
e probl�eme on notera par lC1 l'ensemble lC[f1g,Gl(2; lC ) d�esignera le groupe des matri
esinversibles 2�2 �a 
oeÆ
ients 
omplexes et Sl(2; lC ) d�esignera le groupe des matri
es inversibles 2�2�a 
oeÆ
ients 
omplexes de d�eterminant 1. On d�e�nira de même les groupes Gl(2; IR); Sl(2; IR): Atoute matri
e M = � a b
 d� 2 Gl(2; lC ) on lui asso
ie une fon
tion (homographie) fM : lC1 ! lC1d�e�nie par : f(z) = 8>>>><>>>>: az + b
z + d si z 6=1 ou z 6= �d=
; si 
 6= 01 si z = �d=
; et 
 6= 0a=
 si z =1 et 
 6= 01 si z =1 et 
 = 0On d�esignera par � l'ensemble � = ffM =M 2 Gl(2; lC )g;1. V�eri�er que fM est bije
tive et que son appli
ation r�e
iproque est dans �.2. V�eri�er que fM = fN si et seulement si il existe � 2 lC � tel que M = �N3. V�eri�er que fM Æ fN = fMN , 
on
lure que � est un groupe et que l'appli
ation � : M 7! fMest un morphisme de groupes,4. D�eterminer Ker�.5. Soit �0 : Sl(2; lC )! �, d�e�nie par la restri
tion de � �a Sl(2; lC ), v�eri�er que �0 est surje
tiveet d�eterminer Ker�0.6. (G�en�erateurs de �) Montrer que tout �el�ement de � peut être obtenu par 
omposition des�el�ements suivants :{ z 7! az + b, a; b 2 lC :{ z 7! 1=z.On pourra distinguer deux 
as selon que 
 = 0 ou non. Si 
 6= 0 faire la division eu
lidiennede az + b par 
z + d: Interpr�eter g�eom�etriquement 
es appli
ations.7. Montrer que �etant donn�e un ensemble fz1; z2; z3g de trois points distin
ts de lC1, il existe uneunique appli
ation g 2 � telle que g(z1) =1, g(z2) = 0, g(z3) = 1:On pourra distinguer deux 
as :{ 1 62 fz1; z2; z3g. D�emontrer que deux homographies 
o��n
idant sur les trois points z1; z2; z3
o��n
ident sur lC1. V�eri�er que g(z) = (z3 � z1z3 � z2 )z � z2z � z1 , est v�eri�e les propri�et�es demand�ees.{ 1 2 fz1; z2; z3g, soit z4 un quatri�eme point dans lC1, et s d�e�nie par s(z) = 1z � z4 , v�eri�erque 1 62 fs(z1); s(z2); s(z3)g et d�eterminer g.8. Montrer que �etant donn�e deux ensembles fz1; z2; z3g; fw1; w2; w3g de trois points distin
ts delC1 il existe une unique homographie f 2 � telle que f(zi) = wi pour i = 1; 2; 3.9. (Birapport de quatre nombres 
omplexes) Consid�erons quatre points (z1; z2; z3; z4) de lC1,dont les trois points (z1; z2; z3) sont distin
ts, d'apr�es la question pr�e
�edente il existe uneunique homographie g telle que g(z1) =1, g(z2) = 0, g(z3) = 1; on d�e�nit le birapport par :[z1; z2; z3; z4℄ = g(z4): On admettra les �egalit�es suivantes (lorsque elles ont un sens) :[z1; z2; z3; z4℄ = [z2; z1; z3; z4℄�1 = [z1; z2; z4; z3℄�1; [z1; z2; z3; z4℄ + [z1; z3; z2; z4℄ = 1:{ D�emontrer que �etant donn�es deux ensembles fz1; z2; z3; z4g; fw1; w2; w3; w4g de quatre pointsdistin
ts de lC1, il existe une homographie f 2 � telle que f(zi) = wi pour i = 1; 2; 3; 4 siet seulement si [z1; z2; z3; z4℄ = [w1; w2; w3; w4℄: D�emontrer que dans 
e 
as f est unique.(Cer
les dans lC1) Les 
er
les dans lC1 sont soient les 
er
les de rayon non nul dans lC soientL[ f1g o�u L est une droite dans lC . Rappelons que un 
er
le dans lC est d�etermin�e par troispoints distin
ts dans le 
er
le. De même une droite L dans lC est d�etermin�e par deux points.



En 
on
lusion un 
er
le dans lC1 est d�etermin�e par la donn�ee de trois points. Nous rappelonsaussi que un 
er
le est donn�ee par :C = fz 2 lC = z�z + bz +�b�z + 
 = 0g;ave
 
 2 IR et j b j2 �
 > 0, et les droites sontC = fz 2 lC = bz +�b�z + 
 = 0g;ave
 
 2 IR.10. D�emontrer que l'image par une similitude d'un 
er
le dans lC1 est un 
er
le dans lC1.11. D�emontrer que l'image par l'inversion d'un 
er
le dans lC1 est un 
er
le dans lC1.12. D�emontrer que l'image par une homographie d'un 
er
le dans lC1 est un 
er
le dans lC1.13. D�emonter que quatre points distin
ts fz1; z2; z3; z4g sont sur un 
er
le dans lC1 si et seulementsi le birapport est un nombre r�eel.II) Le plan hyperbolique : On noteraH2 = fz 2 lC = Imz > 0gUn point du plan hyperbolique est un point de H2, une droite hyperbolique est soit un demi-
er
le
ontenu dans H2 de 
entre un nombre r�eel, ou l'interse
tion ave
 H2 d'une droite perpendi
ulaire�a la droite d'�equation Imz = 0. On dira que deux droites hyperboliques sont parall�eles si leurinterse
tion est vide,1. d�emontrer que par deux points quel
onques de H2, passe une et une seule droite hyperbolique2. Donner un exemple pour montrer que le postulat d'Eu
lide est faux pour le plan hyperbolique :Par un point ext�erieur �a une droite hyperbolique peuvent passer une in�nit�e de droites hy-perboliques parall�eles �a 
elle-
i.3. On d�esignera par �IR l'ensemble �IR = ffM =M 2 Gl(2; IR); detM > 0g; montrer que sif 2 �IR; z 2 H2 alors f(z) 2 H2, et que f(H2) = H2.4. D�emontrer que si f 2 �IR alors l'image d'une droite hyperbolique est une droite hyperbolique.5. Distan
e hyperbolique.Soient z1; z2 deux points distin
ts de H2 et L l'unique droite hyperbolique les 
ontenant.(a) Si L est une droite eu
lidienne d'�equation Re z = 
 on pose v = a; u =1; z1 = 
+ia; z2 =
+ ib. Alors on pose dH2(z1; z2) =j ln[u; v; z1; z2℄ j :D�eterminer l'homographie g telle que g(u) =1; g(v) = 0; g(z1) = 1, et montrer quedH2(z1; z2) =j ln(b=a) j :(b) Si L est un demi-
er
le eu
lidien d'�equation j z� 
 j= r on pose u = 
� r; v = 
+ r; z1 =
+ rei�1 ; z2 = 
+ rei�2 . Alors on posedH2(z1; z2) =j ln[u; v; z1; z2℄ j :D�eterminer l'homographie g telle que g(u) =1; g(v) = 0; g(z1) = 1, et montrer quedH2(z1; z2) =j ln(tan( �22 )tan( �12 )) j :V�eri�er que dH2(z1; z2) = 0, z1 = z2 et que dH2(z1; z2) = dH2(z1; z2).6. D�emontrer que les homographies r�eelles (i.e. f 2 �IR) sont des isom�etries du plan hyper-bolique.7. Rotations de 
entre i.Soit h(z) = z � iz + i , d�emontrer que g(H) = D le disque unitaire ouvert. D�eterminer sa fon
tionr�e
iproque h�1. Soit � 2 lC tel que j � j= 1, notons par h� la rotation de 
entre l'origine etd'angle �. On pose ~h� = h�1 Æ h� Æ h. V�eri�er que ~h� 2 �IR:Expliquer pourquoi ~h� est la rotation de 
entre i et d'angle �.8. Dessiner un triangle hyperbolique �equilat�ere, puis un quadrilat�ere r�egulier dans H.


