Algebre et Géométrie Marcel Morales 06-06-07

Dans ce probléme on notera par( o, 'ensembleC'U{o0}, GI(2,0') désignera le groupe des matrices

inversibles 2 x 2 & coefficients complexes et SI(2,0') désignera le groupe des matrices inversibles 2 x 2
a coefficients complexes de déterminant 1. On définira de méme les groupes GI(2, R), SI(2, R). A

toute matrice M = (c

a b

d) € GI(2,0') on lui associe une fonction (homographie) fis :Coo = C

définie par :

az+b . .

1 d siz#ooouz#—dfe,sic#0
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a/c siz=o0etc#0
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On désignera par I' I’ensemble

D= {fu /M €GI20)},
. Vérifier que fjs est bijective et que son application réciproque est dans I'.
. Vérifier que fy; = fn si et seulement si il existe A € €* tel que M = AN

. Vérifier que fyr o fv = farn, conclure que I' est un groupe et que 'application @ : M — fus
est un morphisme de groupes,

. Déterminer Ker®.

5. Soit @' : SI(2,0') — T, définie par la restriction de ® & SI(2,0'), vérifier que @' est surjective

et déterminer Kerd'.

. (Générateurs de T') Montrer que tout élément de I' peut étre obtenu par composition des
éléments suivants :

—z—az+b,abel.

-z~ 1)z

On pourra distinguer deux cas selon que ¢ = 0 ou non. Si ¢ # 0 faire la division euclidienne
de az 4+ b par cz + d. Interpréter géométriquement ces applications.

. Montrer que étant donné un ensemble {21, 22, 23} de trois points distincts de €' «, il existe une
unique application g € T telle que g(z1) = oo, g(22) =0, g(z3) = 1.
On pourra distinguer deux cas :

— o0 & {1, 29, 23}. Démontrer que deux homographies coincidant sur les trois points z1, 29, 23

.. . 23 TR\ R T 22 ‘e " .

coincident sur € o. Vérifier que g(z) = (———)———=, est vérifie les propriétés demandées.
Z3 — Ry Z — 21

— o0 € {21, 29,23}, soit z4 un quatrieme point dans € o, et s définie par s(z) = , vérifier

z— 2y
que 0o & {s(z1),5(22),s(z3)} et déterminer g.

. Montrer que étant donné deux ensembles {z1, 29, 23}, {w1, we, w3} de trois points distincts de
(' » il existe une unique homographie f € T" telle que f(z;) = w; pour i = 1,2,3.

. (Birapport de quatre nombres complexes) Considérons quatre points (z1, 22, 23, 24) de €,
dont les trois points (z1, 22, 23) sont distincts, d’aprés la question précédente il existe une
unique homographie g telle que g(z1) = 00, g(22) =0, g(23) = 1, on définit le birapport par :
[21, 22, 23, 4] = g(z4). On admettra les égalités suivantes (lorsque elles ont un sens) :

[21722723724] = [z27z17z37z4]_1 = [21,22724723]_1, [21,22,253,24] + [21,23,2:2,24] =1

— Démontrer que étant donnés deux ensembles {z1, 22, 23, 24 }, {w1, w2, w3, ws} de quatre points
distincts de € «, il existe une homographie f € I' telle que f(z;) = w; pour i = 1,2,3,4 si
et seulement si [21, 22, 23, 24] = (w1, w2, w3, ws]. Démontrer que dans ce cas f est unique.

(Cercles dans (' o) Les cercles dans € o, sont soient les cercles de rayon non nul dans ' soient

LU {oo} ou L est une droite dans ¢'. Rappelons que un cercle dans €' est déterminé par trois

points distincts dans le cercle. De méme une droite L dans €' est déterminé par deux points.



10.
11.
12.
13.

En conclusion un cercle dans €' 5 est déterminé par la donnée de trois points. Nous rappelons
aussi que un cercle est donnée par :

C={z€C€ /z2z+bz+bz+c=0},
avec c € IR et | b|? —c > 0, et les droites sont

C={z2€C /bz+bz+c=0},

avec c € IR.
Démontrer que I'image par une similitude d’un cercle dans €', est un cercle dans €' .
Démontrer que I'image par I'inversion d’un cercle dans (', est un cercle dans ' .
Démontrer que I'image par une homographie d'un cercle dans €, est un cercle dans € .

Démonter que quatre points distincts {21, 22, 23, 24 } sont sur un cercle dans ', si et seulement
si le birapport est un nombre réel.

IT) Le plan hyperbolique : On notera

Ho={z€l [ Imz >0}

Un point du plan hyperbolique est un point de Ho, une droite hyperbolique est soit un demi-cercle
contenu dans Ho de centre un nombre réel, ou 'intersection avec Ho d’une droite perpendiculaire
a la droite d’équation I'mz = 0. On dira que deux droites hyperboliques sont paralleles si leur
intersection est vide,

1.
2.

6.

7.

8.

démontrer que par deux points quelconques de Ho, passe une et une seule droite hyperbolique
Donner un exemple pour montrer que le postulat d’Euclide est faux pour le plan hyperbolique :

Par un point extérieur & une droite hyperbolique peuvent passer une infinité de droites hy-
perboliques paralleles a celle-ci.

. On désignera par I'jp 'ensemble I';p = {f;r /M € GI(2,R),detM > 0}, montrer que si

f €T R,z € Hy alors f(z) € Ha, et que f(Ha) = Ha.
Démontrer que si f € I jp alors 'image d’une droite hyperbolique est une droite hyperbolique.

. Distance hyperbolique.

Soient z1, 2o deux points distincts de Hs et L 'unique droite hyperbolique les contenant.
(a) SiL est une droite euclidienne d’équation Re z = c on pose v = a,u = 00, 21 = c+ia, 2y =
¢+ ib. Alors on pose
dy, (21, 22) =| In[u, v, 21, 22] | .
Déterminer I’homographie g telle que g(u) = 0o, g(v) = 0,¢g(z1) = 1, et montrer que
dy,(z1,22) =| In(b/a) | .

(b) Si L est un demi-cercle euclidien d’équation | z—c |=ronposeu =c—r,v =c+r,z =
c+reift 2 =c+4ret. Alors on pose

dy, (21, 22) =| In[u, v, 21, 22] | .

Déterminer I’homographie g telle que g(u) = 0o, g(v) = 0,¢g(z1) = 1, et montrer que

) |-

Vérifier que dy,(z1,22) =0 < 21 = 23 et que dyy, (21, 22) = dy, (21, 22).

%)
tan(%)

tan
d;«.[2 (21,22) :| ln( (

Démontrer que les homographies réelles (i.e. f € T'jp) sont des isométries du plan hyper-
bolique.

Rotations de centre 1.

Soit h(z) = i—;z, démontrer que g(#) = D le disque unitaire ouvert. Déterminer sa fonction
réciproque h~!. Soit o € ' tel que | @ |= 1, notons par h, la rotation de centre l'origine et
d’angle o. On pose hy = h™! 0 hy o h. Vérifier que h, € Iy

Expliquer pourquoi kg est la rotation de centre i et d’angle a.

Dessiner un triangle hyperbolique équilatere, puis un quadrilatere régulier dans H.



