
Mar
el Morales Agr�egation Interne Lyon, 4 juin 2008I)) D�eterminer le rang, le noyau Nq et le 
ône isotrope Iq = fx 2 IR3 j q(x) = 0g de laforme quadratique q d�e�nie sur IR3, par:q(x) = x21 + 3x22 � 8x23 � 4x1x2 + 2x1x3 � 10x2x3:II) Soient a < b deux nombres r�eels, et E l'espa
e ve
toriel r�eel des fon
tions 
ontinuessur [a; b℄. On pose < f; g >= Z ba f(x)g(x)dx:1. Montrer que < ; > d�e�nit un produit s
alaire sur E.2. Soit H = ff 2 E j f(x) > 0;8x 2 [a; b℄g, pour f 2 H on poseL(f) = Z ba f(x)dx� Z ba 1f(x)dx:D�eterminer inffL(f); f 2 Hg: Pour quelles fon
tions 
ette quantit�e est-elle atteinte.(Indi
ation: utiliser l'in�egalit�e de Cau
hy-S
hwarz.)III) On note par E le R-espa
e ve
toriel des fon
tions polynomiales r�eelles �a valeursr�eelles de degr�e � 3. Pour P (t); Q(t) 2 E on pose:f(P (t); Q(t)) = 12 Z 1�1 P (t) Q(t) t2 dt1. D�emontrer que f est une forme R-bilin�eaire, sym�etrique sur E.2. D�eterminer la matri
e de f dans la base E = f1; t; t2; t3g de E.3. Montrer que f d�e�nit un produit s
alaire sur E.4. E
rire la forme quadratique asso
�ee �a f5. Utiliser le pro
�ed�e de Gram-S
hmidt pour d�eterminer une base orthonorm�ee de E �apartir de la base E .IV) Soit M2(IR) l'espa
e ve
toriel des matri
es 2� 2.1. Montrer que q(A) = det(A) d�e�nit une forme quadratique sur M2(IR). Donner saforme polaire et sa matri
e dans la base 
anonique de M2(IR).2. D�eterminer le rang, la signature et le 
ône isotrope de q.3. D�eterminer l'orthogonal F? pour q du sous espa
e ve
toriel F = fA 2 M2(IR) jtr(A) = 0g. A-t-on F � F? = E. 1



V) Indiquer pourquoi la matri
e suivante A est diagonalisable et d�eterminer une BONdans laquelle elle est diagonale. 0BB� a2 ab ab b2ab a2 b2 abab b2 a2 abb2 ab ab a21CCAVI) Soit A et B les points du plan de 
oordonn�ees (1; 0); (0; 1). Soit � la droite parall�ele�a l'axe des ordonn�ees passant par A.D�eterminer l'�equation des 
oniques passant par A et B qui sont tangentes �a la droite� et 
oupent l'axe des ordonn�ees en deux points C(0; 
);D(0; d) d'ordonn�ees 
; d v�eri�ant
d = �1. Dis
uter la nature de 
es 
oniques.VII) Soit q une forme quadratique non d�eg�en�er�ee sur IR2. Supposons qu'il existe e01 2 IR2,non nul, tel que q(e01) = 0. Montrer qu'il existe un ve
teur e02 2 IR2 pour lequel q(e02) = 0et fe01; e02g forme une base de IR2. En d�eduire qu'il existe une base de IR2, dans laquelle ona q(x) = 2x01x02, o�u (x01; x02) d�esigne les 
oordonn�ees de x dans 
ette base.Soit q0 d�e�nie dans la base 
anonique de IR2 par q0(x) = x21 � x22. Illuster la questionpr�e
�edente sur q0.D�eterminer la forme g�en�erale de la matri
e dans la base 
anonique de IR2, d'un endo-morphisme orthogonal relativement �a la forme quadratique q0.D�emontrer que l'ensemble des endomorphismes orthogonaux relativement �a q0 est ungroupe.Illustrer 
e groupe par un dessin.VIII) Soit E un espa
e ve
toriel eu
lidien de dimension n et l1; l2 deux formes lin�eiaresnon nulles sur E. On 
onsid�ere l'appli
ation q : E ! IR d�e�nie par q(x) = l1(x)l2(x):Montrer que q est une forme quadratique sur E.1. Si l1 et l2 sont lin�eairement d�ependantes, montrer queNq = kerL1 = kerL2. D�eterminerle rang et la signature de q dans 
e 
as.2. Si l1 et l2 sont lin�eairement ind�ependantes, montrer queNq = kerL1\kerL2. D�eterminerle rang et la signature de q dans 
e 
as.3. Si l1 et l2 sont lin�eairement ind�ependantes, montrer qu'il existe une base fe01; :::; e0ngde E pour laquelle l1(e0j); l2(e0j) = 0 pour tout j = 3; :::; n et l1(e02) = 0; l2(e01) = 0.D�eterminer la matri
e de q dans 
ette base.IX) On 
onsid�ere l'espa
e ve
toriel eu
lidien IR3. soit f l'endomorphisme dont la matri
edans la base 
anonique est: 17 0� 2 6 �3�6 3 23 2 6 1AEst-
e que f est une transformation orthogonale, est-
e une rotation?D�eterminer l'axe D, soit P = D?, montrer que f(P ) = P . D�eterminer une BON dire
tefe01; e02; e03g de IR3 telle que fe01; e02g est une BON de P . E
rire la matri
e de f dans la basefe01; e02; e03g. 2


