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Exercice 1

1) Convergence simple :
Fixer € [0;4o00].

Réponse : fn%f, ou f(z)=1si0<z <1, fl&)=1/2six=1, f(z)=0sia > 1.

2) Convergence uniforme :
Former ||f,,— f||oo sur [0; 1], sur [0; a] pour a € [0; 1] fixé, sur ]1; +oo], sur [b; +oo[ pour b €]1; +00]
fixé.

Réponse : (f,), converge uniformément sur tout [0;a] (a € [0;1] fixé), et sur tout [b;+oo|
(b €]1;4o00[ fixé), et (fn)n ne converge pas uniformément sur [0; 1 ni sur |1; +ool.

Exercice 2

Utiliser le théoreme de convergence dominée.

Réponse : a) I, — g, b) I, — In2.

Exercice 3

a) 1) Convergence simple :
11
Sixz #0, alors f,(x) ~ — —

noo ¢ n2’
Examiner le cas z = 0.

Réponse : Z fn converge simplement sur [0;4o0].
n>1

2) Convergence normale :

1 1
e Montrer, pour tout n > 1 : || fn]lec = fn( > > .

n3/2 2y/n
1 .
e Pour tout a €]0; o0 fixé, & partir d’un certain rang, 373 < a, puis ||f,L||L%’+w[ = fn(a).
n

Réponse : E fn ne converge pas normalement sur [0;+oo[, mais converge normalement sur
n=1

tout [a;4o0[, a > 0 fixé.

3) Convergence uniforme :

Minorer convenablement le reste.

Réponse : E fn me converge pas uniformément sur [0; 400, mais converge uniformément sur

n>1
tout [a;4o0l,a > 0 fixé.



b) 1) Convergence simple :

Pour z € [0; +oo] fixé, appliquer le TSCSA.

Réponse : Z fn converge simplement sur [0;4o0].
2) Convergence absolue :

Réponse : Z fn me converge absolument sur aucune partie non vide de [0; +o0l.

n
3) Convergence normale :

Réponse : g fn ne converge normalement sur aucune partie non vide de [0; 4o0].

4) Convergence uniforme :
Pour = € [0; 400[ fixé, comme Z fn(x) releve du TSCSA, majorer convenablement |R,,(z)].

n>1

Réponse : Z fn converge uniformément sur [0;+oo].

n

Exercice 4

a) Pour x € D fixé, séparer en cas * < 1, = > 1, et majorer convenablement f,(z), qui est par
ailleurs > 0.

b) Appliquer le théoréeme du Cours pour dériver la somme d’une série d’applications. On mon-
trera, entre autres, que Z f), converge normalement sur tout segment de [0;1] et tout segment

n

de ]1; +o0l.
On obtient : .
oo nfl(l o I,Qn)
Ve € D, S’(x):zm—n
o (ta)?

En déduire le signe de S’(z), en séparant en cas © < 1, = > 1.

¢) e Etude en 1 :

1 1
Puisque, pour tout n € N* f,(z) — L2 et que la série numérique E o est divergente et
z — 12n n
n,>1

a termes > 0, revenir aux définitions. Conclure : S(z) — ) +00.
xr —

e Etude en +oo :

Appliquer un théoreme du Cours pour permuter intégrale et série. Conclure : S(z) — 0.

r — +oo
d) Finir I’étude.
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