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I. La fonction racine cubique

A. Dérivée au sens généralisé

1) e Montrons d’abord que g est continue sur 1.

Raisonnons par I'absurde : s’il existait a € I tel que g ne soit pas continue en a, alors, comme g est
croissante, on aurait 1iIP g—lim g > 0, et donc g n’atteindrait pas les points de | lim g ; hIJ}l g], contradiction
a a— a— a

avec la surjectivité de g.

Ainsi, g est continue sur [.

e Puisque g est continue et strictement croissante sur l'intervalle I et que g(I) = J, d’aprés le théoréme
de la bijection monotone, 'application réciproque g—! : J — I est continue et strictement croissante.

e Soit a € J. On vient de voir que g est continue en a. Notons b= g~ (a) € I et :

9(y) —9(b)

I —1b R =
-} — Ry () = 20—

On a, pour tout € J — {a} :

9~ (x) =g (a) :( z—a )*1: 1
T—a g (x) =g (a) (971 (2))

D’une part, puisque g~! est continueen a : ¢g~'(x) — g (a)=0.

r — a

D’autre part, puisque g est dérivable au sens généralisé en b, on a: 7(y) — ¢'(b) €R.
On a donc, par composition des limites : 7(g7'(z)) — ¢/(b).
r — a

De plus, comme g est strictement croissante, 7 est & valeurs > 0, donc ¢'(b) € [0; +o0].

. 1 1 1 1
Avec les conventions oF = 400 et — =0, onadonc: — —

+00 T(g—l(a:)) z—a g'(b)’
9 ' (z) =g (a)

r—a v —a g'(b)
1

Ainsi :

€ [0;+o0).

Ceci montre que g~ est dérivable au sens généralisé en tout point a de J et que :

Vaed, (97 (a)= 7 @)

2) a) Puisque g admet un maximum local en ¢, il existe o > 0 tel que :

le—ajc+alCcI e Vzele—ajc+al, glx)<glo).

On a alors : Vo ele—asd, M}O
x—c

Gocleretal, S0 =00
T —c

d’oll, en passant a la limite dans R lorsque x tend vers ¢, puisque g est dérivable au sens généralisé en ¢ :
g'(¢) 2 0et ¢'(c) <0, donc ¢'(c) = 0.



g(b) — g(a)

2) b) Considérons 'application h : I — R définie par : Vaz €I, h(z)=g(x)— p—

On a ainsi : h(b) = h(a) = g(a).

Puisque g est continue sur I, par opérations, h est continue sur I.

(x —a).

Il est immédiat, par opérations sur les limites, que h est dérivable au sens généralisé en tout point de [
9(b) — g(a)

b—a
L’application h est continue sur le segment [a;b], donc, d’aprés un théoréme du Cours, h est bornée sur

ce segment et y atteint ses bornes. Notons m = Inf h(z), M = Sup h(x).
x€[a;b] z€[a;b]

etque: Vzel, hWx)=g'(z)— avec la convention : 400 + A = +o0.

a+b
Sim = M, alors h est constante sur [a;b], donc, pour ¢ = %, par exemple, on a h/(c) = 0, et donc

oy 9(0) —g(a)
g'(c)= T b—a

Supposons m < M. Comme h(a) = h(b), on a nécessairement m # h(a) ou M # h(a). Quitte a remplacer
g par —g, on peut se ramener au cas M # h(a) = h(b). On a alors ¢ €]a;b[. D’apres 2)a), il en résulte

R (c) =0, et donc ¢'(c) = w.

3) a) Puisque g est continue sur J, et dérivable sur J,, d’apres le théoréme des accroissements finis, il existe
(z) —g(a)
P

ce € Jp tel que: ¢'(cg) = g o

on a alors, avec les conventions habituelles dans R :

Par définition de la borne inférieure et de la borne supérieure,

Inf{g'(y); y € Jo} < g'(cz) <Sup{g'(y);y € J}
d’out le résultat voulu.

3) b) Puisque ¢'(y) — (eR, ona:
y — a, y#a

Inf{g'(y);ye .} — £ et Sup{d®);yel.} — &

r — a, r#a r — a, T#a

et donc, d’aprés I'encadrement obtenu en a) dans R : M — L.
r—a T — a, z#a

Ceci montre que g est dérivable au sens généralisé en a et que : ¢'(a) = 2.

B. La fonction racine cubique

1) a) L’application g : R — R, y —— g(y) = 3> est continue, strictement croissante, de limite —oc en —oo,
de limite 400 en 400, donc, d’apres le théoreme de la bijection monotone, g est bijective et ’application
réciproque f =g ' : R — R, z —— /T est continue, strictement croissante, de limite —oo en —oo, de
limite 400 en +o0.

De plus, g est dérivable au sens généralisé en tout point de R, donc, d’aprés A.1), f est dérivable au sens
généralisé en tout point de R et :

VzeR, f(z)= = :

RS f(z) g’(f(x)) 3(f(a:))2
En particulier : f'(0) = S +o0
’ ' C g (fo)) or

Et : Ve eR* f'(z)= L _ 2 >2



1) b) D’apres a) : ”
|z~

ff'R—R, z+— 3

si x#0

+o00 si x=0.

Ainsi, f’ est paire et f’ |jg,4.o0[ €st strictement décroissante. On a donc, pour tout (s,t) € (R*)? :
fle) < f' @) <= fs) < () <= [s] =1
De plus, le méme raisonnement montre aussi que :
V(s.t) € (R*)?, f'(s) < f'(t) <= Is| > [tl,
ce qui nous servira dans la question ¢) suivante.

1) c) Par opérations, h est continue sur R et dérivable en tout point de R — {—a,a} et :
Ve e R—{—-a,a}, W(z)=f'(z+a)— f'(z—a).

Soit z € R — {—a,a}.

e Six < 0,alors |[z+a| < |z|+]|a| = (—2)+a = —(z—a) < |x—al, donc, d’apres b) : f'(z+a) > f(z—a),
d’ou B/(z) > 0.

e Si x>0, alors |[x — a| < |2| + |a| = |z + a|, donc, d’apres b) : f/(z —a) > f'(x +a), dou b/ (z) < 0.
Ceci montre que h est strictement croissante sur | — co;al et sur | — a;0[, et que h est strictement
décroissante sur ]0;a[ et sur |a;+oo[. Comme de plus h est continue sur R, il en résulte que h est

strictement croissante sur | — oo ; 0] et strictement décroissante sur [0; +oo], donc h atteint son maximum
en 0.

1) d) Soit (z,y) € R%
Si z =y, alors l'inégalité demandée est triviale : 0 < 2|f(0)].

T+ T —
Supposons donc = # y. Notons z = Ty et a= ‘ i

, de sorte que :

r=z+a r=z—a
e
y=z-—a Yy =2z+a.
On a, dans les deux cas : |f(z) — f(y)| = |f(z+a) — f(z — a)|.
D’autre part, comme f est (strictement) croissante et que z —a < z+a (car a > 0), on a :
Fe+a)— f(z—a)| = (= +a) - f(z — a).

D’aprés ¢), on a :
f(z+a) = f(z—a) < f(0+a) = f(0—a) = f(a) — f(—a).

Enfin, comme f est impaire :

fla) — f(=a) = 270y = 27 (| 2 52)) = 2|7 (252)]

On conclut : |f(z) — f(y)| < 2‘f(x_y>‘



1) e) Soit ¢ > 0 fixé. Puisque f est continue en 0, il existe n > 0 tel que :

vte[=n;nl, [fO=1f1) - FO) <e.

Soit (z,y) € R? tel que |z —y| < 7.
r—y
2

On a alors “TQJ‘ < g <7, donc : ‘f( )’ <e, puis, d’apres d) : | f(z) — f(y)| <e.

On a montré :
Ve>0,3n>0,¥(@y) eR: (lo-yl<n = f@@) - ) <e ),
et on conclut que f est uniformément continue sur R.

Remarque : On peut montrer un peu plus simplement que f est uniformément continue sur R, par
exemple de la fagon suivante.

eOna:
V(e B) € (RL)?, Va+B8< Va+ /B,
inégalité évidente par élévation aux cubes.

Soit (z,y) € R? tel que, par exemple, z < y.

% Six >0, alors y >0, donc: ¢y < Jr+ ¢y—x,donc: 0< ¢y — o <y —x,
puis : |y — x| < Iy — .
x* Siy < 0, en notant X = —y, ¥ = —x, on a alors 0 < X < Y, d'ou, d’aprés le cas précédent :

VY — VX| < VY = X, clest-a-dire : | — Yz + ¢yl < ¢y — 2.
*Siz<0ety>0,alors (—z,y) € (Ry)?, donc :
< V== T A < i+ VT i Ve

Finalement :

V(z,y) € R, [y — Vol < Vly —al.
e Soit £ > 0 fixé. Notons 7 = £3. On a alors, pour tout (z,y) € R? :

[z—yl<n = r—yl< = Vly-2l<e = [y Val<e,
ce qui montre que f est uniformément continue sur R.
2) a) On a, pour tout (z,y) € R?, par mise sous forme canonique d’un trinéme en y :
525 02

x2+x+2—(+£)2+7m>
y+y' = (yt+3) +70°>7

2) b) Soit (zg,z) € R? tel que ¢ # 0 et x # xo. Notons y = f(z), yo = f(z0). On a :

f@) = fl@o) _ y—wyo _ 1 4,
= -3 3 — o 2<3 _72_4.](‘(‘7"0)
T —Zo v -y vitywotys o 2.2 3y
4y0
D’autre part, comme f est strictement croissante, on a : 1 (@) = f(o) >0
r — X
On conclut :
0< f(.l?) — f(xO) < 4f/(l'0)



C. Construction d’une suite dense

1) a) e L’application g o f est continue sur R par opérations.

e L’application g est dérivable sur Ret : Vt € R, ¢'(t) =cost — tsint.
1

3(f(x)*

L’application f est dérivable en tout point de R* et : Vx € R*, f/(z) =

Par composition, g o f est dérivable en tout point de R* et :
Vo eRY, (gof)(z) =g (f(2))f (2).
eOna: f'(x) T, oo et J(f(x)) Rt 1, donc: (go f) () LT, oo
D’apres A.3), on en déduit que g o f est dérivable au sens généralisé en 0 et que (g o f)'(0) = +oo.
1) b) On a, pour tout z €]0;+o0] :
(90 1Y(@) = o (F)) £/ (@) = (cos f(x) — fl@)sin f(2) ———y = @) o J(@)
3(f(=)°  3(fx))” 3f(@)
gof)

Comme cos et sin sont bornées sur R et que f(z) — 400, il s’ensuit : ( "(z) — 0.

r — 400 r — 400
2)a)Ona: g(km) = kmcoskr = (—1)¥k, g((k+1)m) = (1) (k + 1)m.

Comme k7 > |z|, = est entre (—1)*km (au sens large) et —(—1)*(k + 1)7 (au sens strict). Comme g est
continue sur I'intervalle joignant (—1)*m et —(—1)*(k+41)m, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe donc y(k,z) € [km; (k + 1)7[ tel que g(y(k,z)) = =.

2) b) Ona: @ —an, = g(y(k,2)) — g(f(nr)) = (g0 f)(y(k,2)°) = (g0 f) ().
D’apres le théoréme des accroissements finis, appliqué a go f sur [ng ; y(k, 2)3], il existe ¢ € Jng ;y(k, x)3]
tel que :

T = py, = (Z/(’% )? - nk)(g o f)'(cx)-
Comme ny, est la partie entiere de y(k,2)3, ona: 0 < y(k,2)3 —ny < 1.
D’autre part, ¢ > ny = y(k,2)> —1 > (kn)? -1 . +00, et, d’apres 1) b), (go f) (z) -, 0, donc,
de o) xr — (o]

par composition des limites : (g o f) (ck) — 0.
o0

Il s’ensuit, par opérations : x — ap, o 0, donc an, —
Je e} o0

3) D’apres 2), pour tout z € R, il existe une suite (ny); d’entiers naturels telle que a,, — donc z est
o0

adhérent & I’ensemble {a, ;n € N}. Ceci montre que {a, ;n € N} est dense dans R.

4) e Ona: VneN" 0< A, < % Comme la série numérique Z % converge (exemple de Riemann,
n>1
2 > 1), par théoreme de majoration pour des séries a termes réels > 0, la série numérique Z An converge.
n>=1
e On a, pour tout n € N* : |an| = [n'/? cos(n/3)] < nt/3,

1/9 1
donc :  |f(an)| = |¥an| = V]an| < Vnl/3 = n'/?) puis: A, f(an)| < -

n2+1\n27

©l=

1 1
Comme la série numérique E — 1T converge (exemple de Riemann, 2 — 3 > 1), par théoréme de ma-
n n o
joration pour des séries a termes réels > 0, la série numérique E [Anf(an)| converge.
n>1

Ainsi, la série Z Anf(ay) est absolument convergente, donc convergente.

n



II. Construction de la fonction F
1) a) Soit K un compact de R. Alors K est borné, donc il existe A € Ry tel que K C [-A; A].
On a, d’apres 1.B.1)d) :
YneN, VzeR, ’f(a: —ap) — f(—an)‘ <2 ‘f(g)‘

En particulier :

VneN, Vo e [-A; A |f(:z:—an)—f(—an)|<2f(—):2<—> — 2345,

puis : .
VneN, Vo e [-A5A], [Mf(z —an) = Aaf(—an)| <25 A5N,.

Comme la série numérique E An converge, il en résulte, par définition de la convergence normale,

n
que la série d’applications Z (:,E — (Anf(z—an) — )\nf(—an))) est normalement convergente (donc
n

uniformément convergente) sur [—A; A].

D’autre part :

VneN, Ve eR, A\f(z—an) = (Aflz—an) — Af(—an)) + Anf(—an)
- ()\nf(:p —ay) — /\nf(fan)) — Mnf(an).

f est impaire
Comme la série d’applications Z (x — (WS —an) = f (—an))) converge uniformément sur [— A ; A]
n

et que la série numérique Z An f(ayn) converge, par opération, la série d’applications Z (:r — f(z — an))
n n
converge uniformément sur [—A ; A], donc converge uniformément sur tout compact de R.

1) b) e Puisque, pour tout n € N* lapplication x — A, f(x — a,) est continue sur R, et que la série
d’applications Z x +— f(x — a,) converge uniformément sur tout compact de R, d’aprés un théoréme

n
du Cours, F' est continue sur R.

e Soit (7,y) € R? tel que z < y. Puisque f est strictement croissante sur R et que les \,, sont tous > 0,
on a :

Vn e N, /\nf('r - an) < /\nf(y - an)'

Par sommation infinie d’inégalités dont I'une au moins est stricte (elles sont toutes strictes ici), pour des
séries convergentes, on a donc : F'(z) < F(y), et on conclut que F est strictement croissante sur R.



1) c¢) Soit x € R.

e Supposons z > ag. On a, comme ci-dessus, mais en sommant de 1 & Uinfini (au lieu de 0 & U'infini) :

+o0 oo
Z Anflx—ap) > Z Anf(ag — an),
n=1 n=1

cest-a-dire : F(z) — Ao f(z — ag) > F(ap), dou: F(z)— F(ag) > Ao f(z — ap).
e De méme, si x < ag, on obtient : F(x) — F(ag) < Aof(x — ap).

Remarque : Les inégalités strictes en conclusion, sont plus logiques que les inégalités larges demandées
par ’énoncé.

1) d) On a, pour = > ag : F(x) > F(ag) + Nof(x —ay) — +oo, donc: F(z) —  +oo.

T — 400 T — +oo
On a, pour x < ag : F(x) < F(ag) + Xof(x —ap) —  —o0, donc: F(z) —  —oo.

1) e) On a vu que F est continue et strictement croissante sur R et que F(z) — —oo et F(x) % ~+00.
xr — —00 r — o0
D’aprés le théoreme de la bijection monotone, on conclut que F est une bijection de R sur R, que F~!
est continue et strictement croissante sur R, et que F~'(y) —  —oco et F~'(y) . oo
y — —oo y — +oo
2) Soient z,zo € R tels que z # zg, et n € N. On a :
F(z) — F(zo)
r — X

+o0 e
- _1 (Z)\kf(a:—ak)—Z/\kf(xo—ak)>
X i) =0 k=0

+oo
J(x —ap) — f(zo —ag)
= A

r — X

oy L) S SN e a) - S —a)

x—2 x—x
k=0 0 k=n+1 0

>0

WV

)

Sl —ar) = flwo — ap)
Ak
];) k

Xr — X

car les A\, sont tous > 0 et f est croissante.

3) D’apres 2) appliqué & = = a,, on a, pour tout n € N* et tout € R — {a, } :

F(x) — F(an) >i:)\kf(x_ak)_f(an_ak) :S)\kf(x—ak)—f(an—ak)

+)\n
T —an Pt T — an = T — ap T —ap
>0
T—a 1
> /\nu =\ - 4oo.
x — ap flx—ay)? =2 — an
F(z) — F(a
Il en résulte : Fz) = Flan) +00, donc F est dérivable au sens généralisé en a,, et F'(a,) = +o0.
T — ap T — an



4) a) L’application S, : R — R, z — S, (z) = Z A f(x — ay) est dérivable en xg, comme somme d’'un
k=0

nombre fini d’applications dérivables en xg, et : S! (o) Z Mo f (x — ay).

Il existe donc € > 0 tel que :
Sp(x) — Sn(wo)

Vo €lrg—e;mo + €|,
T — X

~ Siwo)| <1,
d’ou :
n

- Z/\kx(x —ay) — f(zo — ax) 14 Sn(z) — Sp(zo) > S (w0) = Zn:Akf/(xo ~an).

r—x Tr—x
k—0 0 0

4) b) Soit A € R,. Puisque la série numérique Z A f'(z — ay) est divergente (hypothese) et a termes > 0,
n=0

il existe n € N tel que : Z/\kf'(ac—ak) >A+1.

D’apres a), il existe € > 0 tel que, pour tout z € R tel que 0 < |z — o] < € :

x—ak
1 Ak A — >A+1
+Z T — o Z kf x ak + )
donc : .
Z)\kf(x—ak)—f(xo—ak)>14’
T — X
k=0
puis :
F( F(xo) >Z)‘ — ay) f(l"o—ak)>A.
Tr — X Tr — X

On a montré :
F(z) — F(xo)

VA>20, e >0, Vo €]zg — ;20 + £, > A,
r — X
F —F
c’est-a-dire : M — 4o00.
Tr — X r — Xo

Ceci montre que F est dérivable au sens généralisé en xg et que F'(z¢) = +o0.

5) a) Soient n € N et 2 € R tel que z # zg. On a :

F(z) Z)‘ (x —ag) — f(wo — ag)

Tr — X Tr — X

— f(zo — az) flx —ag) — f(xo — ax)
Sz fnsw |
— 40

Tr — X
k=n+1
On a, d’apres 1.B.2)b) :
f(z = ax) = f(xo — ax)

Tr — X

VE>n+1, 0< <A4f'(xo — a),

d’ou :

+oo
u Z)\ x—ak f(x[)_ak)+4 Z Akf/(xo_ak)’

Xr — X Xr — X
0 0 k=n-+1



5) b) Soit € > 0 fixé.

+oo
Puisque la série Z Aif'(x — ay) converge (hypothese), il existe n € N tel que : ‘ Z Mef'(x —ag)| <
k>0 k=n+1
+00 n
Notons 3 = Z Mef'(x —ap)et o R — R, 2+ Z/\kf(x—ak).
k=n+1 k=0

n
Par opérations, ¢ est dérivable en xq et ¢'(zo) = Z M f (mo — ag).
k=0

Puisque $lz) = elwo) —  ¢'(z0), il existe a > 0 tel que :
x—1xT9 T — w0
Va €lro — a;zo + al, ‘M ~ Y(w0)] < Z.
T — xg 4

D’apres 2) et 5)a), on a :

ola) = plen)  F(@) = Flao) _ o(x) = pl@) , 0

r — X = r — X = T — X9
+oo
Notons £ = Z)\kf’(x —a) =¢'(xg) + 3. On a :
k=0

M>¢<xo)_i>(5_i)_§:g_g

T — Xg 47 4
et
PN = 2T0) 4 45 o)+ S v ap= 04 S 138 <l
T —x 4 4
On obtient : . .
g_fgwgg_,_&
2 T — X
On a ainsi montré :
F - F
Ve>0, Ja >0, Va €]z — a; o + af, ‘M—é <g,
r — X
et on conclut : M /.
Tr — X Tr — o

+o00o
Ceci établit que F est dérivable en zg et que : F'(zg) = £ = Z Mo f (x — ay).
k=0
6) D’apres 3),4),5), F est dérivable au sens généralisé en tout point de R.
D’apres I.A.1), F~1 est alors dérivable au sens généralisé en tout point de R.
De plus, d’apres 3),4),5) : Vz € R, F'(x) €]0;+o00], donc: Vax eR, (F')(x)€[0;+o00]
et donc Vz € R, (F~1)(z)# +oo.

Finalement : F~! est dérivable en tout point de R.

N



III. Parties denses de R

A. Intersection d’ensembles ouverts denses

1) a) Récurrence sur n.

e Comme Vj et I sont ouverts, I N Vj est ouvert.
Comme Vj est dense dans R et que I est un ouvert non vide de R, I N Vj est non vide.

Ainsi, I N Vj est un ouvert non vide de R. II existe donc ug, vy € R tels que :

uo < Vo, [UO;UQ] cIlInW.

e Supposons construits ug, ..., Uy, Vg, ..., Un convenant.
Comme V41 et Juy ; v,[ sont ouverts, Ju, ; v,[N V41 est un ouvert de R.
Comme V,,11 est dense dans R et que |u, ; v,[ est un ouvert non vide de R, Ju, ;v,[N V11 est non vide.

Ainsi, Juy, ;v,[ N Vpg1 est un ouvert non vide de R. 11 existe done 4y 41, vpt1 € R tels que :

Un+1 < Un+1, [unJrl ;UnJrl] C]un ;vn[mVn+1~

On a ainsi défini, par récurrence, un couple de suites ((un)n20a (vn),L>0) convenant.
1) b) On a, pour tout n € N :
U < K Up € Uptl S Upt1 S Up <000 < .

La suite (un)n>0 est croissante et majorée (par vg), donc converge vers un réel .
La suite (vn)n>0 est décroissante et minorée (par ug), donc converge vers un réel pu.
Comme Vn € N, wu, < v,, on a, par passage a la limite : A < p.
Ainsi :

VneN, u, <A< pu< o,
D’ou :

VneN, X€uy;v,] Clug;ve[C I
et: VneN, € [uy;v,] CV,, donc A€ ﬂ V, = B.
neN

On conclut : A € I N B, ce qui montre que I N B n’est pas vide.

2) D’apres 1), pour tout intervalle ouvert non vide 7 de R, on a I N B # &, donc B est dense dans R.

3) Notons, pour tout n € N: V! =V, —{z,}.

D’une part, pour tout n € N, V) = V,, N (R — {z,}), donc V,, est ouvert comme intersection de deux
ouverts.

D’autre part, pour tout n € N, comme V,, est dense dans R, V,, n’est évidemment pas un singleton, donc
V.!, obtenu & partir de V, en lui enlevant un point, n’est pas vide.

Ainsi, V! est un ouvert non vide de R, dense dans R.
D’apres 2), appliqué a (V,!),>o a la place de (V},)n>0, 'ensemble B’ = ﬂ V! est dense dans R. Mais :
neN
B = () (Va 0 (R={za})) = ( () Va) = {anin €N} = B~ {anin € N}.
neN neN

On conclut que B’ = B — {a, ;n € N} est dense dans R.
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B. Parties de R contenant de gros ensembles compacts

1) a) La famille (I;)ren est un recouvrement ouvert de C, car : Vk € N, ¢ € Ij.

Comme C' est compact (hypothese), d’apres la caractérisation de Borel et Lebesgue de la compacité, il

existe un sous-recouvrement ouvert de C, c’est-a-dire qu’il existe n € N tel que : C C U I.

0<k<n
1) b) Notons, pour tout k € N :
hy i la;b] — R, z+—— hy(z) = Max (0, ap — |z — cx).

Ainsi : )

ap—lx—ck| >0 si zely

VEeN Vzela:b], h m—{
(@38, () 0 si oz ¢ I

n
Notons h = Z hy.
k=0
Il est clair que, pour tout k € N, hy est continue sur R et est > 0. Il en résulte, par addition, que h est
continue sur R et > 0. De plus :

V€ la;], (h(x)>0 — zx€ U Ik).

0<k<n

Comme C C U Iy, ona: YzeC, h(z)>0.

0<k<n
Ainsi, h est continue sur C et a valeurs > 0 sur C. Comme C' est compact, h est minorée sur C' et atteint
sa borne inférieure. Notons m = inf{h(x);z € C} > 0. Notons :

g:la;b) — R, 2 — Min (1, M) <1
m

Comme h >0,ona: Vz€la;b], g(z)>=0.

Ainsi, g est & valeurs dans [0;1].

h(z)

m
de deux fonctions continues), g est continue sur [a;b)].

h(z)

D’autre part, comme z — 1 et x — sont continues sur [a;b], par opération classique (minimum

On a, pour tout z € C, h(z) > m, donc > 1, dou g(z) = 1.

Et, pour tout z € [a;b] — U Ii, on a h(z) =0, donc g(x) = Min(1,0) = 0.

0<k<n
1) ¢) On a
b n
/ glx)dx < / glx)dx < / g(x)da

a 920 U0<k<" Ty g=0 k=0 Iy

n n —+o0
= Z Longueur(Iy) = Z 20, < 2 Zak <e.

k=0 k=0 L —

2) a) Soit (a,b) € R? tel que a < b.

Par hypothese, il existe un compact C tel que C C A N [a;b] et il existe € > 0 tel que, pour toute
b
application continue ¢ : [a;b] — [0; 1], satisfaisant g(x) = 1 pour tout & € C, on ait / g(x)dz > e.

a

11



Supposons A N [a;b] (au plus) dénombrable. Alors, C' est (au plus) dénombrable. Il existe donc une
suite (¢p)nen dans A N [a;b] telle que C = {¢, ;n € N}.

b
D’apres 1) appliqué a % a la place de ¢, on aurait, pour la fonction g de 1)b) : / g(z)dz <

a

€

2 )
b

en contradiction avec / g(x)dxz > e de I’hypothese.

Il en résulte que A N [a;b] n’est pas (au plus) dénombrable.

2) b) D’apres a), pour tout (a,b) € R? tel que a < b, A N [a;b] n’est pas vide, donc A est dense dans R.
De plus, pour toute partie dénombrable D de A, comme A N [a;b] n’est pas un singleton, (A N [a;b]) —D
n’est pas vide, ce qui montre que A — D est dense dans R.

IV. Densité de I’ensemble des points de pente infinie

A. Densité de ’ensemble des points de pente infinie

1) a) Soit z € R. On a : VneN, 0<\gr(z—a,) <A\T.
Comme la série numérique Z/\n converge, la série numérique Z)\nT converge, donc, d’apres le
n n

théoreme de majoration pour des séries a termes réels > 0, la série numérique E Angr(x — a,) converge.

1) b) e On a, pour tout z € R : T si |z < (3T)3/2

/ 1
gr(x) = Inf (T, f'(x)) = Inf (T, W) )1t

e si|z| > (37)%/2.

Il est alors clair que gr est continue sur R.
Donc, par opérations, pour tout n € N, application z — A\, gr(x — a,) est continue sur R.

e D’autre part :
VneN Ve eR, |A\gr(z—a,)| <AT

et la série numérique E AT converge, donc, par théoreme de majoration pour des séries a termes
n
réels > 0, la série d’applications E x — Apgr(z — ay) converge normalement (donc uniformément)

n
sur R.

Il en résulte, d’apres un théoreme du Cours, que G est continue sur R.
1) c¢) e On a, par définition des g : Ve eR, VneN, gr(zx—a,) < f(z—ay),
donc, puisque les \,, sont tous > 0 : VzeR, VneN, \gr(z—a,) <A\ f'(z—ay),

puis, par sommation de séries convergentes, ou de séries divergentes a termes réels > 0 ou égaux a +o0 :

+0o too
Vz eR, Z Angr(x —an) < Z Anf (2 — ay),
n=0 n=0
c’est-a-dire, d’apres I1. : Ve eR, Gr(z) < F'(z).
Il en résulte : Vo eR, Sup{Gr(z);T €]0;+oo[} < F'(x).
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e Soient x € R, M € R tel que M < F'(z).
+oo n

Puisque F'(z) = Z Mef'(z — ay), il existe n € N tel que : Z Mef'(x —ag) > M.
k=0 k=0

* Supposons qu’il existe ko € {0, ...,n} tel que = = ay,.

M+1
En notant T = + ,ona: Aggr(z—ag,)=M+1, donc Gr(z) = Agygr(z —ak,) > M + 1> M.

ko
% Sinon, on a : Vk € {0,..,n}, = # ak.

Notons M = Max f'(z — ag). On a alors :
o<k<n

Vke{0,..,n}, fl(r—ax)<T,

donc :

Vke{0,...,n}, gr(z—ax) = f'(z—ag),
puis :

Z)\kgT(x — ak) = Z)\kf’(x — ak) > M.

k=0 k=0
Ceci montre :

3T R}, Gr(z) > M

et donc M n’est pas un majorant de {Gr(x);t €]0;4o0[}, ce qui montre :
Sup {Gr(2): T €]0; +o0l} > F/(x).

Finalement :

Sup {Gr(z);T €]0;+oo[} = F'(z).

2) a) e Soit = € R.
* S'il existe T' €]0; +o0[ tel que Gr(xz) > M, comme F'(z) > Gr(x),on a: F'(z) > M.

* Réciproquement, si F'(z) > M, alors,, comme F’(z) = Sup {Gr(z);T €]0;400[}, il existe T €]0; +o0]
tel que Gr(x) > M.

e Ceci montre :
rely < F'(r)>M < 3T €]0;+x[, Gr(z)> M.

On a donc :
Uun= |J {2€R;Gr(z)>M}.

T€]0 ;400

2) b) e Pour tout T €]0; +o0|, 'ensemble {z € R;Gr(z) > M} = G3'|M ; +00[) est ouvert, comme image
réciproque d’un ouvert par I’application continue Gr.

e Ona:
VneN, F'(a,) =400 > M,

donc :
vneN, a, €Uy,

d’ou: Uy DD ={an,;neN}

Comme D est dense dans R, il en résulte que Ups (qui le contient) est dense dans R.
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3)Ona:

{zeR;F'(z) =40} ={z €eR;YM >0, F'l(z) > M} ={x e R;VM e N*, F'(z) > M} = ﬂ Uns.
MeN-

Comme, pour tout M € N*, Uy, est un ouvert de R dense dans R, d’apres 111.A.2), A = ﬂ Uy est

Mey,
dense dans R.
Comme Dest (au plus) dénombrable, d’apres II1.A.3), A — D est encore dense dans R.
B. Densité de ’ensemble des points de pente finie
1) Soit = € [a;b].
Siz € C, alors g(x) = 1.
Siz ¢ C, alors il existe M > 0 tel que = € Uy, donc F'(z) > M.
Ainsi :
Vz € la;b], (g(a:) =1 ou F'(z)> M),
donc :
V€ la;b, Mg(z)+ F'(x) > M.
Considérons ¢ : [a;b] — R, x +— ¢(x M/ t)dt + F(x). L’application ¢ est continue sur [a; b],
dérivable au sens généralisé en tout point de |a
Vo €la;b], ¢'(z)=Mg(z)+ f'(z) > M.
b) —
D’apres 1.A.2)b), il en résulte : M > M.
—a
Et : M/ t)dt + F(b), ¢(a)= F(a), donc : M/ t)dt + F(b) — F(a) > M(b— a).
2) Soient (a,b) € R? tel que a < b, € > 0 tel que a +¢ < b.
F(b) —F(a
Notons M:% C={x€la;b;x¢ Uy} C BN la;b].
—a—
Soit ¢ : [a;b] — [0; 1] continue telle que g(z) = 1 pour tout z € C.
On a, d’apres 1) :
b
Mb—a)—F(b)+F F)—-F
/g(t)dt} (b-a) M()+ (a):bfaf%:nfaf(bfafs):s.

D’apres II1.B., il en résulte que, pour toute partie dénombrable N de R, B — N est dense dans R.
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