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Si un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale

sur sa copie et devra poursuivre sa composition en indiquant clairement les raisons des
initiatives qu’il (elle) est amené(e) a prendre.

I. UNE FAMILLE D’APPLICATIONS CONTRACTANTES

1. Montrer que, pour z € [0; oo fixé, I'application
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est de classe C'! sur [0; +o00[ et que ¢’ est bornée, et déterminer le réel C'(z) défini par :

Clx)= Sup [¢'(t)].
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2. En déduire, en notant C' =
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Va €[0;+oo], V(s,t) €[0;+oo]?

II. UNE PREMIERE SUITE D’APPLICATIONS

On considere la suite réelle (A, )nen et la suite d’applications (u, : [0;400] — R), o
définies par les conditions suivantes :

1) A=0
2) Vo e[0;400[, ug(z)=0

3) VnEN, u,(zr) — N\,

r — +00

(
(2)
(3)
(4) YneN, u,1(0)=0
(5)
(6)

5) pour tout n € N, u,4; est de classe C'* sur [0; +o0]
1
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6 VnEN, VIG[O,‘l‘OO[, Un+1($)—m.



1. Montrer l'existence et 1'unicité du couple de suites ((A\,)nen, (Un)nen) défini par les
conditions ci-dessus.

2. Calculer uy(z) pour tout x € [0; +o0].

3. Montrer :  VneN, Ve e [0;4+00], 0<A, <= et 0<uy(x) <

T
2
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4. Montrer :  Vn € N*, Yz € [0; 400, |u;,q(x) — u,(z)] < WI)\R — A1),

le réel C' ayant été défini en I 2.

5. En Déduire :  Vn e N, Vo € [0;+400], |unt1(z) —un(x)| < ClAn — Az,
puis : VneN | A1 — Ml <ClA — M)

6. Démontrer que la suite (A, ),en converge.
On note A la limite de (A,)nen-

7. Démontrer que la suite (u,)neny converge uniformément sur [0 ; 400.

On note u la limite uniforme de (uy,)ney sur [0; 400

8. Etablir :  Vn €N, V& € [0;400[, Upyi(2) = ———— Arctan
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9. Montrer : Vo e|0;4o00], u(x)= Arctan
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et : VneN, A\i1=

et : A= ——
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val 21

10. Démontrer : A= +—7T
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III. UNE DEUXIEME SUITE D’APPLICATIONS

On considere la suite d’applications (v, : [0;+o00] — R) _. définie par les conditions

sulvantes :
(1) Yo e [0;400[, w(z)=0
(2) VneN, v,(0)=0
(3) pour tout n € N, v, est de classe C' sur [0;4o00]
(4)

neN

1
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VneN, Vo e [0;+oo], v, (z)=




1. Montrer 'existence et I'unicité de la suite (v, ) ey définie par les conditions précédentes.
2. Calculer vy (z) pour tout = € [0; +o0].

3. Montrer que, pour tout n € N, v,(x) admet, lorsque x tend vers +o0o, une limite finie,
notée fi,,.

4. Montrer que la suite (v,,)nen converge uniformément sur [0 ; +oo|.
On note v la limite uniforme de (vy,)nen sur [0; 400
5. Montrer que v est de classe C! sur [0; +o00[ et que :

1

Vzel0;4oof, v'(z)= Tt @R

IV. UN PROBLEME DE CAUCHY

Ly =0
e =0,

a2y Y

ou la variable (réelle) est notée x et la fonction inconnue (& valeurs réelles) est notée y.

On considere le probleme de Cauchy (C) suivant : 3 =

1. Montrer que (C) admet une solution maximale et une seule, encore notée y.
Que peut-on dire de l'intervalle de définition I de y ?
Que peut-on dire de toute solution de (C), vis-a-vis de la solution maximale y 7

2. Etablir que I est symétrique par rapport a 0 et que y est impaire.
On pourra, a cet effet, considérer J ={r € R;—z €[} et z: J — R, z+—— —y(—2x).
On note dorénavant encore y la restriction de I'application précédente a I N [0; 400

3. Montrer que y est strictement croissante, a valeurs > 0, majorée.

4. Etablir que l'extrémité droite de I'intervalle de définition de y est +ooc.

T
5. Démontrer que y admet en +oo une limite finie, notée £, et que : 0 < /¢ < 5

6. Montrer que y est de classe C* et concave sur [0; +00].

7. Tracer 'allure de la courbe représentative de y.
On précisera la demi-tangente en O et la concavité.
Le réel £ n’est pas connu.

8. Montrer que y admet un développement limité a 'ordre 5 en 0 et calculer celui-ci.



1
9. On note :  wy :)0;+o0[ — R, xr—>y<—).
T

9.a. Montrer que w; est de classe C* sur |0; +oo[ et que :

1

Vi el0;+oof, wi(z)= g Ao @r

1 0
On note : w:[OH‘OO[—HR, $I—>w(x):{w1(x) S1 :B;é
l si x=0.
9.b. Montrer que w est de classe ¢Jf° C"* sur [0; 400] et que w est solution, sur [0; +ool,

du probléme de Cauchy I suivant : w' = ST et w(0) = ¢

9.c. Est-ce que w admet un prolongement dérivable a R qui soit pair ? qui soit impair ?

9.d. Montrer que w admet un développement limité a ’ordre 4 en 0 et déterminer celui-ci
(des coefficients dépendent de ¢).

9.e. Former un développement asymptotique de y(z) lorsque z tend vers +oo, a la

. 1
précision o(—).
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V. NON-EGALITE DE \ ET /¢

Le réel A a été défini en II 6.
Le réel ¢ a été défini en IV 5.
L’application y a été définie en IV 1 et 2.

Onnote Y :[0;+00[ — R, z+— = Arctan ———
1+ 02 142
et z=y—-Y.
1. Montrer : Vi e[0;+00], 2'(x)>0.
T

2. En déduire : 0.

- >
2v1 402

3. Montrer : £ # \.

Est-ce que £ > X, ou £ <\7?
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