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1. Par opérations, 'application ¢ est de classe C? (donc C') sur [0 ; +00], et, pour tout t € [0;+o0] :

—2t

= (1 + 2 + )7
(1422 +12)2 (L+am+97

¢ (t) =

@' (t) = —2(1 + 2% +12)7% — 2t(=2)(1 + 2 + t?) 732t
=21 +2® +) 73 (= (1 +2° +1%) +4%) = 2(1 + 2> + 2) 2 (3t* — (1 + 2?)).

On en déduit le tableau des variations de ¢’ :

t 0 vita ; s +00
SO - 0+
') [0 N /0

Il en résulte :

1422 1422 1422\ 2
Sup |¢'(t)| = —¢' =2 1422+
w01 == (=5~ ( )
L 1+a? 4 s\"2 29 an_z _ 3V3 o\_3
=2/ — <§(1+x)) = gl He) =)
On conclut :
3v3 .
Cla) = Tfﬂ +a%)}

2. Soient = € [0;+oo[, (s,t) € [0;+o00[? fixés.
Puisque ¢ est de classe C! sur [0;+oc[, on peut appliquer I'inégalité des accroissements finis & ¢
sur le segment joignant s et ¢ :

1 1 3v3 5
- = - tg(s ! )—t=—1+2‘5 — 1.
e Tl P el < ( Sw Wl )ls—d = =) s
=C(z)
3v3
En notant C = %, on conclut :
1 1

Vaz €[0;+o00], V(s,t) € [0;+0c[?, ‘

- .y
T+a2+s2 1+4a2+12 ls =1l

S 3
1+




II.

1. Récurrence sur n.

o (N, up) existe et est unique : A\g =0, up =0, et on a bien : wug(z) — .

r — 400

e Supposons que (A, u,) existe et est unique, pour un n € N fixé.

L’application [0;+o00] — R, 2z +— est continue sur [0;+oo[, donc admet une

1+a224+ A2
primitive et une seule qui s’annule en 0, d’ott existence et 1'unicité de wu, 11 : [0;+00] — R telle
que :

'Ll/n+1(0) =0
Unt1 est C sur [0; 400
1
. / e
Va e 0;+oof, upy(x) = Tra s
1 1

. . ! —
On a: Vxe[(),—i—oo[, Oéun_,_l(x)—m at—,>v+oo p

1
Comme x — — est intégrable sur [1; 400, par théoréme d’équivalence pour des fonctions > 0,
x

uy, .1 est intégrable sur [0;4o00[, donc :

X — +oo

X “+oc0
i) = [Cdp@de  — [ @

Ceci montre Pexistence de A\,y1 = lim  up41(x), V'unicité étant évidente par ailleurs.
r — +oo
Ainsi, il existe (Ap41, Un+1) unique convenant.

On conclut, par récurrence sur n, a ’existence et I'unicité du couple de suites ((An)neN, (un)neN)
défini par les conditions de ’énoncé.

De plus, on peut remarquer :

1

VneN, Vz el0; , Up = ——dt
n y VI [7+OO[ u+1(x) /0 1—|—t2—|-/\%

o1
2. Ona: Ve el0;4oo], ui(z)= / e dt = [Arctant]; = Arctanz.
0

3. e La propriété est évidente pour n = 0, puisque \g = 0 et ug = 0.

e On a, pour tout n € N et tout = € [0;+oo[ :

* 1 | ™
0<uy = ————dt < —— dt = Arct < -,
Un41(2) /o T Z N /0 T retanz < o

puis, en passant a la limite lorsque © — +o00: 0< Apy1 <

po| S

On conclut :
{VnGN, 0< A <3

VneN Vo e[0;4o0], 0< u,(x) <

voly



4. Soit n € N*. On a, pour tout z € [0;+oo[, en utilisant T 2. :

1 1
T+22+ 22 1422422,

C
T (1 +a?)

(o) - o)l = | P = Al

5. e On a, pour tout n € N* et tout = € [0; 400 :

1) = n ()] = | [ (s (0 = ) | < [ a0 = 0]
</z O A = An ] dt = CA, — A |/I L gt <ch—A |/+°O LI
X 0 (1+If2)% n n—1 n n—1 0 (1+t2)% X n n—1 0 (1+t2)%
notée J
Calculons J, par le changement de variable u = Argsht¢, t = shu, dt = chudu :
J:/ 3 du:/ — du = [thu]§™ = 1.
o ch’u o chu
On conclut :
VneN, Vo €[0;400], |unt1(x)—un(z) < ClAn — Ap-1)-
e On déduit, pour n € N* fixé, par passage a la limite en faisant tendre x vers +oo :
Vne N, (A1 — M| <CA — A1l
6. D’apres le deuxieme résultat de II 5., par récurrence immédiate, on déduit :
Vn e N, [Ani1 — Al < C"[A1 = Ao
Comme C = 5 € [0;1][, la série géométrique Z C" converge, donc, par théoréeme de majora-

n=1
tion pour des séries & termes > 0, la série E [Ant+1 — An| converge. Ainsi, la série E (A1 — An)
n=1 n>1
converge absolument, donc converge. D’apres le lien suite/série, on conclut :

’ La suite (\p,)nen converge ‘

7. D’apres le premier résultat de I 5., par récurrence immédiate, on déduit :
VneN' Vze[0;400], [[unt1 — tnlloo < C"|A1 — Aol

Comme C € [0;1], la série géométrique ZC” converge. Par théoreme de majoration pour
n>1
des séries a termes > 0, la série Z [|n+1 — Unl||leo converge. Ainsi, la série d’applications
n>1
Z(Un—H — uy,) est normalement convergente sur [0; +oo[, donc uniformément convergente.
n>1
D’apres le lien suite/série pour la convergence uniforme, on conclut :

’ La suite (un)nen converge uniformément sur [0; 400 ‘




8. ¢ On a, pour tout n € N et tout x € [0; +00] :

(=)

tan

d
() /I 1 gt 1 /‘T . x
Un xIr) = = )
i o T+2+X2 0 T+ Jo 1 ( ¢ )2 VIt A2 VIt A2
V1+ A2

e Pour n € N fixé, en faisant tendre x vers +oo, on déduit :

1

™
Nt

VneN, Ai1=

9. e Puisque (\,)nen converge vers A et que (up)nen converge uniformément, donc simplement,
vers u, on déduit, pour x € [0; +oo] fixé, en passant a la limite lorsque Ientier n tend vers 'infini,
dans le résultat de II 8. :

Vae[0;4o00], u(z)=

1 T
———Arctan ——.
V14 A2 V14 A2

e De méme, en passant a la limite lorsque ’entier n tend vers ’'infini, dans le deuxieme résultat de

IT 8., on obtient :
1

iy
Vit 2

10. On a :

1 2
ﬁg = )\2(1+>\2):% = AN AN = 1

V1i+7m2 -1

= 2N+ 1) =741 = 222+ 1=V/n2+1 <= A= 5 :

car A > 0.

III1.

1. Récurrence sur n.
e v existe et est unique : vy = 0, vo(0) = 0, vy est C* sur [0; +o0].

e Supposons que v, existe et est unique.
1

14+22+ (vn(x))
donc admet une primitive et une seule s’annulant en 0, d’ou 'existence et 'unicité de ’application
Una1 : [0;+00[ — R, de classe C, telle que v,,41(0) = 0 et que :

est continue (car v, est C*, donc C°),

L’application [0;4o00] — R, z+— 5

_ 1
1+ a2 + (va(2)”

Va € [0;+00], v)q4(x)

Ceci montre 'existence et 'unicité de v,,+1 convenant.

On conclut, par récurrence sur n, qu'’il existe (v, )pen unique convenant.



De plus, on a :

1
1+ 12+ (vn(t))

dt.

VneN, Ve e 0;+oo], vn+1(z):/ 5
0

|
2. On a, pour tout x € [0; 400 : v1(z) = / o dt = Arctan z.
0

3.e¢0na: v(z)=0 -, 0, donc vo(z) admet une limite finie pg = 0 lorsque © — + oo.
e Soit n € N* fixé.
On a:

1 1
Vte[0;4o00[, 0< 5 < 5
L+ #2 4 (va(t)”  1HE

est intégrable sur [0;4o0o[, par théoréme de majoration pour
1

1412+ (va(t))

1
Co e lapplication t
mm pplication ¢t +— T e

des fonctions > 0, 'application continue t —

5 est intégrable sur [0; +ool.

Il en résulte :

1 +oo 1

Unt1(x) :/ dt — dt, notée 1.
0 1+82+ (0a(1)” == Jo 1424 (v,(1))

Ainsi, v,41(z) admet une limite finie lorsque x — 4+ co.

On a montré que, pour tout n € N, v, (x) admet une limite finie, notée u,,, lorsque x — + oo.

4. 1) Soit n € N* fixé.

e On a, pour tout = € [0;+o0] :

e T e
1422 + (vn(as))2 1+ 22+ (vn_1(l’))2

C C
< e fn (@) — v (@) € g
1+ %)}

[vn 1 (2) — v ()] =

e D’ou, en intégrant de 0 & z, pour tout = € [0; +o0] :
T xr
on1(@) = 0n(@) = | [ (@ha® = () | [ s (0 = of )]
0 0
xr
<

C +oo 1
=N (/ gdt>||vn_vn—1”oo<0(/ ﬁdt)an—vn_lHOO.
o (1+1¢t2)2 0 (1+1¢t2)2

=1, cf.II5.

11 en résulte, en passant & la borne supérieure lorsque z décrit [0; +oo] :

||Un+1 - vn”oo < C”vn - vn71‘|oo~

2) On termine comme en I1 7., et on conclut que la suite (v, )nen converge uniformément sur [0 ; +o0.



5. e Onavu:

C

m”vn - Un—l”oo < OH'Un - Un—l”oo,

VneN*, Vo e[0;+o0], |v4qi(z)—v,(x)] <

d’on, en passant & la borne supérieure lorsque x décrit [0; +o00] :
Vn e N7, ||U;L+1 - v’;LHOO < Clvn = vn-1]|oo-

Puisque la série Z [|vn — vn-1]|oc converge (cf. la solution de III 4.), par théoréme de majoration
n>1
pour des séries & termes > 0, la série Z [|[v5,+1 — vp |l converge. Il en résulte, comme en III 4.,
n>=1
que la suite (v/,)nen converge uniformément sur [0; +oo].

e Puisque :
Vn €N, v, est C! sur [0;+o0]

(V] )nen converge uniformément sur [0 ; +o00|
(Un)nen converge simplement (car uniformément) sur [0; +o0],
d’apres un théoréme du cours, v est de classe C sur [0;+o0].

De plus, on a, pour tout = € [0;+o0[

1
VneN, v, (z)= )
+1 1 +x2 + (vn(x))Q

donc, en faisant tendre l'entier n vers l'infini, puisque v, (z) — v(z) et v} (z) — v'(x) (car la
noo noo

convergence uniforme entraine la convergence simple), on conclut :

_ 1
14+ 22+ (v(m))2

V€ [0;+o00], v'(x)
IV.

1. L’application R? — R, (x,y) — est de classe C! sur ouvert R? de R2, et

Tra iy
(0,0) € R2, donc, d’aprés le théoreme de Cauchy et Lipschitz (non linéaire) le probleme de
Cauchy (C) admet une solution maximale et une seule, encore notée y, l'intervalle de définition

de y est ouvert, et toute solution de (C) est restriction de y.

2. Notons J = {z € R; —x € I} le symétrisé de I, et z: J — R, z+— z(x) = —y(—x).

L’application z est dérivable sur J (par composition, puisque y est dérivable sur I), on a
z(0) = —y(0) = 0, et, pour tout z € J :

1 1

dlo)=y(=r) =< F a2+ ()’ 1+a2+ (2(0)

3.

Ceci montre que z est solution de (C) sur J.

Il en résulte que z est restriction de la solution maximale y, c’est-a-dire :

JCI et Vzeld z(z)=y).



e En notant I =]a; B[ ot —oco < a <0< 3 < 400, 0on a:
JCI < |-0;—a[Cla;f] <= (agfﬂ et fagﬂ) — [=-—qa.
On déduit : I =] — a; af, donc I est symétrique par rapport a 0.
e Et: Veel, y(x)=2(z)=—y(—x), donc y est impaire.
3. e L’application y est dérivable sur 'intervalle I et :

1
Vezel, y(z)= 5 >0,
14+ 22+ (y(m))

donc y est strictement croissante sur 1.
e On a de plus y(0) = 0, donc y est & valeurs > 0 (sur I N [0;+o00]).
e On a, pour tout z € I N [0;+o0] :
1 1
- 5 g PR
1422+ (y(z)) l+a

y'(x
d’on, en intégrant, pour tout z € I N [0;+o0] :

x x 1 T
y(x) =y(0) +/0 y'(t)dt < /0 T e dt = Arctanz < 5

ce qui montre que y est majorée.

4. Raisonnons par 'absurde : supposons qu'il existe b €]0;+oo[ tel que : I N [0;+oo[=[0;][.
Puisque y est croissante et majorée, y admet en b~ une limite finie, notée L.

Considérons 'application

Y :[0;) — R x»—»{y(x) si x#b
’ 7 L si x=0b.

Puisque y est continue sur [0;b] et que y(x) - L, Y est continue sur [0;d].
r — b—
D’autre part, Y, qui coincide avec y sur [0;b], est dérivable sur [0;b[ et :
1

N 1+ 22+ (y(z))

Vz el0;b], Y'(z)=1y'(v) 5

Puisque y est continue sur [0;b[ (car dérivable), par opérations, Y’ est continue sur [0;b[, donc
Y est de classe C! sur [0;0].

Enfin :
1 1

- 1+x2+(y(x))2 e b 14+ 1 L2

y'(x)

donc Y’ admet en b~ une limite finie.

D’apres le théoreme limite de la dérivée, on déduit que Y est de classe C! sur [0;b] et que
1
Y'() = ———.
(®) 1402+ L2
Mais alors, Y est solution de (C) sur [0;b], ce qui contredit la maximalité de y.

Ce raisonnement par ’absurde montre que l'extrémité droite de I n’est pas un réel, donc est +oo.



5. Puisque y est croissante et majorée, y admet en oo une limite finie notée £.

De plus, comme on l’a vu en 3., pour tout x € [0; +o0] :

0<y(r) <

On déduit, par passage a la limite lorsque x tend vers +00 : 0 </ <

IV

On a, par exemple : £ > y(1) >0, donc ¢> 0.

T
Sil= 5 alors, en faisant tendre x vers +o0o dans l’encadrement obtenu plus haut, on déduit :

400 1 o0 1
[ [T
o 142+ (y(t) o 1+t

1
L+ 12 4 (y(1))

contradiction, car ’application t —

5 est continue, a valeurs > 0 et n’est

pas 'application nulle.
On a donc ¢ # g

Finalement :

0<€<I

6. 1) Récurrence.

e Puisque y est dérivable, donc continue, est continue, donc y’ est continue, y est C'.

1+ 22 + y?

e Si y est C™, pour un n € N*, alors est C™, 4 est C™, y est C™TL,

1+ 22+ y?

On conclut :

’ y est de classe C* sur [0;+o00] ‘

2x + 2yy’
(1 + 22 + y2)2
On conclut que y est concave sur [0; +oo].

2) Ainsi, y est C? et : 3y’ = — <0, carz>0,y>0,y >0.

1 p—

7.0na: y/(O):m—



8. Puisque y est de classe C™ sur [0; 400[ (et méme sur R), d’apres le théoréme de Taylor-Young,
y admet un développement limité & tout ordre, 3’ aussi, et on passe du premier au second par
dérivation terme a terme.
En particulier, y admet un DLs5(0). De plus, y(0) =0, ¢/ (0) = 1, et y est impaire (sur R).
Le DL5(0) de y est donc de la forme :

y(x) =z +ax® +bx°+ o 0(x5), (a,b) € R?,

et on a:
y'(z) = 1+ 3az? + 5bx? + o(2?).

On reporte dans I’équation différentielle, présentée plutdt sous forme d’un produit que d’'un quo-
tient :

;o 1
R R
— (1+224+9%)y =1
= (1+w + (z + az® + bz® + o(x ))2>(1+3a12+5bx4+0(m4)):1
<= (1+22° +2a2* + o(z)) (1 + 3az® + 5bz* + o(z*)) = 1
— 1+ 3a+2)2?+ (50 +8a)z* + o(z*) =0
2
{ 3a+2=0 =73
— —
5b+8a =0 b— 16
15
en utilisant 1'unicité du DL4(0) de Papplication nulle.
On conclut que y admet le DL5(0) suivant :
2 5,16 5
ya) =z — e+ za+ o (@)

1
9.a. Puisque z — — est de classe C* sur |0;+oo[ et & valeurs dans ]0;+oo] et que y est de
x

classe C*° sur |0 ; +00[, par composition, wy est de classe C> sur |0 ; +o0] et, pour tout 2 €]0; +o0| :

1 1 1 1 1

TGOy )

1
9.b. Puisque w(z) = wy(z) = y<7) — ¢ =w(0), w est continue en 0.
x

r — 01
L’application w est de classe C'* sur ]0; +oo]

On a: w'(x) = — ! — -1

2 + 14 a? (w(m))2 z — 0F

Il en résulte, d’apres le théoréme limite de la dérivée, que w est de classe C* sur [0;+oo] et que
w'(0) = —1.




Ainsi, w est Ct sur [0; +oo[, w(0) = ¢, et :
1
22+ 1+ 22 (w(m))2

Vze[0;+o0[, w'(x)=-

11 s’ensuit que w est solution sur [0; +oo[ du probléme de Cauchy (I") suivant :

1
L et w(0)=t
v 72 + 1+ 22w? ¢ w(0)

9.c. Supposons que w admette un prolongement dérivable W a R, qui soit pair ou impair.
Puisque w(0) = £ # 0, W n’est pas impaire, et donc, d’aprés notre hypothese, W' est paire.
Puisque W est paire et dérivable sur R, W’ est impaire, donc W’/(0) = 0, contradiction avec
w'(0) = —1.

On conclut que w n’admet aucun prolongement dérivable a R qui soit pair ou impair.

1

9.d. Puisque w est dérivable sur [0;+o0] et vérifie w' = ——————
14+ 22 + 22w?

comme en IV 6., w est
de classe C™ sur [0; 4o00].

D’apres le théoreme de Taylor-Young, w admet donc un développement limité & tout ordre, w’
aussi, et on passe du premier au second par dérivation terme a terme. En particulier, w admet un

DL4(0). De plus, w(0) = £ et w'(0) = —1. Il existe donc (o, 3,7) € R3 tel que :

w(z) =0—z+az?+ 25+ 02+ o (zP)

et on a :
w'(z) = —1 + 20z + 3822 + dvya® + o(x®).
On reporte dans ’équation différentielle :

1
1+ 22+ 22w

!/
w =

= (1+27+2%0*)' +1=0
= (1423 = 2n+o(@) ) (— 1+ 202 + 382 + 47z’ + 0fa?)) +1 =0
==  (1+(1+ 2”20 +0(z®)) (= 1+ 20w + 382 + 4y2° + 0(2®)) +1=10
—  20z+ (38— (1+06))2” + (47 +2a(1 + ) +20)2® + 0(2”) = 0

200 =0 P ,
— 36— (1+£2) =0 — (azo, ﬁ:1+3 , 7:-5).

4y +2a(1+02)+20=0

On conclut au développement limité a ’ordre quatre en 0 suivant de w :

1 2
e x3—£x4+ o (z%

w(x)=0—x+ 3 5 .0

9.e. On a alors, en utilisant la définition de w :

e e R AN ).

10



1. Puisque y est de classe C! sur [0;+o00o[ (cf. IV 6.) et que Y est de classe C! sur [0;+oo[ (par
opérations), z =y — Y est de classe C! sur [0; +oo[ par différence, et, pour tout € [0; +o0] :

1
U ! ! 1 1 ,/1_’_[2
Z(x) =9y () -Y (z) = 5 — 5
(z) =y (x) () 1—|—a:2—|—(y(33)) /1+£21+( T )
V1402

_ 1 R 2~ (y()’
1422+ (y(az:))2 Ltz + 02 (14 a2 4 (y(ﬂﬂ))z)(l +a%+2)

On avuenIV 3. et 5. que y est > 0, strictement croissante sur [0; +o0[, de limite £ en 400, donc :
Vo el0;4+o0, 0<y(x) <,
d’ou : )
Vo e [0;+o00], £2— (y(z))” >0

et donc :
Vo e[0;+o0], 2/(z)>0.

2. D’apres 1., z est strictement croissante sur [0; 4+oo[. D’autre part : z(0) = 0.
1

Enfin, d’apres IV 5., y(z) — ¢, et Y(x — —
P y(@), = @), e IR

g, donc :

z2(x) — l— T

z —> 400 2,/1_,_@'

Il en résulte :
- >0
21+ 02

v
21+ N2’

e Considérons 'application % :[0;4+o00] — R, ¢t +—t —

3. eD’apres [I19.,ona: A= d’ott nécessairement : £ #£ .

™

21+ 62

L’application ¢ est dérivable sur [0; 00| et, pour tout ¢ € [0;+o0] :

ey 4T 7} 2\—3/20, _ mt 2\—3/2
(1) =1 2( 2)(1+t) 2 =1+ (1+) 72 >0,

Ainsi, 9 est strictement croissante sur [0; +o0].
Comme 1(£) > 0 (cf. 2.) et (A) =0 (cf. II 10), on conclut finalement :

> A

kK ok ok ook sk sk ok ok ok ok ok k ok ok ok 3k kR kK ok ok ok ook ok ok ok ok ko
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