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Si un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) la signale sur sa copie et devra

poursuivre sa composition en indiquant clairement les raisons des initiatives qu’il (elle) est amené(e) a prendre.

I. FoncTIiON ' D’EULER

1. Montrer que, pour tout z de R, application ¢ —— t*~te™" est intégrable sur |0; +oo|
si et seulement si x > 0.

On note I' : ]0; +00[ — R l'application définie par :

+oo
Va €l0;+o0], I'(z) = /0 t" e tdt .

2.a. Etablir : Vi el0;4+o00f, Tx+1)=aT(z).
2.b. En déduire : VneN, I'n+1)=n!.

3.a. Démontrer que I" est de classe C* sur |0; +o0o[ et que :
“+oo
VkEN, Vo €l0;+oof, TW(z)= / (Int)t*te~tdt.
0

1
3.b. Montrer : Mx) ~ -
r — 0t X

3.c. Dresser le tableau des variations de I'. On montrera qu’il existe xq tel que I' soit

strictement décroissante sur |0; xo] et strictement croissante sur [zq; +00l, et que zo € |1;2[.

3.d. Tracer la courbe représentative de I'.

II. CONSTANTE 7 D’EULER

no] 1
On note pour tout n de N tel que n > 2, w, = / n dt — —.
n—1 n
n n 1
1. Montrer : Vn > 2, Zwk:1+lnn—2—.
k=2 il
. ) 1 1 "
2. Etablir, pour tout n > 2: a. 0 <w, < - — b. Z wg < 1.
n—1 n b
3. En déduire que la série Z w,, converge.
n>=2
“+o0o n 1
En notant 7:1—an, on a donc : ZE:lnn—i-v—l—ngo(l).
n=2 k=1



III. FONCTION ¢ DE RIEMANN ET FONCTION T
On note, pour = €]1;+00], ((z) =) —.

1. Montrer que ¢ est définie et de classe C*° sur |1; 400/, et exprimer, pour tout k € N, ¢*)
comme somme d’une série.

2. Etudier les variations et la convexité de C.

+
8

—1)"
nt

On note, pour z €]0; oo, T(z) =

3
Il
_

3. Montrer que T est définie et continue sur |0 ; +o0].

4. Montrer : Vo ell;+oo], T(x)= (2" —1)¢(z).

5. Montrer : ((x) ~ et en déduire la limite de ¢ en 1.

r — 1 T —

6. Montrer : ((z)=14+2""+ o . 27%) et T(x)=—-14+2""4 o .\ (27).

Quelles sont les limites de et de T en +o00 7

7. Dresser le tableau de variation de ( et tracer sa courbe représentative.

IV. FORMULE DE GAUSS ET FORMULE DE WEIERSTRASS

Soit = €]0; +o0.
1. Démontrer: . fyn
/ o (1 - ) dt — T'(z).
0 n noo

Indication: On pourra envisager la suite d’applications (f, :]0;4o00] — R),>1 définie
par :

£ (1) = txl(l—;;)n si t€]0;n]

0 si t € [n;+ool.
1 n!
2. Montrer : Vn €N, / w1 —u)" du = :
0 z(z+1)--(x+n)
L. nn!
3. En déduire la formule de Gauss : — ().
z(x+1)---(x+n) no
2 . . - T\ _=z 1
4. Etablir la formule de Weierstrass : e [ ((1 + ) e k) — .
Pl k noo  ['(z)



V. FONCTION v

On note v :|0; +0o[ — R Papplication définie par :

Vrel]0;+o0], ()=

1. On note, pour n € N*, g, : [0; +00[ — R Papplication définie par :

Va € [0;4+00[, gn(z)=1In (1 + Z) .

n
Montrer que la série d’applications Z gn converge simplement sur [0; +o00], et que, pour
n>1

tout = de ]0; +o0] :

Zgn =—(InI'(z) + Inz + vx).

2. Démontrer :

V2 €]0; +oo], zb(x):—l—v Z

o 1nx—|—n

3. En déduire :

+o0 +oo
F'(l):/o e 'Intdt =—v et F’(2):/0 te'Intdt =1—1.

4. Montrer que 1 est strictement croissante et concave sur |0 ; +o0].
5. Etablir : () ~ Inxz et en déduire la limite de ¢ en +o0.

T — +00

VI. FORMULE DES COMPLEMENTS

Pour = €]0;1[, on note F}, : R — R lapplication 27-périodique telle que :

Vt e [—mm|, F.(t)= cosuxt.

1. Justifier, pour x €]0; 1] fixé, I'existence des coefficients de Fourier trigonométriques
de F,, et les calculer.

2. Etudier la convergence de la série de Fourier de F, pour €]0; 1] et déterminer sa
somme.

3. En déduire : Vo €]0;1, — — cotanma = il —.
mr TN —x
n 2 .
4. Etablir : vz elo;1], [ (1 — (x) ) _, STz
k=1 k 7o T



5. En déduire la formule des compléments :

Vo elol], D)0l —a)=—

sinmx

6. Déduire de 5. :

5

+oo
/ e dt = VT
0
7.a. Calculer les intégrales :

1 1
3 . 3
/ InsinTxdx et / Incosmx dx
0 0

1

(on pourra faire intervenir I'intégrale / In sin 7z dz).
0

7.b. En déduire :

/01 InTl(z)dx = ;ln (27).
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