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I. FoncTiON I' D’EULER

1. Pour tout = de R, I'application ¢t — t*~le~! est continue et > 0 sur |0; +o0l.

Ona t* et ~ . t*~1 et t s ™1 est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si z — 1 > —1, c’est-a-dire x > 0.
t — 0

D’autre part, t*t*~le=t =t*tle=t — 0, donc l'application t+— t*~le™t est intégrable sur [1;+oo].

t — +o0

Finalement, 'application t —— t*~1le™! est intégrable sur ]0; +oo[ si et seulement si x > 0.

2.a. Soit z €]0; +o0[. On a, pour tout 0 < e < T, a I'aide d’une intégration par parties :

T T - T T
/ et =le=t 4t = / e tdt = [—t“e_t]s — / —xt® leTtdt = —T%e T 4+ % + 33/ et dt.
€ €

g )

—t

Puisque t — t%e™t et t — t*“le~! sont intégrables sur ]0;+oo|, et que T%e~T r 0 (par prépondérance de
—_— o0

l’exponentielle sur les puissances) et e*e™¢ —>OO (car z > 0), on déduit, en faisant tendre T' vers +o0 et € vers 0 :
E —

—+oo —+oo
/ tYe~tdt = x/ t* et dt,
0 0

’F(x +1) =al(z) ‘

c’est-a-dire :

2.b. Récurrence sur n.

e Pourn=0 : oo
r(1) :/ e tdt = [~e 7] =1=0l
0

e SiI'(n) = (n — 1)! pour un entier n tel que n > 1, alors, en utilisant 2.a. : I'(n + 1) = nl'(n) = n(n — 1)! =n!.
On conclut :

(¥neN, T(n+1)=n|

3.a. Notons F':]0; +00[x]0; +oo[ — R lapplication définie par :
F(m,t) — ta:—le—t — e(ac—l)lnte—t.

oF oFF

B Bk existent et sont continues sur ]0; +oo[x]0;+o0], et :
x x

D’apres les théoremes généraux, F,

k
VkeN, V(x,t) €]0;400[%x]0; +o0, g—lj(%t) = (Int)kt*~Let,
ok

Soit (a,b) € R? tel que 0 < a < 1 < b. Notons, pour k € N, Plazp),k +]05+00[ — R I'application définie par :
Vt€]0;+oo, Papk(t) = |Int|"Max (t*~ 1, ") e

On a alors :
oOFF
V(x,t) € [a;b]X]0;+oo[, w(xat) < @[a;b],k(t)v



et Qa5 est continue, > 0, intégrable sur J0; +oo|.

. oF OF (. , . o
Ceci montre que F, 20 Dk vérifient ’hypothése de domination locale.
x x
D’apreés un théoréme du Cours, il en résulte que I' est de classe C*° sur |0 ; +o00[ et que :
+oo akF +o0
VkeN, Va €]0;4oof, TV (z)= / W(;c, t)dt = / (Int)Ft*~te=tdt
0 x 0
T 1
3.b. On a, pour z >0, I'(z) = Let+l) et T(z+1) — . I'(1) =0l =1, , car T est continue en 1.
x x — 0
On conclut :
1
r ~ =
(x) z — 0t X

3.c. et 3.d. D’apres 3.a. :
+oo
Va €]0;+oo], F”(w):/ (Int)*t" et dt > 0,
0

donc I est strictement croissante, et I' est convexe.

Puisque I'(1) = 0!l = 1 et T'(2) = 1! =1 =T'(1), le théoréme de Rolle montre qu’il existe zy €]1;2[, unique, tel que
I (zo) = 0.

Comme I" est strictement croissante et que I''(z¢) =0, on a :

Vo el0;zol, IV(z) <0
Vo €lxg;+oof, IV(x) >0
donc T est strictement décroissante sur |0; xo] et strictement croissante sur [z ; +o0].

Comme I est strictement croissante sur [2; +o0[, et que, pour tout entier n > 2, I'(n) = (n—1)! — +oo,ona:

n — +oo

P(z) — +4oo

r — 400

On peut enfin dresser le tableau des variations de I' et tracer sa courbe représentative.



II. CONSTANTE « D’EULER

1. On a, pour tout entier n > 2 : :

1
2.a. Puisque t — Eest décroissante sur [n — 1;n|,ona: V¢ € [n—1;n],
1 "1 " " 1 1 "o 1 1 1
donc : f:/ —dtg/ fdté/ dt = , d’ou : Oéwnz/ —dt — — < - —.
n no1 M no1t no1n—1 n—1 no1t n n—1 n

n n
1 1 1
2.b. En utilisant un télescopage : Zwk < Z ( — ) =1——-<1.

3. Puisque Z wy, est une série & termes réels > 0 et que les sommes partielles sont majorées (par 1, d’apres 2.b.),
n>=2
d’aprés le lemme fondamental, la série Z w,, converge.
n>=2

??'M—‘

n
On a donc, en faisant tendre n vers I'infini dans le résultat de 1. : hm (Z
k=

+00
—lnn> =1- Zwk, noté -,

k=2

=lnn+~+ o (1)

el

n
et donc : Z
k=1

ITII. FONCTION ¢ DE RIEMANN ET FONCTION T'

1
1. e Pour z € R, la série Z — converge si et seulement si z > 1 (exemple de Riemann), donc ( est définie

n>1

sur |1;4o0].

1
e Pour tout n de N*, Iapplication f,, :]1;+oo[ — R, 2 — — = e %" est de classe C™ sur |1 ;400 et :

n$

—1 k
VEEN, ¥z €]l 400, f® ()= B
nCE

Inn)*
Soit a €]1;+o0] fixé. Puisque les séries Z ( a) (k € N) sont convergentes, les séries d’applications Z f,(Lk) sont
n>1 n>1
normalement convergentes, donc uniformément convergentes, sur [a ; +oo[.

D’apreés un théoreme du Cours, il en résulte que ¢ est de classe C™ sur |1;4o00[ et que :

=X (-1
VkeN, Vo €]l;+oo], ¢W(z) Z nn)

n=1




-1
2. D’apres 1., ¢ est de classe C! sur J1;+o00 et : Va €]l;+00], ('(z)= E e 0,
n(l}'
n=1
donc ( est strictement décroissante sur |1; 4o0].
+00 2
1
De méme, ( est de classe C? sur |1;+oco[ et : Va €]1;+cc[, ("(z)= (Inn) > 0,
nfl’
n=1

donc ¢ est convexe sur |1 ;4o00].

_1\n
3. e Pour tout x € R, la série Z (
n>=1

converge si et seulement si > 0 (exemple de Riemann alterné), donc :

T est définie sur ]0; 4o00[.

e Pour tout n € N* lapplication g, :]0; 400 — R, 2z +—— est continue sur ]0; +ool.

(=D
nfl}'
Soit a €]0;4o00] fixé.
Pour tout = € [a;+o0], la série Z gn(x) reléve du TSCSA (car elle est alternée, son terme général tend vers 0, et la
n>1
suite de la valeur absolue de son terme général décroit), donc, d’apres le cours :

+00 1 1
Vn e N*, ’k_zn;rlgk(ﬂ«“)‘ < lgnaa1(z)| = nr ) S i
= 1
d’ott : Hk;ﬂgku <m go

Ceci montre que la série E gn converge uniformément sur [a; 400l
n>1
D’apres le théoréme du cours sur convergence uniforme et continuité pour les séries de fonctions, on conclut :

’ T est continue sur ]0; +o0] ‘

4. Soit x €]1; +00].
Les séries définissant ((x) et T'(x) sont convergentes et, en groupant les termes d’indices pairs ou d’indices impairs :

+oo +oo +oo
1+(-1)" 2 1 1 1
@) +T(x) =) —— = S =270 — =21 (),

n=1 n p=1 2p) p=1 p

d’oil la relation demandée : ’T(x) = (27" —1)¢(x) ‘
T

5. e D’apres 4. : Ve ell;+oof, ((x)= %
e D’une part : ol=z 1 =ellm2)n2 _ 1 . (I1-2)n2.

e D’autre part, puisque T est continue en 1 (cf. 3.), T(z) — . T'(1). I reste & calculer T'(1).

xr —

On a, pour tout N > 1

N N 1 1 N N1
(_l)n_ 1" n- = — _4\n— _ _A\n
n; n _nz::l( g /ot L= /Onz_:l( B dt = /0 ;0( t)" dt

1 1 N
1—( t
:f/ 1= /4——a+ Hy /;——&
01— —t) 1+t o 1+t



1 N+1 51
t 1
Et : —dt /tth:[ ] =

1+t N+1lo N+1
N (1) )
D’Oﬁ : nz::l " Noo / m dt [ln(l +t)}0 = —ln 2
. - T(x) —In2 1
Ceci montre : T'(1) = —In2(#0). d’ou : ((m):m R A= 2)m2 =——7
1
O lt' ~
n conclu C(x)xﬁlx—l
e Comme ] , Hoo, on déduit : ¢(x) —, oo
T — r — r —

6. 1)Ona: Va €]l;+o0], le) - (14277 212 Z( )

9=
2 x
Notons, pour tout n > 3 : hp i 25400, +— (7> .
n
2\* 2\2 4 4
Ona: Vn>3, Vx € [2;+o0], |hn($)|:(7> <<7> =—, donc: Vn =3, [|hnlle < -
n n n n?

D’apres 'exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme de majoration pour des séries & termes > 0, la série Z [|hon] oo
n>=3

converge, donc E h,, converge normalement, donc uniformément, sur [2;+oo].
n>3

2\
D’autre part : Vn >3, hy(z)= (7) — 0.

n r — 400

D’apres le théoreme du cours sur limite et convergence uniforme pour une série de fonctions, on déduit :

> ha(x) i

n=3
—(1+27"
Ceci montre : ¢(@) 2(7;_ ) - 0, donc: | {(x)=14+2""+ o N (27%).
En particulier : ¢(x) -, 1

2)On a: Va €]0; 400,

n

T(x) = (-14277) _ o~ (1" *f(_l)n(l)m

2—= n®
n=3

x too x
(<SS ey

— 0, etdonc: | T(z)=-14+2""+ o (279

xr — +oo xr — +oo

¢ 1M

donc : Va €]0;+o00], ‘T(x) — ;j} +277)

D’apres 1), il en résulte :

‘T(x) — (=142
2—I

En particulier : T(x) — ~—1




IV. FORMULE DE GAUSS ET FORMULE DE WEIERSTRASS

1. e Pour tout n € N*| f,, est continue par morceaux (et méme continue) sur ]0; +oo[, et intégrable sur ]0; +oo[ (car

nulle sur [n;+o0[), >0, et fo(t) ~ +tm_l .
t — 0
e Montrons que (f,,)n>1 converge simplement sur ]0; +oo[ vers f: ¢ — t*le™".

Pour t €]0;+o0], il existe N € N* tel que N > t (par exemple N = E(t) + 1), et on a, pour tout entier n tel que
t n t n

n >N, fo(t) =t*1 (1 - ) . Comme <1 - ) — e " il en résulte f,,(t) — t*le7! = f(¢).
n noo

n noo
e f est continue par morceaux sur |0;4oo[ car continue.
e Montrons que: VneN* Vte]0;4oo[, fnlt) < f(P).

On a, pour n,t fixés :

t\" t t t
) < f(t) = (1—) et = 1n<1—> < —t <= 1n<1—> < ——.

n n n n
Or, il est connu que : Vue]—1;400], In(l+u)<u.
Dot : VneN* f.(t) < f(2).
Enfin, f est continue par morceaux, > 0, intégrable sur ]0; +ool.

+oo “+oo
Le théoreme de convergence dominée permet de conclure : / fat)dt — f@)dte.
0 neeJo

+oo n t n —+o0 —+o0
Mais: / fn(t)dt :/ 1 (1 - ) dt et / f(t)dt :/ t* et dt.
0 0 n 0 0
Finalement :
" x—1 3 "
t 1—— dt — F(x)
0 n noo
2. Récurrence sur n.

1 1 1
* 1o
e Pourn=0: /uxfl(l—u)”duz/ u" "t du = {u} =—=—
0 0 €z

e Supposons la formule vraie pour un entier n fixé.
On a, pour tout ¢ fixé tel que 0 < € < 1, en utilisant une intégration par parties :

T 1

/51 w1 — )" du = {1;(1 - U)n+1] i /51 l;:(n DA~ du

€

En faisant tendre € vers 0%, on déduit, en utilisant I’hypothese de récurrence :

1
N n! _ (n+1)!
/ou Amw)™ du=— (z+1)--(@+n+l) @+l (z+n+1)

Finalement :

n!
zx+1)---(z+n)

1
VneN, / w1 —u)"du =
0

t
3. On a, pour tout n € N*, en utilisant le changement de variable défini par u = — :
n

n n 1 1 |
/ 1 (1 - t) dt = / (nu)* (1 —u)"ndu = n‘”/ w1 —u)" du = n” " .
0 n 0 0 .%‘(m—l—l)(l‘-‘rn)




D’autre part, d’apres 1. : / ot <1 - ) dt — T(x).
0 n noo

On conclut :

4. On a, pour tout n € N* :

In <a:e’mﬁ (1—}—%) e_?> :ln:c—l—'ym—xi%—l—iln (1—1—%)
k=1

k=1 k=1
=—x . l—lnn— +1n(n_w<1+§> <1+§>>——x En:l—lnn— —In nin?
- il ! 1 n// =k ! z(@+1)--(z+n)
"1
D’apres I1.3. : Z T Inn —~ — 0.
k=1
. nln® .
D’apres IV.3. : In — InT(z) (on a bien I'(x) > 0).

D’ou : .
ln<xe“’wk1:[1(1+i)e_i> — —InT(z),

puis, par continuité de I’exponentielle :

n

T . 1
YT 1 ,) % -
ve H(Jrke neo T(z)

V. FONCTION

1. e Soit z € [0;+o00[. Par un développement limité (quand n tend vers 'infini), on a :
() =1 (1 n x) T r  x? N 1 x x? N 1
n(x) =1n “)-—==|-=-=5S+4+o|l=5]|])|—-——=——=+0( = |-
g n n n  2n? n? n 2n? n?

. . 1 . .
Comme la série numérique E 2 converge, il s’ensuit que g gn(x) converge.
n>= n>1

Ceci montre que la série d’applications Z gn converge simplement sur [0; +00[.
n>1
e D’apres IV. 4. , pour tout x €]0; +oo] :

lnac—&-vx—f—;(ln(l—i—i)—i) — —InI'(x),

donc :

c’est-a~dire : N
Z gn(z) = — (InT(z) + Inx + ) .
n=1



2. On va essayer de dériver la relation qu’on vient d’obtenir.

e Pour tout n de N*, g, est de classe C! sur [0;+o0].
e Soit a € [0;+00[. On a :
T a
v I\ 0; ! =—< —
neN, Va0l I = L <2,
donc : .
VneN*,  Sup |g,(2)] < .
z€[0;al n

. . 1 . . .
Comme la série numérique E —; converge, il en résulte que la série de fonctions E g», converge normalement, donc
n
n>1 nz=1
uniformément, sur [0;al.

e D’apres 1., la série d’applications Z gn converge simplement sur [0; +o0l.

n>1
+oo
On peut donc appliquer le théoréeme de dérivation pour une série d’applications, et conclure que Z gn, est de classe C!
n=1
sur [0; +oo[ et que :
+o0 !
Vo e[0;4o00], Zgn <Zgn> (x).
n=1 n=1
Comme : Va €]0;+o0], Zgn —(InT'(z) + Inz +~yx),
+oo +oo ’
. x Mz) 1
d/d t: V 0; _—— = / = — _
on dédui z €]0;+o00], nz::l ST ;gn(:c) (r(x)%”)’
c’est-a-dire Va el0;+oof, ¥(x) ! ++ZDO °
-a-dire : x ;o0 x)=——— _
’ ’ ) — n(n + )
+oo
3. OnavuenI3a: Vz €]0;+o0], I'(z)= / (Int)t""te tdt.
0
D’autre part, d’apres la définition de ¢ : Vz €]0;+o00[, I'(z) = T(z)y(z).
D’apres I2b: T'(1) =0!=1 et T'(2) = 1! = 1. Il reste & calculer ¢(1) et t(2) en utilisant V2.
+oo 1
On a : 1)=—-1- —
e Ona ¥(1) ’Y—i—;n(n_’_l)
En utilisant une décomposition en éléments simples, on a, pour N € N* :
St e T () et T W
—n(n+1) =~ n+1/ télescopage N+1 Neo
+oo 1
D’ou : nz::l Y =1, puis: ¥(1)=—-1—7v+1=—y, etenfin: I'(1) =T(1)y(1) = 1(—y) = —.
1 K1
: 2)=—-— 2 —_.
e On a ¥(2) 5 7t ;n(n+2)
N N
2 1 1 1 1 1 3
By (R VP S :
22 (n+2) ; n nv2) T TR TNFI ON+2 e 2
= 2 3 1 3
donc Z mtD) = puis Y(2) = (— 3 —7) —|—§ =1-7, etdonc: I'2)=T2)W(2)=1(1-7)=1—7



On conclut :

+oo +oo
r'(1) = / e 'Intdt = —, r'(2) = / te 'Intdt =1—17
0 0

4. 1) Nous allons utiliser I’expression de 1 comme somme d’une série de fonctions obtenue en V2.
T 1 1
Notons, pour tout n € N*: f, :]0;+c0] — R, 2 +— —— = — — ——.
nx+n) n x+n

e Pour tout n € N*, f,, est de classe C? sur ]0;+o0|, et, pour tout = €]0;+oo] :

1 2

f;(x) = m, fylil(l’) = *m-

o Les séries Z I et Z IV convergent normalement (donc uniformément) sur |0;+oc|, donc sur tout segment de
n=1 n>1
! ]‘ 1 2
0 +ool, car s YN, [fallee <o et [1flloe < .
D’apres le théoreme du cours sur la dérivation pour une série de fonctions, on conclut que 1) est de classe C? sur
10; 00| et que, pour tout x €]0;+o0] :

1 = = 1 X 9

A M hp Dy e A D) i

n=1 n=0 n=0

2) e Puisque, pour tout x €]0;+o00[, ¢'(z) est la somme d’une série convergente de termes tous > 0, on a :
Va €]0;+oc], ¢'(z) >0,

donc v est strictement croissante sur ]0; 4o00].

e Puisque, pour tout z €]0;4o00[, ¥”(z) est la somme d’une série convergente de termes tous < 0, on a :
Vo el0;+oo], ¥’ (x) <0,
donc v est concave sur |0 ; +00[.

5. Nous allons utiliser une comparaison série/intégrale.
Soit z €10; +oof fixé.
Not (1400 — R, t x L.

otons ¢ : [1;+o0] — —_—— =

L ’ tlx+t) t t+ax
1 1
L’application ¢ est dérivable sur [1;+oo[ et : V¢ € [1;+00], ¢'(t) = —mt CEnE <0,
donc ¢ est décroissante.
x

t :+oo 2’

> d’apres ’exemple de Riemann en +o00 (2 > 1) et le théoréme d’équivalence
pour des fonctions > 0, ¢ est intégrable sur [1 ;400

De plus, comme ¢ > 0 et ¢(t)

+o00 +oo +oo
On a donc, par comparaison série/intégrale : / o(t)dt < Z pn) <1+ / o(t) dt.
1 ot 1

Et : /1+Oo<p(t)dt=/1+oo(1—1)dt:[lnt—ln(w+t)};m=[ln ! }+OO=—1D ! =In(1 + =),

t t+z z+tlo 1+z
1 1
et donc : Ve el0;4+oo, ———v+In(1+z)<Y(r) < —— —v+1+In(l+2).
x x



1
Comme : In(l4+2z)=Inz+1In (1 + 7) ~ lne —  +oo,
x

r — 400 r — 400
les deux encadrants sont équivalents & Inz et on conclut : | ¥(x) ~. Inz
xr — oo
e Puisque Inz  — 400, il en résulte : v(x) —  +oo
r — +oo xr — +oo

VI. FORMULE DES COMPLEMENTS

1. Tl est clair que F}, est 2m-périodique et continue (donc continue par morceaux), donc les coefficients de Fourier
trigonométriques de F existent.

Puisque F,. est paire, les b,, sont nuls.

On a, pour tout n de N :

2 (7 2 (7 1 /™
ap, = — F,(t)cosntdt = — / cosztcosntdt = — / (cos(n + )t + cos(n — x)t) dt
2 J_, T Jo T Jo
1 [sin(n + z)t n sin(n —a)t]" 1 (sin(n+z)w n sin(n — )7
o n+x n—x O_ﬂ n+x n—x
_ (=1)"sinmx 1 1 _2(=1)"Mrsinm
B T nt+x n—z)  w(n?-—az?)

2. 1l est clair que F, est continue, de classe C! par morceaux, et 2m-périodique. D’apres le théoréeme de Dirichlet de
convergence normale, la série de Fourier de F) converge normalement sur R et a pour somme F),.
On a donc, pour tout = de ]0;1[ et tout ¢ de R :

ap <X sinmz X 2(=1)"Hasinrr
F.(t) = — an cOSNt = cosnt.
=) 2 +nz::1 " T +Z m(n? — x2)

n=1

L sinmr <X 2(—=1)"Hzsinwr
En particulier : Vzel0;1], Vt € [-m;7], coszt= + Z 5 5 cosn
T —  w(n*—z?)
3. En remplagant ¢ par 7 dans la formule précédente, on obtient, pour tout  de |0;1] :
sintr <X —2zsinmr
COSTL = _
T Z m(n? — x2)
n=1
. +oo . +oo
1 1 sin 7x 1 2rsinmx 2x 1
d’ou : — —cotanmwx = —cosTx | = = — —_.
T sin Tz ( X ) sin x 7; m(n?2—22) = Z n? — a2
4. Soit x €]0; 1] fixé.
Not EN', by [0:2] — R, ¢ hn(t) 2t
otons, pour n , [0s2] — R, t— = —

e Pour tout n de N*, h,, est continue sur [0;z]
e La série d’applications Z h,, converge normalement, donc uniformément, sur [0;z], car, pour tout n de N* et tout
n>1

2t 2 2
tde0;2] : | ()] = ° °

< ~
m(n? —t2) = w(n? — x2) noo mn?

On peut donc appliquer le théoréme sur l'intégration pour une série d’applications continues sur un segment. On en

+o00 x +oo +oo g
déduit que Z hy, est continue sur [0;x] et que : / Z hy(t) dt = Z/ hn () dt.
n=1 0 p=1 n=170

10



x +oo T
1
D’une part : / E h,(t)dt = / <t — cotan Tl't) dt.
0 0o \T

n=1

Comme, pour tout € €]0;z] :

T 1 1 o1 1 1
/ (t — cotanwt) dt = [ Int — — lnsinwt] =—1In .mc — —1In s — —In ™
1>

™ s s . m sinwmx 7 sinme e — ot m sinwx’
r +oo 1 .
. T 1. sinmx
on obtient : E hp(t)dt = = In — ——Z1n )
0o = T sinwz s T

1 1 n? 1 (1 (z)
= — In = ——1In . —
™ n? — 2 T
+oo .
1 2 1
On déduit : Y~ (1— (f) ):—msmm,
— n ™ T
= oy , I . x\?2 sin Tz
d’ot1, par continuité de ’exponentielle : kl;[l (1 ( k) ) — -
5. D’apres la formule de Gauss (IV. 3.) nn! I'(x)
. .30 —
Ty | T | T
D@ s (212 2)) [ (14 5) (1e0)
k=1
nt=%n!
De méme : — I'(1 -
e méme 02— (nsi-a) (1-2),
ot - nt=%n! nt=*n! _nn! n=* 1
C(1-2)2-a)(nt1-x) 2 x x (n+ 1! L~ x z
! _z _ 1— ,)
(n+1) H(l k) (1 n+1> U( k nel
k=1 k=1
n—x
donc : — — T'(1-2)
x noo
[1(-7%)
k=1
On déduit, en effectuant le produit : — — — D(x)['(1 —x)
x x noo
() T - 5)
k=1 k=1

-1
—z n 9

Mais : i i :1<H<1—<x)>> — l.mv :,W .

T T x k noo xsinmx  sinwx

SO0 W
JJL(+5) T (-5
k=1 k=1
On conclut : L(z)T(1 —x) il
sinmx
1 2 U

6. On remplace = par — dans la formule précédente : (F <2>> =—F =T,

sin —

2
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d’on, puisque I' est & valeurs strictement positives : I’ (2) = /.

“+o00 —+oo 1 1 “+o0 1 1
Ensuite : / et dt = / e '——du= - wFeUdu=-T(2=).

0 [u=t2] Jo 2v/u 2 Jo 2\ 2

“+oo
Finalement : / ot dt = ?
0

7.a. L’application f : x — Insinzwx est continue sur ]O; 5}, <0et f(z) ~ o Inmz.

r —

1 1
Comme x — Inmx est intégrable sur }0 ; 5}, f lest aussi. De méme, x — Incoswx est intégrable sur [O; 3 [

Notons : I= / Insinredr et J= / Incosmx dx.
0 0
Par le changement de variable y = 5~ x, on obtient I = J. Puis :

2 % 1
21=1+J = / In(sin 7z 4 cos mx) do = / In (2 sin 27733) dx
0 0

1
1 z 1 e
:—71n2+/ In(sin27z)dx = _,1n2_|_,/ In sin 7y dy.

=

1

1 % 1 2 2
Et: / 1nsinﬂ'ydy:/ 1nsin7rydy+/ Insinmrydy = . / 1nsin7rydy+/ Incosmzdz =1+ J =2I.
0 : 3 Jo 0

0 5 z=y—

1 1
On obtient ainsi 2[:—§ln2—|—1, d’our : I:J:—§In2

1
7.b. L’application In o I" est continue sur |0; 1], et, puisque I'(z) ~ — — o +oo# I, InoT(z) ~ 0 Inz >0;

rx— 0 =z — r —

comme ¢ — — Inz est intégrable sur ]0; 1], il en résulte que InoT" est intégrable sur ]0;1].

1 1
Le changement de variable ¢t = 1 — z donne : / Inl(z)dx = / InT(1—1¢)dt,
0 0

d’ou, a 'aide de la formule des compléments :
1 1 1 1
2/ InT(z)dz = / InT(z)dz —|—/ Inl(1 —z)de = / In (T'(z)I'(1 —2)) dz
0 0 0 0

1 1
T .
= In — dr=Inm— In sin rx dz.
0 SIN 7T 0

1
1
En utilisant le résultat de la question 7.a., on conclut : / Inl(z)dz = 3 In(27)
0

Kk ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok k ok ok ok ok sk kR k ok k ok ok ok ok ok ok ok kR ok k ok ook ok ok ok ok ok ok ok
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